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Resumen

Se analiza experimental, teórica y numéricamente la dinámica del flujo de cizallamiento resul-
tante de la interacción entre un campo magnético vertical y una corriente continua en una capa
delgada de un electrolito en régimen laminar. El flujo básico consiste en flujos horizontales con
direcciones opuestas contenidos en un canal estrecho. Se exploran corrientes eléctricas en el
rango de 10 a 200 mA con imanes que producen un campo magnético aproximado de 85 mT.
El flujo presenta una inestabilidad de Kelvin-Helmholtz cuando la fuerza impulsora impulsada
por una corriente de aproximadamente I = 95 mA (Re ≈ 40).

Los campos de velocidad se miden mediante velocimetría de imágenes de partículas. Adicio-
nalmente, los patrones de flujo se observan mediante la inyección de colorante. Una solución
numérica bidimensional reproduce las principales características del flujo, tales como el flujo
tipo cizalla y la inestabilidad del tipo Kelvin-Helmholtz.

Además, se presentan soluciones analíticas unidimensionales para casos particulares; dichas
soluciones reproducen las principales características de los flujos observados. Un análisis de
estabilidad lineal corrobora los resultados obtenidos y muestra que la inestabilidad de Kelvin-
Helmholtz está controlada por la intensidad de la fuerza de Lorenz, la forma del campo mag-
nético y la fricción de Rayleigh.
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Capítulo 1

Introducción

KHI La inestabilidad de Kelvin-Helmholtz (IKH), llamada así por Lord Kelvin y Hermann
von Helmholtz, es un fenómeno fluidodinámico que puede ocurrir cuando existe una diferen-
cia de velocidad en la interfaz entre dos fluidos o cuando hay cizalladura de velocidad en un
fluido continuo. Esta inestabilidad se caracteriza por pequeñas ondas que crecen, se enrollan
y se rompen en vórtices [1]. La IKH es un fenómeno ubicuo; a diversas escalas, se realizaron
observaciones geofísicas de la inestabilidad de Kelvin-Helmholtz hasta finales de la década de
1960 y principios de la de 1970 en nubes [2], ver figura 1.1a), y posteriormente en el océano [3].
Además, la IKH también es visible en atmósferas planetarias (por ejemplo, la Mancha Roja de
Júpiter y las bandas de Saturno), ver figura 1.1b), o en nubes interestelares [4]. Durante las
últimas dos décadas, se ha detectado el IKH en la magnetopausa terrestre [5, 6] y en la coro-
na solar [7, 8]. Dado que la inestabilidad de Kelvin-Helmholtz mejora el transporte de masa,
momento y energía, se utiliza habitualmente en diversas geometrías para mezclar dos o más
corrientes de fluidos en aplicaciones de ingeniería [9].

(a) Nubes terrestres [10]. (b) Atmósfera jobiana [11].

Figura 1.1: Ejemplos de la inestabilidad de Kelvin-Helmholtz en la naturaleza.

La IKH se demuestra fácilmente en el laboratorio con un tanque que contiene dos capas estra-
tificadas de líquido, típicamente agua dulce en la parte superior y agua salada, más densa, en
la inferior, para generar la inestabilidad. Al inclinarse, el fluido más denso fluye cuesta abajo
y el fluido más ligero cuesta arriba; la velocidad relativa de estos dos fluidos alcanza un punto
crítico; su interfaz se vuelve inestable, formando las distintivas crestas de onda que se incli-
nan para mezclar las dos capas [12], revelando vórtices rodantes clásicos, similares a las nubes
atmosféricas, lo que demuestra cómo las diferencias de velocidad a través de los límites del
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4 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

fluido conducen a la inestabilidad. Además, otros estudios han analizado la IKH en diferentes
sistemas como flujos oscilatorios [13], películas de jabón [14], películas de aire ultrafinas [15],
fluidos viscoelásticos [16], fluidos multicomponentes [17], fluidos perfectamente dieléctricos [18],
superfluidos [19], fluidos de polvo cargados [20] y plasmas [21].

Aunque la IKH ha sido ampliamente documentada, los estudios sobre el tema con flujos de
cizallamiento forzados electromagnéticamente son escasos. Recientemente esta técnica se ha
utilizado ampliamente debido a su capacidad para forzar el flujo de una manera muy con-
trolada y no intrusiva [22]. Para generar un flujo de cizallamiento cuasi-bidimensional (Q2D),
se utiliza una capa delgada de un fluido conductor que es forzado electromagnéticamente en
contrasentido, provocando roces en una interfaz entre flujos. Se han realizado pocos estudios
en geometrías cilíndricas [23–25]. En tales experimentos, se obtiene una capa de cizallamiento
estable para flujos débilmente forzados. En valores críticos del número de Reynolds, el flujo de
cizallamiento se vuelve inestable y se observa una cadena de vórtices. Dado que las paredes late-
rales producen confinamiento y potencialmente afectan la evolución de la inestabilidad, menos
estudios consideran dominios rectangulares. Manin (1992) [26] realizó simulaciones numéricas
del flujo de cizallamiento bidimensional forzado con fricción en el fondo. Además, González
Vera y Zavala Sansón (2015) [27] publicaron un estudio experimental y numérico en el que las
fuerzas de Lorentz en un flujo poco profundo dentro de un dominio rectangular cerrado pro-
dujeron un patrón de vórtices inestable. Posteriormente, basándose en simulaciones numéricas,
López Zazueta y Zavala Sansón (2018) [28] afirmaron que, según el flujo, pueden desarrollarse
inestabilidades de Kelvin-Helmholtz que presentan oscilaciones regulares o irregulares.

Considerando los trabajos citados en canales rectangulares, el presente trabajo presenta un mo-
delo experimental más simple en el que la inestabilidad de Kelvin-Helmholtz se produce por un
flujo de cizallamiento generado mediante forzamiento electromagnético en una capa delgada de
electrolito. Los campos de velocidades presentes en el flujo se caracterizarán experimentalmente
utilizando la técnica de velocimetría por imágenes de partículas (PIV). Asimismo, desarrollamos
modelos teóricos y numéricos que concuerdan bien con las observaciones experimentales. Las
principales diferencias con trabajos previos en canales rectangulares radican en la comparación
cuantitativa entre los experimentos y las simulaciones numéricas, y en el análisis de estabilidad,
donde se constata que la IKH está controlada por la fuerza de Lorentz, la forma del campo
magnético y la fricción de Rayleigh.



Capítulo 2

Modelo Experimental

Los montajes de los experimentos consisten en recipientes rectangulares de acrílico, ver figuras
2.1 y 2.2. Los recipientes se llenaron con una capa de una solución electrolítica de bicarbonato
de sodio al 8.6 % en peso. La capa de fluido tiene una profundidad de h = 5 mm. A temperatura
ambiente (20◦ C), la densidad de masa, la viscosidad cinemática y la conductividad eléctrica del
fluido de trabajo son ρ = 1.09 × 103 kg/m3, ν = 10−6 m2/s y σ = 6.36 S/m, respectivamente.
El origen del sistema de coordenadas se encuentra en el centro geométrico de los contenedores,
específicamente en la pared inferior. En este marco de referencia, los ejes x e y están en el
plano horizontal, mientras que el eje z apunta en la dirección normal (vertical). La distribución
del campo magnético se genera mediante arreglos de imanes permanentes magnetizados verti-
calmente, ubicados con polaridad opuesta debajo de los contenedores (Figuras 3.1 y 3.4). La
distribución del campo magnético se caracterizó con un medidor de Tesla (modelo F.W. Bell
048), y se midió una intensidad máxima del campo magnético de B0 = 85 mT en z = 5 mm.
Se inyectaron corrientes eléctricas continuas en el rango 10 ≤ I ≤ 200 mA en la dirección y
a través de un par de electrodos de cobre paralelos. La corriente eléctrica inyectada interac-
túa con la distribución del campo magnético para producir fuerzas de Lorentz, principalmente
horizontales en direcciones opuestas, que impulsan un flujo de cizallamiento; lo cual promueve
una inestabilidad de Kelvin-Helmholtz. Se obtuvieron observaciones cualitativas mediante la
inyección de tinta en la superficie libre del fluido. Cabe destacar que para corrientes eléctricas
mayores de 68 mA se presentó electrólisis. A medida que se liberaban pequeñas burbujas al
ambiente a través de la superficie libre de la capa de fluido, el fenómeno de electrólisis alteró
ligeramente la dinámica del flujo. De hecho, las burbujas sirvieron como trazadores para visua-
lizaciones experimentales cualitativas. Adicionalmente, se obtuvieron mediciones cuantitativas
del campo de velocidad horizontal en la superficie libre (z = 5 mm) mediante velocimetría de
imágenes de partículas. Se colocaron esferas huecas de vidrio de borosilicato (10 µm de diá-
metro) en la superficie libre de la capa de electrolito y se iluminaron con LED. El contraste
de las partículas se mejoró colocando una hoja de papel negro mate debajo del recipiente. Las
imágenes del flujo se capturaron con una cámara digital Nikon D3300 con una resolución de
1920 × 1080 píxeles y un objetivo AF-S Nikkor de 18-55 mm. Las imágenes registradas se ana-
lizaron utilizando PIVLab [29]. Ajustando una distribución normal a los datos en los puntos
muestreados, pudimos obtener el error en los datos de velocidad. En estas condiciones, el error
máximo en las observaciones experimentales fue del 10%.
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6 CAPÍTULO 2. MODELO EXPERIMENTAL

2.1. Sistema dos bandas
El primer dispositivo experimental, que en adelante se denominará “sistema de dos bandas”,
tiene como propósito analizar la dinámica de flujos inducidos por forzamiento electromagnético
en su configuración más simple: un sistema compuesto por dos flujos. Este sistema de dos
bandas consiste en un canal de 0.8 cm de ancho, con paredes aislantes de acrílico de 0.5 cm de
altura y 12 cm de longitud. Internamente, las paredes del canal están recubiertas con placas de
cobre conectadas a la fuente de poder. El canal está abierto en los extremos para permitir la
re-circulación del fluido (ver Figura 2.1) y, finalmente, se encuentra rodeado por un recipiente
cuadrado de acrílico de 20 cm de largo, 4 cm de ancho y 1 cm de alto, únicamente para contener
el fluido del experimento. El canal está inmerso en el campo magnético generado mediante dos
imanes; uno de los imanes domina en la parte positiva de y y el otro, en la parte negativa,
dividiendo el canal en dos. Ambos imanes son idénticos en magnitud y dimensiones, pero
invertidos; el imán superior tiene su campo magnético orientado en z (hacia fuera del plano del
canal) y el inferior orientado en −z (hacia dentro del plano del canal). El canal se llena con el
electrolito descrito previamente sin rebozar a unos 5mm de altura (Figuras 2.1 y 3.1).

Figura 2.1: Foto del aparato experimental para el sistema de dos bandas.

En este sistema, los campos magnéticos, en combinación con la corriente DC inyectada en
la dirección y, generan dos fuerzas de Lorentz que actúan en dirección x pero en sentidos
opuestos. Estas fuerzas de Lorentz provocan el movimiento del fluido en dos flujos, creando las
condiciones ideales para establecer una interfaz que puede dar lugar a inestabilidades del tipo
Kelvin-Helmholtz.

2.2. Sistema multibandas
El segundo dispositivo experimental, que en adelante será denominado “sistema multibandas”,
consiste en otro canal (más amplio que en el sistema de dos bandas), el cual está formado por
dos paredes acrílicas de 12 cm de largo y 1 cm de alto, colocadas paralelas entre sí con una
separación de 5.08 cm (2 pulgadas). La parte interna de estas paredes está recubierta por placas
de cobre (electrodos) que nuevamente serán conectadas a una fuente de corriente eléctrica. El
canal está abierto en los extremos para permitir la re-circulación del electrolito y está centrado
dentro de un recipiente cuadrado de acrílico de 18 cm de lado y 1 cm de alto, con paredes de
1 cm de grosor para que el fluido no se derrame (Figuras 2.2 y 3.4). Finalmente, el sistema
multibandas se llena de electrolito sin derramar. El canal se encuentra bajo la influencia del
campo magnético de cuatro imanes permanentes iguales, cuyas medidas superiores son de 1.27
cm de ancho y 5.08 cm de largo, con el campo magnético orientado en el eje z, intercalando
la dirección entre imanes continuos de manera que primero será campo saliente en un imán y
campo entrante en el siguiente, y así sucesivamente. En este canal, el campo magnético alinea-
do en dirección z junto a la corriente inyectada al sistema conductor en dirección y producen



2.2. SISTEMA MULTIBANDAS 7

cuatro fuerzas de Lorentz en dirección x en sentidos contrarios.

Figura 2.2: Foto del aparato experimental para el sistema multibandas.

Estos dos dispositivos permitirán crear flujos paralelos encontrados, en cuya interfaz se podrán
observar inestabilidades del tipo Kelvin-Helmholtz y remolinos. La velocidad de los flujos for-
zados electromagnéticamente podrá ser variada por medio de la fuente de voltaje y ajustar los
parámetros hasta llegar al momento en que se observen las inestabilidades buscadas.
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Capítulo 3

Modelo matemático

Los flujos impulsados electromagnéticamente en capas delgadas de electrolitos se han mode-
lado con éxito mediante un enfoque cuasi-bidimensional (Q2D). El modelo Q2D se basa en
el promedio de las ecuaciones de balance en la dirección normal z, de modo que los flujos se
describen en términos de el flujo bidimensional del núcleo del flujo con una fricción lineal que
tiene en cuenta los efectos de la capa límite. Sin embargo, como primer acercamiento al análisis
del problema actual, se adaptó un modelo bidimensional (2D). En términos adimensionales, las
ecuaciones de conservación en el plano (x− y) tienen la siguiente forma:

∂u

∂x
+

∂v

∂y
= 0, (3.1)

∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
+ v

∂u

∂y
= −∂p

∂x
+∇2

⊥u+QjyBz, (3.2)

∂v

∂t
+ u

∂v

∂x
+ v

∂v

∂y
= −∂p

∂y
+∇2

⊥v. (3.3)

Las coordenadas espaciales se normalizan por la mitad del ancho del canal, y el tiempo t se
normaliza por l/u0, donde u0 = ν/l es la velocidad viscosa característica. Las componentes de
velocidad u y v, la presión p, la componente vertical del campo magnético Bz y la componente
de densidad de corriente eléctrica inyectada jy se adimensionalizan usando u0, el doble de la
presión dinámica ρu2

0, la intensidad máxima del campo magnético del imán B0 = 85 mT y
la densidad de corriente eléctrica característica j0 = I/A0, respectivamente. El subíndice ⊥
denota la proyección del operador ∇2 en el plano (x− y). A0 es el área de la sección transversal
del electrodo de cobre, es decir, A0 = 0.12 × 0.005 m2. La fuerza de Lorentz resultante de la
interacción de la corriente eléctrica aplicada en la dirección y (jy) con la componente normal
del campo magnético (Bz) es la única fuerza impulsora en la dirección x, a saber, QjyBz. El
único parámetro adimensional involucrado es el parámetro de la fuerza de Lorentz Q = U0/u0.
La velocidad volumétrica característica U0 = j0B0l

2/ρν se obtiene de un equilibrio entre las
fuerzas viscosas y de Lorentz aplicadas. La componente vertical del campo magnético Bz se
modela con aproximaciones que serán mencionadas para cada caso. Dado que el estudio se hace
en la zona central del canal, los efectos de borde de corriente o campo magnético (y por ende
fuerza de Lorentz) son despreciados.
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10 CAPÍTULO 3. MODELO MATEMÁTICO

3.1. Solución analítica unidimensional

En esta sección, simplificamos el problema utilizando diversas suposiciones que nos permitieron
obtener una solución analítica para el flujo de forma adimensionalizada. En primer lugar, no
existe un gradiente de presión impuesto. La única fuerza impulsora es la componente x de
la fuerza de Lorentz, resultante de la interacción entre el campo magnético externo Bz y la
densidad de corriente eléctrica aplicada en la dirección y, esto es jy = 1. Por lo tanto, en estado
estacionario, asumimos un flujo horizontal que solo depende de la coordenada y. Por tanto, la
ecuación resultante es

d2u

dy2
= −QjyBz. (3.4)

3.1.1. Sistema dos bandas

En este caso de estudio, se tienen dos flujos encontrados dentro de un canal. En primera instan-
cia, asumimos que el campo magnético tiene un comportamiento tipo escalón en la dirección
y, siendo positivo en la mitad superior del canal y negativo en la mitad inferior del canal (ver
figura 3.1).

Figura 3.1: Modelo físico del sistema de dos bandas.

Ahora tenemos dos flujos por resolver para la ec. (3.4), la mitad inferior y la mitad superior del
flujo. Resolvamos primero la mitad superior, o sea, para 0 ≤ 1, con Bz = 1, cuya ecuación es

u = −Q
y2

2
+ c1y + c2, (3.5)

con las condiciones de frontera

u(y = 1) = 0, u(y = 0) = 0. (3.6)

con solución
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uup(y) = −Q

2
y2 +

Q

2
y, (3.7)

con una velocidad máxima en y = 1/2, la cual es

uup−max =
Q

32
.

Posteriormente, resolviendo la mitad inferior para −1 < y ≤ 0, con Bz = −1, cuya ecuación es

u = Q
y2

2
+ c3y + c4, (3.8)

con las condiciones de frontera

u(0) = 0, u(y = −1) = 0. (3.9)

con solución

udown(y) =
Q

2
y2 +

Q

2
y, (3.10)

con una velocidad máxima en udown(y) = 0 o en y = 1/2, la cual es:

udown−min = −Q

32
.

Se puede notar que la magnitud de uup−max =
Q

32
y udown−max =

−Q

32
es la misma, por lo que

el flujo es antisimétrico.
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Figura 3.2: Gráfica de la solución analítica con campo magnético tipo escalón. Perfil de velocidad
u(y) respecto al eje y del caso 3 (Q = 10)

Observando la gráfica 3.2 podemos notar que hay 2 flujos en contrasentido. De manera adi-
cional, si asumimos que el campo magnético tiene un comportamiento más suave, es decir, un
comportamiento tipo sinusoidal Bz = − sin(2πy), la solución a la ec. (3.4) es

u =
−Q sin(2πy)

4π2
+ c1y + c2 (3.11)

Considerando las siguientes condiciones de frontera

u(y = 1) = 0, u(y = −1) = 0, (3.12)

la solución es

u(y) =
−Q sin(2πy)

4π2
. (3.13)

Para encontrar los máximos y mínimos de la velocidad, tenemos que encontrar las soluciones

a u′(y) = −Q cos(2πy)

2π
= 0 para −1 ≤ y ≤ 1, que se cumplen para los valores y = −1/2 y

y = 1/2

umin = − Q

4π2
para y = −1/2,
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umax =
Q

4π2
para y = 1/2.

La solución (3.13) está representada en la figura 3.3, donde se percibe que la solución es similar,
cualitativamente hablando, a la solución con el campo magnético escalonado debido a que, si
bien en una consideración escalonada el campo no es suave, el movimiento debido a la fuerza de
lorentz suaviza las gráficas de las velocidades conforme el sistema se desarrolla. Por tanto, en
las soluciones analíticas y numéricas subsecuentes se considerará el campo magnético de tipo
sinusoidal. Cabe mencionar que, pensando en realizar un análisis de estabilidad de este problema
en el futuro, se revisó y reprodujo el análisis clásico de la inestabilidad de tipo Kelvin-Helmholtz
para el caso sin viscosidad; dicho ejercicio está plasmado en el Apéndice A.

Figura 3.3: Gráfica de la solución analítica con campo magnético tipo sinusoidal. Perfil de
velocidad u(y) respecto al eje y del caso 3 (Q = 10)

3.1.2. Sistema multibandas

Para el sistema multibandas se considera que el comportamiento del campo magnético es sinu-
soidal a lo largo del eje y (con sus máximos en las zonas medias de los imanes y sus mínimos
entre los imanes). Con el fin de obtener un resultado analítico, impondremos condiciones de
frontera de no deslizamiento (u(y = 0) = 0 y u(y = 1) = 0), tomando en cuenta el modelo
físico en la figura 3.4



14 CAPÍTULO 3. MODELO MATEMÁTICO

Figura 3.4: Esquema 2D del sistema multibandas. En rojo la dirección del campo magnético,
en azul la dirección de la corriente en el sistema, en gris la dirección de la fuerza de Lorentz.

Para resolver la ec. (3.4) tenemos jy = 1, Q = 1 y Bz = sin(Nπy), donde N representa el
número de imanes, por lo tanto, la solución es

u(y) =
sin(Nπy)

(Nπ)2
. (3.14)

La gráfica de esta solución se muestra en la figura 3.5 y esquemáticamente la vemos en la figura
3.6.

Figura 3.5: Gráfica analítica de la solución de la velocidad respecto al eje y para N = 4.



3.2. SOLUCIÓN NUMÉRICA BIDIMENSIONAL 15

Figura 3.6: Esquema 2D del perfil de velocidades a lo largo del eje central en x.

3.2. Solución numérica bidimensional

El sistema de ecuaciones (3.1)-(3.3) se resolvió numéricamente utilizando un método de diferen-
cias finitas que ha sido previamente validado en otros estudios de flujos impulsados electromag-
néticamente en capas poco profundas. Las ecuaciones en forma discretizada son las siguientes

F n = un + δt

((
∂2un

∂x2
+

∂2un

∂y2

)
− ∂(u2)

∂x
− ∂(uv)

∂y
+QjyBz −

∂p

∂x

)
, (3.15)

Gn = vn + δt

((
∂2vn

∂x2
+

∂2vn

∂y2

)
− ∂(uv)

∂x
− ∂(v2)

∂y
− ∂p

∂y

)
. (3.16)

Mientras la ecuación de Poisson para la presión es

∂2pn+1

∂x2
+

∂2pn+1

∂y2
=

1

δt

(
∂F n

∂x
+

∂Gn

∂y

)
. (3.17)

Una vez que se resuelve la ecuación para la presión, se obtienen las componentes de velocidad

un+1 = F n − ∂t
∂(pn+1)

∂x
, (3.18)
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vn+1 = Gn − ∂t
∂(pn+1)

∂x
. (3.19)

El dominio numérico es del mismo tamaño que el canal estrecho del modelo experimental, las
componentes de velocidad satisfacen condiciones de no deslizamiento (u = 0, v = 0) en las
paredes inferior y superior del canal, y se consideran condiciones de contorno de Neumann
(∂u/∂x = 0, ∂v/∂x = 0) en los límites izquierdo y derecho. Como condiciones iniciales, se
considera un fluido en reposo (u = 0, v = 0) sin corriente aplicada (jy = 0). La componente
vertical del campo magnético es Bz = sin(2πy). Para el caso de dos bandas, se usa una malla
de 300 × 20 con un paso temporal de 0.0001, mientras que para el caso multibandas, la malla
fue 100× 100 (el cambio en la malla únicamente es por capacidad computacional y resolución,
pero no es un problema para el análisis final de las simulaciones).



Capítulo 4

Resultados

4.1. Sistema de dos bandas

La interacción de la corriente eléctrica y el campo magnético genera una fuerza de Lorentz
que promueve un flujo de cizallamiento horizontal, como se observa en la figura 4.1, donde se
muestran fotogramas del experimento de dos bandas con la técnica de inyección de colorante.
Como se puede apreciar en las fotos, la tinta es arrastrada en dos direcciones: en el eje positivo
en y a la derecha y en el negativo a la izquierda (como en la figura 3.1). Conforme el experimento
sigue evolucionando, notamos formaciones de vórtices a lo largo de la zona media. Estos vórtices
son perturbaciones debido a los flujos encontrados, y su formación nos recuerda un poco a la
gran mancha roja de Júpiter. Esta técnica en este experimento tiene limitaciones muy marcadas,
una de ellas es que la inyección de tinta requiere mucha precisión o buen pulso, lo que hace que
muchos de los intentos se descarten sólo por haber inyectado mal la tinta. Otro problema es
que la tinta se va mezclando cada vez más y el fluido se va pintando completamente de verde,
interrumpiendo la misma observación, como se puede ver hacia el final de los fotogramas. Como
observación final, a los extremos del canal se ven líneas perpendiculares azules, estas marcan
el límite de los imanes, por lo que los efectos de borde como la recirculación, la cual es notada
por remolinos en esta zona, no son de interés.

17
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(a) Fotograma en 00:13.

(b) Fotograma en 00:15.

(c) Fotograma en 00:17.

(d) Fotograma en 00:19.

Figura 4.1: Observación experimental del sistema de dos bandas con la técnica de inyección de
colorante.

La evolución temporal de la inestabilidad también se puede observar en la figura. 4.2, don-
de las burbujas de la electrólisis sirven como trazadores. Centrándonos en las observaciones
experimentales, para t = 2 s, se forman pequeñas ondulaciones; véase la figura 4.2a). Luego
ocurre el proceso de amplificación, haciendo que la ola crezca para t = 8 s; véase la figura
4.2b). Las suaves crestas de la ola se curvan, formando finalmente los característicos vórtices
espirales; véase la figura 4.2b)-e). La electrólisis es un proceso químico inducido por el paso
de una corriente eléctrica a través de un medio, el cual puede encontrarse en estado líquido
(fundido) o disuelto en agua. Dicho fenómeno consiste en la descomposición de una sustancia
en sus componentes elementales o en la formación de nuevos compuestos debido a las reac-
ciones de oxidación y reducción que ocurren en los electrodos. En términos generales, durante
la electrólisis, los cationes (iones con carga positiva) migran hacia el cátodo, donde adquieren
electrones (reducción), mientras que los aniones (iones con carga negativa) se desplazan hacia
el ánodo, donde ceden electrones (oxidación). Este principio permite transformar compuestos
químicos estables en sus elementos constituyentes o en productos diferentes, lo cual no ocurriría
de manera espontánea sin la aplicación de energía eléctrica [30]. En el experimento se puede
observar la formación espontánea de espuma en el ánodo debido a la electrólisis del electrolito
(véase figura 4.2a)). Gracias a que esta espuma se forma en las cercanías de un solo electrodo,
en conjunto con las dimensiones del canal, se obtiene una curiosa casualidad: la mitad inferior
del canal se vuelve visible y similar a una nube en el cielo. Es influenciada por el flujo contrario
en su superficie, permitiendo ver la transformación del experimento a un flujo con inestabilidad
del tipo Kelvin-Helmholtz.
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(a) Fotograma en 00:04. (b) Fotograma en 00:08.

(c) Fotograma en 00:12. (d) Fotograma en 00:16.

(e) Fotograma en 00:20.

Figura 4.2: Observación experimental del sistema de dos bandas mediante las burbujas de la
electrólisis.

Una mejor manera de observar el comportamiento del fluido es emplear PIV; sin embargo, como
ya se mencionó, un proceso químico llamado electrólisis impidió por completo este método de
observación. A corrientes bajas (I ≤ 60 mA), cuando aún no hay formación de vórtices, podemos
evitar la electrólisis, pero a medida que nos acercamos a corrientes que permiten la perturbación
del fluido, también nos acercamos al inicio de la electrólisis. Por lo tanto, para obtener flujos de
mayor velocidad se requieren corrientes más intensas, con lo que el fenómeno de inestabilidad y
la electrólisis se harán presentes al mismo tiempo. De manera adicional, se realizó la simulación
numérica de este flujo, ver figura 4.3. En particular, la simulación numérica reproduce los
principales efectos físicos observados durante el desarrollo de la inestabilidad. Las estructuras
de vórtice aparecen como resultado de una inestabilidad del flujo básico de cizalla (ver figura
3.3), y la transición de un régimen estable a uno inestable se observa cuando aumenta la fuerza
de Lorentz (Q = 4000).
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Figura 4.3: Campo vectorial de velocidad. a) t = 0.01. b) t = 0.2. c) t = 0.3. Q = 4000. Solución
numérica 2D.

4.2. Sistema multibandas

En el caso experimental para el sistema multibandas, la tinta se inyecta a lo largo del eje y en
x = 0 mientras el fluido permanece en reposo; posteriormente, se enciende la fuente de poder
en los valores previamente establecidos de una corriente de 0.01 amperios y un voltaje de 3.1
voltios, y se deja evolucionar en el tiempo; ver figura 4.4. Al ser un sistema de 4 imanes, sucede
lo esperado en cuanto a 4 flujos contrarios intercalados; sus regiones de dominio son claras, pero
se puede observar un comportamiento muy claro: los flujos externos (pegados a los electrodos)
son más intensos que los internos. Esto tiene sentido, pues mientras los flujos externos tienen
un flujo encontrado de un lado y una condición de no deslizamiento con la pared del canal,
los flujos internos tienen dos flujos contrarios, sin embargo, retomado la gráfica analítica de la
figura 3.5, podemos notar una gran diferencia cualitativa en los perfiles teórico y experimental.
Conforme el perfil avanza, la tinta llega a los límites del campo magnético, por lo que, debido a
la re-circulación del sistema, se deforma en una espiral, la cual no es de interés para el propósito
de este análisis. Si bien la tinta nos ayuda a ver los perfiles de velocidad, no nos permite ver
el comportamiento general en el canal para este caso. Sin embargo, en esta configuración, la
electrólisis no se presenta, por lo que es posible realizar el análisis PIV de esta configuración.



4.2. SISTEMA MULTIBANDAS 21

(a) Fotograma en 00:04. (b) Fotograma en 00:08.

(c) Fotograma en 00:12. (d) Fotograma en 00:16.

Figura 4.4: Evolución temporal del video experimental del sistema de cuatro bandas visualizado
con inyección de colorante.

Para las observaciones experimentales de PIV del sistema multibandas, se introducen partículas
de prueba sobre la superficie de la solución, las cuales nos ayudan a visualizar el campo vectorial
de velocidades en toda el área; ver figura 4.5. Suponiendo el fluido estacionario, se emplea un
promedio temporal de los videos para homogeneizar las observaciones, obteniendo así la figura
4.6a). En esta figura, podemos observar en los extremos una mayor intensidad de la velocidad
y recirculaciones de fluido; sin embargo, no están atribuidas a ninguna inestabilidad.

(a) Fotograma del primer video de ejemplo. (b) Fotograma del segundo video de ejemplo.

Figura 4.5: Campo vectorial experimental mediante fotogramas analizados con la técnica de
PIV.
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Los perfiles de velocidad en función de la coordenada y se muestran en la figura 4.6b). Se puede
observar que la componente v es un orden de magnitud menor que la componente u. Usando la
velocidad máxima obtenida con PIV, umax = 0.03 m/s, y el ancho de un imán como longitud
característica L = 0.0125 m, el número de Reynolds es Re = umaxL/ν ≈ 375, lo cual índica
que los flujos observados son laminares. Adicionalmente, la componente u tiene un acuerdo
cualitativo con la solución analítica presentada en la figura 3.5.

(a) Campo vectorial de velocidades en la zona del canal,
vista superior del experiemnto

(b) Componentes de la velocidad a lo largo del eje y en
x = 0, con u la velocidad en x̂ y v la velocidad en ŷ.

Figura 4.6: Análisis PIV del sistema multibandas.

Finalmente, las figuras 4.7 y 4.8 muestran el campo de velocidad y el perfil de velocidad hori-
zontal, respectivamente, provenientes de la simulación numérica.

Figura 4.7: Campo vectorial de velocidades numérico para el sistema multibandas.
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Figura 4.8: Gráfica de la velocidad u en dirección x a lo largo de un corte vertical de la simulación
numérica a la mitad.

Estos resultados muestran un acuerdo cualitativo con las observaciones experimentales.

En general, podemos comentar que hay una concordancia cualitativa entre las observaciones
experimentales y las simulaciones numéricas. Además, a pesar de las suposiciones realizadas
durante la derivación de las soluciones analíticas, estas se aproximan cualitativamente con
los perfiles experimentales y numéricos aunque habiendo un cambio muy remarcado en los
máximos y mínimos de los 4 flujos. Dado que lo numérico viene dado de ecuaciones analíticas
sin simplificaciones, nos queda un alivio de que el fenómeno experimental sí puede ser modelado
por el método de diferencias finitas empleado.
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Capítulo 5

Conclusiones y trabajo futuro

En este trabajo se analizó la inestabilidad de Kelvin-Helmholtz generada en un canal. Los flujos
fueron impulsados por la interacción entre la distribución del campo magnético de dos imanes
y una corriente continua uniforme. Bajo las condiciones examinadas, los efectos convectivos
se manifestaron mediante la aparición de la inestabilidad de Kelvin-Helmholtz. Experimental-
mente, se encontró que la inestabilidad apareció para I ≥ 100 mA. Un modelo numérico 2D se
compara cualitativamente con las observaciones experimentales. El campo magnético generado
por dos imanes permanentes se aproxima conservando solo su componente normal, lo que pro-
porciona una representación realista de la fuerza impulsora. Además, se obtuvieron soluciones
analíticas 1D que se comparan cualitativamente con los resultados numéricos y experimentales
para corrientes bajas. Como trabajo futuro, se plantea integrar la fricción de fondo en el modelo
numérico para realizar una comparación cuantitativa con las observaciones experimentales, así
como un análisis de estabilidad. A diferencia de los métodos tradicionales para generar la inesta-
bilidad de Kelvin-Helmholtz, este trabajo resalta el potencial de la excitación electromagnética
como medio para inducir movimientos controlados en fluidos conductores de electricidad.

25
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Apéndice A

Análisis de estabilidad

La inestabilidad del tipo Kelvin-Helmholtz ya es bastante conocida, siguiendo el análisis de
acuerdo con la literatura [31]. Esta describe la interfaz entre dos corrientes de fluidos paralelas
horizontales con diferentes velocidades y densidades. Si la discontinuidad existe sólo en las ve-
locidades (teniendo la misma densidad), se le conoce como “hoja de vórtice”. Investiguemos el
movimiento de la superficie de discontinuidad localizada en y = 0 en el estado no perturbado
(ver Figura A.1). Se asume que las capas tienen profundidad infinita y que la interfaz tiene
espesor cero. Sean

−→
U1 y ρ1 la velocidad y densidad de la capa superior del plano (x, y) en estado

base (i.e. y > 0) y
−→
U2 y ρ2 las de la capa inferior (y < 0).

Figura A.1: Interfaz entre dos partes de un fluido con velocidades diferentes en un estado inicial
perturbado [31].

Un flujo potencial es un tipo de flujo en el que se asume que no hay viscosidad en el fluido y
que el flujo es irrotacional. Esto implica que el campo de velocidad puede ser expresado como
el gradiente de un potencial escalar. Para llegar a un flujo potencial a partir de las ecuaciones
de Navier-Stokes, se deben cumplir ciertas condiciones y simplificaciones. Las ecuaciones de
Navier-Stokes para un fluido incompresible en tres dimensiones son:

Conservación de la masa:
∇ ·

−→
U = 0. (A.1)

Conservación del momento:

ρ

(
∂
−→
U

∂t
+ (

−→
U · ∇)

−→
U

)
= −∇P + µ∇2−→U + ρ−→g , (A.2)

27
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donde
−→
U es el campo de velocidad, ρ es la densidad del fluido, P es la presión, µ es la viscosidad

dinámica y −→g es la aceleración debida a la gravedad. Para llegar a un flujo potencial, se asume
que el flujo es irrotacional, lo que significa que el rotacional del campo de velocidad es cero
(∇×

−→
U = 0). Esto implica que el campo de velocidad puede expresarse como el gradiente de

un potencial escalar, es decir,
−→
U = ∇ϕ. Si reemplazamos esta expresión en las ecuaciones de

Navier-Stokes, obtenemos:

Conservación de la masa:
∇ · ∇ϕ = ∇2ϕ = 0. (A.3)

Esta ecuación es conocida como la ecuación de Laplace para el potencial ϕ y se satisface en un
flujo potencial.

Conservación del momento:

ρ

(
∂(∇ϕ)

∂t
+ ((∇ϕ) · ∇)(∇ϕ)

)
= −∇P + µ∇2(∇ϕ) + ρ−→g . (A.4)

Cuando un fluido experimenta ondas de superficie, el movimiento inducido por las ondas puede
considerarse irrotacional, por lo que el vector de velocidad

−→
U puede expresarse en términos del

gradiente de un potencial de velocidad ϕ, que debe satisfacer la ecuación de Laplace:

∇×
−→
U = 0 =⇒

−→
U = ∇ϕ.

Consideremos la ecuación que gobierna el flujo, incluyendo cualquier perturbación. El flujo por
encima de la hoja de vórtice tiene un potencial de velocidad ϕ1 y el flujo por debajo de la hoja
tiene un potencial de velocidad ϕ2. Por lo que se debe cumplir:

∇×
−→
U1 = 0 =⇒

−→
U1 = ∇ϕ1,

∇×
−→
U2 = 0 =⇒

−→
U2 = ∇ϕ2.

Los potenciales de flujos incompresibles e irrotacionales cumplen que:

∇2ϕ1 = 0, y ∇2ϕ2 = 0, (A.5)

Con condiciones de frontera

∇ϕ1 =
−→
U1 cuando Y −→ ∞,

∇ϕ2 =
−→
U2 cuando Y −→ −∞.

(A.6)

Estas condiciones indican que la perturbación muere muy lejos de la interfase. Si se supone que
debido a una perturbación la interfase es deformada y se describe por la ecuación y = η(x, t).
La interfaz perturbada también puede ser representada por una ecuación paramétrica de la
forma f(x, y, t) = 0. Dado que y = η(x, t) para cada punto (x, y) en la interfase en cualquier
tiempo t, está claro que:

f(x, y, t) = y − η(x, t). (A.7)

Si la interfaz se mueve a una velocidad
−→
V int, la condición cinemática está dada por:
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Df

Dt
=

∂f

∂t
+
−→
V int · ∇f = 0. (A.8)

Usando (A.7), la ecuación (A.8) puede escribirse como:

∂f

∂t
+ Vint · ∇f = �

�∂y − η(x, t)

∂t
+
−→
V int · ∇ (y − η(x, t))

= −∂η(x, t)

∂t
+ u

∂(y − η(x, t))

∂x
x̂+ v

∂(y − η(x, t))

∂y
ŷ + w

∂(y − η(x, t))

∂z
ẑ

= −∂η

∂t
− u

∂η

∂x
+ v = 0,

por lo tanto:

∂η

∂t
+ u

∂η

∂x
= vη en y = η(x, t), (A.9)

donde vη es la componente vertical de la velocidad de fluido en la interfaz. La ecuación (A.9) es
la condición de frontera cinemática, que establece que la interfaz se mueve hacia arriba y hacia
abajo con una velocidad igual a la componente vertical de la velocidad del fluido.
Considerando partículas justo por encima de la interfaz, la condición de frontera cinemática
requiere que:

∂η

∂t
+ (U1 + u′

1)
∂η

∂x
= v′1 en y = η(x, t),

donde u′
1 y v′1 son las componentes de la velocidad perturbada en las direcciones x y y res-

pectivamente. Dado que el flujo base está en la dirección x, tenemos que v′1 = ∂ϕ1/∂y (i.e. la
componente en y para la velocidad está totalmente dada por v′1). Por lo tanto, la ecuación de
arriba puede ser reordenada como:

∂η

∂t
+ (U1 + u′

1)
∂η

∂x
= ∂ϕ1/∂y

′ en y = η(x, t). (A.10)

Un argumento similar puede hacerse para la capa inferior (v′2 = ∂ϕ2/∂y):

∂η

∂t
+ (U2 + u′

2)
∂η

∂x
= ∂ϕ2/∂y

′ en y = η(x, t). (A.11)

Esto da una condición de frontera para ϕ1 y ϕ2. La condición de frontera dinámica surge de la
ecuación de inestabilidad de Bernoulli:

∂ϕ

∂t
+

p

ρ
+

U2

2
+ gy = C(t).

Que, en términos del potencial de velocidad, queda como:

∂ϕ

∂t
+

p

ρ
+

(∇ϕ)2

2
+ gy = C(t). (A.12)
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Dado que (A.12) contiene ambos lados de la superficie, tenemos:

∂ϕ1

∂t
+

p1
ρ1

+
(∇ϕ1)

2

2
+ gy = C1,

∂ϕ2

∂t
+

p2
ρ2

+
(∇ϕ2)

2

2
+ gy = C2.

(A.13)

En la interfaz, la presión debe ser la misma si nos aproximamos por arriba o por abajo, por lo
que p1 = p2 en y = η. Despejando las presiones en ambas ecuaciones en (A.13) queda:

−p1 = ρ1

(
∂ϕ1

∂t
+

(∇ϕ1)
2

2
+ gη − C1

)
,

−p2 = ρ2

(
∂ϕ2

∂t
+

(∇ϕ2)
2

2
+ gη − C2

)
,

e igualando las ecuaciones, nos da:

ρ1

(
∂ϕ1

∂t
+

(∇ϕ1)
2

2
− C1

)
= ρ2

(
∂ϕ2

∂t
+

(∇ϕ1)
2

2
− C2

)
. (A.14)

Las ecuaciones (A.5), (A.6), (A.10), (A.11) y (A.14) gobiernan el movimiento no viscoso de la
interfaz de deslizamiento y los flujos en ambos lados.

El flujo básico U1 y U2 satisfacen el problema con η = 0, la dinámica de la condición de frontera
se reduce entonces a:

ρ1

(
�
�
�∂ϕ1

∂t
+

(U1)
2

2
− C1

)
= ρ2

(
�
�
�∂ϕ2

∂t
+

(U2)
2

2
− C2

)
,

ρ1

(
1

2
U2
1 − C1

)
= ρ2

(
1

2
U2
2 − C2

)
. (A.15)

El flujo se descompone en el estado básico y en perturbaciones. Entonces, los potenciales son:

ϕ1 = U1x+ ϕ′
1,

ϕ2 = U2x+ ϕ′
2,

(A.16)

donde los primeros términos del lado derecho representan el flujo básico de corrientes uniformes.
Cuando estas relaciones son sustituidas en la ecuación (A.5) encontramos que:

∇2 (���U1x+ ϕ′
1) = 0 y ∇2 (���U2x+ ϕ′

2) = 0,

∇2ϕ′
1 = 0 y ∇2ϕ′

2 = 0. (A.17)

Mientras que la ecuación (A.6) muestra que la perturbación muere al infinito:
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∇ϕ′
1 = 0 cuando y → ∞,

∇ϕ′
2 = 0 cuando y → −∞.

(A.18)

Las condiciones de superficie (A.10) y (A.11) pueden ser linealizadas aplicándolas en y = 0 en
lugar de en y = η y despreciando los términos cuadráticos (en y = 0, u′

1 = 0 y u′
2 = 0).

∂ϕ′
1

∂y
=

∂η

∂t
+ U1

∂η

∂x
cuando y = 0,

∂ϕ′
2

∂y
=

∂η

∂t
+ U2

∂η

∂x
cuando y = 0.

(A.19)

Introduciendo la descomposición (A.16) en la condición dinámica de frontera (A.13), y requi-
riendo p1 = p2 en y = η (equilibrio en las presiones), realizamos el siguiente ejercicio para
obtener una condición en la interfaz:

La primera ecuación en (A.13) se convierte en

∂

∂t
(U1x+ ϕ′

1) +
p1
ρ1

+
1

2
[∇(U1x+ ϕ1)]

2 + gη = C1,

∂ϕ′
1

∂t
+

p1
ρ1

+
1

2

[(
∂

∂x
(U1x+ ϕ′

1)

)2

+

(
∂

∂y
(U1x+ ϕ′

1)

)2
]
+ gη = C1,

∂ϕ′
1

∂t
+

p1
ρ1

+
1

2

[(
U1 +

∂ϕ′
1

∂x

)2

+

(
∂ϕ′

1

∂y

)2
]
+ gη = C1,

linealizamos la ecuación anterior, despreciando los productos de cantidades con primos; obte-
nemos.

∂ϕ′
1

∂t
+

p1
ρ1

+
1

2

(
(U2

1 + 2U1
∂ϕ′

1

∂x

)
+ gη = C1,

Resolviendo para la presión

−p1 = ρ1

(
∂ϕ′

1

∂t
+

1

2
U2
1 + U2

∂ϕ′
1

∂x
+ gη − C1

)
,

Una transformación similar puede hacerse para la segunda ecuación en (A.13) para obtener

−p2 = ρ2

(
∂ϕ′

2

∂t
+

1

2
U2
2 + U2

∂ϕ′
2

∂x
+ gη − C2

)
.

Dado que ϕ1 = ϕ2 en y = η, las dos ecuaciones de arriba pueden combinarse y la condición de
flujo estacionario (A.15) se sustituye para obtener

ρ1

(
∂ϕ′

1

∂t
+ U2

∂ϕ′
1

∂x
+ gη

)
= ρ2

(
∂ϕ′

2

∂t
+ U2

∂ϕ′
2

∂x
+ gη

)
en y = 0. (A.20)

El problema matemático para η, ϕ′
1 y ϕ′

2 consiste en las ecuaciones (A.17), (A.18) y (A.19).

Uno puede resolver 3 ecuaciones lineales (A.19) (que son dos ecuaciones) y (A.20), y deter-
minar las 3 funciones η, ϕ′

1 y ϕ′
2, de donde se encuentra la estabilidad del sistema. Todos los
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coeficientes de las 3 ecuaciones son constantes, y por lo tanto, podemos llevar a cabo el análisis
de modo normal.

El flujo ha sido dividido en un flujo básico constante y una perturbación dependiente del tiempo.
La perturbación puede ser representada por una composición de los siguientes modos normales
aproximados:

η = η̂eik(x−ct), (A.21)

ϕ′
1 = ϕ̂1(y)e

ik(x−ct), ϕ′
2 = ϕ̂2(y)e

ik(x−ct), (A.22)

donde k es real (y puede ser tomado como positivo sin ninguna pérdida de generalidad),
c = cr + ici es una velocidad de onda compleja. Notar que η̂ es la amplitud original del des-
plazamiento de la interfase y es una constante. especifica el tamaño de todas las cantidades
perturbadas. Cuando ci > 0, este desplazamiento es inestable y crece exponencialmente en el
tiempo.

La sustitución de los modos normales de la ecuación (A.22) en las ecuaciones de Laplace (A.17)
podría permitirnos determinar las formas de las funciones de la amplitud ϕ̂1 y ϕ̂2. Por ejemplo,
∇2ϕ′

1 = 0 da

∇2
(
ϕ̂1e

ik(x−ct)
)
= 0,

∂2

∂x2

(
ϕ̂1e

ik(x−ct)
)
+

∂2

∂y2

(
ϕ̂1e

ik(x−ct)
)
= 0,

ϕ̂1
∂2

∂x2

(
eik(x−ct)

)
+
(
eik(x−ct)

) ∂2ϕ̂1

∂y2
= 0,

−k2ϕ̂1e
ik(x−ct) + eik(x−ct)∂

2ϕ̂1

∂y2
= 0,

eik(x−ct)

[
∂2ϕ̂1

∂y2
− k2ϕ̂1

]
= 0,

d2ϕ̂1

dy2
= k2ϕ̂1.

La ecuación de arriba es una ecuación diferencial ordinaria homogénea de segundo orden con
coeficientes constantes, y su solución general es

ϕ̂1 = Ae−ky + Ceky,

y de una manera similar, ∇2ϕ′
2 = 0 da

ϕ̂2 = De−ky +Beky,

donde A, B, C y D son constantes de integración. Se puede notar que, para satisfacer las
condiciones de frontera (A.18), las constantes C y D deben ser cero. Por lo tanto, las funciones
de amplitud son de la forma:
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ϕ̂1 = Ae−ky,

ϕ̂2 = Beky.
(A.23)

Sustituyendo las ecuaciones (A.23) en las ecuaciones (A.22) para modos normales para ϕ′
1 y ϕ′

2

da (la ecuación de η es representada abajo por conveniencia)

η = η̂eik(x−ct), (A.24)

ϕ1 = Ae−kyeik(x−ct), ϕ2 = Be−kyeik(x−ct). (A.25)

Sustituyendo los modos normales (A.24) y (A.25) en las condiciones de interfaz cinemática
(A.19) se llega a

∂

∂y

(
Ae−kyeik(x−ct)

)
=

∂

∂t

(
η̂eik(x−ct)

)
+ U1

∂

∂x

(
η̂eik(x−ct)

)
,

−kAe−kyeik(x−ct) = −ikcη̂eik(x−ct) + ikU1η̂e
ik(x−ct),

Ae−ky = −iη̂(U1 − c).

La ecuación de arriba, evaluada en y = 0, provee una ecuación para A. Una ecuación para B
también puede ser obtenida usando el mismo procedimiento de arriba. Tenemos así

A = −i(U1 − c)η̂,

B = i(U2 − c)η̂.
(A.26)

La ecuación final se obtiene sustituyendo las ecuaciones (A.24) y (A.25) en la condición de
interfaz dinámica (ecuación de Bernoulli) (A.20). Esto da

ρ1

(
∂ϕ′

1

∂t
+ U1

∂ϕ′
1

∂x
+ gη

)
= ρ2

(
∂ϕ′

2

∂t
+ U2

∂ϕ′
2

∂x
+ gη

)
,

ρ1e
ik(x−ct)

(
−ikcAe−ky + ikU1Ae

−ky + gη̂
)
= ρ2e

ik(x−ct)
(
−ikcAe−ky + ikU2Ae

−ky + gη̂
)
.

En y = 0

ρ1[ikA(U1 − c) + gη̂] = ρ2[ikA(U2 − c) + gη̂].

Sustituyendo A y B para obtener

ρ1 [k(U1 − c)2η̂ + gη̂] = ρ2 [−k(U2 − c)2η̂ + gη̂].

Reacomodando

ρ1k(U1 − c)2 + ρ2k(U2 − c)2 = g(ρ2 − ρ1). (A.27)

La ecuación (A.27) da los eigenvalores para c(k). Resolviendo esta ecuación para la velocidad
de onda compleja:
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c = cr + ici =
ρ1U1 + ρ2U2

ρ1 + ρ2
±

[
g

k

ρ2 − ρ1
ρ1 + ρ2

− ρ1ρ2

(
U1 − U2

ρ1 + ρ2

)2
]1/2

. (A.28)

Se puede ver que la velocidad de la onda c es real (ci = 0) si el término dentro de la raíz
cuadrada es positivo. Por lo tanto, ambas soluciones son neutralmente estables si

g

k

ρ2 − ρ1
ρ1 + ρ2

≥ ρ1ρ2

(
U1 − U2

ρ1 + ρ2

)2

,

k ≤ g

ρ1ρ2

ρ22 − ρ21
(U1 − U2)2

. (A.29)

Lo que da las ondas estables del sistema. Por otro lado, el seguimiento (solución) es inestable
si ci > 0. Esto es,

k >
g

ρ1ρ2

ρ22 − ρ21
(U1 − U2)2

. (A.30)

La ecuación (A.28) muestra que, para cada solución (inestable) amplificada, existe una solu-
ción (estable) amortiguada. Este comportamiento se debe al hecho de que el coeficiente de la
ecuación diferencial de perturbación y las condiciones de frontera son todas reales. Si U1 ̸= U2.
Entonces, uno siempre puede encontrar un k suficientemente largo que satisface el requerimien-
to para la inestabilidad. Debido a que se debe permitir toda la longitud de onda en un análisis
de inestabilidad, podemos decir que el flujo es siempre inestable a las ondas cortas si U1 ̸= U2.

Es instructivo notar que la relación de dispersión de las ondas en la interfaz entre dos líquidos
inmiscibles de diferentes densidades puede obtenerse de la ecuación (A.28) estableciendo U1 =
U2 = 0:

c =

√
g

k

ρ2 − ρ1
ρ1 + ρ2

, (A.31)

o la frecuencia angular

ω =
√

gkAt, (A.32)

donde At = (ρ2 − ρ1)/(ρ1 + ρ2), es el número de Atwood. Considerando ahora el caso de una
hoja de vórtice, i.e., el flujo de un fluido homogéneo (ρ1 = ρ2) con una velocidad discontínua.
Escogiendo ρ1 = ρ2 = ρ en la ecuación (A.28) se obtiene (de manera ya reducida)

c = cr + ici =
1

2
(U1 + U2)± i

1

2
|U1 − U2|. (A.33)

Como se ha discutido anteriormente, un flujo de hoja de vórtice con c1 > 0 es inestable. De
este modo, la hoja de vórtice (sólo la capa) de un salto de velocidad en la interfaz es inestable
para todas las longitudes de onda.
También se puede ver que las ondas de perturbación se mueven con una velocidad de fase igual

a la velocidad media del flujo básico
1

2
(U1 + U2). Esto debe ser cierto para consideraciones
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simétricas. En un sistema de referencia que se mueve con la velocidad media, el flujo básico es
simétrico y la onda, entonces, no debería tener preferencias entre la dirección negativa o positiva.
La inestabilidad de Kelvin-Helmholtz es causada por el efecto desestabilizador de la fricción,
que se sobrepone al efecto de estabilización de la estratificación de densidad. La inestabilidad
de tipo Kelvin-Helmholtz se encuentra comúnmente en la atmósfera terrestre y el océano.
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