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Introduccion

La topologia del ADN es un aspecto fundamental en la biologia molecular,
yva que influye directamente en procesos esenciales como la replicacion, la
transcripcion y la reparacion del genoma. Las moléculas de ADN circular,
comunes en bacterias y plasmidos, pueden adoptar configuraciones comple-
jas como nudos o enlaces, que surgen del superenrollamiento o de la acciéon de
enzimas que manipulan la topologia del ADN. Estas configuraciones pueden
llegar a inhibir los procesos esenciales mencionados anteriormente al impedir
la separacion de las hebras del ADN . Las enzimas topoisomerasas tienen un
papel importante en la resoluciéon de estos problemas topologicos, al permitir
el paso de hebras de ADN, a través de otras, modificando el nimero de enlace
y evitando nudos que podrian inhibir la actividad celular. En particular, las
topoisomerasas de tipo I y tipo II, ya que realizan cortes en una o ambas
hebras del ADN respectivamente, facilitan cambios topologicos que pueden
modelarse mateméaticamente mediante la teoria de nudos.

La teoria de nudos, una rama de la topologia, proporciona herramientas im-
portantes para describir y clasificar estas configuraciones del ADN. Al repre-
sentar el ADN como curvas cerradas en el espacio tridimensional, se pueden
analizar los nudos y enlaces resultantes de procesos enzimaticos, prediciendo
los posibles productos. Esta tesis se centra en la aplicacion de la teoria de nu-
dos para modelar la accion de enzimas topoisomerasas en moléculas de ADN,
basédndose en dos articulos clave [I] y [2], que desarrollan modelos topologicos
para procesos de recombinacion sitio especifica, los cuales comparten simili-
tudes en su funcionamiento con la actividad de las enzimas topoisomerasas,
como los cortes y recombinaciones de hebras y la resolucion de nudos.

Esta tesis integra estos modelos que se mencionan en los articulos [1] y [2],
para explorar como la teoria de nudos puede dar un significado matematico a

I1I
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la acciéon de las enzimas topoisomerasas que emplean una recombinaciéon de
sitio especifico en el ADN, analizando las similitudes en los distintos meca-
nismos que llevan a cabo las distintas enzimas que estudian ambos modelos.

La tesis consta de 4 capitulos, donde el primer capitulo esta dedicado a los
conceptos biolégicos que nos ayudaran a entender el mecanismo del ADN, se
describen las estructuras del ADN, asi como la descripcion de las enzimas y
cémo participan en la modificacién del ADN. El segundo capitulo contiene
los conceptos basicos de la teoria de nudos, donde podemos encontrar las
herramientas necesarias para entender los modelos que se describen en los
capitulos siguientes.

En el tercer capitulo se da una introduccion al modelo de Ernst y Sumners,
que nos ayudara a entender mejor el modelo descrito por Flapan y Buck en
su articulo, “Tangle solutions for a family of DNA-rearranging proteins”, el
cual es un modelo topologico para caracterizar nudos y enlaces generados
por una ronda (o multiples rondas progresivas) de recombinacion sitio espe-
cifico con dos tipos de enzimas en especifico, serina y tirosina recombinasas,
a partir de sustratos iniciales como un nudo trivial, un enlace trivial o nu-
dos/enlaces toroidales de tipo 7'(2,m). Se demuestra que todos los nudos y
enlaces producto pertenecen a una tnica familia parametrizada. Las implica-
ciones bioldgicas incluyen la restriccion de estructuras topologicas observadas
en experimentos.

El capitulo cuatro aborda el modelado matematico de la familia de proteinas
integrasas, que reorganizan el ADN cambiando su topologia mediante la cap-
tura de superenrollamientos. Utilizando el modelo de ovillos (donde regiones
del ADN se representan como cuerdas encajadas en bolas tridimensionales),
se resuelven dos sistemas de ecuaciones de ovillos correspondientes a repe-
ticiones directas e invertidas en la secuencia inicial de ADN. Se clasifican
las tres clases de soluciones permitidas para ambas repeticiones. Posterior-
mente, se presentan tres teoremas fundamentales que refinen y clasifican las
soluciones al modelo de ovillos para la familia integrasa. El primero elimina
configuraciones incompatibles con las hipotesis biologicas; el segundo depura
las soluciones considerando el superenrollamiento constante y restricciones
especificas por valor de k, donde k es el indice que recorre los valores enteros
del 0 al 4, surge directamente de los datos experimentales obtenidos en el la-
boratorio de Cozzarelli con la proteina Flp; cada valor de k corresponde a un
nivel distinto de superenrollamiento incorporado en el ovillo O%, reflejando li-
mites en el niimero de cruces; y el tercero confirma que el superenrollamiento
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variable corresponde al ovillo estrictamente racional, permitiendo incorporar
configuraciones no canoénicas observadas con la proteina Flp. Juntos, estos
resultados ofrecen una caracterizacion completa de las topologias posibles,
imponiendo restricciones biologicamente realistas sobre el superenrollamien-
to y el sitio de recombinacién, en concordancia con datos experimentales de
nudos y enlaces toroidales.



Capitulo 1

Antecedentes biol6gicos

1.1. Importancia del ADN en procesos biolbgi-
cos

El acido desoxirribonucleico (ADN) es la molécula fundamental que sustenta
la vida, actuando como el deposito de la informacion genética en todos los
organismos celulares. Su importancia radica en su capacidad para almacenar,
transmitir y expresar la informacion necesaria para el desarrollo, funciona-
miento y reproduccion de los seres vivos. Desde la sintesis de proteinas hasta
la regulacion de procesos celulares complejos, el ADN desempena un papel
central en la biologia molecular, constituyendo la base de la herencia y la
diversidad biologica.

A lo largo de este capitulo, se consideraran conceptos bioldgicos fundamenta-
les para comprender el trabajo completo. Dichos conceptos han sido tomados
de distintas referencias clave; por ejemplo, [3] que proporciona una base teo-
rica solida en biologia molecular y topologia del ADN; [4] los conceptos de
estructura del ADN y topoisomerasas; [5] y [6] son claves para entender los
procesos biologicos y los aspectos conceptuales genéticos.

La estructura del ADN, descrita por Watson y Crick en [7], como una do-
ble hélice formada por dos cadenas antiparalelas de nucledtidos unidas por
puentes de hidrogeno, permite la codificacion precisa de genes y su replica-
cion fiel durante la division celular. Sin embargo, la longitud del ADN, que
en eucariotas puede alcanzar metros si se extiende linealmente, requiere una
compactacion extrema para encajar en el nucleo celular. Esta compactacion,



mediada por proteinas como las histonas en eucariotas o por mecanismos de
condensacion en bacterias, da lugar a estructuras tridimensionales complejas
que pueden generar enredos y torsiones en la molécula.

En [4] nos dice que las configuraciones estructurales del ADN, como enredos,
torsiones y nudos, representan un desafio significativo para procesos biold-
gicos esenciales como la replicacion, la transcripcion y la recombinacion, los
cuales serdn abordados en detalle mas adelante. Estas estructuras pueden
impedir el acceso de la maquinaria celular, como las polimerasas al ADN, al
generar tensiones que dificultan el desenrollamiento de la doble hélice o la
separacion de las cadenas durante estos procesos.

1.2. ;Qué es el ADN?

Para poder dar una respuesta a la pregunta, primero debemos tomar en
cuenta algunos conceptos, ya que el ADN es una molécula muy larga y a pesar
de su gran tamano, tiene una estructura “simple”, ya que es un polimero, es
decir, una cadena formada por muchas unidades repetitivas unidas entre si.
Estas unidades son los nucledtidos, cada uno de estos nucledtidos consta de
tres partes principales (ver imagen :

1. Un aztcar: Llamado también aztcar pentosa. Tiene cinco dtomos de
carbono. En el caso del ARN, se llama ribosa y tiene un grupo hidroxilo
(OH)El unido al atomo de carbono 2. Mientras que para el ADN se llama
desoxirribosa y tiene un dtomo de hidrogeno en esta posicion, por lo
tanto, tiene un oxigeno menos en total.

2. Un grupo fosfato: Consiste en un dtomo de fésforo unido a cuatro
atomos de oxigeno.

3. Una base nitrogenada: FEs un anillo de carbono y nitrégeno, que
puede ser de cuatro tipos diferentes, adenina (A), timina (T) en el ADN
(uracilo (U) en el ARN), citosina (C) y guanina (G) (ver figura [1.2)).

Por lo que, respondiendo a la pregunta, ;qué es el ADN7?, es una molécula que
puede contener millones de nucle6tidos. Consta de dos cadenas de nucledtidos

'Es un grupo compuesto por un atomo de hidrégeno (H) unido a un dtomo de oxigeno
(O), que a su vez esta unido a una molécula mediante un enlace covalente.
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0—P-0 CH, _o
Fosfato
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Azlcar

Figura 1.1: Estructura de un nucleétido. Imagen tomada de [5].

entrelazados en la forma de una doble hélice que gira alrededor de un eje
central, y unidas por puentes de hidrégeno entre pares de bases donde la
adenina (A) siempre se une a la timina (T) y la citosina (C) siempre se une
a la guanina (G). Para mas detalles consultar [6].

Existen tres procesos: la replicacion, la recombinacién y la transcripcion,
los cuales son esenciales para la continuidad, diversidad y el funcionamiento
biologico.

= Lareplicacion del ADN es el proceso mediante el cual la célula duplica
el material genético antes de la division celular, asegurando que cada
célula hija reciba una copia idéntica del genoma. Este proceso es crucial
no solo para la reproduccion, sino también para el mantenimiento de
tejidos y la reparacion celular en organismos multicelulares.

= La recombinacién genética, permite el intercambio de segmentos de
ADN entre cromosomas homologos. Es fundamental para la evolucion,
ya que proporciona la materia prima para la selecciéon natural, permi-
tiendo a las poblaciones adaptarse a entornos cambiantes. En contex-
tos biotecnologicos, la recombinacion artificial se utiliza para introducir
genes especificos en organismos, como la produccion de cultivos trans-
génicos.
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Figura 1.2: Estructuras de los componentes diferentes de cada uno de los
nucleotidos. Imagen tomada de [5].

» La transcripcioén es el proceso mediante el cual la informacion codi-
ficada en el ADN se copia en una molécula de ARN mensajero, que
posteriormente dirige la sintesis de proteinas en la traduccion. Este
paso es esencial para la expresion genética, ya que permite que la in-
formacion genética se traduzca en funciones celulares especificas, como
la produccién de hormonas o proteinas estructurales.

1.3. Estructuras del ADN

La estructura del ADN puede describirse en tres niveles: la estructura pri-
maria, que corresponde a la secuencia lineal de nucledtidos; la estructura
secundaria, caracterizada por la formaciéon de la doble hélice; y la estructura



terciaria, que incluye configuraciones tridimensionales como el superenro-
llamiento y otras formas de compactacion. Estos niveles estructurales son
fundamentales para comprender como el ADN se almacena, replica y expre-
sa en la célula, asi como los desafios que surgen durante procesos como la
replicacion, la transcripcion y la recombinacion.

1.3.1. Estructura primaria del ADN

La estructura primaria del ADN corresponde a la organizacion lineal de los
nucledtidos, que como se menciona anteriormente, son las unidades funda-
mentales de la molécula. Esta organizacion lineal da lugar a las denominadas
cadenas de ADN, las cuales contienen la informacion genética. La variabilidad
de esta informacion depende de la secuencia especifica de bases nitrogenadas
que las componen, ya que el esqueleto molecular permanece constante en
todas las cadenas.

Por convencion, la secuencia de las cadenas polinucleotidicas del ADN se lee
desde el extremo 5’ (correspondiente al ultimo grupo fosfato libre, es decir,
el extremo donde se encuentra el tltimo nucleotido) hasta el extremo 3’ (que
corresponde a la ultima pentosa libre, sin unién a otro nucleotido), iden-
tificando la secuencia de bases nitrogenadas y estableciendo una direccion
especifica para la lectura. Ver figura [L.3]

1.3.2. Estructura secundaria del ADN

En 1953, James Watson y Francis Crick realizaron uno de los descubrimientos
més importantes del siglo, describir la estructura de doble hélice del ADN,
ver figura [1.4] En esencia, la estructura secundaria del ADN es la clasica
doble hélice formada por dos cadenas de polinucle6tidos unidas por enlaces
de hidrogeno entre bases, enrolladas alrededor de un eje central que define la
hélice regular. Los enlaces aztcar-fosfato estan en el exterior de la hélice, y las
bases estan apiladas en el interior de la molécula. Para més detalles,consultar
[6].

En [] nos dice que las dos cadenas de polinucleotidos se encuentran en di-
recciones opuestas, es decir, son antiparalelas, lo que significa que el extremo
5 de una cadena esta opuesto al extremo 3 de otra. Es importante senalar
que la longitud de la molécula de ADN se determina segtin el ntimero de
pares de bases que la componen. Por ejemplo, el genoma humano contiene
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Figura 1.3: Representacion esquematica de la estructura primaria del ADN.
Imagen tomada de [5].

aproximadamente tres mil millones de pares de bases, con un diametro de la
doble hélice de 25 angstroms] (3 x 1071m).

El principal método experimental usado para explicar la estructura secunda-
ria del ADN es la difraccion de rayos X en fibras de ADN.

2Unidad de longitud que equivale a 107'° metros, o una diez milmillonésima parte de
un metro
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Figura 1.4: Representacion esquemética de la estructura secundaria del ADN.
Imagen tomada de [5].

1.3.3. Estructura terciaria del ADN

En la estructura terciaria del ADN se habla de la forma que adopta la molécu-
la del ADN en el espacio. Una de sus caracteristicas es el superenrollamiento
(supercoiling) se define como el superenrollamiento, el cual consiste en torcer
la doble hélice; este podria ser superenrollamiento negativo o superenrolla-
miento positivo, el primero se enrolla en sentido contrario a la doble hélice,
y el segundo se enrolla en la misma direccion que lo hace la doble hélice, por
lo que resulta en una mayor compactaciéon de la molécula. Esta estructura
permite al ADN estar dentro del espacio limitado que tiene el nucleo celu-
lar, mientras mantiene su funcionalidad para la replicacion, transcripcion y
recombinacion.

A principios de 1960, varios grupos investigaban las moléculas de ADN de
los virus, en particular los virus de ADN tumoral; y se descubri6 que la mo-
lécula de ADN de ciertas bacterias consiste en dos hebras circulares de ADN,
como un solo anillo trenzado, es decir, los extremos de cada hebra de una
molécula lineal de doble cadena se unen de manera convencional de 5" a 3'.
Esta configuracion se conoce ahora como ADN circular (ver ﬁgura. Para
mas detalles, consultar [3].



Figura 1.5: Imagen de ADN circular.

Para este trabajo centraremos nuestra atencion en el ADN circular, el cual,
ademas de aparecer en bacterias y virus, lo podemos observar en mitocon-
drias de las células humanas. Para mas detalles, consultar [5]. Ver figura
para visualizar un ejemplo de un superenrollamiento en un ADN circular.

Una medida cuantitativa del superenrrollamiento del ADN

El superenrollamiento del ADN, una caracteristica fundamental de su estruc-
tura terciaria, es especialmente relevante en moléculas circulares, donde la
compactacion extrema genera tensiones que afectan procesos celulares esen-
ciales. Los conceptos de nimero de enlace (linking number), enrollamiento
(twist) y retorcimiento (writhe) son esenciales para comprender el superenro-
llamiento y su impacto en procesos biologicos. Estos términos, provenientes
de la topologia y la geometria, describen propiedades que cuantifican como
las dos hebras de la doble hélice del ADN se entrelazan y se retuercen en
el espacio tridimensional. A continuacién, se presentan estos conceptos y su
relacion.
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Figura 1.6: Esquema de las configuraciones topologicas del ADN circular: (a)
ADN circular relajado, (b) ADN superenrollado positivo resultante de la adi-
cion de vueltas (overrotation), y (¢) ADN superenrollado negativo resultante
de la eliminacion de vueltas (underrotation). El superenrollamiento positivo
ocurre cuando la hélice se retuerce en la misma direccién, mientras que el
superenrollamiento negativo implica un giro en direcciéon opuesta. Imagen
tomada de [6].

Numero de enlace (Linking number)

El primer parametro que vamos a considerar es el numero de enlace (o Linking
number), siendo un invariante topologico (ya que se conserva bajo isotopias
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que preservan la orientacion) que describe la relacion de dos curvas cerradas
en el espacio tridimensional. Este parametro es un nimero entero que se
denota por Lk(R), donde R es nuestro ADN circular. Para poder calcular
el Lk(R) se realiza el mismo procedimiento que en teoria de nudos (ver la

seccion [2.1.1)).

Propiedades geométricas del ADN circular cerrado: Enrollamiento
(twist) y retorcimiento (writhe)

Enrollamiento (twist)

El Twist (o numero de enrollamiento), mide cuantas vueltas dan las hebras
del ADN una alrededor de otra, méas rigurosamente, alrededor del eje de la
hélice del ADN y se denota por Tw(R).

Aligual que el parametro Lk(R), Tw(R) es una cantidad entera; en este caso,
no hablamos de un invariante topolégico, sino de una cantidad geométrica.

Retorcimiento (writhe)

Por ultimo, tenemos al pardametro Writhe (o retorcimiento), el cual describe
el enrollamiento del eje de la hélice en el espacio y se denota como Wr(R).
Para calcular el Wr(R) de una cadena R de ADN, se considera que en cual-
quier representacion de R habra un nimero de cruces; para cada uno de estos
cruces se le asigna un valor, como lo hicimos en el nimero de enlace, con la
diferencia de que este niimero no se divide entre 2 y puede variar dependien-
do del punto de vista desde el cual se observa la cadena. Para mas detalles,
consultar [3].

William R. Bauer, Francis H. C. Crick, y James H. White descubrieron la
siguiente relacion entre los tres pardmetros mencionados anteriormente de la
siguiente manera:

Lk(R) = Tw(R) + Wr(R) (1.1)

la cual es conocida como formula de White. Para mas detalles, consultar [§].

Al ser el Lk un invariante, cualquier cambio en Tw del ADN deberéa ir acom-
panado de un cambio igual y opuesto a Wr y viceversa. Es decir, si Tw
aumenta en una cantidad, por ejemplo, +2 vueltas, debido a estrés térmico o
proteinas que desenrollan localmente, el Wr debe disminuir en exactamente
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—2 para compensar y mantener Lk constante.

Para tener una mejor idea de lo mencionado anteriormente, imaginemos una
molécula de ADN circular en un estado relajado, sin superenrollamiento. En
este caso, el nimero de enlace de la molécula, que designaremos como Lk,
se calcula dividiendo el nimero total de pares de bases entre 10.5, que corres-
ponde al nimero promedio de pares de bases por cada vuelta de la hélice de
ADN. Por ejemplo, una molécula circular con 10,500 pares de bases tendria
un Lky = +1000, el signo refleja la naturaleza del giro del ADN que se dirige
hacia la derecha. En estas condiciones, el nimero de enrollamiento Tw es
igual a Lky y el nimero de retorcimiento Wr es cero, siempre que no existan
tensiones adicionales, de modo que Lk = Tw = Lkj.

Ahora consideremos el caso en que se realiza un corte en la molécula de ADN,
se gira uno de los extremos una vuelta hacia la derecha y luego se vuelven a
unir los extremos. Esto genera una molécula con un ntmero de vueltas menor
al esperado segiin su cantidad de pares de bases, es decir, Lk < Lky. Para
este caso, la molécula pierde estabilidad, ya que el niimero de pares de bases
por vuelta excede el valor ideal. Para recuperar la configuracion éptima, es
necesario incrementar 7w en una unidad, lo que implica acercar T'w al valor

de Lk?()

Este ajuste compensa la tension generada por la reduccion de vueltas, y se
logra mediante un enrollamiento adicional en la molécula que “recupera’ la
vuelta perdida. De acuerdo con la férmula de White, para aumentar 7w es
necesario reducir a Wr. La magnitud del superenrollamiento se cuantifica
mediante la diferencia de enlace, definida como

ALk = Lk — Lky.

Si ALk # 0, la molécula se considera superenrollada, y se pueden distinguir
dos casos:

s SiALk = Lk—Lko <0, por ejemplo, Lk = Lky—1, entonces Tw < Lk,
dado que en una molécula relajada Lk = Tw. Como Lk permanece
constante a menos que se rompan las hebras, para acercarse al niimero
ideal de vueltas, Tw debe incrementarse en una unidad (Tw+1), lo que
implica que Wr debe disminuir en una unidad (Wr — 1) para mantener
Lk constante. Este proceso resulta en un superenrollamiento negativo,
ya que el aumento de T'w se compensa con una disminuciéon de Wr.



12

» Si ALk = Lk — Lky > 0, aplicando un razonamiento similar, se deduce
que Wr debe incrementarse para estabilizar la molécula, lo que genera
un superenrollamiento positivo.

Asi, los superenrollamientos con direcciéon a la derecha implican una dismi-
nucion de Wr, lo que se conoce como superenrollamiento negativo, mientras
que los superenrollamientos en direccion a la izquierda incrementan Wr, dan-
do lugar a un superenrollamiento positivo. En ambos casos, T'w se ajusta en
la direccion opuesta para mantener Lk constante. Ver figura para maés
detalles.

Mediante el analisis de la féormula de White y el estudio de los cambios en
los parametros Lk, Tw y Wr (por ejemplo, a través de técnicas como la
electroforesis en gel), se puede confirmar que la hélice de ADN presenta una
periodicidad aproximada de 10.5 pares de bases por vuelta. Para mas detalles,
consultar [5].

a b c
1 1
! a5 ,‘\
5. S ' W il
e : Y P 35 ey . .30
¢ o f g 8
: g % £ 4% S 2%
B g0 &P 2
i ; 2 Topoisomerasa 8"" ;- § =
10~ 5 —_ % 10-§,30 i e 25
8 s <~ E = 3 g
2 & 25-415 3 2 g
2 & b\ 10°9 ,_TJ
15’L5— & g .1) Ll o
~ 20
LL‘\,'\.{H\' g \_,"'J o0 L ’L/\,-\.I"\J
20 15
bp: 360 [bp: 360 [bp: 360
Lk: 36 Lk 32 Lk: 32
Tw: 36 | Tw: 36 Tw 32
wr_ 0| [wr: -4 W 0

Figura 1.7: La figura representa los parametros topologicos del ADN circu-
lar: el nimero de enlace (Lk), el enrollamiento (Tw) y retorcimiento (Wr),
relacionados por la ecuacion Lk = Tw + Wr. La imagen muestra como estos

parametros varian en estados relajados y superenrollados del ADN. Imagen
tomada de [0].
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1.3.4. Visualizacién del ADN circular superenrollado me-
diante técnicas de electroforesis y microscopia.

La electroforesis es una técnica ampliamente utilizada en biologia molecular
para separar moléculas cargadas, como el ADN, segin su tamano y carga
eléctrica. Debido a la carga negativa de los grupos fosfato del ADN, esta
técnica permite la separacion de fragmentos en un gel poroso, generalmente
de agaroseﬂ, bajo la influencia de un campo eléctrico.

El procedimiento consiste en preparar un gel de agarosa disuelto en un tam-
pon conductor, cargar las muestras de ADN en pocillos formados en el gel, y
aplicar una corriente eléctrica. Los fragmentos de ADN migran hacia el polo
positivo a velocidades inversamente proporcionales a su tamano; es decir, los
fragmentos més pequenos se mueven méas rapido a través del gel de agarosa,
mientras que los mas grandes migran mas lentamente, formando bandas dis-
cretas.

Al finalizar la electroforesis, las bandas se visualizan mediante colorantes fluo-
rescentes, como bromuro de etidio, bajo luz ultravioleta, permitiendo analizar
el tamano y la cantidad de los fragmentos de ADN. Para més detalles, con-
sultar [5].

La microscopia electréonica es una técnica de alta resoluciéon que permite
visualizar estructuras biolégicas a nivel nanométrico, superando las limita-
ciones de la microscopia Optica. Utiliza un flujo concentrado de electrones
en lugar de luz para generar imagenes detalladas de especimenes biolégicos,
como moléculas de ADN, complejos proteicos o estructuras celulares. Su ca-
pacidad para proporcionar imégenes de alta resoluciéon la convierte en una
técnica complementaria a la electroforesis para el estudio detallado de la es-
tructura del ADN y sus interacciones. Para méas detalles, consultar [9].

Tanto la electroforesis como la microscopia electronica han contribuido sig-
nificativamente al entendimiento de la estructura y funciéon del ADN. La
electroforesis permite un analisis rapido y accesible del tamano y la integri-
dad de fragmentos de ADN, asi como la deteccién de conformaciones topo-
logicas, como nudos, mediante técnicas especializadas como la electrofore-
sis bidimensional. Por su parte, la microscopia electrénica, especialmente de
transmision, ofrece una visualizacion directa de la organizacién molecular,

3Es un polisacarido natural derivado de las algas marinas, tiene una carga minima, por
lo que no interfiere con el movimiento de las moléculas cargadas.



14

incluyendo estructuras topologicas complejas como los nudos en el ADN, que
son de particular interés para este trabajo.

1.4. Enzimas topoisomerasas

Tal como se menciond, el nimero de enlace es una caracteristica constante
del ADN circular, que esta limitada por restricciones topoldgicas. Este valor
solo puede modificarse al introducir cortes en la estructura de la cadena de
azucar-fosfato. Las topoisomerasas, una clase destacada de enzimas, poseen
la capacidad de realizar estas modificaciones al generar rupturas temporales
de una o ambas hebras del ADN.

Las enzimas topoisomerasas se pueden clasificar en dos tipos, las topoiso-
merasas de tipo I y las topoisomerasas de tipo II. En resumen, las de tipo
I son aquellas que solo ‘rompen’ una de las hebras del DNA para llevar a
cabo el proceso de recombinacion y replicacion (ver ﬁgura, mientras que
las de tipo II son aquellas que rompen ambas hebras de la molécula, para
posteriormente hacer la reconexion de las hebras de la molécula (ver figura
19).

Las topoisomerasas tienen la capacidad de entrelazar y desenlazar moléculas
de ADN circulares. Se considera que dos moléculas de ADN circulares estan
encadenadas cuando se encuentran unidas de manera similar a los eslabones
de una cadena.

Las topoisomerasas pueden modificar la configuraciéon topologica de molécu-
las de ADN circulares, uniendo o separando su estructura, covalentemente EI
al introducir una rotura bicatenaria El en una de las moléculas y permitir que
la otra pase a través de esta rotura. Por su parte, las topoisomerasas de tipo
I solo pueden entrelazar o desenlazar moléculas de ADN si una de las hebras
presenta un corte o una interrupcion, ya que estas enzimas acttian escindien-
do tinicamente una hebra a la vez. Ademas, las moléculas de ADN lineales

4E] término “cerradas covalentemente” en el contexto de moléculas de ADN circulares
indica que ambas hebras de la doble hélice estan unidas mediante enlaces covalentes conti-
nuos, formando una estructura circular sin extremos libres ni interrupciones en la cadena
de azucar-fosfato. Esta configuraciéon topolégica cerrada implica que cualquier cambio en
la estructura del ADN, como la unién o separacion, requiere la accion de enzimas como las
topoisomerasas, que introducen cortes temporales en una o ambas hebras para modificar
su topologfia.

STmplica el corte simultdneo de ambas hebras en un punto especifico.
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largas que se encuentran entrelazadas, como ocurre durante la replicacion de
cromosomas en eucariotas, pueden ser desenredadas mediante la accion de

una topoisomerasa. De manera similar, estas enzimas también son capaces
de deshacer nudos presentes en el ADN (ver figura |1.10)).

Sin embargo, existen otras enzimas relacionadas que también modifican la es-
tructura del ADN, pero con un proposito més especifico: las recombinasas. A
diferencia de las topoisomerasas, que acttian de manera global para resolver
problemas topolégicos, como el niimero de enlace, las recombinasas realizan
cortes precisos en sitios especificos del ADN para facilitar la recombinacion
sitio-especifica, un proceso que estudiaremos mas adelante.

A continuacion, se detallan las caracteristicas y mecanismos de las recombi-
nasas de tirosina y serina, incluyendo ejemplos especificos como la resolvasa
de Tn3 y la proteina Flp, ya que son las que estaremos estudiando.

Las recombinasas de serina constituyen una familia enziméatica que opera
mediante un mecanismo de corte simultdneo de ambas hebras de ADN al
mismo tiempo en sitios especificos. Utilizan una parte de su estructura lla-
mada serina para hacer el corte y quedarse unida temporalmente al ADN.
Esto permite que las hebras cortadas roten y se reorganicen antes de volver
a unirse, formando una nueva configuraciéon del ADN.

Un ejemplo clave es la Tn3-resolvasa, que proviene de un transposérﬁ bacte-
riano (un segmento de ADN que puede “saltar” entre moléculas). Esta enzi-
ma actiia cuando dos moléculas de ADN circular se forman juntas durante la
transposicion. La resolvasa corta el ADN en sitios especiales y lo reorganiza
para separar los anillos, reduciendo el nimero de enlace.

Las recombinasas de tirosina, utilizan una parte llamada tirosina para cortar
una hebra del ADN a la vez, quedandose unida a ella temporalmente. Esto
permite que la otra hebra gire o que las hebras se intercambien; luego, la
enzima une las hebras de nuevo. Este mecanismo es similar al de las topo-
isomerasas de tipo I, que relajan el ADN circular para reducir el ntiimero de
enlace o deshacer nudos.

Un ejemplo importante es la proteina Flp, que se encuentra en un plé,smiddﬂ

6Es la secuencia de ADN que tiene la capacidad de cambiar su posiciéon dentro del ADN
de una célula.

"Pequeiia molécula de ADN circular de doble hebra que se replica de forma indepen-
diente al cromosoma bacteriano dentro de una célula
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circular de levadura. FLP corta el ADN en sitios especificos y puede voltear
un segmento de ADN. Esto ayuda a la levadura a copiar su plasmido y tam-
bién puede relajar el ADN circular, cambiando su niimero de enlace.

Tanto las topoisomerasas como las recombinasas modifican la topologia del
ADN circular, afectando el niimero de enlace y otros invariantes topologicos.
Las topoisomerasas de tipo I y II actiian de manera general para desenredar
o entrelazar ADN, mientras que las recombinasas de serina (como la resol-
vasa de Tn3) y de tirosina (como FLP) realizan cambios especificos en sitios
predefinidos. Para mas detalles, consultar [3].
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Figura 1.8: Esquema del cambio de niimero de enlace en el ADN por la accién
de la topoisomerasa de tipo I.
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Corte del diplex Paso del diplex de atras
de adelante a través de la rotura

Figura 1.9: Esquema del cambio de niimero de enlace en el ADN por la accion
de la topoisomerasa de tipo II.
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a Topoisomerasa de tipo Il

b Topoisomerasa de tipo |

¢ Topoisomerasa de tipo |l

Figura 1.10: Esquemas de como puede cambiar la estructura del ADN por
la accion de la enzima topoisomerasa de tipo I o la enzima topoisomerasa de
tipo II. Imagen tomada de [5].



Capitulo 2

Conceptos basicos

La teoria de nudos proporciona un marco matematico riguroso para describir
y analizar configuraciones entrelazadas en el espacio tridimensional, como las
que se observan en las moléculas de ADN bajo la accién de enzimas topoiso-
merasas. Este capitulo introduce los conceptos béasicos de la teoria de nudos.
Estos conceptos no solo permiten clasificar y estudiar las propiedades topo-
logicas de los nudos, sino que también ofrecen herramientas esenciales para
modelar los procesos biolégicos en los que las topoisomerasas modifican la
estructura del ADN, facilitando la comprension de fendémenos como la repli-
cacion, transcripcion y recombinacion.

A lo largo de este capitulo, se estableceran las bases tedricas necesarias pa-
ra conectar la abstraccion matematica con las aplicaciones biologicas que se
exploraran en capitulos posteriores.

2.1. Nudos

Definicién 2.1.1. Una aplicaciéon f continua e inyectiva entre espacios to-
pologicos X y Y es un encaje topoldgico si la funcion f: X — f(X) tiene
inversa continua, es decir, f es un homeomorfismo.

Definicién 2.1.2. Un encaje topologico K : S < R? es llamado un nudo.
En algunas ocasiones sera conveniente identificar al nudo con su imagen.

Definicion 2.1.3. Dos nudos K, y Ks son equivalentes si existe un homeo-
morfismo h : R? — R3 tal que h(K;) = Ks.

19
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Definicién 2.1.4. Sean K, Ky : S* — R? dos nudos. Decimos que K; es
isotopico a Ko si existe una funcion H : R3 x [0,1] — R3 continua tal que
Hy(z) : R®* — R3, t € [0,1] es un homeomorfismo, de tal forma que Hy es la
identidad y Hl(Kl) = KQ.

Definicion 2.1.5. Un encaje de n circulos disjuntos en R? se llama un enlace
de n componentes.

A un nudo K se le puede asignar una orientaciéon, para esto se localiza un
punto arbitrario en el nudo y siguiendo una trayectoria se recorre el nudo
siguiendo una direcciéon hasta llegar al punto de inicio. La direcciéon que se
elige es llamada orientacion del nudo.

La forma de representar un nudo K es mediante una proyecciéon en un plano,
esta proyeccidén se conoce como diagrama de un nudo, donde se especifica
que arco del nudo pasa por arriba y que arco pasa por abajo. Consideremos
una proyeccion p : R? — R?, diremos que p(K) = K es la proyeccion de
K. Dado que K puede tener varios puntos de interseccion miltiple, K no
necesariamente es una curva cerrada simple en el plano.

Un punto p de K se llama punto de cruce si p~'(p) N K contiene més de
un punto de K. El orden de p € K es la cardinalidad de la interseccion
p~1(p)N K, asi un punto doble es un punto de cruce de orden dos y un punto
de cruce triple es de orden tres.

Definicion 2.1.6. El diagrama de un nudo se llama diagrama reqular si
cumple con lo siguiente:

= Existe un nimero finito de puntos miltiples.
» Los puntos multiples son s6lo puntos dobles, es decir, de orden dos.

Considerando un nudo orientado, el diagrama regular hereda la orientacion
del nudo, por lo que podemos tener el diagrama regular orientado de un nudo.

Existen nudos en R? que no admiten ningin diagrama regular; estos se cono-
cen como nudos salvajes. Sin embargo, en este trabajo solo consideraremos
nudos mansos, es decir, nudos que son isotopicos a un nudo suave (o equiva-
lente, nudos que poseen un diagrama regular). De esta forma, todos los nudos
que apareceran en los capitulos siguientes tienen representaciones mediante
diagramas regulares.
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En la figura mostramos algunos ejemplos de cruces no permitidos en un
diagrama regular de un nudo. En la figura mostramos diagramas no re-
gulares y en la figura [2.3] diagramas regulares.

X

Figura 2.1: Cruces no permitidos en un diagrama regular.

P &

Figura 2.2: Ejemplo de diagramas no regulares.

(L & O

Figura 2.3: Ejemplos de diagramas regulares.

Del diagrama regular de un nudo es posible tener dos orientaciones distintas
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a seguir mediante una trayectoria, una en sentido a las manecillas del reloj
y otra en sentido opuesto, como se puede observar en la figura [2.4

YRCY

Figura 2.4: Las dos orientaciones de un nudo.

Definicién 2.1.7. Sea D un diagrama regular de un nudo K. Si al recorrer
D siguiendo una trayectoria continua a partir de un punto p, se observa que
en cada punto de cruce la trayectoria alterna entre pasar por un arco que
cruza por la parte superior y uno que cruza por la parte inferior, entonces se
dice que D es un diagrama alternante, ver figura [2.5

Definicién 2.1.8. Un nudo que tiene al menos un diagrama alternante se
llama nudo alternante.

—
\_~7

(a) Ejemplo de un dia- (b) Ejemplo de un dia-
grama alternante. grama no alternante.

Figura 2.5: Diagramas alternantes y no alternantes de nudos.

Asi en los cruces tenemos dos posibilidades, pueden ser negativos o positivos,
como se muestra en la figura [2.6]



23

+1 -1

(a) Cruce positivo. (b) Cruce negativo

Figura 2.6: Signos de los cruces en un diagrama regular de un nudo.

En algunas ocasiones, el mismo nudo posee méas de un diagrama regular. Para
poder asegurar que dos diagramas son equivalentes, realizamos movimientos
permitidos conocidos como movimientos de Reidemeister. Estos movimientos
son tres y son movimientos que operan localmente en una region del diagrama
del nudo de la siguiente manera:

El movimuiento I de Reidemeister consiste en girar o deshacer un lazo, ver
figura

El movimiento II de Reidemeister agrega o remueve dos cruces consecutivos
por la parte superior o la parte inferior del diagrama, ver figura [2.7]

El movimiento Il de Reidemeister pasa un trazo sin anudar por la parte
superior o la parte inferior de un cruce, ver figura 2.7

Definiciéon 2.1.9. Dos diagramas de nudos D; y D son equivalentes si y solo
si existe una sucesion finita de movimientos de Reidemeister que transforman
a D1 en Dg.

Teorema 2.1.10. Teorema de Reidemeister. Sean dos nudos K y Ky
con diagramas requlares Dy y Do, respectivamente. Entonces Ky y Ky son
equivalentes si y solo si Dy y Do son equivalentes.

La demostracion se puede consultar en [I0].

Operaciones en nudos

Describimos una operacion asociada a nudos llamada suma coneza, o también
llamada composicion de nudos; dicha operaciéon es entre dos nudos orienta-
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o Yy
| | | (

Movimiento de tipo I1

$ H\k) 5\\<‘—’>><

Movimiento de tipo III

Figura 2.7: Movimientos de Redeimeister.

dos K, K5 y consiste en suprimir un segmento de cuerda en cada nudo e
identificar los extremos de dichos segmentos mediante un intervalo respecti-
vamente, de manera que las orientaciones de los nudos implicados coincidan
(ver figura . Denotamos la suma conexa como K# K.

YO D

Figura 2.8: Ejemplo de suma conexa.

Esta operacién es conmutativa, asociativa y tiene un elemento neutro, el
cual es el nudo trivial, como se muestra en la figura [2.9] Para mas detalles,
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consultar [11] y [12].

HO E

Figura 2.9: Nudo trivial como elemento neutro de la suma conexa.

Definicién 2.1.11. Un nudo se llama primo si no se descompone en la
suma conexa de nudos no triviales. En caso contrario, decimos que el nudo
es compuesto (ver [13]).

La suma conexa de nudos satisface las siguientes propiedades:

!

= Es una operacion bien definida, salvo equivalencias, es decir si K7 = K
! / !
y Ky = K, entonces K 1# Ky = K\ #K,,.

= La operacion es asociativa; es decir, Kij#(Ko#K3) = (K1#Ky)# K.
= La operacion es conmutativa; es decir, K1# Ky = Ky# K.

Para mas detalles, consultar [14].

2.1.1. Invariantes

Un concepto importante en teoria de nudos es el de los invariantes; estos per-
miten distinguir entre diferentes tipos de nudos y enlaces, o confirmar que
dos diagramas son equivalentes bajo isotopias. Los invariantes de nudos pro-
porcionan informacion especifica sobre la estructura topoldgica de un nudo
o enlace. En el contexto de este trabajo, son esenciales para comprender los
cambios topoldgicos en las moléculas de ADN inducidos por las enzimas.

Definicion 2.1.12. Un invariante de nudos es una funcién que asigna a
cada nudo K un objeto f(K) de tal manera que a nudos equivalentes les son
asignados objetos equivalentes.
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Numero de enlace.

El ntmero de enlace es un invariante numeérico que describe qué tan enlazados
estan dos nudos K y Ks. Para calcularlo, en cada punto de cruce, z, se le
asigna un valor, s(z) =1 6 s(z) = —1, como se muestra en la figura[2.6 El
niamero de enlace se denota por ((K;, Ks), y se define como

UKy, Ky) = % Z s(x).

el
Observacion: El nimero de enlace no depende del diagrama. Para més deta-
lles, consultar [15].

2.1.2. Nudos y enlaces toroidales

Para esta parte del trabajo, necesitamos recordar que el toro T? es, intuiti-
vamente, la superficie de una dona; existen distintas maneras de describirlo.
Una manera de hacerlo es por medio de una parametrizaciéon en R3.

Consideremos un circulo de radio r colocado en el plano yz, con centro en
el eje y y a una distancia R del origen, que rota alrededor del eje z. Asi, la
parametrizacion del circulo es (0, R 4 rcos(6), r sen(d)) con 6 € [0, 27].

Sea ¢ € [0,27] el dngulo de la parametrizacion de la rotacion, entonces:

cos(¢) —sen(¢) 0 0 — sen(¢)(R + rcos(§))
sen(¢) cos(¢) O |R+rcos(d)| = | cos(¢p)(R+rcos(f)) (2.1)
0 0 1 r sen(6) r sen(f)

es la parametrizacion de T? con pardmetros (¢, ).

Una curva longitudinal en el toro es una curva obtenida al fijar el parametro
0 = pt y dejar que ¢ = ¢t varie. Esto genera un circulo que recorre el toro
en la direccion “alrededor” del eje z y un meridiano en el toro corresponde
a una curva obtenida al fijar el pardmetro ¢ y dejar que 6 varie. Esto ge-
nera un circulo que corresponde a la seccién del toro en una direccion fija.
Consideremos la funcién continua f : I — T? dada por:

f(t) = (—sen(¢)(R +r cos(h)), cos(¢)(R+1r cos(d)), rsen(d)). (2.2)

donde t € [0,27], p,q son enteros y primos relativos, obtenemos un nudo
toroidal parametrizado, denotado por T'(p, q).
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Definicién 2.1.13. Un nudo toroidal es un encaje f : S' — T2, donde T?
denota un toro no anudado en R3.

Todo nudo toroidal puede representarse como un (p,g)-nudo toroidal para
algiin par de enteros p y ¢, donde p indica el nimero de vueltas longitudinales
alrededor del toro y ¢ indica el niimero de vueltas que se dan de la misma
manera que el meridiano del toro; ver figura Ademas, se puede probar
que dichos enteros p y ¢ siempre seran primos relativos (es decir, su maximo
comun divisor es 1). Para méas detalles, consultar [12].

Longitud

Meridiano

v\/

Figura 2.10: La longitud y meridiano de un toro.

Definiciéon 2.1.14. Un enlace toroidal es equivalente a un enlace que puede
ser encajado en el toro estandar S' x S, y lo denotaremos por T'(p, q), donde
py q representan lo mismo que en el nudo toroidal. Ver figura [2.12

Ahora se enlistan algunos casos para distintos valores de p y g.

1. Sip=006¢q=0, el enlace T(p, q) es el nudo trivial.

2. Sip=4106qg = *1, entonces T'(p,q) es igual al enlace trivial, ver
figura [2.11]

3. a) Si py ¢ son enteros y primos relativos, T'(p, ¢) es un nudo.
b) Si p y g son enteros pero no son primos relativos, entonces 7'(p, q) es
un enlace, y el med(p, q) es el numero de componentes de dicho enlace.

2.1.3. Enlaces pretzel

Definicién 2.1.15. Un enlace se llama pretzel si su diagrama es como el de

la figura y se denota por K(p,q,s + 1).
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T(1,2) T(2,1)

Figura 2.11: Ejemplo de cuando p =16 ¢ = 1.

Figura 2.12: Enlaces toroidales.

2.1.4. Enlaces claps

Definicién 2.1.16. Un enlace se llama claps si tiene un diagrama como el
de la figura y se denota por C(r,s), donde r y s denotan el numero de
torsiones (cruces) los cuales pueden ser positivos o negativos.

Notemos que
1. Sir =0y s =0 entonces C(r,s) es un nudo trivial.
2. Sip==4106q= =1 entonces C(r,s) =T (2,7 + s).

3. Siry s son impares, entonces C(r, s) es un enlace de dos componentes,
en caso contrario, C'(r, s) es un nudo.
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Figura 2.13: Nudo (o enlace) pretzel.

r

\\
[ ]
\ 9

-

Figura 2.14: Nudo (o enlace) claps.

4-plats y enlaces de 2-puentes

Para esta parte del trabajo, se inicia explorando los nudos de m puentes,
los cuales representan una familia de nudos con una proyeccién minima en
términos de cruces y puentes, ideales para analizar entrelazamientos de las
hebras del ADN circular, como superenrollamientos obtenidos por topoiso-
merasas.

Estos nudos se caracterizan por invariantes como el nimero de puentes; que
generalizan las estructuras de trenzas planas con cuatro hebras entrelazadas,
equivalentes a 2-puentes en notacion estandar.

Definicién 2.1.17. Sea K un nudo o enlace en R? que intersecta a algin
plano P C R? en 2m puntos de tal forma que los arcos contenidos en cada
semiespacio relativo a P poseen proyecciones ortogonales sobre P que son
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Figura 2.15: Un nudo K que intersecta a un plano P.

simples y disjuntos. Ver figura [2.15

Se dice que (K, P) es un diagrama con m puentes para K. Se define el nimero
de puentes de K como el minimo m tal que K admite un diagrama con m
puentes.

Dado un nudo K, un diagrama regular D(K) con n cruces permite un dia-
grama regular con n puentes.

Definiciéon 2.1.18. Un nudo o enlace 4-plat o enlace de 2 puentes, es aquel
que admite un diagrama que consiste en una trenza de cuatro cuerdas en la
que soélo tres estan implicadas en cruces, dejando la cuarta cuerda libre de
cruces (ver figura [2.16)).

El patron de cruces de un diagrama de 4-plat se puede representar me-
diante un vector de longitud impar (C1, ..., Co,41) con entradas enteras.

La correspondencia entre el diagrama de 4-plats y el vector se obtiene de
la siguiente manera: Se enumeran las posiciones de las cuerdas en el 4-plat
de 1 al 4 (dependiendo de la posicion del diagrama, en este caso se asume
que tiene posicion horizontal) de arriba a abajo, comenzando por el extremo
izquierdo del diagrama, la cuerda de la posicion 3 se cruza con la cuerda de
la posicion 2 C'-veces, formando una fila horizontal de cruces.

A continuacion, la cuerda de la posicién 1 se cruza con la cuerda de posicion
2 Cy-veces, formando una fila horizontal de entrelazamientos. Posteriormen-
te, alternando entre la lateralidad y la posiciéon de la cuerda, termina con
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C5,41 entrelazamientos entre las cuerdas en las posiciones 2 y 3 en el extre-
mo derecho del diagrama. El vector (C1, ..., Cy,11) corresponde a un diagrama
canonico de 4-plat que se denomina como vector clasificador para 4-plat. Pa-
ra mas detalles; consultar [16].

Por ultimo,el cierre de un plat transforma la trenza abierta en un enlace ce-
rrado encajado en R3 conectando los extremos de las cuatro hebras de manera
no entrelazada en los bordes. Para esto nuevamente consideremos la trenza
orientada horizontalmente, con posiciones enumeradas de 1 a 4 de arriba ha-
cia abajo, donde la parte central consiste en bloques de cruces alternados:
(' cruces entre las hebras 2 y 3, Cs veces entre 1 y 2, y asi sucesivamente,
terminando en Cy, ;1 entre 2 y 3.

En la parte izquierda de la trenza, las hebras 1 y 2 se cierran con un arco
superior sin cruces, formando el inicio de un componente. Las hebras 3 y 4
con un arco inferior.

Del extremo derecho, tras el tltimo bloque de cruces, las conexiones son 2
con 3y 4 con 1, alternando los pares para cerrar los componentes. Siguiendo
la clasificacion de Schubert, la estructura de un 4-plat puede representarse
mediante una fracciéon continua asegurando que el ntimeros total de cruces,
> C;, determinan la topologia del nudo. Como senalan Burde y Zieschang
en [I7], la eleccion de coeficientes impares no solo asegura que el diagrama
sea alternante, sino que garantiza el minimo ntimero de cruces en el nudo.

2.2. Ovillos

Para comprender y apreciar mejor las caracteristicas y propiedades de los
ovillos, es necesario recordar algunos conceptos fundamentales, como la esfe-
ra, la bola unitaria, el arco y la frontera de un arco.

Un arco se define como la imagen de una funcién continua e inyectiva.

f:10,1] — R3,

es decir, una curva que no se cruza a si misma y que estd contenida en el
espacio tridimensional.

La frontera del arco corresponde a los puntos extremos de la imagen de la
funcion, especificamente f(0) y f(1).

Definiciéon 2.2.1. La bola unitaria cerrada en R™ denotada por B" se define
como
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(a) (1) (b) (1,1,1)

X0 P

(¢) (1,2,1) (d) 3)

Figura 2.16: Ejemplos de diagramas de 4 —plats y su representacion mediante
un vector.

B = {z e R | [laf < 1}.
La frontera de B", es denotada por dB™ y es definida como
OB" = {x € B" | ||z|| = 1}.

Es decir 0B" es el conjunto de todos los puntos en R™ que tienen distancia 1
desde el origen. A dicha frontera se le denota por S"~.

En este caso, vamos a considerar a la bola unitaria cerrada en el espacio
tridimensional, es decir, B® = {(z,y,2) € R? | 22 +y?+ 22 < 1} y su frontera
S?={(x,y,2) € R} | 22 +¢y*> + 22 = 1}.

Definicion 2.2.2. Un n—ovillo es el par (B3, T'), donde B? es la bola unitaria

en R? y T denota el conjunto de n arcos disjuntos propiamente encajados en
B3, tal que TN OB3 = IT.

En la Figura se presentan ejemplos de ovillos en B3. En este trabajo nos
enfocaremos en 2-ovillos y, para su estudio, consideraremos los diagramas de
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o &

Figura 2.17: 2-ovillos en B3.

ovillos, que definiremos mas adelante.

Consideremos cuatro puntos fijos en la esfera S?, que denominamos como
NO, NE, SE, SO, por las abreviaturas de los puntos cardinales, norte, sur,
este y oeste. Estos puntos se localizan en el plano 3z, cuyas coordenadas son:

V2 V2
= NO = (0,7, )
= SO = (0,7, %)
= SE=(0, 75, 7)-

Si identificamos los extremos de dos curvas poligonales en B? con estos cuatro
puntos, podemos formar un 2-ovillo.

Sin pérdida de generalidad, podemos asumir que el ovillo se encuentra en
posicion general con respecto a la proyeccion en el plano yz; es decir, existe
un namero finito de puntos multiples, y éstos son tnicamente puntos dobles.
Esta proyeccion nos da un diagrama regular del ovillo (S?, D), que abrevia-
remos como D. Asi, obtenemos lo que se conoce como diagrama regqular de
un ovillo, ver figura2.18 A menudo, se identifica un ovillo con su diagrama
regular.

El owillo cero consta de dos arcos horizontales encajados en la 3—bola de
tal manera que no se intersectan. Se denota por (0) ya que no hay ninguna
torcedura en dichos arcos. Ver figura inciso b).

El ovillo infinito consta de dos arcos verticales propiamente encajados en la
3—bola de tal manera que no se intersectan. Se denota por (co). Ver figura
2.19| inciso a).

Si se conectan los puntos NO y NE, SE y SO mediante curvas simples en el
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Este

Figura 2.18: Diagrama regular de un ovillo.

(a) (b)

Figura 2.19: (a) Ovillo infinito (b) Ovillo cero.

complemento de B3, se obtiene un nudo o un enlace que se llama el nume-

rador del ovillo y se denota por N(T), ver figura Ahora, si unimos
los puntos NO y SO, NE y SE mediante curvas simples en el complemento
de B3, el nudo o enlace que se obtiene se llama denominador del ovillo y

se denota por D(T), ver figura [2.20h

Definicion 2.2.3. Dos (n — ovillos) son equivalentes si existe una isotopia
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Figura 2.20: Ejemplos de diagramas de un numerador y un denominador de
un ovillo.

ambiente que transforma un ovillo en el otro manteniendo fija la frontera S*
de la bola B3.

Definicion 2.2.4. Sean T y T5 dos ovillos con diagramas Dy y D,. Si pode-
mos transformar a D; en D, mediante movimientos de Reidemeister en B?
manteniendo fijos los cuatro puntos finales, entonces decimos que Dy y Dy
son equivalentes.

Sean (B?,Ty) y (B3, Ty) dos ovillos. Obtenemos la suma conexa de ovillos
T, + T3, de la siguiente forma. Se remueve un disco D; C By, que contiene
a los puntos NE y SE y un disco Dy C By que contiene a los puntos NO y
SO e identificamos D; con D, de tal forma que NE € D; se identifica con
NE € Dy y SE € Dq se identifica con SO € Ds.

Usualmente, se considera un ovillo como parte de un nudo o enlace; podemos
extender las diversas definiciones que se han visto hasta el momento para nu-
dos a ovillos, tales como equivalencia, suma conexa, etc. Para mas detalles,
consultar [12].

Claramente, al hacer esta identificacién obtenemos una bola B? con cuatro
puntos marcados, que son los puntos finales de dos cuerdas simples; por lo
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que 17 + T es un 2 — ovillo.

Existen 2 tipos de torsiones: torsiones verticales (basandonos en el ovillo (o)
ver figura[2.19)) y torsiones horizontales (basandonos en el ovillo (0) ver figura
9.19).

Consideremos una sucesion finita alternada de torsiones verticales y horizon-
tales al ovillo (00) 6 al ovillo (0). Expresamos esta sucesion como T'(ay, ..., ay,).
Si n es impar, obtenemos el ovillo correspondiente realizando primero torsio-
nes a; horizontales en el ovillo (0), luego as torsiones verticales, az torsiones
horizontales y asi sucesivamente. Mostramos un ejemplo en la figura [2.21

)

;—_/\—D_\/:/\—D\<§—l>\<§\\

Figura 2.21: Ovillo con secuencia impar 7'(2, —3, 1).

Si n es par, obtenemos el ovillo correspondiente realizando torsiones verti-
cales en el ovillo (00), luego as torsiones horizontales y asi alternando hasta
llegar a a,, mostramos un ejemplo en la figura [2.22]

\§ O\ @, \§L/ \5\, ’\fy
J( \W“WT}&?/\
®3) 3

J£ )/
Figura 2.22: Ovillo con secuencia par T(3,-2,3,2).

Si todos los a; tienen el mismo signo, entonces el diagrama regular obtenido
es un diagrama alternante. Cualquier ovillo que se pueda construir de esta
manera lo llamaremos ovillo racional. Para mas detalles, consultar [12] y [I1].
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., Como determinamos que dos ovillos racionales son equivalentes?
Supongamos que los dos ovillos estan representados por dos sucesiones de
numeros enteros, para compararlos, calculamos las llamadas fracciones con-
tinuas correspondientes. Un ovillo T representado por la siguiente sucesion
T(ay,as, ..., a,), se le asocia una fraccion continua como:
an + an 1t 1 T . =
ap_3+

®IQ

ap_2+

La fraccién % es la fraccion del ovillo T'.

Ejemplo 2.2.5. La fraccion continua correspondiente a la sucesion 7'(3, —1, 2)
es:

24+ T =2+ 5 =2~

1 _2
3 3

N

1
5

Teorema 2.2.6. Dos ouillos T} y Ty son equivalentes si y solo si sus frac-
ciones continuas son las mismas.

La demostracion se puede consultar en [I8].

N '\
\ \/\
Figura 2.23: Diagrama del ovillo T(-2,3,2).

\/Q

g

/

Figura 2.24: Diagrama del ovillo T(3,-2,3).
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Ejemplo 2.2.7. En las figuras y se muestran 2 ovillos equivalentes;
para esto hay que comparar sus fracciones continuas.

Para la figura [2.23]

2+ﬁ:2+

o=
I
N}
+
(SN
I
<

Ahora para la figura [2.24]

1 _ 1 3 12
3+ o =3+h=3-1=2

Conway en [1§], establece un teorema fundamental que describe una corres-
pondencia biyectiva entre el conjunto de todos los ntumeros racionales (union
el infinito) y las clases de equivalencia de los ovillos racionales.

Teorema 2.2.8. Euxiste una correspondencia biyectiva entre el conjunto de
todos los nimeros racionales (union el infinito) y las clases de equivalencia
de los ovillos racionales. En otras palabras, dos ovillos racionales son equiva-
lentes si y solo si sus respectivas fracciones continuas correspondientes, son
1guales.

En este trabajo, utilizamos este resultado para entender mejor el modelo que
se mencionara mas adelante en la subseccion B.1.2]

Ahora consideremos la siguiente proposicion, tomada de [12].

Proposicion 2.2.9. 1. Un nudo (o enlace) de dos puentes es el denomi-
nador de algin ovillo racional.

2. Reciprocamente, el denominador de un ovillo racional es un nudo (o
enlace) de dos puentes.

En lo que sigue, nos restringimos al estudio de los nudos o enlaces de dos
puentes que provienen del cierre de un ovillo no excepcional, es decir, aque-
llos cuya fraccion asociada & en su forma reducida satisface |o| + |5| > 3,
excluyendo asf los cuatro ovillos que dan lugar al nudo trivial, enlace trivial,

el nudo trébol y el nudo ocho.

De manera similar a la construcciéon de ovillos racionales, todo nudo o enlace
de dos puentes puede representarse mediante una fraccién continua alternada
de enteros distintos de cero:

C =Clay,az,...,a941), a; €ZL.
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A esta representacion le asociamos el nimero racional

(6%
E = [a17a2a R 7a2k+1]7

donde la fraccion § esta escrita en su forma reducida, es decir, med(a, f) = 1.

= Si todos los a; > 0, entonces 0 < § < a.

= Si todos los a; < 0 (caso en que 5 < —1), podemos normalizar la
fraccion de modo que a >0y B < 0.

En cualquiera de los dos casos, al par ordenado (a, ) con @ > 0y —a <
8 < «a se le llama el tipo del nudo o enlace de dos puentes y se denota como

C(a17a27 e ;a2k+1)-

Esta correspondencia es biyectiva, por lo que todo nudo o enlace de dos
puentes es de la forma C(«, ) para un unico par («, ) que satisface las
condiciones anteriores.

Ademas, el entero positivo a coincide con el determinante del nudo o enlace
de dos puentes. Para mas detalles, consultar [12].

La siguiente proposicién nos muestra por medio de la comparacion de varios
diagramas regulares, que el numerador es también un nudo o enlace de dos
puentes, donde ~ nos dice que los diagramas son isotdpicos.

Proposicion 2.2.10. Para cualquier entero b se cumple lo siguiente:

(1) N(T(al,ag,...,a2K+1)) ~ N(T(al,ag,.. a2K+1,b, 0))
( ( a1, — ,...,—G2K+1,b))
(a1, —ay, ..., —ax41)
(T( ay, —az, ..., —a2K, b))
(a ag,...,02K, — 1,1)

(3) D(T(al,ag,...,(ng)) %D( (al,ag,.. , Ao — 1,0))
(a ags,...,09K 1)
(
(

T(al,ag,.. CLQK,O))
1,&1 1 ag,...,agK)
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La proposiciéon anterior nos dice que todos estos diagramas representan
exactamente el mismo nudo, es decir, existe una isotopia entre si, indepen-
dientemente del entero b que se elija y atin si ademas tiene mas parametros
0 Ceros.

Ahora, se sabe que la suma (A+ B), con A y B ovillos racionales, no siempre
es un ovillo racional, de hecho, D(A + B) no necesariamente necesita ser un
nudo o enlace de dos puentes, sin embargo, el numerador N(A + B) es un
nudo o enlace de dos puentes. El siguiente Teorema nos explica como calcular
el determinante de N(A + B). Para mas detalles, consultar [12].

Teorema 2.2.11. Supongamos que A y B son ovillos racionales con frac-
ciones §, * respectivamente. Si ademds suponemos que el nudo (o enlace) de

dos puentes N(A+ B) es de tipo(a, B), entonces a = |ps+qr|. [En este caso,
a es el determinante de N(A + B)].

Para méas detalles de la demostracion consultar [19].

2.2.1. Clasificacion de ovillos

Los ovillos se clasifican como racionales, localmente anudados o primos; dado
que los ovillos racionales ya han sido definidos (ver , a continuacion se
presentan las definiciones de los ovillos localmente anudados y los ovillos
primos.

Definicién 2.2.12. Un ovillo (B*,T) es localmente anudado si existe una
2—esfera S? en R3 que intersecta a T de manera transversal en 2 puntos, de

tal manera que la 3—bola, B3, con frontera S? en R? intersecta a 7' en un
arco anudado con extremos en S%. Ver figura

Definiciéon 2.2.13. Un ovillo T" es primo si no es ni racional ni localmente
anudado. Ver figura [2.26]

2.3. Superficie de Seifert.

Definicion 2.3.1. Sea K un nudo. Una superficie compacta, conexa, orien-

table y cuya frontera es el nudo K se llama superficie de Seifert del nudo
K.
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No Ne

S0 St

Figura 2.25: Ejemplo del diagrama de un ovillo localmente anudado.

No NE

50 St

Figura 2.26: Ejemplo del diagrama de un ovillo primo.

Teorema 2.3.2. Dado un nudo orientado K en R3, existe una superficie de
Seifert S de K.

A continuacién bosquejaremos la demostracion, para mas detalles, consultar
[12] y [15].

Demostracion. Supongamos que K es un nudo orientado y D es un diagrama
de K, lo que buscamos es descomponer D en curvas cerradas simples. Pri-
mero trazamos un circulo en algtin cruce de D, con el punto de cruce como
centro. Este circulo intersecta al diagrama en cuatro puntos, digamos a, b, ¢
y d, ordenados en el sentido de las manecillas del reloj, y uniremos a con ¢y
b con d, como se muestra en la figura [2.27]

Se han cambiado los segmentos originales ad y bc por los nuevos segmentos
ac v bd. A esta operacion, que nos permite remover un punto de cruce del
diagrama D, se le llama empalme de un nudo K (de acuerdo a su orientacion)
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en su cruce. Si efectuamos esta operacion en cada cruce de D, obtendremos
una descomposiciéon de D en curvas cerradas simples, a las que llamaremos
curvas o circulos de Seifert, ver figura [2.28]

Asi transformamos a D en un diagrama regular de un enlace sin cruces sobre
un plano. Se observa que cada una de las curvas cerradas simples puede ser

Figura 2.27: Circulos con centro en el punto de cruce e intersecta al nudo en
los puntos a, b, ¢y d.

generada por un disco. En el caso de la figura inciso ¢) tenemos tres
discos D1, Dy v D3, donde la frontera de D; es la curva de Seifert C; para
¢ = 1,2,3. Ahora, para crear una superficie es necesario unir los discos ob-
tenidos, y lo haremos por medio de bandas con una torsion, para las cuales
tomaremos un cuadrado acdb y haremos una sola torsiéon con él para obtener
una banda que puede ser positiva o negativa, como se muestra en la figura
2. 291

Si unimos las bandas positivas (o negativas) en los lugares de D a los que
correspondian cruces positivos (o negativos) antes de ser empalmados, en-
tonces obtenemos una superficie conexa y orientable S, cuya frontera es el
nudo K, ver figura [2.30]

En efecto, la superficie obtenida es orientable, pues como se muestra en la
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(A)

Figura 2.28: Circulos de Seifert.

(a) (b)

Figura 2.29: (a) Banda con torsion positiva  (b) Banda con torsién negativa.

figura anterior, es posible sombrear el frente de la superficie de un color y
usar otro color en el lado de atras para distinguirlos, lo que permite asignar
una orientacion a la superficie. O]

El procedimiento explicado anteriormente es lo que se conoce como algoritmo
de Seifert.

Ejemplo 2.3.3. Consideremos el nudo 6, de la tabla de nudos de [15], apli-
cando el algoritmo de Seifert, la superficie compacta, conexa, orientable y
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o 9

Figura 2.30: Bandas de Seifert.

que tiene como frontera este nudo puede observarse en la figura [2.31]

%W W

Figura 2.31: Algoritmo de Seifert aplicado al nudo 6s.

2.4. Grupo fundamental

En teorfa de nudos, el grupo fundamental del complemento de un nudo es
un invariante topologico; este invariante permite distinguir ciertos nudos y
enlaces. Para comprender la definiciéon de grupo fundamental, es necesario
introducir algunos conceptos previos, para méas detalles, consultar [20].

Sea X un espacio topologico; un camino en X se define como una funciéon
continua f : [0,1] — X.

Definiciéon 2.4.1. Se dice que un camino f es cerrado o lazo si f(0) = f(1).
Si f(0) = f(1) = z, decimos que f es un camino con punto base en x.
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Definiciéon 2.4.2. Sean f y g dos funciones continuas tal que f,g: X — Y.
Decimos que f es homotdpica a g si existe una funcién continua F': X x I —
Y donde I = [0,1] y tal que F(z,0) = f(x) y F(0,1) = g(z) para cada
r e X.

La funcion F' es llamada una homotopia entre f y g, y se denota como f =~ g
o F': f ~ ¢g. Para un camino cerrado, se considera ademéas que, para cada
t €[0,1] F(0,t) = zo y F(1,t) = x0; es decir, que la homotopia empieza y
termina en el mismo punto base. Para méas detalles, consultar [20].

Lema 2.4.3. La relacion de homotopia =~ definida en el conjunto de funcio-
nes continuas de X en Y es una relacion de equivalencia.

Definicion 2.4.4. Sean dos lazos f y g de X con punto base z(. Se define
el producto f % g como el lazo dado por

f(2s) s
g(2s—1) sis

(fx9)(s) = {

que es un lazo con punto base en z.

Notemos que esta bien definida y por el lema del pegado, tenemos que es
continua.

La operaciéon x es valida para cualquier par de lazos que tengan el mismo
punto base e induce una operaciéon bien definida para clases de equivalencia
(para mas detalles, consultar [20]), la cual esta dada por

][9] = [f * g].
Se denota por II;(X,z) al conjunto de clases de equivalencia de caminos
cerrados con punto base en x € X. Este conjunto posee un producto definido
por [f][g] = [f *g] para [f], [9] € II(X, z), que esta bien definido (ver el Lema
14.2 de [20]). El resultado establece lo siguiente:

Teorema 2.4.5. Sea X el espacio topoldgico y sea xy € X, el conjunto de
clases de equivalencia de lazos con punto base en xy, con la operacion * es
un grupo llamado el grupo fundamental de X con punto base xy y se
denota por 111 (X, xo).

Ejemplo 2.4.6. 1. Grupo fundamental de la circunferencia es IT;(S') &
7.

2. El grupo fundamental del toro es Z x Z.
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2.5. Espacios lente.

Los espacios lente, como espacios topoldgicos de tres dimensiones con pro-
piedades especificas, ofrecen un marco ideal para analizar las trayectorias y
transformaciones de los nudos y enlaces que representan las moléculas de
ADN. En esta seccion, daremos la definiciéon de un espacio lente.

Consideremos dos toros solidos Vi v V5. Sean p; y po los meridianos, y Ay y
Ao las longitudes correspondientes a V] y V5, respectivamente.

Sean Vi y V5 dos toros solidos y sea h : 0V, — V5 un homeomorfismo. Po-
demos formar el espacio M3 = V; Uy, V4 obtenido de identificar cada z € 9V,
con h(z) € 0V; en la unién disjunta de Vi y V5. Eligiendo generadores fijos
para la longitud y meridiano A\; y py para II;(0V;), podemos escribir

h(p2) = pAi + qua (2.3)

donde p y ¢ son enteros y primos relativos. El espacio resultante se llama
espacio lente L(p,q).

2.6. Cirugia de Dehn

Se llama cirugia al proceso de identificar dos toros.

Consideremos S* 2 R? U {oo}, definiremos la cirugia de Dehn para un nudo
K, contenido en la 3—esfera.

Definicion 2.6.1. Sea E(K) =S* \ Int(N(K)) el exterior del nudo K en
S3. Sea v = pm + ¢f una curva cerrada simple en F, donde p y ¢ son enteros
primos relativos, § € Q U {oo}. Hacer cirugia en K es considerar un toro
solido V' y tomar un meridiano de V' e identificarlo con 7. De esta forma,
obtenemos una 3-variedad M? cerrada (compacta y sin frontera) ver figura

M? = E(K)Upp V

2.7. Trenzas

Consideramos el cubo unitario C' en R?, definido como C' = {(z,9,2) | 0 <
x, y, 2 < 1} C R3 Elegimos 2n puntos fijos, A = {4, ..., A,} en la base
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O

W) (%
) M= Vv

Figura 2.32: Diagrama de cirugia de Dehn a un nudo K contenido en la
3—esfera.

superior de C' (z = 1) y A" = {4, ..., A’} en la base inferior de C' (z = 0),
ver figura de la siguiente manera.

11 1
A== —— 1), A== -1 (2.4)
2 n+ 1 2 n+1

1 1 1 n
A== ——0), ... A=(=——0 2.5
! (2’n+1’)’ o (2’n+1’) (2.5)

Ahora se une cada punto A; mediante una curva «; : [0,1] — C, llamada
cuerda, con el punto A;-, respectivamente, i, = 1,2, ..., n.

Estas curvas no se intersectan entre si. i.e., ¢;Na; = @ parai # jy a;(1) = A
donde ¢ puede ser distinto a j.

Definiciéon 2.7.1. Una n —trenza T es el conjunto de n curvas disjuntas en
C, que conectan cada A; con algiin A, de tal manera que todo plano paralelo
a la base intersecta cada curva exactamente en un punto.

Notemos que las cuerdas se entrelazan conforme descienden.

Ejemplo 2.7.2. En la figura podemos observar dos ejemplos distintos
de trenzas en el cubo C', donde las curvas conectan los puntos superiores e
inferiores sin intersectarse.
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Figura 2.33: Conjunto de n—puntos en las tapas superior e inferior del cubo
unitario C' en R3,

Al igual que los nudos, podemos obtener un diagrama regular de una trenza
mediante la proyeccion de ésta sobre el plano yz (ver figura [2.35)).

En la figura [2.36] se ilustra un tipo especial de trenza que, de acuerdo con
lo anterior, se denomina n-trenza trivial, ya que los puntos A; se conectan
directamente mediante segmentos de lineas rectas con los puntos A;, 1=
1,...,n.

Supongamos que una n—trenza (3 tiene conectadas sus cuerdas de la siguiente
manera: A; con A , Ay con A] , ..., A, con A] , sele asocia una permutacion
o € S, definida por o(i) = j;, y es representada como:

(1 2 ... n)
J1 J2 - Jn

Esta permutacion se denomina permutacion de la trenza.

El conjunto de todas las n—trenzas forma un grupo, bajo la operacion de
concatenacion, conocido como el grupo de trenzas B,,.

Sean T y T5 dos elementos de B,,, se define el producto para las dos n—trenzas,
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N

Figura 2.34: Ejemplos de Trenzas.

\

.

3

Figura 2.35: Diagrama regular de una 3-trenza.

de la siguiente manera. Sean T} y T, dos n—trenzas en los cubos C y C tales
que T7 consiste de n—cuerdas «; que unen los puntos A; en la base superior
de C' con los puntos A;- en la tapa inferior de (.

Asi mismo, T5 consiste de n—cuerdas 3; que conectan los puntos E; en la
tapa superior de C5 con los puntos Ej, en la tapa inferior de C\.

El producto de trenzas esta definido de la siguiente manera. La trenza 175
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Figura 2.37: Producto de trenzas.

esunan—trenzaenel cubo K = {(z,y,2) |0< z,y < 1, -1 < z < 1},
con n cuerdas disjuntas v; con ¢ = 1,...,n que conectan los puntos A; en la
base superior (z = 1), con los puntos Ej, de la tapa inferior (z = —1). Ver

figura [2.37]

En general, no es cierto que 1171, = 15T}, es decir, el producto no es conmu-
tativo.

Con ayuda de los diagramas de trenzas, se muestra que el producto es aso-
ciativo y que el elemento neutro estd dado por la n—trenza trivial, a la que
denotaremos como e. Solo falta ver que todo elemento 77 en B,, tenga un ele-
mento inverso 7, . Si consideramos la base del cubo que contiene a 7} como
un espejo, entonces el reflejo de T} en dicho espejo sera el inverso 7} *. Esto
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se muestra en la figura Tenemos entonces que 1T, ' = ey T, 'T) = e.

Figura 2.38: Inverso de una trenza.

El grupo de n—trenzas B,, tiene como generadores oy, 09, ...,0,_1 tal que se
satisfacen las siguientes relaciones:

03 Oi41 O3~ 0441 04 O441
0,05 ~ 0;0; si ‘Z,j’ > 2

Estas relaciones se pueden ver geométricamente en la figura [2.39

En la figura [2.40] se muestra el diagrama del generador o; y su inverso.
En la Figura [2.42| se muestra una 3-trenza con un movimiento dado por o7 !,
seguido de otro movimiento descrito por oy, ver figura (2.43)).

Relacion entre nudos y trenzas

Una pregunta natural es: jPodemos relacionar los nudos con las trenzas?
la respuesta es si. Consideremos una n—trenza y conectemos los puntos
(Ay,...A,) de la base superior (z = 1) con los puntos (4], ..., 4),) de la base
inferior (z = 0) respectivamente, pero ahora mediante arcos paralelos ex-
ternos al cuadrado, como se muestra en la figura De esta manera, se
obtiene el diagrama regular de un nudo o un enlace. Esta construccion se
conoce como cerradura de una trenza.
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Figura 2.39: Relaciones en el grupo de trenzas.

Figura 2.40: Diagrama del generador o; y su inverso.

Grupo fundamental de un nudo

Como se explica en [15], el grupo fundamental del nudo K, denotado por
I1;(K), es el grupo fundamental del complemento del nudo K en R3. Este
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Figura 2.41: Ejemplo del diagrama de una 3-trenza trivial.
o 02

Figura 2.42: (a) Diagrama de una 3-trenza con movimiento o; '

0. 02

Figura 2.43: (b) Diagrama de una 3-trenza con movimientos o *oy.

grupo es un invariante del nudo.

Ejemplo 2.7.3. Para el nudo trivial, el grupo fundamental es IT; (R — K') =
Z, ya que el complemento es homotépicamente equivalente a un circulo.

Este invariante se puede calcular mediante un algoritmo basado en el diagra-
ma plano del nudo, utilizando tnicamente los datos que ofrecen los cruces.
El método a emplear fue desarrollado por Wirtinger y permite determinar la
presentacion del grupo del nudo.



54

Figura 2.44: Cerradura de una trenza.

Presentacion de Wirtinger

En esta parte del trabajo, siguiendo a [15], se describe el procedimiento pa-
ra obtener una presentacion del grupo de un nudo K en R?, a partir de
una proyecciéon regular de un nudo orientado, con un ntimero finito de arcos
a1, Qo,...,0, en el plano. Se asume que cada «; estd conectado con «;_q
y ;11 (modulo n) mediante los arcos inferiores en los cruces, exactamente
como se muestra en la figura La union de éstos constituye el nudo K.

Asumiremos, por conveniencia, que los arcos «; estan orientados de manera
compatible con el orden de sus subindices. Se dibuja una flecha corta etique-
tada como x; que cruza por debajo de cada «; en una direcciéon de derecha
a izquierda. Esto representa un lazo en R® — K de la siguiente manera: el
punto (0,0, 1) = % se toma como punto base y el lazo consiste en el triangulo
orientado desde % hasta la cola de x;, a lo largo de z; hasta la cabeza y luego
de regreso a .

En cada cruce, existe una relacion especifica entre los elementos que debe
cumplirse. Hay dos posibilidades, dependiendo de si el cruce es positivo o

negativo (ver figura [2.46})

Aqui, oy representa el arco que pasa por arriba desde «; hasta a;, 1. Sea r;
la ecuacion que se cumple, segiin corresponda. En total, hay exactamente n
relaciones rq,...,r, que pueden obtenerse de esta manera. Se observa que
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Figura 2.45: Diagrama de un nudo, utilizado para realizar el algortimo de
Wirtinger.

estas constituyen un conjunto completo de relaciones.

Teorema 2.7.4. Dado un nudo K, con un diagrama regular en el plano, que
divide al nudo en n arcos ay,ay ..., q,, el grupo fundamental 11, (K,) tiene
la siguiente presentacion

ILG(K) = (x1,...,Tp 5 T1yeneyTn)-
Ademds, uno de los r;’s puede omitirse y lo anterior sigue siendo vdlido.
Para méas detalles de la presentacion de Wirtinger, consultar [15].

Ejemplo 2.7.5. El nudo trébol es el nudo mas sencillo no trivial, y se denota
por 3;. Consideramos un diagrama regular del nudo trébol derecho; tiene tres
cruces. En el diagrama, el nudo se divide en tres arcos, cada uno separado por
un cruce. Etiquetamos los arcos como oy, asg, ag v los cruces por Cf, Cy, Cs.

De acuerdo con el Teorema [2.7.4] a partir de la proyeccion regular del nudo,
cada arco en el diagrama genera un elemento del grupo fundamental, corres-
pondiente a un lazo meridiano que rodea el arco.

En cada cruce, los generadores de los arcos involucrados satisfacen una rela-
cién de conjugacion. Si en un cruce el arco a; pasa por debajo del arco «;, y
ay es el arco saliente, la relacion es:

Tp = xjxia:j_l
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(a) r; :

Ky

i

—
ot % |

(b) Tt

TpTi = Ti4+1Tk-

=Ky,

TiT = TpLi41-

Figura 2.46: Relaciones descritas para cada uno de los cruces.

o la inversa en dado caso de que la orientaciéon sea opuesta.

Para el nudo trébol se asigna un generador por cada arco, es decir;

1. Para el arco oy — 73
2. Para el arco as — 29

3. Para el arco as — x3
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Figura 2.47: Diagrama del nudo trébol, ejemplo del algoritmo de Wirtinger.

Estos generadores representan los lazos meridianos que rodean cada arco en
el complemento R — K, con una orientacién dada.

Ahora supongamos que el diagrama del trébol tiene los cruces orientados
de manera que todos los cruces son positivos. Analizamos cada cruce y se
obtienen tres relaciones:

1. Cruce C : El arco ay pasa por debajo del arco ag, y el arco saliente
es ay. Por el algoritmo de Wirtinger tenemos lo siguiente:
_ —1
X1 = T3Taxg .

2. Cruce (5 : El arco a3 pasa por debajo del arco aq, y el arco saliente
es ap. Por el algoritmo de Wirtinger tenemos lo siguiente:
_ —1
Lo = T1X3%1 -

3. Cruce Cj5 : El arco «; pasa por debajo del arco as, y el arco saliente
es az. Por el algoritmo de Wirtinger tenemos lo siguiente:
_ -1
T3 = TaX1Ty -

Ahora, con base a lo anterior una presentacion del grupo fundamental I1; (K,)
es

I (K,) = (21, 22,23, |71 = $3$2$§17 Ty = $1$3$1_17 T3 = I2$1$2_1>-

Se realizan operaciones como la eliminaciéon de generadores redundantes de
la siguiente manera:



o8

Si se sustituye 3 = zox12, Len la segunda relacion, tenemos que

X9 = xlmgxlazglazfl
Tol1T2 = T1T271

ahora 3 = xox125 ' lo sustituimos en la primera relacién y tenemos que

T = [1721171$2_1$2£L‘2331{L'2_1
T = $2$1£E’2$I1$51
T1T2T1 = ToT1T2
entonces
T1X2X1 = Tal1T2

por lo tanto I1; (K,) = (21, xs| 12221 = T22129).



Capitulo 3

El modelo de ovillos para la
accion de recombinasas de
sitio-especifico

3.1. Antecedentes biol6gicos

Para entender los modelos con serina recombinasa, tirosina recombinasa, de-
bemos estudiar la recombinacion de sitio-especifico y, posteriormente, el mo-
delo de la recombinacién de sitio-especifico dado para la T'n3—resolvasa.

3.1.1. Recombinacién de sitio-especifico

La recombinacion de sitio-especifico, conocida en inglés como site-specific
recombination, constituye un mecanismo natural para modificar el codigo
genético de un organismo, ya sea mediante la reubicacién de un segmento de
ADN dentro de la misma molécula o a través de la integracion de un frag-
mento de ADN externo en el genoma de un huésped. Este proceso desempena
un papel crucial en todo ser vivo; de ahi la importancia de comprenderlo. Un
ejemplo es cuando ciertos virus insertan su ADN en el genoma del hospeda-
dor, facilitando asi la infeccion.

Todos los sistemas de recombinacion de sitio-especifico dependen de un tipo
de enzimas, llamadas recombinasas, que actiian sobre una secuencia corta
y unica de ADN (de entre 20 y 200 pares de bases), conocida como sitio
de recombinacion. Estas enzimas reorganizan las secuencias de bases en el

59
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segmento de ADN afectado. La recombinacion ocurre cuando dos sitios de
recombinacion, ya sea en la misma molécula de ADN o en moléculas distintas,
se alinean en presencia de la recombinasa, un proceso denominado sinapsis.
El segmento de ADN expuesto a la acciéon de la enzima recombinasa se cono-
ce como sustrato, y el complejo resultante entre el sustrato y la recombinasa
se denomina complejo sindptico.

Una vez formado el complejo sinéptico, se inicia la fase de recombinacion
propiamente dicha: la enzima realiza cortes en la doble hélice en posiciones o
sitios precisos y, posteriormente, une los extremos generados por estos cortes
de manera especifica. A continuacion, el complejo sinaptico se desensambla
gradualmente, permitiendo que la recombinasa libere la molécula de ADN.
Como consecuencia, se observa una alteracion clara en la topologia del ADN,
a la que denominamos producto de la reaccion.

Recombinasas

Las recombinasas son las enzimas involucradas en la recombinacion especifica
de sitio, tal como se analiz6 en el capitulo[I]en la seccion [I.4] estas enzimas se
clasifican principalmente en dos familias, segiin el aminoacido especifico de la
cadena proteica que cataliza la reacciéon de corte: las de serina, comtinmente
denominadas resolvasas; y las recombinasas de tirosina, también llamadas
integrasas.

Ademés, las recombinasas de serina y de tirosina presentan diferencias en sus
mecanismos de corte y sellado del ADN en los sitios especificos asociados a
esta recombinacion.

3.1.2. Modelo de ovillos para la accién de recombinasas

Para poder describir el modelo, es necesario mencionar las siguientes obser-
vaciones que se deducen a partir de evidencia cientifica. Dichas observaciones
fueron tomadas de [12].

Observaciones biol6gicas experimentales
1. La mayoria de los productos obtenidos mediante recombinacion de sitio-

especifico de sustratos con nudos triviales, son nudos (o enlaces) racio-
nales.
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2. La parte del complejo sindptico sobre la que actiia una enzima (recom-
binasa), representada mateméticamente dentro de la bola B3 es un
2—ovillo, ver figura 3.1}

Figura 3.1: Representacion del complejo sinaptico.

Por lo que el producto no es mas que la sustitucion de un 2—ovillo por otro
2—ovillo. Este proceso puede expresarse mediante la definicién de suma de
ovillos, donde S representa el ADN superenrollado, E representa el sitio de
recombinaciéon donde actia la enzima y R es el resultado de la recombinacion
que realiza la enzima. Matematicamente se puede considerar a S como un
2—ovillo. El numerador de la suma de S y R es entonces el producto, ver

figura [3.2]
D & 0

Figura 3.2: Numerador de la suma S + R.
Por lo tanto se cumple la siguiente ecuacion.

N(S + R) = El producto. (3.1)

Ademés se puede dividir el sustrato en el ovillo externo S y en el ovillo interno
E, esto debido a que el sustrato es entonces el numerador de la suma de S y
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Figura 3.3: Sustrato como el numerador de la suma de dos ovillos.

E, ver figura [3.3]

De la imagen tenemos la siguiente cuasi-ecuacion
N(S + E) = El sustrato. (3.2)

Si es posible observar el sustrato y el producto, entonces la situacion ideal
seria determinar S, R, y E a partir de las dos cuasi-ecuaciones.

Pero matematicamente no es posible determinar estas incégnitas ya que solo
tenemos 2 ecuaciones y tres incognitas, por lo que se tiene que recurrir a los
datos experimentales y para esto mencionamos 2 suposiciones.

Suposicién 1: El efecto de la enzima (es decir, el cambio debido a esta en-
zima del ovillo E al ovillo R) depende sdlo de la enzima original, por lo que
este proceso de cambio es independiente de la forma, posicion y tamano del
sustrato.

Para cada recombinacién se obtiene una cuasi-ecuacion como la anterior,
pero por la suposiciéon 1 no se anaden nuevas indeterminaciones, y la inde-
terminada es siempre R. Mateméaticamente significa que existe la posibilidad
de que se pueda resolver las ecuaciones.

La siguiente suposicion de la observacion experimental es que la repeticion de
las recombinaciones sitio-especifico puede expresarse como la suma de ovillos.

Suposicion 2: El producto de una serie de recombinaciones sitio-especifico
puede expresarse como el numerador de la suma de ovillos, es decir de la

forma N(S+ R+ R+ ...+ R).
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3.1.3. Modelo de la acciéon de la Tn3-resolvasa.

Como se mencion6 en el capitulo , la Tn3-resolvasa es una enzima (recom-
binasa) que sirve de catalizador para una recombinacion de sitio-especifica
en un sustrato de ADN circular con sitios de recombinaciéon directamente
repetidos. Cuando esta resolvasa acttia sobre un sustrato de ADN circular
que esta superenrrollado y sin anudar, el producto es un enlace. La mayoria
de los casos, el producto es el enlace de Hopf. Ver figura

ORUR

(a) Enlace de (c) Enlace
Hopf. (b) Nudo ocho. Whitehead. ) Nudo 65.

Figura 3.4: Algunos ejemplos de productos.

Si la resolvasa provoca otra recombinacion, entonces el producto siguiente es
el nudo ocho, la tercer recombinacion produce el enlace de Whitehead. Se ha
encontrado experimentalmente que hasta tres recombinaciones producidas
por la Tn3-resolvasa concuerdan con lo anterior (ver [19]). Por observacion
experimental, se sabe que el producto de la cuarta recombinacién es el nudo
de la figura Pero para encontrar S, F y R se muestra que la cuarta
recombinacion no es necesaria y solo sera usada como comprobaciéon del mo-
delo que se presenta.

Suponiendo que se cumplen las suposiciones 1 y 2, se pueden dibujar la si-
guiente serie de ecuaciones, ver figura Por lo que los nudos y enlaces en
la parte derecha de las ecuaciones, de la figura son nudos y enlaces de
2 puentes, los podemos reescribir como férmulas matemaéticas, utilizando la
notacion de un nudo o enlace de dos puentes visto en la seccién como se
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Figura 3.5: Ecuaciones de las recombinaciones producidas por la acciéon de la
Tn3-resolvasa.

observan en la figura 3.5 Equivalentemente,

N(S+E)=C(1) (3.3)
N(S+R)=C(2) (3.4)
N(S+R+R)=C(2,1,1) (3.5)
N(S+R+R+R)=C(1,1,1,1,1) (3.6)
NS+R+R+R+R)=C(1,1,1,2,1) (3.7)

De las ecuaciones anteriores, podemos determinar R y .S, pero no es posible
determinar F.
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Teorema 3.1.1. 1.- Las posibilidades de los ovillos S y R que satisfacen las

ecuaciones 3.9 ~ se limitan a los 4 ovillos de la figura[3.4.

2.- Ademds, si la ecuacion [3.6 se cumple, entonces la unica posibilidad para
R y S se muestra en la figura[3.6d.

DR O

BQ ®F

Figura 3.6: Soluciones de las ecuaciones y ﬁ

a

C

Demostracion. Para mas detalles de la prueba, consultar [12].
El efecto de la primera recombinacion debida a la recombinasa T'n3—resolvasa
puede considerarse como el de la figura

Dado que atn no se puede determinar F/, la recombinacion anterior es hasta
cierto punto imprecisa, sin embargo, si suponemos que F es el ovillo (0), se
sabe que los resultados anteriores son validos. El primer paso es dibujar los
diagramas correspondientes a los ovillos de la figura [3.6] que son soluciones
de las ecuaciones ~ Se dard un esbozo de la prueba que demuestre
que éstas son las tinicas soluciones posibles. Una demostracion detallada la
podemos consultar en [19].

Se puede demostrar que tanto R como S son ovillos racionales haciendo uso
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Figura 3.7: Efecto de la recombinasa T'n3—resolvasa.

de las proposiciones y [2.2.10} Ya que en ellas se prueba que un nudo o
un enlace de dos puentes puede ser representado como el denominador o el

numerador de un ovillo racional.
En biologia molecular, como primera suposicion, se considera que Ry S son
racionales.

Ahora se determina, a partir de las ecuaciones N(S + R) = C'(2) y N(S +
R+ R) = C(2,1,1), los ovillos racionales S y R. Por el teorema se
puede representar a S y R respectivamente por fracciones continuas % vy
< (en este caso se considera oo = %) Asi, si ambos R y S corresponden,
respectivamente, a enteros; es decir, b = d = 1, tenemos que N(S+ R+ R) =
N(T'(a + 2¢)), el cual corresponde a un nudo (o enlace) toroidal de tipo
(a 4 2¢,2). Esta observacion implica que el nudo resultante no puede ser el
nudo ocho. En consecuencia, solo uno de los parametros R o S puede tomar
un valor entero.

Ahora, supongamos que S es el ovillo (00); es decir, b = 0, entonces
N(S+R+R) = NT(0)+R+R) = D(R+R)
Ver figura [3.8

Figura 3.8: N(T'(0c0) + R+ R) = D(R+ R).

Este tampoco puede ser el nudo ocho. Ademas, si R es el ovillo (c0), entonces
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N(S+ R+ R) es, como minimo, un enlace de dos componentes, y por lo tanto,
no es un nudo, ver figura (3.9

5

Figura 3.9: N(S + R+ R), cuando R es un ovillo infinito (00).

Por lo tanto, ni R ni S pueden ser el ovillo (c0). Supongamos ahora que R
es un ovillo entero, T'(r). Si 7 = 0 entonces N(S + R) = N(S) y, de manera
similar, N(S+R+R) = N(S). Por lo tanto, N(S+R) = N(S+R+R), lo cual
contradice directamente los resultados de N(S+R) = C(2) y N(S+R+R) =
C'(2,1,1). La consecuencia de esto es que r no puede ser igual a cero. Asi,
si suponemos que R = T'(r) con r # 0, entonces S debe corresponder a un
ovillo racional . En este punto, es posible determinar los valores de r, v y v
haciendo uso del teorema 2.2.111

En primer lugar, de N(S + R) = C(2), el valor absoluto del numerador de

u __ rvtu
T+v_ v

es igual al determinante de C(2), es decir:

lrv + u| = 2.
Similarmente, para N(S+R+R) = C(2, 1, 1), el valor absoluto del numerador
de

u _ ut2rv
v +2r = v

es igual al determinante de C'(2,1,1). Por lo tanto, en este caso, tenemos lo
siguiente:

|u + 2rv| = 5.

Se analiza el primer conjunto dentro de estas soluciones, donde u = —1
y rv = 3. Dado que r y v son enteros, se obtienen las siguientes posibles
soluciones.

{G ) ={(=5 1, G -1, =13, 1 -3}
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Dado que % no es un numero entero, podemos descartar las dos ultimas
v )

soluciones de nuestras consideraciones. Por lo tanto, en el caso 7 = —%,
el ovillo correspondiente es T'(—3,0), el cual se muestra en la Figura
mientras que en el caso de ¥ = %, el ovillo correspondiente es T'(3,0), y este

se encuentra representado en la Figura [3.6b

De manera similar, se pueden investigar las otras tres posibilidades.
Para el caso (u,rv) = (9, —7),

(G )y =1% 1, G -1, (9.7, 9, =7}

Al igual que en el caso anterior, se descartan las dos tltimas soluciones y se
concentra nuestra atenciéon en las dos primeras posibilidades. Dado que

=l+aT
el ovillo correspondiente es T'(2,3,1), y teniendo en cuenta los signos nega-
tivos, estos corresponden a los dos ovillos representados en la Figura y
[3.6dl Finalmente, si S es un ovillo entero, se demuestra que S no satisface el
resultado de N(S+R) = C(2)y N(S+R+R) = C(2,1,1) . El procedimiento
es casi idéntico al anterior, pero es ligeramente mas complejo. Por ejemplo, se
supone que S = T'(s), donde s es un nimero entero. Podemos suponer ahora
que el niimero racional correspondiente a R es ¥ (v > 1). Como en el caso
anterior, si volvemos a aplicar el Teorema [2.2.T1] obtendremos la siguiente
formula:

lvs + u| = 2,
lo cual demuestra que |2uv + sv?| = 5. Por lo tanto, v =5y
12u + sv| = 1.

Dado que las dos primeras opciones no proporcionan soluciones enteras pa-
ra s, podemos descartarlas. Las dos tltimas, por otro lado, no satisfacen el
resultado de N(S + R+ R) = C(2,1,1) (esto puede demostrarse mediante
la construccion de los diagramas correspondientes). Por lo tanto, hemos de-
mostrado la primera parte del teorema.

Para mostrar, con los ovillos anteriores, que estamos en el camino correcto ha-
cia un modelo adecuado del efecto de la Tn3—resolvasa, podemos confirmar
(mediante la elaboracion del diagrama pertinente) que N(S+R+R+R+R) =
C(1,1,1,2,1) también se cumple.

Por lo tanto, a partir de lo anterior, podria ser posible predecir el resultado de
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recombinaciones adicionales (en la practica, ésto es efectivamente posible).
Mediante el Teorema [3.1.1] podemos determinar los valores de {S, R}; sin
embargo, dicho teorema no proporciona informacion sobre la naturaleza del
ovillo E. No es posible, con certeza, comprender completamente la estructura
de F.

No obstante, hasta cierto punto, parte de su estructura puede deducirse a
partir del siguiente teorema.

Teorema 3.1.2. Supongamos que existe un ovillo E que satisface las si-
gquientes dos condiciones:

1. N(T(-3,0)+ E) = C(1),
2. N(T'(=3,0)+T(1)) = C(2), con numero de enlace igual a —1.

Si, ademds, E es un ovillo racional, entonces E es un ovillo de la forma
T(2z,3,0), donde x es un nimero entero arbitrario.

Si ademaés se incorpora la segunda condicion del teorema anterior, entonces
T(—3,0) adquiere una orientacion inducida. Con respecto a esta orientacion,
si la recombinacion sitio-especifico mediada por la Tn3—resolvasa corres-
ponde a una repeticion directa, entonces el ovillo ¥ debe ser de la forma
T(2x,3,0). ]

3.2. Modelo de ovillos para la accién de las re-
combinasas serina y tirosina.

El modelo para la acciéon de las recombinasas serina y tirosina que se muestra
a continuacion es un modelo desarrollado por Dorothy Buck y Erica Flapan
[T]. Dicho modelo se centra en un proceso de anudamiento del ADN, llamado
recombinacion de sitio-especifico, mediado por una proteina llamada recom-
binasa de sitio-especifico.

Este modelo predice todos los posibles nudos y enlaces que pueden surgir
como productos de una tinica ronda de recombinacién, o de miltiples rondas
de recombinaciéon procesivaﬂ Estos posibles nudos y enlaces son el resultado
de tener como sustrato un nudo trivial, un enlace trivial o un nudo o enlace

ICapacidad de una enzima de moverse continuamente a lo largo de una molécula de
ADN sin separarse.
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toroidal de la forma 7'(2,m). Los nudos o enlaces toroidales son los mas co-
munes en el ADN.

El modelo se basa en tres hipotesis que tienen justificacion biologica en [21],
partiendo de estas hipotesis y con técnicas de teoria de nudos, se demostro
que todos los productos pertenecen a una tnica familia, ilustrada en la figura

B.211

3.2.1. Notaciéon y terminologia

El modelo permite tener al nudo trivial como sustrato para una recombinasa
genérica, asi como un enlace trivial como sustrato con un sitio de recombi-
nacién en cada componente, o tener la forma de un nudo o enlace toroidal
T(2,m).

Para entender mejor cada caso que presenta el modelo, consideremos la si-
guiente notacion:

» El sustrato se denota por J, el cual puede ser un nudo trivial, un enlace
trivial o un nudo o enlace toroidal T'(2,m).

s El complejo de recombinasa serd denotado por B para referirnos a la
regiéon geométrica que engloba las posiciones de cada una de las cuatro
posibles moléculas de recombinasa y los dos sitios de cruce.

= Se utiliza el término complejo de recombinasa-ADN para referirse a B
unién con el sustrato J.

» Se denota como C' = cl(R? — B), donde cl() es la cerradura del conjun-
to.

= Se define D como la superficie de Seifert donde su frontera es el sustrato
J, tal que D es topologicamente equivalente a un disco, a dos discos
disjuntos o a un anillo torcido, cuando J es un nudo trivial, 7'(2,m)
respectivamente.

Se dice que ocurre una sinapsis productiva cuando el complejo de recombi-
nasa interacttia con el sustrato exactamente en los dos sitios de cruce.

Las hipotesis biolégicas constan de su equivalencia matematica, a continua-
cibn mencionamos ambas de la siguiente manera:
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1. Hipotesis 1 (biologica): El complejo recombinasa es una sinapsis
productiva, y existe una proyeccion de los sitios de cruce que tiene como
méximo un cruce entre los sitios y ningtn cruce dentro de un solo sitio,
es decir, en esta proyeccion, los dos sitios no se anudan mucho entre si
(maximo un cruce) ni dentro de si mismos (no hay cruces internos).
Hipotesis 1 (matematica): BN J consta de dos arcos y existe una
proyeccion de dicha interseccion (B N J) que tiene como méaximo un
cruce entre los dos arcos que son los sitios de cruce, y ningtn cruce
dentro de un solo arco, ninguno interno.

Se fijan una proyeccion de J tal que BN J tiene alguno de los siguientes
diagramas de la figura [3.10)

(a) Forma B (b) Forma Bjs. (c) Forma Bs.

Figura 3.10: Posibles proyecciones de B N J.

2. Hipétesis 2 (biologica): La sinapsis productiva no atraviesa un
superenrollamiento o un punto de ramificacion de manera no trivial.
Ademés, no se atrapan nudos persistentes en las ramas del ADN en el
exterior de la sinapsis productiva.

Hipotesis 2 (matematica): J tiene una superficie de Seifert D tal
que D N OB consiste en dos arcos y D N C' es un nudo trivial relativo

a 0B.

La hipotesis dos implica que el complejo de recombinasa-ADN no puede
parecerse a ninguna de las ilustraciones dadas en la figura [3.11] por lo
que al replantear la hipétesis se considera a la superficie de Seifert
D y sabiendo que D es topolégicamente equivalente a un disco, dos
discos disjuntos o a un anillo torcido cuando J es un nudo trivial, un
enlace trivial o un nudo o enlace de la forma 7'(2,m), respectivamente,
podemos ver en la figura la relacion que tiene D con B.
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D A £
& e

(a) D N OB contiene un
circulo. (b) C'N D esta anudado.

Figura 3.11: Diagramas que no ocurren por la hipotesis 2.

(a) J= Nudo trivial (b) J= Enlace trivial (c) J=T(2,m)
D= Disco D= Dos discos D= Anillos torcidos.

Figura 3.12: Ejemplos de diferentes sustratos J y superficie de Seifert D con
frontera dada por J.

3. Hipotesis 3 (biologica): Las recombinasas de serina realizan la re-
combinaciéon mediante el mecanismo de intercambio de subunidades.
Este mecanismo implica realizar dos cortes simultaneos (de doble ca-
dena) en los sitios, rotar los sitios opuestos 180° juntos dentro de la
sinapsis productiva y volver a sellar los pares opuestos. En la recom-
binacién procesiva, cada evento de recombinaciéon es idéntico. Después
de la recombinaciéon mediada por una recombinasa de tirosina, existe
una proyeccion de los sitios de cruce que tiene como méaximo un cruce.

Hipotesis 3 (matematica): La serina recombinasa corta cada uno de
los sitios de cruce y anade un cruce dentro de B entre los arcos cortados
en sitios diferentes, para luego volver a cerrarlos. En la recombinacion
progresiva, todos los eventos de recombinaciéon son idénticos. Tras la
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recombinacién mediada por una tirosina recombinasa, existe una pro-
yeccion de los sitios de cruce que tiene como maximo un cruce.

Forma By Forma Bjs. Forma By.

-

Forma nj Forma ns

/\

Figura 3.13: Formas post-recombinantes después de n eventos de recombina-
cion con la serina recombinasa.

(a) Forma Bj. (b) Forma Bs. (c) Forma Bs. (d) Forma Bj.

(e) Forma Bs.

Figura 3.14: Proyecciones después de n eventos de recombinaciéon con la ti-
rosina recombinasa.
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Formas de BN J

Como resultado de la hipotesis 1, una proyeccion de BN J tiene el diagrama
By, By 6 B3 (ver figura . De la hipotesis 3 se sigue que después de n
eventos de recombinacién con una serina recombinasa se anade una fila de
n cruces idénticos. Por lo que después de n eventos de recombinacion existe
una isotopia ambiente de la proyeccion fija de BNJ donde OB permanece fija
a una de las formas ilustradas en la figura m (recordemos que los cruces
reales pueden ser positivos, negativos o cero).

Ahora, para las tirosinas recombinasas, por la hipotesis 3 se sabe que después
de la recombinacion existe una proyeccion de B N J con maximo un cruce.
Aunque se trabaja con una proyeccion de J que se fija como resultado de la
hipotesis 1, no es posible asegurar que después de la recombinaciéon B N J
tenga como maximo un cruce. Sin embargo existe una isotopia ambiente de
la proyeccion, fijando la frontera 0B, a uno de los diagramas ilustrados en
la figura |3.14] Por lo que, sin perdida de generalidad, se puede suponer que
la proyeccion B N J después de la recombinaciéon tiene una de las formas
ilustradas en la figura [3.14]

“ %S
P . . q 5
(c) Forma C3
(a) Forma Cq J = T(2,m) con sitios de
J = nudo o enlace tri- (b) Forma Ca recombinacién en el mis- (d) Forma Cy
vial. J = nudo trivial o T(2,m). mo componente. J =T(2,m).

Figura 3.15: Posibles formas de C' N J.

Posibles formas de C N J

Utilizando las hipétesis anteriores, se puede probar el siguiente resultado.

Lema 3.2.1. Suponemos que las hipdtesis 1, 2 y 3 se cumplen para un com-
plejo de recombinasa-ADN, en particular, el sustrato J es un nudo trivial,
un enlace trivial o un nudo/enlace toroidal de la forma T'(2,m). Entonces,
la interseccion C N J tiene una proyeccion con una de las formas ilustradas
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en la figura [3.15, Ademds, si C N J tiene la forma Cy (ver figura ,

entonces BN J debe tener la forma Bj.

Demostracion. Se consideran tres casos segun el tipo de nudo o enlace que
puede ser J.

Caso 1. J es un nudo trivial.

Por la hipétesis 2, existe una superficie D que es un disco tal que D N oB
son dos arcos y D N C es un nudo trivial relativo a 9B, ver figura [3.16

Como D es un disco, los dos arcos de 90BN D separan a D en dos superficies

Figura 3.16: Ejemplo del sustrato, suponiendo que J es un nudo trivial.

BNDyCnND,de tal manera que una de estas superficies es una “franja” y
la otra es un par de discos disjuntos, ver figura |3.17}

Figura 3.17: Diagramas que se cumplen para el caso 1.

Ademés, si C' N D es una “franja” que no estd anudada, entonces C'N D es,
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o bien un par de discos disjuntos, o bien una banda torcida sin nudos. De
aqui se deduce que existe una isotopia ambiente tal que la interseccion C' N J
tiene la forma C) o a la forma Cy manteniendo fija OB (ver figuras y

5.15).
Caso 2: J es un enlace trivial.

Para este caso, se asume que el sitio de recombinacién se encuentra en cada
componente de .J, ya que en caso contrario el sustrato toma la forma del caso
anterior, un nudo.

Por la hipotesis 2, se puede elegir una superficie D que es un par de discos
disjuntos, tales que OB consiste en un arco en cada disco D (ver figura|3.18)).

Figura 3.18: Arcos de la 0B de color morado.

Por lo tanto, BN D y C'N D son pares de discos disjuntos. De aqui se deduce
que existe una isotopia ambiente, tal que C'N J tiene la forma C1, relativa a

0B, ver figura [3.19]

OO — -
—p
o=

Figura 3.19: Diagrama de un enlace trivial que bajo una isotopia ambiente y
el complejo de recombinasa B, tiene la forma Cf.

Caso 3: J =T(2,m).
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En este caso por la hipotesis 2, se puede elegir una superficie D que es una
banda torcida y cerrada, tal que D N dB son dos arcos y D N C' no estéi
anudada relativa a la 0B.

Veamos que hay varias formas en que los arcos de D N 0B pueden estar
contenidos en D. Cualquier circulo en R? debe cruzar una esfera un nimero
par de veces (inclusive 0). En particular, el circulo A que representa el eje
central de la banda torcida D, debe cruzar 0B un numero par de veces. Cada
punto donde A cruza a la 0B esta contenido en D N 0B. Como el nimero
total de puntos de AN OB es par y DN JB consta de dos arcos, entonces, A
debe intersectar cada uno de estos dos arcos un nimero par de veces, o bien
un ndmero impar de veces.

Si cada arco de D N OB intersecta al nicleo A un ntmero impar de veces,
entonces cada uno de estos arcos intersecta a D en una banda. Por tanto, los
dos arcos de D N OB intersectan a D en un par de bandas, pero si lo hace un
ntmero par de veces, entonces cada arco intersecta a un disco de D.

En conclusion, los dos arcos intersectan discos disjuntos de D o uno de los
dos discos esta contenido dentro del otro.

En el ultimo caso, los dos arcos forman la frontera de una banda en D, en un
lado de la cual hay un disco y en el otro lado hay un anillo torcido cerrado.
Cada una de estas situaciones se ilustran en la parte superior de la figura
y las formas de D N B se ilustran en la parte inferior de la figura [3.20

Notemos que en la figura [3.20] el diagrama de la derecha puede tener una,
en lugar de dos, filas de torsiones. Como B N J contiene a lo mas un cruce,
la componente de D con casi todos los giros de T'(2,m) debe estar contenida
en C. Se observa que si C'N J tiene la forma C, entonces, la proyeccion de
BN J debe tener la forma B; 6 Bz. Ademas, si C'N.J tiene la forma Cs, BN.J
debe tener la forma By ¢ Bs. Finalmente, si C'N J tiene la forma Cy, BN J
tiene la forma Bs.

Ademas, en la forma Cj, si bien puede haber giros a la izquierda de B, estos
no afectan al diagrama, ya que se pueden eliminar girando D N C' por algin
multiplo de 7. De manera similar en la forma C}y, cualquier giro que ocurra
por encima de B puede eliminarse y agregarse a la fila de giros debajo de B
rotando D N C' por algtin miltiplo de 7. Estas rotaciones se pueden realizar
manteniendo fijo a B.

Por lo que las cuatro formas de C' N D ilustradas en la figura [3.15] son las
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Figura 3.20: Posibles formas de C'N D cuando J = T'(2,m).

Unicas posibles. O

3.2.2. Nudos y enlaces producto predichos por el mode-
lo

En esta seccion, se caracterizan todos los posibles nudos o enlaces producto
generados por recombinasas de tipo tirosina y recombinasas de tipo serina.
Para realizar lo mencionado anteriormente, se hace la suposicion de que el
sustrato es un nudo trivial, un enlace trivial, o un nudo o enlace del tipo
T(2,m), y que las tres hipotesis planteadas en la seccion anterior, se cumplen
para un complejo ADN-recombinasa determinado.

Cuando el sustrato es un nudo trivial o un enlace trivial, mostraremos que
todos los productos no triviales pertenecen a la familia de enlaces tipo toroidal
T(2,m), o a la familia de enlaces tipo “clasp” C(r, s).

Si el sustrato es T'(2,m), entonces todos los productos posibles se encuentran
dentro de la familia de nudos y enlaces ilustrados en la figura

En la familia de la figura los pardmetros p, q, v vy s pueden tomar
valores positivos, negativos o cero. Ademés, al permitir que algunos o todos
sean igual a 0 6 1, se obtienen cinco subfamilias. Asi mismo, si alguno de
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Figura 3.21: Familia de nudos y enlaces producto.

ellos (o todos) son igual a 0 6 1, segin corresponda, se obtienen las cinco
subfamilias representadas en la figura [3.22] .

(b) Subfamilia 2, C(r,s) 1)
m
o
O
P s
N
(d) Subfamilia 4, (e) Subfamilia 5,
T(2,p)#T(2,s+1) T(2,p)#C(r, s)

Figura 3.22: Subfamilias que estédn contenidas en la familia ilustrada en la figura
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. La primer subfamilia considera a ¢,s = 0, dando como resultado una

subfamilia de la forma T'(2,p). Ver figura

. En la segunda subfamilia, p = 0 y ¢ = 1, dando como resultado la

subfamilia de nudos claps. Ver figura

. En la tercer subfamilia, r = =+1 originando asi a los nudos preztel

K = (p,q,s £ 1), ya que r puede ser sumado con los cruces de s. Ver
la figura

. La cuarta subfamilia es la suma de la subfamilia 1 con la subfamilia que

tiene la forma 7T'(2,s & 1), obteniendo asi una subfamilia de la forma

T(2,p)#T(2,s £ 1). Ver figura |3.22d

. La quinta subfamilia es la suma conexa de la subfamilia 1 y la subfamilia

2, dando como resultado una subfamilia de la forma T'(2, p)#C(r, s).

Ver figura [3.22¢]

(b) Subfamilia 2, C(r, s)

Figura 3.23: Subfamilia 1 y 2 con su menor nimero de cruces.

Notemos que, al realizar movimientos de Reidemeister en la subfamilia 1 y
2, los nudos o enlaces resultantes seréan los diagramas de la figura [3.23

Teorema 3.2.2. Supongamos que las hipdtesis 1, 2 y 3 se cumplen para un
complejo de tirosina recombinasa-ADN particular. Si el sustrato J es un nudo
trivial, entonces los unicos productos no triviales son los nudos de la forma
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T(2,n) ¢ C(2,n). Si el sustrato J es un enlace trivial, entonces el inico
producto no trivial es un enlace de Hopf T'(2,2). Si el sustrato es un nudo
toroidal de la forma T(2,m), entonces todos los productos estdin contenidos

en la familia ilustrada en la figura[3.21]

Demostracion. Supongamos que se cumplen las tres hipotesis. Como con-
secuencia de la hipotesis 3, después de la recombinaciéon con una tirosina
recombinasa, existe una isotopia ambiente de BU J rel 0B, a una de las cin-
co formas ilustradas. Por el Lema [3.2.1] existe una isotopia de C'U J relativa
a una de las cuatro formas ilustradas en la figura rel 0B.

Para cada una de las cuatro formas de C'U J, los productos de la recombina-
cion con tirosina recombinasa se obtienen cuando se hace la sustitucion de B
por cada una de las cinco formas de B U J en la figura [3.14] Los productos
resultantes se ilustran en la figura [3.24]

No olvidemos que si J es el enlace trivial entonces C'U J debe tener la forma
C1, y si J es un nudo trivial entonces C'U J debe tener la forma Cy 6 Cs.

[

Teorema 3.2.3. Supongamos que las hipdtesis 1, 2 y 3 se cumplen para un
complejo de serina recombinasa-ADN. Si el sustrato J es un nudo trivial,
entonces los unicos productos no triviales son los nudos de la forma T'(2,n)
6 C(p,q). Si el sustrato J es un enlace trivial, entonces el inico producto no
trivial es un nudo o enlace de la forma T(2,n). Si el sustrato J es un nudo
toroidal de la forma T(2,m), entonces todos los productos estin contenidos
en la familia ilustrada en la figura|3.21).

Demostracion. Supongamos que se cumplen las tres hipotesis. Como conse-
cuencia de la hipotesis 3, después de n eventos de recombinaciéon con serina
recombinasa, BU J tiene la forma n; 6 ny ilustradas en la figura [3.13] Por el
Lema [3.2.1] tenemos que C'U J tiene una de las cuatro formas ilustradas en
la figura |3.15

Obtenemos los productos de la serina recombinasa a partir de cada una de
las formas de C'U J ilustradas en la figura [3.15] al sustituir B por cada una
de las formas n; 6 ny (ver ﬁgura. Los productos resultantes se ilustran
en la figura [3.25

Notemos que cuando C'U J tiene la forma C;, entonces B U J debe tener la
forma B;. Por lo tanto, la forma post-recombinante de B U J debe ser de la
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Forma C1 Forma C1 Forma C1 Forma Cl Forma C1
" o Subfamilia 1
Nudo trivial Enlace trivial Nudo trivial Nudo trivial T2.)
Forma C2 Forma C2 Forma C2 Forma C2 Forma C2
S
P
\ \_/
Subfamilia 1 - Subfamilia 1 Subfamilia 1 Subfamilia 1
T(24p) Nudo trivial T(2,pt1) T(2,p£2) Clpy£2)
Forma. 03 Forma C3 Forma C3 Forma €3 Forma C3

Subfamilial Subfamilia 1

T(2gm) TGim) Subfamilia 1 Subfamilia & Subfamilia 1
. : T(2,m) T(2y m) # T(24 2) T(2, m)
Forma C4
3 }% ” T X 2 AT f@ ; S
\'g\yy P : “JS \@ P X s op 9 s
I
S Sy S
Subfamflia 1 Subfamilia 3 . s
2 Subfamilia 3 Familia producto  Subfamilia 3
T(24p+q) K(py945) K(py qy 521) ikl i : 5‘1":)

Figura 3.24: Productos de la recombinacién con tirosina recombinasa.

forma n;. Recordemos que si J es un enlace trivial, entonces C'U.J debe tener
la forma C} y si J es un nudo trivial, entonces C'U J debe tener la forma C}
6 Cy. El teorema se deduce de la figura [3.25]

O

3.2.3. Minimo ntiimero de cruces y modelo.

La manera de determinar el niimero minimo de cruces de un nudo o enlace del
ADN es experimental, mediante técnicas como la electroforesis en gel (men-
cionadas en . No obstante, existen mas de 1,700,000 nudos con ntimero
minimo de cruce menor a 16, ver [22] para més detalles. Ademas el ntimero
de nudos y enlaces con un nimero minimo de cruces crece exponencialmente
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Nudo trivial, Subfamilia 1 Subfamilia 1 Subfamilia 2

Subfamilia 4 e
Subfamilia 1

Figura 3.25: Productos de la recombinacién con serina recombinasa.

en funcion de n. Ver [23] para mas detalles.

Entre los resultados interesantes que surgen de este modelo, destaca el com-
portamiento del ntimero total de nudos y enlaces distintos generados de la
familia de productos ilustrada en la figura|3.21]| que tiene un minimo numero

de cruces igual a n, crece linealmente con n?.

Sin embargo, dado que los objetivos principales de esta tesis se centran en la
caracterizacion topologica cualitativa de los productos biol6gicamente rele-
vantes y en la interpretacion de la accion de las topoisomerasas, no se incluye
aqui la demostracion de este crecimiento ciibico. Para un analisis detallado
del conteo de nudos y enlaces, asi como la prueba de este comportamiento,
consultar [T].
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Capitulo 4

Modelo de recombinacion de la
proteina F'lp

En este capitulo se presenta el modelo matemético para la accién de la re-
combinasa Flp, una proteina perteneciente a la familia de las integrasas de
recombinacion sitio especifico. La proteina Flp identifica dos copias de una
secuencia especifica en el ADN, se une a ellas, realiza un corte en ambas
hebras, intercambia los extremos, los vuelve a pegar y finalmente libera el
ADN recombinado.

Cuando Flp actuia sobre una molécula de ADN circular cerrada, puede al-
terar la topologia del nudo o enlace subyacente. Por ejemplo, es capaz de
transformar un nudo trivial en un nudo trébol o en nudos mas complejos.

El tipo de nudo o enlace que se obtiene en el producto depende directamen-
te del grado de superenrollamiento del ADN en el momento en que actua
la enzima. Siguiendo la terminologia usada anteriormente, denominaremos
sustrato a la molécula de ADN antes de la accion de Flp, y producto a la
molécula resultante después de la recombinacion.

Tanto los sustratos como los productos se representan topolégicamente como
el cierre del numerador de la suma de tres ovillos: N(Of + O, + (P 6 R))
donde cada arco del ovillo corresponde a un segmento de doble cadena de

ADN.

Dos de estos ovillos (O’Jf, O.) permanecen invariantes durante la recombina-
cion. En el sustrato, el ovillo P modela los dos segmentos cortos idénticos
que contienen los sitios de reconocimiento; Flp los une formando un comple-
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jo de sinapsis, los corta, intercambia las hebras y los vuelve a unir. Desde
el punto de vista topologico, esta operacion equivale a eliminar el ovillo Py
reemplazarlo por un nuevo ovillo R en el producto.

Por su parte, el ovillo O, representa la region del ADN que queda atrapada
o restringida fisicamente dentro del complejo de recombinacién, pero que no
sufre ninguna modificaciéon quimica ni topolégica por la accion de la proteina.

El ovillo O’Ji representa la porcion del ADN que no estd sujeta a ninguna
restriccion fisica por parte del complejo de proteinas; es decir, la region libre
que puede adoptar diferentes grados de retorcimiento (superenrollamento)
en el momento de la accién de Flp. El subindice k distingue las distintas
configuraciones posibles de esta region libre, por lo que k£ toma valores en el
conjunto 0,1,2,3,4. Cada valor de k corresponde a un ntmero diferente de
cruces en esa zona del ADN.

Por tanto, la accion de la recombinasa Flp se modela topolégicamente como
una operacion muy simple: se elimina el ovillo P del sustrato y se sustituye
por el ovillo R en el producto, manteniendo invariantes los otros dos ovillos.
Esto se expresa como:

N(O% 4+ O, + P) = Sustrato (antes de la recombinacion )
N(O% 4 O. + R) = Producto (después de la recombinacion)

Dado que O’]? cambia segin el valor de k, se generan productos topolédgica-
mente distintos para cada k. Experimentalmente se determiné que el ovillo
atrapado O, es siempre el ovillo mas simple, es decir, O. = (1) (el ovillo con
un solo medio giro). Por otro lado, argumentos mateméaticos fundamentados
en hipotesis biologicas bien establecidas, demostraron que el ovillo P, que
contiene los dos sitios de recombinacion, debe ser P = (00), lo cual implica
que los sitios de reconocimiento estdn obligatoriamente alineados de forma
antiparalelaﬂ

Esta operacion de reemplazar el ovillo P por el ovillo R, Dorothy Buck y
Cynthia Verjovsky en [2], lo denominan como cirugia de ovillo. Dado que
tanto P como R son ovillos racionales, esta cirugia equivale topolégicamente
a una cirugia de Dehn realizada a lo largo del toro so6lido que contiene la

1Se refiere a la orientacién de dos elementos o estructuras que son similares pero corren
en direcciones opuestas.
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region libre del ADN (el ovillo O). Para més detalles ver [2] y [19]. Por esta
razon, los diferentes valores de k producen nudos o enlaces distintos.

4.1. Dos tipos de casos para los sitios de recom-
binacién.

La recombinasa Flp reconoce dos secuencias cortas idénticas en sitios espe-
cificos; cada sitio posee una polaridad quimica bien definida, por lo que en
una molécula circular de ADN pueden presentarse dos casos posibles:

1. repeticiones directas (orientacion cabeza-cola),
2. repeticiones invertidas (orientacion cabeza-cabeza).

Ver la Figurald.1|para una representacion esquematica de ambos casos. Cuan-

I —

._- -

(a) Caso directo (b) Caso invertido

Figura 4.1: Dos casos, repeticiones directas e invertidas.

do Flp acttia sobre un sustrato con repeticiones invertidas, experimentalmen-
te se ha encontrado que los productos de recombinacién son nudos toroidales
cuyo nimero de cruces puede llegar hasta once, ver [24]. Los nudos mas
simples observados experimentalmente corresponden a los nudos toroidales
T(2,2k + 1) o, en la notacion equivalente de los nudos toroidales estandar,
b(1,1), b(3,1), b(5,1), b(7,1) y b(9,1). Para mas detalles, consultar [25]. Los
experimentos muestran que el sustrato inicial es siempre un ADN circular
desanudado, que contiene los sitios de recombinacién identificados por Flp
en orientacion invertida (b(1,1)).

Mediante la cirugia de ovillo inducida por Flp, este sustrato se transforma
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en un nudo toroidal de la forma:

b(2k+1,1)  donde k =0,1,2,3,4.

Por lo tanto, la acciéon de Flp sobre repeticiones invertidas puede describirse
topologicamente como la siguiente familia de cirugias de ovillo:

Nl +0.+P) — NO/ +0.+R), k=0,1,2,3,4

Repeticiones invertidas

Antes: N(O’; +O.+ P) = b(1,1) = nudo trivial para k € {0,1,2,3,4}.
N(Oj+O.+R) = b(1,1) — nudo trivial

Después: N(O;+ 0.+ R) =  b(3,1) — nudo trébol
N(Oj+ 0.+ R) = b(2k+1,1) — nudo toroidal Tioi1,1)

A continuacién se analiza la accién de Flp cuando los dos sitios de recom-
binacién identificados por Flp estan orientados en la misma direccion (repe-
ticiones directas). En esta situacion, la recombinacion genera enlaces de dos
componentes en lugar de nudos. Experimentalmente se ha observado desde
el enlace trivial (dos circulos sin entrelazar) hasta enlaces toroidales con un
maximo de 10 cruces. Para més detalles consultar [24].

Los productos mas simples detectados en los geles de electroforesis correspon-
den a los enlaces toroidales b(0,1),5(2,1),b(4,1),b(6,1) y b(8,1). Los resulta-
dos experimentales muestran que el sustrato inicial es siempre una molécula
circular desanudada que contiene los sitios de recombinacién en orientacion
directa. Este sustrato puede representarse topolégicamente como el enlace
trivial b(1,1) (dos circulos sin entrelazar, pero con los sitios de recombina-
cion alineados para la sinapsis). Mediante la misma cirugia de ovillo induci-
da por Flp, dicho sustrato se transforma en un enlace toroidal de la forma
b(2k,1) con k =0,1,2,3,4. De este modo, la recombinacion sobre repeticio-
nes directas se describe topoldgicamente como:

N[ +0.+P) — NO/ +0.+R), k=0,1,2,3,4

donde ahora el cierre del numerador del producto es un enlace de dos compo-
nentes con 0,2,4,6 u 8 cruces toroidales (el caso k = 0 corresponde al enlace
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trivial después de la recombinaciéon cuando no hay un superenrollamiento
adicional atrapado).

Repeticiones directas

Antes: N(Of + O, + P) = b(1,1) = nudo trivial para k € {0,1,2,3,4}.

N(Oj+O.+R) = b(0,1) — enlace trivial
Después: N(O;+0O.+R) = b(2,1) — enlace de Hopf
N(Oj+ 0.+ R) = b(2k,1) — enlace toroidal T(g1)

Soluciones

Las recombinasas de la familia de las resolvasas, como la Tn3—resolvasa, si-
guen una estrategia topologica distinta a la de Flp.

Cuando estas enzimas actiian sobre un sustrato circular superenrollado nega-
tivamente con sitios de recombinacién en orientacion directa, el mecanismo
consta de los siguientes pasos bien establecidos experimentalmente:

El complejo de sinapsis siempre atrapa tres superhélices negativas, lo que
corresponde a fijar el ovillo libre en su configuracion mas simple: Oy = (0).
La enzima realiza un primer corte, intercambia y pega (una sola ronda de
intercambio de hebras), anadiendo exactamente dos cruces al producto (un
nudo trébol derecho en la region del sitio). Antes de liberarse, la resolvasa
puede llevar a cabo varias rondas adicionales de recombinaciéon sobre los nue-
vos sitios generados, cada una de las cuales suma otros dos cruces al enlace
final.

Este comportamiento se modela mediante las siguientes ecuaciones de ovillos.

N(Of+ Oy + P) = Kj para el sustrato
N(Of+Ob+R) = K;
N(Of+ Oy + R+ R) = K,

: desde K, hasta K, para el producto.
NO;y+Oy+R+---+R) = K,
—_—
n
(4.1)
donde Oy es el ovillo atrapado en la sinapsis, pero que no tiene cambios por
la recombinacién. Cada R representa el resultado topoldgico de una tinica
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ronda de recombinacién por la resolvasa y n es el numero total de rondas de
recombinacion que la enzima completa antes de liberar al ADN. En el capi-
tulo 3 mencionamos més a fondo estas ecuaciones, y como han sido resueltas
por Ernest y Summers en [19].

A diferencia de las resolvasas (como Tn3-resolvasa), las proteinas integra-
sas (tales como Flp) no fijan el retorcimiento del ADN sustrato durante la
recombinacion. Estas enzimas actiian una tnica vez sobre el complejo sindp-
tico y después liberan el ADN. Como consecuencia, el retorcimiento final del
ADN recombinado no esta controlado y puede adoptar una amplia gama de
valores enteros. Esto genera productos de recombinacién con diferentes for-
mas de nudos o enlaces, dependiendo del retorcimiento inicial del complejo
sinaptico.

Para modelar correctamente esta variabilidad del retorcimiento y sus efectos
sobre los productos topolégicos observados experimentalmente, el modelo de
ovillos de Ernst y Sumners debe extenderse considerablemente respecto al
caso de Tn3-resolvasa. En el caso clasico de Tn3-resolvasa, solo hay cuatro
ovillos desconocidos que determinar: el ovillo del sitio de uniéon de la pro-
teina, sustrato (P), el ovillo de recombinacion (R), y los dos ovillos fuera
de la region de recombinacion (Oy y O.). En cambio, para las integrasas
necesitamos:

» Tres ovillos fijos: P (sitio de unién), R (ovillo de recombinacion) y O°
(ovillo “cruzado” o “cerrado”), y

» Una familia infinita de ovillos variables O’Jf (k € Z), donde cada O}
representa el ovillo “libre” correspondiente a un nimero concreto de
cruces (retorcimiento) antes de la liberacion del ADN.

Esté complejidad adicional ha impedido hasta la fecha obtener una solucién
completa y exhaustiva del modelo de ovillos para la familia de las integrasas
de recombinacion sitio especifica.

El objetivo del trabajo en este capitulo, es caracterizar todas las soluciones del
sistema de ecuaciones de ovillos que modelan la accién de la recombinasa Flp.
Para ello, se clasifican los posibles ovillos en cinco categorias bien definidas:

= Ovillos localmente anudados,

= Ovillos primos,
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= Ovillos enteros,
= El ovillo (00),
= Ovillos estrictamente racionales.

Asi como probar la existencia de tres clases fundamentales de soluciones.

La primera clase de soluciones, el ovillo del sitio P es el ovillo (c0), y todos
los demas ovillos (R, O° y la familia O’J?) son ovillos enteros. El ejemplo mas
simple y clasico de esta clase es: P = (00), R = (0), y O% = £(2k+1) para
repeticiones invertidas, 6 O% = (2k) para repeticiones directas. Esta primera
clase de soluciones ya es conocida, para mas detalles, consultar [24].

En este capitulo se muestra que las clases de soluciones, salvo la primera
clase ya conocida, todos los ovillos restantes (R, O°¢ y la familia O’}) son ne-
cesariamente ovillos enteros de la forma £n con n € Z.

La segunda clase de soluciones esté caracterizada por las siguientes propieda-
des: tanto el ovillo del sitio de uniéon P como el ovillo cerrado O¢ son ovillos
enteros. Dentro de la familia O%, O% = (c0) para a lo més un valor de k, O’}i
es entero para a lo mas dos valores de k, y es estrictamente racional para
todos los demas valores de k.

El ejemplo maés sencillo de esté clase de solucion es cuando P = (0), R = (o0)
y Ok = (£(2k + 1)) para repeticiones invertidas, ver figura 6 0° = (00)
y O*>0 = (£2k) para repeticiones directas, ver figura .

Este modelo es topologicamente distinto al de la primera clase de solucio-
nes, pero biolégicamente equivalente, ya que produce exactamente la misma
distribuciéon de nudos y enlaces que el modelo clasico P = (c0), R = (0).
Sin embargo, Crisona en [25], utilizando argumentos biol6gicamente realis-
tas, descarta todas las soluciones de este tipo. Los argumentos principales
son:

= El ADN plasmidico esta negativamente superenrollado, por lo que los
ovillos libres O’J? deben ser enteros de la forma (n) 6 (—n) con n > 0.

= Tanto P como R representan segmentos cortos de ADN (los sitios de
recombinacion), por lo que cada uno puede tener a lo més un cruce, es
decir, |n| < 1.

Bajo estas restricciones bioldgicas razonables, no existen soluciones de la se-
gunda clase que sean compatibles con los datos experimentales de Flp.
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(a) Caso P = (c0), R = (0) y (b) Caso P = (), R = (0) y
Ok = (+2k), con k = 0. O’; = (£2k),con k=1

Figura 4.3: Ejemplo mas sencillo para el caso directo.

El ejemplo mas sencillo para esta clase de solucion es cuando P = (2), R =
(1) y Of =(=1), 03 =(=3) 6 (—3), 0} =(=3), 0} = (=%) y O3 = (-5
para repeticiones directas, ver figura y

0% = (OO) 0 (_%)7 011‘ - (_E)v 012‘ — (_%)7 O?” - (_%5) Y O;% - (_%)
para repeticiones inversas, ver figura [4.10)

Aunque estas soluciones son mateméticamente validas, no corresponden a
ninguna justificaciéon biolégica conocida.

Ademés, cuando O’jﬁ es estrictamente racional, debe poder expresarse como,

Enlace toroidal
T(244)
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Figura 4.4: Diagramas de los nudos para la segunda clase de soluciones para
casos invertidos, con P =0, R = (o0), O% = £ = (3,0).

un ovillo vertical, o la suma de un ovillo vertical y un ovillo horizontal.

Ahora nos centraremos en los Teoremas [4.1.5] [4.1.6] y [4.1.7] que caracterizan
de manera detallada las tres clases principales de soluciones identificadas.
Estos resultados proporcionan el objetivo de la caracterizaciéon y permiten
delimitar con precision las configuraciones topologicas compatibles con las
observaciones experimentales.

Antes de enunciar y analizar estos teoremas principales, es conveniente men-
cionar que sus demostraciones se apoyan en una serie de resultados obtenidos
en las secciones previas y posteriores del trabajo de Buck y Verjovsky en [2].
De los cuales nos interesan los siguientes:

Teorema 4.1.1. (i) A lo mds uno de los ovillos O%, O, y P puede ser el
ovillo (00).

(ii) Los tres ovillos O;ﬁ, O, y P no pueden ser todos estrictamente racionales,
tampoco puede darse el caso de que P y O1 sean estrictamente racionales y
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Figura 4.5: Diagramas de los nudos para la segunda clase de soluciones para
casos invertidos, con P =0, R = (c0), O% = 1 = (5,0).

5
OQ = (OO)
(17i) El caso en el que P = (00) o estrictamente racional, Oy estrictamente
racional y Oy primo, no puede ocurrir.

(iv) Si P = (c0) y tanto O, y O’; son racionales, entonces tanto O’;, O, deben
ser enteros.

Teorema 4.1.2. El caso donde P es entero, Oy es estrictamente racional y
Oy primo, no puede ocurrir.

Teorema 4.1.3. El caso donde P es entero, y tanto O, y O’jﬁ son estricta-
mente racional, no puede ocurrir.

Teorema 4.1.4. R debe ser racional en el caso de repeticiones directas.

Teorema 4.1.5. Si P y O1 son ovillos enteros y Oy es estrictamente racio-
nal, entonces necesariamente

s O1=0,.9y0y = O’; para algun k,
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Figura 4.6: Diagrama de los nudos para la segunda clase de soluciones para
casos directos, caso mas sencillo, P =0, R = (00), 0% = (00).

] O’Jﬁ es un ovillo vertical o la suma de un ovillo vertical y un ovillo
horizontal,

» La parte horizontal de esta suma es exactamente —(P + Oc¢).

Demostracion. Consideremos dos casos: uno donde O’]ﬁ = O es un ovillo es-
trictamente racional, y otro donde asumimos lo contrario para llegar a una
contradiccion. Se utiliza el hecho de que N(A 4+ n + 0o0) = D(A) (cerradura
del denominador).

Caso 1: O’Jﬁ = (04 es un ovillo estrictamente racional.

Como P y O; son enteros, su suma P + (O también lo es; es decir, P+ O, =
(m) para algin m € Z.

Dado que O es estrictamente racional, el ovillo Os + (m) también es estric-
tamente racional. Pero el numerador N(Oy + (m)) es el nudo trivial. Por el
lema clasico de Conway, el tnico ovillo racional cuyo numerador es el nudo
trivial es un ovillo vertical. Por tanto, O + (m) = (+) con |n| > 1, ya que
si [n| = 1 entonces Oq seria entero, contradiciendo la hipotesis de que es

estrictamente racional.

Equivalentemente, O, = (£) + (—m) con |n| > 1



96

(3

QU | ROp-@

SICISE AT I=rs
0@ |peg®

Figura 4.7: Diagramas de los nudos para la segunda clase de soluciones para
casos investidos, con P =0, R = (o0), O} = 5 = (2,0).

Esto confirma que O';ﬁ es un ovillo vertical o la suma de un ovillo vertical y
un ovillo horizontal, con la parte horizontal igual a —(P + O..).

Caso 2: O, = Oy estrictamente racional, y O']‘é = O es entero para todo k.

Sea O, = O, estrictamente racional, entonces O, = Oy = =4 (—m) con |n| >
1y O} =7y, con |ry| > 0, para k # 0y sea P = (s). La ecuacion del sustrato
implica que Of 4+ O, + P es un ovillo vertical: () + (—m) + (rx) + (s) = (3),

lo que lleva a r, = m — s, es decir, O’} es fijo para todo k (posible solo para
un valor de k = j).

Para k # j:

= Si OF = (00), entonces N(= —m + s+ 00) = D(%) = b(1,1) (4-plat
trivial), implicando que |n| = 1, lo que contradice que |n| > 1.

] O’j no puede ser primo (por Teorema ) ni estrictamente racional

(por Teorema |4.1.3)).
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Figura 4.8: Diagramas de los nudos para la segunda clase de soluciones para
casos investidos, con P =0, R = (00), 0% = 1 = (4,0).

Como no hay posibilidades para O’Jﬁ con k # j, y las ecuaciones deben re-
solverse simultaneamente para todo k se sigue que, este caso no es posi-
ble. La suposicion inicial lleva a una contradiccion, por lo que Oy = O, y
0, = O}. O

El Teorema [1.1.5] es esencial para la clasificacion general del resultado prin-
cipal, ya que identifica la segunda clase de soluciones: P y O, enteros, con
O% = (00) para a lo més un valor de k, entero para a lo mas dos valores, y
estrictamente ovillo racional (ovillo vertical u ovillo vertical + ovillo horizon-
tal) en los casos restantes.

Desde una perspectiva biologica, este resultado refleja limitaciones realistas
sobre el enrollamiento del ADN: O, captura el superenrollamiento estable,
O'} refleja la variabilidad en el ntiimero de superhelices atrapadas durante la
sinapsis enzimatica, y P representa el segmento de uniéon de la recombinasa,
que suele involucrar un segmento pequeno de ADN con un minimo de cruces
topologicos. La estructura de un ovillo vertical més un ovillo horizontal en O’;
permite modelar arreglos atipicos documentados en estudios con la proteina
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Figura 4.9: Soluciones cuando P = (2) y R = 1 con repeticiones directas.

Flp. Para méas detalles, consultar [26].
Teorema 4.1.6. Dada una solucion en la que O, es entero, entonces:

= (i) Si O} = (00) para un valor de i, entonces R debe ser una suma de
ovillos vertical o (£ 1),

w (i1) S7 ademds P es entero y Ojc es entero para uno o dos valores de k,
entonces P € (0,+ 2).
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Figura 4.10: Soluciones cuando P = (2) y R = (1) con repeticiones invertidas.

Demostracion. La prueba se inicia por casos directos utilizando la racionali-
dad de R y ecuaciones de ovillo del sustrato y producto.

(i) Supongamos que O, = (d) y O} = (00) para algin valor de i, entonces la
ecuacion del producto es N(co + d + R) = D(R), que debe ser un nudo o
enlace toroidal b(2k,1). Como R es racional por el Teorema en el caso
de repeticiones directas o por [19] para repeticiones invertidas, entonces ésto
implica que R debe ser un ovillo vertical, R = (1) con |r| > 1. Observemos

que si |r] = 1 entonces R = +1 que es entero pero es compatible con los
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ovillos racionales.

(ii) Supongamos que P = (p) es un ovillo entero y 0% = (n;) para un valor
J, con j # i, entonces la ecuacion del sustrato es N(n; +d+p) = b(1,1), por
loquep=—(n; +d) £1.

El producto es N(n; +d + %), un nudo o enlace toroidal, esto significa que
n; +d = £1, por lo tanto P =0 ¢ +2. O]

Este teorema nos deja mas clara la segunda clase de soluciones, limitando a P
(el cual recordemos es el sitio de recombinacion y un segmento corto de ADN)
a valores pequenos (0, £2), biologicamente realistas ya que corresponden a
pocos cruces (~ 50 pares de bases). La presencia de O} = (o0) modela
configuraciones sin supercoiling variable en un valor de k, forzando a que R
sea un ovillo vertical.

La tercera y ultima clase de soluciones es cuando todos los ovillos menos uno
son estrictamente racionales y el ovillo restante es entero. Observemos que si
P y O, son estrictamente racionales y O, es entero, entonces O’} es un ovillo
estrictamente racional, con O; como se muestra en el siguiente Teorema.

Teorema 4.1.7. Si P y Oy son owvillos estrictamente racional y Oy es entero,
entonces O = O’} y Oy = O..

Demostracion. Supongamos que O, es un ovillo estrictamente racional y que
O’Ji es entero para todo k, entonces consideremos cualquier enrollamiento ho-
rizontal de O} en O,, por lo que podemos escribir que 0% = (0) y Of = (ny)
donde [ng| > 0 para todo k # 0. Por lo que P = () y O. = (3), donde
v,y > 1.

NO.+0}+P) = N(3+3) = bl1)

N(O.+Of+P) = N(%+ 22y — p(1,1).

v

Asi

Siguiendo la demostracion que hizo Ernest en [I9] misma que se menciono
en el capitulo anterior, tenemos
\uy + zv) =1 y
luy + zv + ngoy| = 1
Sea oy =sign(uy + xv), y 03 =sign(uy + xv + nivy).
Si 01 = 09, entonces uy + xv = uy + xv + nivy por lo que nyvy = 0. Esto
implica que ny = 0 para todo k, contradiciendo que |ny| > 0 para k # 0.

Por lo que 01 = 09 Gnicamente para k = 0. Para k # 0, O’; no puede ser
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estrictamente racional ni el ovillo (co0) por el Teorema (47), ni un ovillo
primo por el Teorema (131).

Dado que las ecuaciones de ovillo para todo k£ deben ser resueltas simulté-
neamente, este caso no puede ocurrir.

Si o1 # 09, entonces —uy — xv = uy + v + Ny, por lo que nivy =
—2(uy+axv) = =201 |uy+2xv| = =204, es decir, ngvy = £ 2. Pero recordemos
que v,y > 1, por lo que esto no es posible. O

Una ilustracion de la ultima clase de soluciones es la siguiente:

Supongamos que P es un ovillo racional correspondiente a algiin racional
no entero, por ejemplo, (—%), entonces los ovillos de la forma U,, = (%)
(para este valor de P) satisfacen N = (=2 + U,) = nudo trivial. Por lo que,
todos los miembros de esta clase satisfacen la primera condicion (antes de la

recombinacion), tanto en el caso invertido, como en el caso directo.

Debemos entonces encontrar un R tal que para cada k exista un U, tal que

NR+U,) = b2k1) para el caso directo 6
N(R+U,) = bl2k+1,1) para el caso invertido

Si R = (—31) entonces la condicién N(R + U,) = b(a, 1) se cumple, donde

a=2(14+2n)—1(3+5n)=—(n+1).

Por ejemplo, para b(0,1), « = 0 y por las ecuaciones anteriores, tenemos que
0= —(n+1), porlo quen = —1, Sib(2,1), haciendo el mismo procedimiento,
tenemos que n = —3, y asi sucesivamente.
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, Y e
PO =) (@) - B RHG =) () =( GD} = @JD

Figura 4.11: Ejemplo de posibles soluciones para k = 0,1,2 y P = (—2),
para repeticiones directas.



PHOe= 3+ 2)

Figura 4.12: Ejemplo de posibles soluciones para k = 0,1y P = (—%), para
repeticiones invertidas.
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