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RESUMEN

La fotosíntesis es un proceso muy complejo y por tanto difícil de entender con exac-

titud. Algo en común que surge en la mayoría de las especies que la llevan acabo, como

las algas, plantas y bacterias, es la buena eficiencia con la que utilizan la energía solar

que colectan. En particular el transporte de la energía desde las antenas que colectan

la luz hasta el centro de reacción (CR) es muy eficiente [2].

En este estudio se busca encontrar características comunes de estos sistemas que

ayuden a simplificar el estudio del problema en posteriores trabajos. Se construyó un

ensamble con las representaciones matriciales de los llamados complejos fotosintéticos

y se utilizaron medidas de las fluctuaciones espectrales, usadas en la teoría de matrices

aleatorias (RMT, por sus siglas en inglés).

El ensamble fue estudiado con técnicas de RMT como la implementación de la recti-

ficación del espectro de forma robusta y funciones estadísticas que miden la repulsión y

las correlaciones a largo y corto alcance de los niveles del espectro de cada realización

del ensamble, mismas que fueron promediadas sobre el ensamble y graficadas, para

luego ser analizadas.

Las conclusiones respecto al análisis de los resultados obtenidos son que el ensam-

ble LHC no es totalmente irregular como lo es el espectro de Poisson, no es universal

y es cualitativamente similar al ensamble BEGOE(2). Debido a lo último podría ser no

ergódico, pero afirmar esto sólo es posible con un ensamble más grande.
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Capítulo 1

Introducción

Los organismos que utilizan la fotosíntesis como las plantas, algas y las bacterias foto-

sintéticas han evolucionado un sistema muy eficiente y complejo para recolectar la luz

solar aprovechándola casi por completo en sus reacciones metabólicas [2]. La estructura

fundamental para la recolección de luz solar para plantas y algas son las clorofilas, y las

bacterioclorifilas para bacterias. Existen diferentes tipos de clorofilas, para las plantas y

algas existen clorofilas a y b y para bacterias existen bacterioclorofilas a y b; otro tipo de

clorofilas son los carotenoides [31–35].

Dichas moléculas son conocidas comúnmente como pigmentos, ya que determinan

el color de las plantas, por su color y por ser tan abundantes. Se encuentran ordenadas

y orientadas rígidamente de formas específicas gracias a proteínas transmembranales

que les dan soporte [36–38]. Conservar su posición y orientación les permiten trans-

portar la energía con una gran eficiencia. A este tipo de estructuras se les conoce como

complejos fotosintéticos o LHC (ligth harvesting complex) y se encuentran en todos los

organismos fotosintéticos.
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En el proceso de recolección de energía las antenas colectoras captan la luz y la

transportan usando transferencia de energía de resonancia de Förster [27, 39]. Mecan-

ismo de transporte de energía entre dos moléculas sensibles a la luz. Un cromóforo

(donador) en un estado excitado cede su energía al cromóforo (aceptor) más cercano

por medio de interacciones dipolo-dipolo. La energía es conducida hasta un aceptor de

electrones llamado centro de reacción(CR) [40,41] que generalmente tiene una energía

de excitación menor que la energía de los pigmentos antena. Se ha postulado que sólo

las moléculas de clorofila que se encuentran en el centro de reacción participan en las

reacciones fotoquímicas. La mayoría de las clorofilas sirven como antenas colectoras

que cosechan la luz y dirigen la excitación electrónica. Las plantas, algas y bacterias

han desarrollado una gran cantidad de complejos fotosintéticos que se componen de

diferentes cantidades y tipos de pigmentos y tienen diferentes estructuras, dependiendo

del ecosistema en el que ha crecido cada especie [37,42,43].

Los LHC son estructuras muy complejas incluso en los casos más sencillos. Por la

eficiencia tan alta con la que transportan las excitaciónes eléctricas al centro de reacción

para la síntesis de ATP(adenosín trifosfato, del inglés adenosine triphosphate) mediante

reacciones fotoquímicas, se busca comprender mejor su estructura y funcionamiento

para aprovechar esto en el desarrollo y mejora de fuente de energías renovables [1].

El principal objetivo es caracterizar las propiedades de los LHC. Se plantea que las

representaciones matriciales de cada complejo fotosintético son realizaciones de un en-

samble. Se propone usar la teoría de matrices aleatorias para investigar la existencia de

propiedades generales de los LHC. Se definió un ensamble a partir de datos experimen-

tales donde cada realización es la representación matricial de un complejo fotosintético

diferente. La teoría de matrices aleatorias es una herramienta útil cuando los detalles

microscópicos del sistema que se estudia son muy complicados o no pueden determi-

narse.
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Esta teoría se enfoca en las simetrías generales del sistema físico para determinar

propiedades de éste que ayuden a entenderlo y caracterizarlo, además facilitan tratarlo

desde otros puntos de vista.

Con base en lo anterior, se plantea como objetivo describir las fluctuaciones de los

niveles de energía del ensamble, es decir, dar una descripción estadística de los niveles

de energía. Lograr este objetivo permitirá sugerir si las propiedades de las fluctuaciones

podrían ser universales o no.

Este trabajo está organizado de la siguiente manera: En el capítulo 2 se explica

como fueron obtenidos los datos para cada matriz del ensamble. Las realizaciones

deben ser normalizadas para ajustar sus valores medidos a una escala común. En

el mismo capítulo se presenta el cálculo de la función espectral cumulativa que se usa

para la rectificación del espectro, "unfolding". Lo anterior se usa para los cálculos de la

rigidez espectral, la varianza del número de niveles y la distribución de espaciamiento a

primeros vecinos para el ensamble LHC.

Una vez que se obtienen los resultados de las propiedades estadísticas de los LHC,

se comparan en el capítulo 3 con los resultados teóricos de dos modelos, un modelo tipo

GOE y un ensamble anidado para bosones, mismos que fueron adaptados. Las conclu-

siones de los resultados obtenidos respecto a las funciones estadísticas del ensamble

LHC y a las comparaciones mencionadas se presentan en el último capítulo.
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Capítulo 2

Ensamble LHC

En la naturaleza, existen una gran cantidad de complejos fotosintéticos. Cada uno se

puede visualizar como una red, en la que cada nodo de ésta es una molécula de clorofila

del complejo y las uniones entre los nodos son las interacciónes entre los pigmentos.

Estos arreglos, también conocidos como complejos proteína-pigmento (PPCs), tienen

dimensiones muy pequeñas(nanómetros), lo que genera interacciones fuertes entre los

pigmentos [45]. Se ha determinado que para describir las excitaciónes ópticas en estas

estructuras es útil el modelo de excitación de Frenkel [37,46], con éste, un sistema de N

cromóforos (pigmentos) se representa por el hamiltoniano:

He =
N∑
n=1

εn|n〉〈n|+
∑
n<m

Jnm(|n〉〈m|+ |m〉〈n|), (2.1)

donde |n〉 describe a la molécula de clorofila n, εn es la energía del sitio, que se define

como la energía de transición de un cromóforo de su estado fundamental ε0 a un estado

excitado, en ausencia de acoplamientos excitónicos y Jnm es el acoplamiento excitónico

o energía de interacción entre dos cromóforos n y m. Se toman sólo interacciones de

dos cuerpos debido a que la transferencia de energía de förster se da principalmente

entre dos moléculas muy cercanas. En esta representación del Hamiltoniano de cada

red la diagonal de toda matriz son las energías de las clorofilas
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o energías de sitio ("site energies") y los elementos fuera de la diagonal son las

energías de interacción entre los pigmentos ("electronic couplings") [34,46].

Se construyó un ensamble cuyas realizaciones son matrices de diferentes complejos

fotosintéticos (LHC’s). El ensamble está formado por 9 matrices (N = 9, en la ecuación

2.1) cuyas dimensiones se dan en la figura 2.2. En un inicio el ensamble construido era

mayor. Pero se advirtió que varias de las matrices pertenecían a las mismas especies y

que esto produciría un sesgo estadístico. Para evitar lo anterior se redujo el ensamble a

las 9 matrices mencionadas, cada una perteneciente a una especie diferente.

Lo anterior es una debilidad del "ensamble" pues es delicado considerar ensamble

a un conjunto tan pequeño de Hamiltonianos. Las matrices fueron obtenidas a partir

de diversos trabajos [4–23], donde fueron determinadas con varios métodos y enfoques

que combinan técnicas experimentales y teóricas. A veces, al hacer el ajuste con los es-

pectros ópticos [46–49] las energías de sitio son usadas como parámetros que se deben

optimizar. Otras veces se obtienen a partir de los desplazamientos electrocrómicos cal-

culados con base en la estructura cristalina [50–52]. También puede obtenerse no un

sólo valor, sino una distribución completa (densidad de estados), a lo largo de una trayec-

toria basada en simulaciones MD(dinámica molecular por sus siglas en inglés) [53–56].

Por otro lado, los acoplamientos excitónicos se calculan con base en la información es-

tructural [50, 52, 57]. Si la distancia entre pigmentos es mayor a 10A, los acoplamientos

entre pigmentos pueden aproximarse usando un potencial de tipo Coulomb [55],

Vnm =
1

4πε0

∑
i,j

qTi q
T
j

Ri
m −R

j
n

, (2.2)

este enfoque se conoce como el enfoque TrEsp. Otra aproximación muy usada es la PDA

(aproximación de dipolo puntual) sugerida por Föster [27], pero no es muy adecuada por

la estructura compacta de los pigmentos. También pueden obtenerse los acoplamientos

promedio basados en las simulaciones MD o en la estructura cristalina. Los momentos

dipolares de transición, que se pueden usar para calcular lo anterior, se obtienen de
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simulaciones de dinámica molecular y cálculos de estructura electrónica. El momento

dipolar de transición también puede ser estimado experimentalmente [38,51,55,56].

Con los datos colectados se creó una base de datos donde además del Hamiltoniano

que representa al complejo fotosintético, se añadió información útil como los nodos de

entrada y salida de la exitación de luz. Ya que cada organismo fotosintético está expuesto

a diferentes condiciones de luz, la naturaleza ha desarrollado varios tipos de complejos

fotosintéticos capaces de captar luz de diferentes regiones del espectro electromagnético

[2,56,57].

Los valores que se miden para las energías de sitio, y las energías de interacción

de cada complejo pueden estar en rangos de valores muy distintos. Para que esto no

se refleje en el espectro de autovalores de cada realización ni en las fluctuaciones de

éstos y se puedan calcular correctamente las propiedades estadísticas de interés, las

matrices deben ser normalizadas y centradas alrededor de cero, usando las siguientes

expresiones,

Hnorm = (H − µIn)/σ, (2.3)

donde µ = 1
N
tr(H) y

σ2 =
1

N
tr(H − µIn)2. (2.4)

Para contrastar las fluctuaciones de los espectros de sistemas con diferente natu-

raleza física y hacer comparaciones con modelos de RMT se debe rectificar el espectro.

El espectro de cada realización (energías Ei) se obtiene diagonalizando el Hamilto-

niano de cada LHC que pertenece al ensamble. Para rectificar los espectros se calcula

la función espectral cumulativa de cada espectro calculado, también conocida como fun-

ción escalera, que se define como el número de niveles debajo o iguales a una energía

Ei [26]. Esta función es la integral de la densidad de estados,
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N(E) =

∫ E

−∞
dxρ(x). (2.5)

La densidad de estados se puede escribir como la suma de dos contribuciones, una

parte suave o promedio (ρ̄(E)) y una parte fluctuante(ρ̂(E)) [26],

ρ(E) = ρ̄(E) + ρ̂(E), (2.6)

la función espectral cumulativa también se puede escribir como la suma de dos contribu-

ciones,

N(E) = N̄(E) + N̂(E), (2.7)

donde N̄(E) es la parte suave y N̂(E) representa las fluctuaciones.

Para el estudio de N(E), se remueve la parte suave y se conservan las fluctuaciones

(rectificando las energías). La rectificación de las energías (Ei) se hace definiendo un

espectro de enegías nuevas εi cuya densidad media es 1, es decir, ρ̄(ε) = 1 y se hace el

siguiente cambio de variable [28,29]:

εi = N̄(Ei) i = 1, 2, 3, ... (2.8)

Donde Ei son los autovalores de cualquier Hamiltoniano y εi los autovalores rectificados.

Además se usan las siguientes relaciones

ρ̄(E) =
dN̄(E)

dE
, ρ̂(E) =

dN̂(E)

dE
(2.9)

por lo que se debe conocer la parte suave de la densidad acumulada. Al espectro que

se obtiene se le llama espectro rectificado y es con él que se analizan las fluctuaciones

de los niveles.
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Es importante mencionar, que la parte suave de la densidad de niveles no se conoce

y generalmente es muy delicado estimarla, por lo que comúnmente se hacen aproxima-

ciones con polinomios y esto hace que el proceso de rectificación se vuelva complicado,

ya que elegir el polinomio que mejor se ajuste a cada realización puede ser ambiguo y

algo truculento.

Para poder analizar las cantidades de interés se calcula cada una para cada ele-

mento del ensamble y se hace un promedio sobre los miembros del ensamble("spectral

unfolding") [24,26].

2.1 Función espectral cumulativa de los LHC

El proceso para escoger el grado de polinomio óptimo es el siguiente: Para cada matriz

del ensamble se ajustan polinomios de diferentes grados a la función escalera obtenida

N(E), los grados entre los que se escoge el que mejor se ajusta dependen de la dimen-

sión de cada matriz.

Para analizar las curvas que se obtienen en cada ajuste se calcula la derivada y

se evalúa en una cantidad grande de puntos dentro del intervalo que abarca la función

escalera, para desechar los polinomios que tengan pendientes negativas, ya que se sabe

que la parte suave de N(E) es siempre una función creciente.

Una vez que se tienen sólo polinomios que son crecientes en el intervalo que abarca

la función escalera se calcula la diferencia entre el error cuadrático medio de los poli-

nomios (∆E) y se busca el valor mínimo entre las diferencias no menor de cierta canti-

dad que fue determinada de analizar las gráficas del error contra el grado de polinomio.

En las figuras 2.1, se observa que cuando el grado del polinomio es 6, 7 o más alto,

dependiendo de la dimensión de la matriz, las pendientes de un punto a otro parecen

ser nulas (∆E = 0); en realidad son del orden de 10−4. Al escoger la diferencia con el

valor mínimo se ignoran los valores ∆E ≤ 10−4, que impiden determinar correctamente
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el grado de polinomio óptimo para la rectificación. El análisis anterior se hace para en-

contrar los dos últimos grados de polinomio en los que hay un cambio notable. El error

de cada polinomio (N̄(E)) respecto a la función escalera (N(E)) se calculó usando la

expresión del error cuadrático medio

ECM =
1

n

n∑
i=1

|N̄(Ei)−N(Ei)|2. (2.10)

De los dos grados de polinomio cuyos errores dan esta diferencia mínima (∆E), se

escoge el de menor grado; se hace esta elección debido a que las matrices son de

dimensión pequeña y es mejor hacer el ajuste con polinomios de grado no muy alto ya

que con un error muy reducido se puede anular gran parte de las fluctuaciones, que son

el propósito de estudio.

Se muestran gráficamente los valores obtenidos del error con diferentes grados de

polinomios para algunos elemento del ensamble en la figura: 2.1.
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Figura 2.1: Gráfica del error cuadrático medio contra el grado de polinomio. La linea roja marca el grado

que se eligo como optimo. La linea verde marca el grado hasta donde los polinomios tienen derivada

positiva dentro de cierto intervalo. con el que se calculó dicho error, para cada Hamiltoniano.
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Las figuras anteriores muestran como se comporta el error para diferentes grados

de polinomio. Se observa un comportamiento variado en los nueve casos mismo que

dificulta automatizar la elección del grado óptimo para realizar la rectificación. El pro-

cedimiento descrito en los párrafos anteriores se estableció a partir de observar en las

figuras 2.1 que comúnmente el grado de polinomio con el que mejor se ajusta la función

escalera es, como se menciona, el de menor grado de los dos que dan el último cambio

notable en el error.

En algunas ocasiones al emplear el proceso ya automatizado se obtiene un grado

de polinomio anterior o uno posterior al que se determinaba al hacer el análisis per-

sonalmente, esto fue en dos o tres casos y se observa en las gráficas del polinomio

comparadas con la N(E) (2.2) que la curva del polinomio elegido se ajusta tan bien

como la del polinomio que había sido elegido manualmente.

En el análisis hecho para determinar los grados de polinomio óptimos se calcula el

error entre ambas curvas(figura 2.2), usando polinomios de diferentes grados. En cada

caso se grafica la función espectral cumulativa y el polinomio que mejor se ajustó a ésta

de acuerdo con el proceso automatizado mismo con el que se realizo el reescalamiento.

Esto se ilustra en las figuras 2.2, donde se observa en cada caso que la comparación de

los polinomios obtenidos con el proceso automatizado es bastante buena.

El proceso descrito anteriormente muestra que es complicado determinar qué grado

es el adecuado para realizar la rectificación y por tanto se debe hacer aprovechando

varios criterios y siendo cuidadoso.
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Figura 2.2: Función espectral acumulativa de cada Hamiltoniano del ensamble(azul) comparada con el

polinomio de grado que se determino para dicha matriz(rojo). Las dimensiones de cada Hamiltoniano son

las siguientes: 7, 7, 8, 8, 14, 8, 12, 14, 8, de arriba hacia abajo y de derecha a izquierda.

2.2 Distribución de espaciamiento entre vecinos cercanos

Sea { εi} una secuencia de niveles, se define si = εi+1 − εi como el espaciamiento

entre éstos [26]. Al construir el histograma de los espaciamientos entre los niveles, se

obtiene la distribución de espaciamientos de vecinos cercanos P (s). La distribución de

espaciamientos entre vecinos cercanos, muestra como es la repulsión o tendencia a no

acumularse entre los niveles de enrgía [28].

En particular los niveles que siguen una distribución de Poisson no están correla-

cionados, esto da lugar a la degeneración de los niveles de energía, es decir hay una

probabilidad distinta de cero de que dos o más niveles puedan tener la misma energía.
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2.3 Rigidez espectral y varianza del número de niveles

Una vez que se tiene un polinomio adecuado y se ha hecho la rectificación se calculan

las funciones estadísticas: la rigidez espectral ∆3(L) y la varianza del número de nive-

les Σ2(L) , para cuantificar las correlaciones a largo y corto alcance respectivamente.

Las funciones mencionadas se calcularon para cada matriz y se promediaron sobre los

miembros del ensamble.

Dado un intervalo de longitud L, [α, α + L] en el espectro de energías desdoblado,

se define la varianza del número de niveles (Σ2(L) ) como:

Σ2(L) = 〈(n(α;L)− n̄(α;L))〉2α , (2.11)

donde n(L) cuenta el número de niveles contenidos en dicho intervalo. ∆3(L) mide la

desviación de mínimos cuadrados de la función espectral cumulativa (o función escalera)

N(E) respecto a la línea recta que mejor se ajuste a ésta [26], en el intervalo dado.

Si se toma el intervalo [α, α+L], de longitud L, la rigidez espectral se puede calcular

de la siguiente manera ( [26]):

∆3(α;L) =
1

L
min(A,B)

∫ α+L

α

[N(E)− AE −B]2 dE, (2.12)

de esta definición se puede obtener una expresión útil para calcular la ∆3(L) de ma-

nera más accesible para una secuencia de números (valores propios). Una vez que la

secuencia está ordenada en el intervalo tomado [26] se obtiene:

∆3(α;L) = n2

16
− 1

L2

[ n∑
i=1

εi
]2

+ 3n
2L2

[ n∑
i=1

ε2i
]
− 3

L4

[ n∑
i=1

ε2i
]2

+ 1
L

[ n∑
i=1

(n− 2i+ 1)εi
]
, (2.13)

Σ2 y ∆3 se calculan a lo largo del espectro variando los valores de α de un valor mínimo

del espectro αmin a un valor máximo αmax y se promedia sobre α.

∆3(L) = 〈∆3(α;L)〉α (2.14)
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Esto se hace para diferentes valores de L. El procedimiento anterior se realizó para

cada matriz y se hacen los promedios ∆3(L) y Σ
2
(L) sobre el ensamble [26].

Los resultados obtenidos de ∆3(L) y Σ
2
(L) para cada valor de L se muestran en la

parte final del último capítulo.
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Capítulo 3

Ensamble LHC, Ensamble BEGOE(2) y

otros modelos

La teoría de matrices aleatorias surge como un paradigma en el estudio de los niveles de

energía de núcleos complejos. Su desarrollo se debió a que con los modelos nucleares

ya no era posible determinar las energías de un sistema por el rápido aumento en su

densidad de niveles, complicando la descripción de niveles individuales. En este enfoque

se pasa por alto la naturaleza del sistema al sustituir el Hamiltoniano que representa el

sistema por un conjunto de Hamiltonianos aleatorios con las mismas propiedades de

simetría. A esta construcción se le llama ensamble y dependiendo de las simetrías

del sistema se pueden tener distintos tipos de ensambles, siendo los más conocidos el

ensamble GUE, GSE y GOE [26].

La forma de elaborar cualquiera de estos ensambles es generar conjuntos de matri-

ces con las mismas características. Cada ensamble se obtiene de acuerdo a las sigu-

ientes definiciones:

Ensamble GOE: Se compone de matrices aleatorias, hermíticas, simétricas. Sus

elementos Hij tales que i ≥ j son variables aleatorias independientes con distribución

gaussiana. Su distribución de probabilidad P (H) es invariante bajo transformaciones
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reales y ortogonales de H. Se utiliza en sistemas que son invariantes bajo inversión

temporal y con simetría bajo rotaciones.

Ensemble GUE : Igual que el GOE se forma por matrices aleatorias y hermíticas. Sus

elementos diagonales Hii y las partes real e imaginaria de sus elementos no diagonales

Hij con i ≥ j son variables aleatorias independientes, y su distribución de probabilidad

es invariante bajo todas las transformaciones unitarias de H. Se utiliza en sistemas que

no son invariantes bajo inversión temporal.

Ensemble GSE : compuesto por matrices hermíticas y autoduales. Los elementos

diagonales y sus cuatro componentes cuaterniónicas de los elementos no diagonales

Hij con i > j son variables aleatorias independientes, y su distribución de probabilidad

es invariante bajo todas las transformaciones simplécticas de H. Se utiliza en sistemas

que son invariantes bajo inversión temporal.

El ensamble GOE se define con más detalle en la segunda sección de este capítulo

ya que es uno de los que se comparan los resultados obtenidos. Emplear la teoría de

matrices aleatorias implica el abandono de la descripción detallada de los estados de

un sistema para enfocarse en el estudio de sus propiedades estadísticas, lo que la hace

una teoría estadística. En general se usa como una herramienta para caracterizar el

comportamiento de un sistema mediante el estudio de las propiedades estadísticas de

las fluctuaciones de su espectro de energías.
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Debido a que las matrices que utilizo en este estudio son reales y simétricas es

natural comparar los resultados de con las propiedades estadísticas de un ensamble

GOE. Con esto se puede determinar si el ensamble LHC tiene propiedades universales o

no, ya que los ensambles tipo GOE sí las tienen. Por otro lado, al observar los resultados

de las propiedades estadísticas del ensamble LCH se propuso comparar éste ensamble

con un ensamble anidado con k cuerpos para bosones con interacción, BEGOE(k).

En modelos de RMT las matrices usadas son de dimensión N → ∞ pues esto

permite hacer predicciones ya que mejora la estadística y por tanto la calidad de los

resultados [29]. Las comparaciones hechas con ensambles cuyas realizaciones son de

dimensiones muy grandes se muestran en la tercera parte de este capítulo.

El tamaño de las matrices que representan un LHC es pequeño por lo que resulta

ser más adecuado usar realizaciones con las mismas dimensiones en los ensambles

GOE y BEGOE(k) para que sus propiedades estadísticas sean comparables con las

del ensamble LHC. El cálculo de las funciones estadísticas se hizo implementando el

promedio espectral (spectral average), esto se muestra en la última sección de este

capitulo.

3.1 Espectro de Poisson

Para construir un espectro de Poisson se toma una variable aleatoria cuya densidad de

probabilidad P (x) es e−x. Con esto se construye una secuencia {xi} en la que x1 = 0 y

xi+1 = xi + si, i = 1, 2, 3, .... Donde si es el resultado de realizaciones independientes

de la variable s. El espectro que se obtiene de este proceso se conoce como espectro

de Poisson.
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3.2 Ensamble GOE

El ensamble GOE está formado por matrices reales y simétricas, invariantes bajo trans-

formaciones ortogonales. Este tipo de ensambles describe sistemas con simetría de

inversión temporal y bajo rotaciones; cumple las siguientes condiciones [30]:

1.- Cada matriz de dimensión N tiene N(N + 1)/2 elementos independientes que se

definen aleatoriamente siguiendo una distribución de probabilidad.

p(H11, H12, ..., Hnm) = p(H11)p(H12)...p(Hnm) (3.1)

2.-La distribución de probabilidad que define a los elementos no depende de la base

p(H11, H12, ..., Hnm) = p(H
′

11, H
′

12, ..., H
′

nm) (3.2)

La distribución de probabilidad que define un ensamble GOE es [26]

p(H11, H12, ..., Hnm) = (
A

π
)n/2(

2A

π
)n(n−1)/4e−A

∑
i,j H

2
ij (3.3)

donde A es una constante relacionada con la desviación cuadrática media de los

elementos diagonales Hii y los no-diagonales Hij usando:

〈H2
ii〉 =

1

2A
, 〈H2

ij〉 =
1

4A
. (3.4)

Las propiedades espectrales de un GOE suelen estudiarse para realizaciones de

dimensión muy alta, N es del orden de 1000, y se hace un promedio de éstas sobre

un número de matrices igual de grande o mayor, lo que lleva a tener una buena es-

tadística y obtener resultados confiables para compararlos con los de otros sistemas.

Los complejos fotosintéticos varían en tamaño dependiendo de que organismo se trate,

comúnmente se conforman de pocas clorofilas, la dimensión de las realizaciones está

entre N = 6 y 14 en este estudio, que son valores muy pequeños en comparación con

las dimensiones que se suelen usar en RMT.
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Usando la definición anterior, en la ultima sección se calculan entonces para el en-

samble tipo GOE la rigidez espectral, varianza del número de niveles y la distribución de

espaciamiento a primeros vecinos.

La comparación de estas funciónes con los resultados obtenidos para el ensamble

LHC y el ensamble que se define en la siguiente sección se muestran el la última parte

de este capítulo.

3.3 Ensamble anidado para bosones con K=2

Para definir el ensamble anidado se considera un conjunto l de estados degenerados |j〉

de una partícula para los que se pueden definir los operadores de creación y aniquilación

b†j y bj para bosones y a†j y aj para fermiones, donde j = 1, 2, ..., l. Estos operadores

obedecen relaciones de conmutación y anticonmutación respectivamente. Se pueden

definir también los operadores que crean un estado normalizado con k < l fermiones a

partir del vacío, de la siguiente manera: ψ†k;α = ψ†j1,...,jk = Πk
s=1a

†
js

, la convención usada

hace que los índices estén ordenados de forma creciente j1 < j2 < j3 < ... < jk, por

tanto los operadores de aniqulación son: ψk;α = (ψ†k;α)†. De igual manera los estados de

los k bosones están dados por: χ†k;α = χ†j1,...,jk = NαΠk
s=1b

†
js

, sólo que ahora j1 ≤ j2 ≤

j3 ≤ ... ≤ jk. Nα es una constante de normalización de χ†k;α|0〉. Si el indice j se repite kj

veces Nα es proporcional al factor (kj!)
−1/2. Si se consideran bosones el Hamiltoniano

aleatorio de k cuerpos es [24,25]:

H
(β)
k =

∑
α,γ

ν
(β)
k;α,γχ

†
k;αχk;γ (3.5)
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Los estados bosónicos de m partículas están acoplados a través de una interación

aleatoria de k-cuerpos Vk(β) con k ≤ m, dada por:

Vk(β) =
∑

1≤j1≤j2≤...≤jk≤l

νj1,...jk;i1,...,ik
b†j1 ...b

†
jk
bi1 ...bik

N(j1, ..., jk)N(i1, ..., ik)
(3.6)

donde k es el rango de la interacción. Los coeficientes ν(β)k;α,γ son variables aleatorias

independientes, gaussianamente distribuidas con media cero y varianza constante

Los valores de k y l se escogieron con base en que los resultados obtenidos para un

ensamble gaussiano anidado de k-cuerpos para bosones [3], en donde se fijó un rango

de interacción entre las partículas k = 2 y el número de niveles l = 2 sobre los que se

distribuyeron n = 3000 partículas.

La dimensión de cada miembro del ensamble es N = n+1 = 3001. En dicho estudio

se observa un comportamiento para la P (s) similar al obtenido en este trabajo para el

ensamble LHC.

A partir de la definición anterior se generó un ensamble anidado para bosones (em-

bedded ensemble) como se hizo con el ensamble tipo GOE. Se tomaron los valores

k = 2 y l = 2 como se mencionó anteriormente. Se distribuyeron n partículas. El

número de partículas se tomó de un tamaño adecuado de modo que N tome los valores

6, 7, 8, 12 y 14 que son el número de nodos que tienen las redes de LHC’s.

Usando este ensamble se calcularon la rigidez espectral, varianza del número de

niveles y la distribución de espaciamiento a primeros vecinos. En la siguiente sección se

comparan con los resultados obtenidos para el ensamble LHC y el ensamble tipo GOE.

Como ya se mencionó, los resultados para las funciones estadísticas de este ensam-

ble se muestra en el siguiente apartado.
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3.4 Observaciones y Discusión

El espectro de Poisson y los ensambles GOE como se definen en las secciones ante-

riores, así como los ensambles que se obtienen con otras simetrías como el GUE son,

como ya se mencionó, modelos de RMT que se usan comúnmente para estudiar como

son las correlaciones a largo y corto alcance en los niveles del espectro de un sistema

así como la repulsión entre estos. Se hace una comparación de los resultados obtenidos

para las funciones estadísticas del ensamble LHC con las que se conocen para los sis-

temas mencionados.

En las figuras 3.1,3.2 y 3.3 se comparan gráficamente las funciones mencionadas en

el párrafo anterior.

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5
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0.2

0.4
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P(s)
P(s) 350 1000 Poisson
P(s) GOE 200 1000X1000
P(s) LHC

Figura 3.1: Histograma de los espaciamientos a primeros vecinos P(s) de Poisson y GOE comparadas

con las obtenidas para en ensamble LHC

En la figura 3.1 se observa que la distribución de espaciamiento entre vecinos cer-

canos P (s) del ensamble LHC es muy diferente a la del espectro de Poisson y a la del

ensamble GOE. Dos aspectos son particularmente distintos entre la P (s) del ensamble

LHC y la del ensamble GOE y el espectro de Poisson, uno es que su valor para s = 0 no
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Figura 3.2: Gráficas de la varianza del número de niveles de Poisson y GOE comparadas con las

obtenidas para en ensamble LHC
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Figura 3.3: Gráficas de la rigidez espectral de Poisson y GOE comparadas con las obtenidas para en

ensamble LHC
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es cercano ni al de Poisson ni al del GOE, es un valor intermedio. El otro es que su valor

para s = 1 crece considerablemente en comparación a las otras dos distribuciones.

La varianza del número de niveles del espectro de Poisson (morado) y el ensamble

LHC no son semejantes (figura 3.2). Es posible que los ensambles GOE y LHC pudieran

compararse teniendo más datos lo que mejoraría le estadística y a su vez la curva de Σ2

para el LHC. Lo anterior se descarta ya que la P (s) no es similar.

La rigidez espectral del Ensamble LHC es diferente a la del espectro de Poisson 3.3.

Respecto al GOE no es del todo equiparable. Ésta y las dos figuras anteriores indican

que el LHC no es comparable con el ensamble GOE ni con el espectro de Poisson,

debido a lo anterior para poder pensar en comparar las propiedades espectrales del en-

samble LHC con las de un ensamble tipo GOE, se construye un ensamble cuyas realiza-

ciones tienen dimensiones similares al primero, conservando la misma proporcionalidad

pero con una multiplicidad mucho mayor respecto a éste.

Los resultados para los ensambles GOE y BEGOE(2) con las consideraciones hechas

respecto a la dimensión de sus matrices se comparan con los resultados del ensamble

LHC. Pese a las modificaciones hechas al ensamble GOE el resultado al comparar la

P (s) del ensamble LHC y el ensamble GOE modificado no es diferente ( figura 3.4).

Las otras dos funciones estadísticas ( figuras 3.5 y 3.6) parecen prometedoras pero el

resultado de la P (s) no permite afirmar o concluir nada al respecto. Por otro lado estas

dos funciones para el ensamble LHC, se comparan cualitativamente mejor con el en-

samble BEGOE(2) modificado que con cualquiera de los anteriores. Esto lo refuerzan

las similitudes cualitativas entre la P (s) del ensamble LHC y la del ensamble BEGOE(2)

construido con matrices pequeñas (figura 3.4).
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Figura 3.4: Histograma de los espaciamientos a primeros vecinos P(s) del ensamble LHC comparado

con el del ensamble tipo GOE y el del BEGOE(2)
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Figura 3.5: Gráfica de la varianza del número de niveles del ensamble LHC comparadas con las del

ensamble tipo GOE y el BEGOE(2) calculada para diferentes valores de L
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Capítulo 4

Resúmen y Conclusiones

La primera conclusión que se obtiene de los resultados, por ser la más evidente, es

que los valores propios del espectro del ensamble LHC no están espaciados de forma

aleatoria como pasa con los espectro de Poisson, es decir, que no es un espectro de

Poisson.

En la distribución espaciamientos a primeros vecinos (P (s)) del ensamble LHC se

observa que se alcanza un valor máximo cerca de s = 1. Se sabe que los sistemas

de tipo oscilador armónico tienen sólo un pico en 1, por lo que este sistema podría

ser cercano al oscilador armónico e incluir no linealidades. Esta similitud se debe a

que los hamiltonianos que modelan los LHC’s parten de excitaciones vibracionales (tipo

oscilador armónico).

En la figura 3.4 se compara la P (s) del ensemble LHC y la de un ensamble GOE

con realizaciones de dimensión pequeña, por esta comparación así como por las com-

paraciones hechas en las figuras 3.5 y 3.6 se podría pensar que el ensamble no tiene

propiedades universales.

Del resultado para la P (s) surge la idea de comparar con un ensambles tipo BE-

GOE(2) (figura 3.4) de matrices con las mismas dimensiones que las de ensamble LHC.
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Se observa que el resultado obtenido se ajusta cualitativamente a la distribución de

primeros vecinos generada para el ensamble anidado de k cuerpos para bosones con

k = l = 2.

No se ajusta cuantitativamente, esto puede ser por la falta de datos al calcular las

propiedades estadísticas del ensamble LHC o que el resultado podría compararse mu-

cho mejor con un sistema no degenerado; uno que incluya interacciones de un cuerpo

(k=1) con algún promedio y una varianza. Otra opción es buscar alguna combinación de

interacciones de cualquier número de cuerpos (k=1, K=2, etc. ) que debería determi-

narse de alguna forma que no se plantea aquí y que no debe ser sencilla.

El ensamble BEGOE(2) es un sistema con estados degenerados, comparar la P (s)

de ambos sistemas equivale a suponer que LHC’s son también sistemas degenerados

si se espera que sean iguales. Lo anterior es algo que no se sabe y que al parecer, con

base en los resultados obtenidos, no es así.
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APENDICE A

Tabla de Hamiltonianos

Los Hamiltonianos empleados para construir el ensamble fueron tomados, como ya se

menciono antes, de diferentes trabajos. En la tabla A.1 se muestra con exactitud el

artículo del que se extrajo cada hamiltoniano, el complejo al que pertenece y en que

sección, tabla, columna o fila se encuentra. Los Hamiltonianos están numerados arbi-

trariamente.

Articulo Complejo Tabla|columna|pagina

Hamiltoniano 1 Adolphs20062778 [4] FMO Tabla 1 columna 3.

Hamiltoniano 2 Adolphs20062778 [4] FMO Tabla 2 columna 3.

Hamiltoniano 3 Huo2011825 [5] (T.Mirkovic2007, E.Collini2010) PC645 Info. sup. Tabla S1.

Hamiltoniano 4 Craddock20140677 [11] LHCII Tabla S1. pag. 3

Hamiltoniano 5 Kreisbeck20144045 [12] PE545 Info. sup. Tabla S1.

Hamiltoniano 6 Curutchet-et-al.20134263 [15] LHCII Info. sup. Tabla S3 (A.E.),

Tabla 4S columna 2(E.S.)

Hamiltoniano 7 Amerongen2001604 [18] (A.E.), Novoderezhkin20031893 [19] (E.S.) LHCII Tabla 2 pag. 608,

Tabla 1 configuracion 1

Hamiltoniano 8 Schlau-Cohen200915352 [20] LHCII Info. sup. Tabla S1.

Hamiltoniano 9 K.Acharya20123890 [23] (A.E.), Novoderezhkin20071293 (E.S.) [56] PSII Info. sup. Tabla S1. (A.E.),

Tabla1 linea 1 (E.S.)

Tabla A.1: Donde A.E.: Acoplamientos electrónicos y E.S.: Energías de sitio. Se nu-

meran arbitrariamente los hamiltonianos del 1 al 9.
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