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Resumen

En esta tesis se presentan los resultados numeéricos y experimentales obtenidos al
forzar externamente con una sefal cuasiperidédica a un sistema electroquimico
(corrosion), que exhibe naturalmente oscilaciones perioddicas y cadticas. El trabajo
esta dividido en dos partes, la primera parte consiste en el desarrollo de las corridas
numeéricas, para encontrar las caracteristicas apropiadas de la sefial de forzamiento
gue posteriormente se utilizara en los experimentos. Para ello se utilizé6 un modelo
electroquimico de corrosion que, al ser forzado por esta sefial, puede generar
atractores extrafios, los cuales pueden ser cadticos o no caoticos.

Motivados por los resultados numéricos obtenidos, en la segunda parte se
implemento un sistema experimental que consiste en una celda electroquimica de
tres electrodos el cual exhibe oscilacién de periodo-1. Utilizando como referencias
las corridas numeéricas, el sistema electroquimico fue forzado con una sefal de
control externo, con el cual se modula el potencial anddico de la celda
electroquimica. La influencia de la sefial cuasiperiddica al sistema experimental

genera atractores extrafios los cuales estos pueden ser cadticos o no caoticos

IT
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Capitulo 1
Introduccion

Los sistemas dinamicos no-lineales son fenbmenos que evolucionan en el tiempo y
gue contienen por definicion términos no-lineales en sus ecuaciones (modelos
numericos) o existe una relacion causa-efecto que no sigue una proporcion lineal.
En algunos de estos sistemas se pueden observar diferentes dinamicas, por
ejemplo, de punto fijo u oscilaciones de tipo periddicas y cadticas. Recientemente,
en las Ultimas décadas, se han desarrollado muchas ideas interesantes y
emocionantes en los sistemas dinamicos no-lineales, ya que se pueden encontrar
en diferentes areas de la ciencia. Por ejemplo, en los sistemas quimicos
encontramos comportamientos no-lineales, contenidos en la cinética quimica para
la concentracion de los reactivos, y como en el caso de los sistemas
electroquimicos, variaciones en el potencial, corriente 0 alguna otra variable del
sistema. En el estudio de las oscilaciones y patrones de ondas en los sistemas
dinamicos no-lineales se han desarrollado numerosos estudios de manera
experimental y tedrica. En 1892 Poincaré publico su libro “Los nuevos métodos de
la mecanica celeste” (Les Méthodes nouvelles de la Mécanique Céleste) el cual
introduce una serie de nuevos conceptos, dando inicio a el desarrollo de los
sistemas dinamicos. En su publicacion, Poincaré no abordé el problema de los tres
cuerpos, sino que se enfoco en un caso particular del problema al que se le conoce

como problema restringido de los tres cuerpos, que consiste en considerar que una



de las masas es muy pequefa con respecto a las demas, y lo cual dio lugar a una
aproximacion geomeétrica, obteniendo entonces una dindmica compleja en el
sistema, que es lo que llamamos ahora caos determinista. El surgimiento de los
sistemas caoticos se dio a partir del trabajo realizado por Edward Lorenz [1] en
1963, quien reporté la sensibilidad de las condiciones iniciales en un sistema
dindmico determinista, descubriendo que, al modificar ligeramente las condiciones
iniciales del sistema, provocaba un gran impacto en la evolucion de la trayectoria
del sistema. Los sistemas dindmicos [2,3] son fendmenos que evolucionan con el
tiempo, un ejemplo de dindmica oscilatoria en los sistemas quimicos es la reaccion
de Belousov-Zhabotinsky [4]. Esta reaccion fue descubierta al estudiar procesos
metabdlicos de las células y es la causante de secuencias de patrones espontaneos

en ellas.

llya Prigogine (Premio Nobel de Quimica de 1977) demostré que para un sistema
fuera de equilibrio se pueden formar en él estructuras espaciales de tamafo
macroscopico. A partir de los trabajos de Prigogine y Boris Belousov se
desarrollaron mas investigaciones en los sistemas quimicos no-lineales, donde se
reportaron trabajos de dispositivos experimentales en los cuales se pueden obtener
oscilaciones en sistemas temporales y patrones y ondas en espacio-temporales.
Hoy en dia los modelos propuestos para las oscilaciones quimicas que observo
Belousov siguen siendo motivos de estudios, ya que son dificiles de resolver
analiticamente, por ejemplo, la reaccion Belousov-Zhabotinsky exhibe oscilaciones
cadticas y patrones espirales [5]. Los sistemas que involucran reacciones
electroquimicas, oxidaciéon catalitica y bioquimicas, son investigaciones
experimentales enfocadas en los procesos en superficies, para las cuales existen
patrones espaciales que han sido observados en las superficies de electrodos [6,
7]durante las reacciones electroquimicas, a las cuales se les conoce como patrones
de Turing. Al principio del siglo XIX [8] se observaron las primeras oscilaciones en
sistemas electroguimicos, los estudios de J. Podesta, et al. [9], P. Russell and J.

Newman [10] son los trabajos mas destacados para la disolucion de hierro en



medios acidos. También se han reportados trabajos de oscilaciones en sistemas
con cobre [11, 12, 13], niquel y zinc [14], platino [15] y principalmente hierro [16,17]

gue presentan distintos tipos de atractores.

1.1 Antecedentes de Atractores Extranos No

Caodticos

En los sistemas dindmicos no-lineales podemos clasificar los regimenes dinamicos
segun su complejidad, por ejemplo, los puntos fijos son el régimen dinamico mas
simple. Posteriormente, existen dinAmicas peridédicas que describen trayectorias
cerradas en el espacio fase, la dimension minima para que se exhiban en el espacio
fase un ciclo limite es de dimension-2 (bidimensionales). A un nivel mas elevado,
tenemos las dinamicas cadticas para las cuales el sistema debe de tener minimo
una dimension-3, y en el espacio fase podemos observar una estructura fractal en
la evolucién de sus trayectorias, la cual es conocida como atractor extrafio caético.
En este punto es importante mencionar que en los sistemas bidimensionales es
imposible obtener dindmicas caéticas debido al teorema de unicidad. Originalmente
se pensaba gue estos sistemas cadticos eran los Unicos que exhibian estas
estructuras fractales o extrafias, sin embargo, se encontré que en algunos sistemas
perturbados con una sefal cuasiperidédica pueden exhibir dichas estructuras, sin
presentar exponentes de Lyapunov positivos, o que implica una dinamica no
cagdtica. Para verificar si el atractor extrafio observado es cadtico, al menos uno de
los exponentes de Lyapunov debe ser positivo y de manera experimental es muy
dificil de realizar, por lo tanto, se utlizan otros analisis para verificar la

ausencia/presencia de caos, como por ejemplo, la distribucién espectral.

En 1984 Grebogi et al. [18] reportaron por primera vez la existencia de atractores
extrafios no-cadticos que pueden existir en un rango finito en el espacio de

parametros para un tipo especial de sistema no lineal forzado con dos frecuencias



inconmensurables. Desde entonces los atractores extrafios no-cadticos han sido
investigados de manera numérica [19-32]. Posteriormente, W. L. Ditto et al. [33] y
T. Zhou et al. [34] fueron los primeros trabajos en donde se observan atractores
extrafios no-cadtico experimentalmente. Ditto et al. reportaron experimentalmente
la existencia de un SNA usando una cinta magnética forzada y T. Zhou et al.
realizaron un circuito electronico con un potencial multiestable, el cual imita la
dindmica del flujo magnético y subamortiguado, el cual es forzado
cuasiperiodicamente. Adicionalmente, se han desarrollados trabajos de manera
experimental utilizando circuitos electronicos [35-37]. En sistemas quimicos K. P.
Zeyer et. al. [38] reportaron de manera experimental y tedrica la existencia de un
atractor extrafio no cadtico, forzando cuasiperiédicamente una reaccion Belousov-
Zhabotinsky (BZ), utilizando las salidas de dos celdas BZ independientes que se
combinan a una red de alimentacion directa para lograr la cuasiperiodicidad de una
tercera celda. Por otra parte, G. Ruiz and P. Parmananda [39] reportaron la
observacion de extrafios atractores no caoticos en una celda electroquimica que
exhibe una dindmica excitable, utilizando las dinAmicas autonomas sujetas a un
forzamiento cuasiperiédico externo. En este proyecto de tesis nosotros
estudiaremos la generacion de atractores extrafios no caoticos en un sistema
electroquimico (corrosion), que consiste en la realizacion de simulaciones
numericas y experimentos. Los datos obtenidos en ambos casos los analizaremos
con algunas herramientas matematicas que se describen mas adelante. A

continuacion, se describe la secuencia de los siguientes capitulos.



1.2 Descripcion de los Siguientes Capitulos

En el Capitulo 2 se introducen conceptos como estabilidad de puntos fijos y
bifurcacion, se describen las herramientas matematicas que nos ayudaran con el
analisis de datos tanto como experimental como numérico, como por ejemplo la
reconstruccién de un atractor, seccion de Poincaré (mapa de retorno), espectro de

Fourier, entre otros.

En el Capitulo 3 se describe y analiza el modelo numérico de corrosion
electroguimica en el sistema de tres dimensiones, y posteriormente pasamos al

analisis del modelo numérico de corrosion en el sistema de dos dimensiones.

En el Capitulo 4 se presenta el modelo numérico perturbado de dos
dimensiones para la generacion de atractores extrafios no cadticos. Se muestran
los principales resultados obtenidos de las corridas numéricas y posteriormente el
analisis de dichos resultados. Estos resultados se usan como referencia para

aplicarse al sistema experimental propuesto para este proyecto de tesis.

En el Capitulo 5 se mencionan algunos conceptos de electroquimica, ademas
se describe la celda electroquimica y la implementacion de la sefal externa del
forzamiento cuasiperiddico que se utiliza para este trabajo de tesis para la

generacion de atractores extrafios no cadticos para un sistema de corrosion.

En el Capitulo 6 se muestran los resultados experimentales obtenidos al
forzar la celda electroquimica con una sefial externa cuasiperidédica. Estos
resultados se analizan con las herramientas para determinar si la dinamica

observada es un SNA.



Capitulo 2

Caracterizacion de los Sistemas

Dinamicos

En este capitulo se introducen conceptos y herramientas que permiten un mejor
entendimiento de este proyecto de tesis. En la seccién (2.1) se introducen los
conceptos de estabilidad, puntos fijos y bifurcacion. En la seccion (2.2) se presenta
la caracterizacion de los sistemas dinamicos no lineales y las herramientas
matematicas que utilizaremos para hacer el andlisis de datos para este proyecto de
tesis como son: la reconstruccion de un atractor, seccion de Poincaré (mapa de

retorno), espectro de Fourier, distribucién espectral, entre otros.



2.1 Sistemas Dinamicos no lineales

De manera particular, considerando los sistemas utilizados en esta tesis, nos
interesamos en sistemas dindmicos que son representados por un conjunto de
ecuaciones diferenciales ordinarias, las cuales describen la evolucion temporal del

estado del sistema con un conjunto finito de variables (espacio fase).

dxl-

—t=filw) i=1,..,n (2.1)

Los sistemas dinamicos no lineales por definicion contienen términos no-lineales en
las ecuaciones que los caracterizan y la evolucion temporal de estos bajo ciertas
condiciones puede dar lugar a fenbmenos oscilatorios complejos como son las
dindmicas cadticas. Como parte del anadlisis de los sistemas no lineales, es
importante considerar su comportamiento asintotico en la vecindad de puntos
caracteristicos del espacio fase, conocidos como puntos fijos, los cuales se

presentan a continuacion.

2.1.1 Estabilidad Lineal

Consideremos un sistema autbnomo de dos ecuaciones diferenciales ordinarias de

primer orden:

x = f(x,y;u), (2.3)

y=g90y; 1. (2.4)

Donde (x,y) son las variables de un sistema dindmico que cuenta con sélo un
pardmetro de control u. El término auténomo se asigna cuando a aquellos sistemas
cuyas funciones f y g no dependen explicitamente del tiempo t, lo cual permite
determinar un conjunto de puntos (x,, y,) que satisfacen f(xy,vo) = 0 y g(x0, o) =

0. En estos puntos, conocidos como puntos fijos, las soluciones pueden converger



asintéticamente sin violar el principio de unicidad en la solucion, el cual indica que

solamente una solucion puede pasar a través de cada punto en el espacio.

El comportamiento de las soluciones en la vecindad de estos puntos fijos se obtiene
a partir de la linealizacion de las ecuaciones (2.3) y (2.4), a partir de la cual se

obtiene la matriz caracteristica conocida como el Jacobiano (J).

N NI
N Y 2N

(a) * (b) * (c) *

(d) (e)

Figura 2.1: Diagrama de clasificacién de los puntos fijos. (a) Nodo estable, (b) Nodo inestable, (c)
Punto silla, (d) Foco estable, (e) Foco inestable.

La estabilidad de los puntos fijos se determinan a partir del signo en la parte real de
los eigenvalores. En la Figura (2.1) se muestran algunos comportamientos
caracteristicos conocidos como nodos (estable e inestable), punto silla y focos
(estable e inestable). Dependiendo de los eigenvalores, obtenidos de las raices de
la ecuacion caracteristica |J-Al|=0, quedan determinados las dinamicas mostradas

en esa figura.

Cuando los dos eigenvalores son reales y negativos, las trayectorias se acercan
asintéticamente al punto fijo, como se puede observar en el inciso (a) de la Figura
(2.1), entonces decimos que la dindmica en la vecindad del punto de equilibrio
corresponde a un nodo estable. Por otra parte, en el inciso (b) observamos un nodo



inestable ya que las trayectorias se alejan, en cuyo caso ambos eigenvalores son

reales y positivos.

Si los eigenvalores contienen parte imaginaria (complejos conjugados),
dependiendo del signo de la parte real se observan dos dinamicas espirales
conocidas como foco estable (parte real negativa) y foco inestable (parte real
positiva), como se observan en las figuras (e) y (f), respectivamente. En el caso
particular de que la parte real de los eigenvalores complejos conjugados sea igual
a cero, se observa una dinamica periddica conocida como centro (no ilustrada).
Finalmente, se dice que el punto fijjo corresponde a un punto silla cuando sus
eigenvalores son reales, pero uno de ellos es positivo y otro negativo. En el inciso
(c) se pueden observar que sus trayectorias se aproximan por una direccion al punto
fijo y en una direccién transversal se alejan del mismo, la dinamica es entonces

estable en una direccién e inestable en la otra.

2.1.2 Bifurcaciones

Se entiende por bifurcacién como aquel punto en el espacio de parametros (u) para
el cual ocurre una transicion sustancial en la dindmica del sistema. En un diagrama
de bifurcacibn se muestran entonces valores caracteristicos de las dinamicas del

sistema (méximos, minimos) con respecto a uno o varios parametros de control.

Cuando un punto fijo del sistema dinamico experimenta una transicion de estabilidad
de foco inestable a foco estable, dando lugar a la formacion de un ciclo limite
estable, se dice que el valor critico (u.) corresponde a una bifurcacion supercritica
de Hopf (Figura 2.2). Por otro lado, cuando la transicion es la inversa, de un foco
estable a uno inestable, dando lugar a la formacién de un ciclo limite inestable,

entonces la transicién se conoce como bifurcaciéon subcritica de Hopf.
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—
 —

U< i U= He U= e

Figura 2.2: Cambio de estabilidad para una bifurcacién de Hopf supercritica, pasando de un foco
estable a un foco inestable, con la formacién de un ciclo limite estable.

2.2 Caracterizacion de Dinamicas no lineales

2.2.1 Reconstruccion del Atractor

Se denomina serie datos o serie de tiempo (timeseries) a la grafica de la evolucién
en el tiempo de una observable experimental o una variable del sistema de
ecuaciones. La traza o trayectoria resultante de la evolucion en el tiempo del espacio
conjunto de variables que describen al sistema se le conoce como atractor,

particularmente cuando hablamos de una evolucién en un espacio confinado.

A diferencia de las simulaciones numéricas, en los experimentos no se tiene acceso
generalmente a todas las variables que describen al sistema, por ejemplo, en el
caso de los sistemas electroquimicos, no siempre se tiene acceso a las
concentraciones de cada una de las especies quimicas implicadas. En su lugar, se
tiene acceso a variables globales, como la corriente I(t), la cual es una manifestacion
del total de contribuciones al transporte de carga de todas las especies quimicas,

tal como veremos mas adelante.

Cuando se tiene acceso a una sola de estas variables, como la corriente en nuestro
caso, es posible conocer la estructura del atractor correspondiente utilizando la

técnica de reconstruccion de un atractor. En la Figura (2.3) del inciso (a) se muestra
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la serie de datos para una dinamica periddica (cos wt), la cual es una dinamica
periddica, sin embargo, para la figura del inciso (b), consideramos la serie de datos
(variable x) para una dinamica cadtica, en este caso el sistema de Lorenz [1], que

exhibe una dinamica mas compleja.

5}

: . : T — — T
f(t)=cos(mt) Sistema de Lorenz

f(t)
X

(a) (b)

Figura 2.3: Series de Tiempo. (a) para una dindmica periddica (cos wt), (b) serie de tiempo para
una dindmica cadtica (sistema de Lorenz).

Para reconstruir un atractor a partir de una serie de tiempo se construye una tabla
con dos 0 mas columnas (espacio de mayor dimension) que contengan los datos
para la variable desfazados por un tiempo t caracteristico, por ejemplo {I(t), I(t+1),
I(t+27)}={X,Y,Z}, si consideramos una reconstruccion en tres dimensiones para la

variable I.

En la Figura (2.4) del inciso (a) podemos observar la reconstruccion de un atractor
para la dindmica periédica antes ilustrada y vemos que el atractor reconstruido
corresponde a una trayectoria cerrada. Por otra parte, en el inciso (b) se muestra la
reconstruccion del atractor para la serie de tiempo mostrada en la Figura (2.3b). El
atractor reconstruido exhibe las mismas caracteristicas de la trayectoria obtenida al
graficar las variables del sistema de Lorenz, el cual muestra su caracteristica

estructura de alas de mariposa.
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(a) (b)

Figura 2.4: Reconstruccion del atractor. (a) para una dindmica periddica (cos wt) y (b) para una
dindmica cadtica (sistema de Lorenz).

2.2.2 Seccion de Poincaré (Mapa de Retorno)

La seccion de Poincaré nos permite caracterizar la dindAmica del sistema usando
informacion de una regién del espacio de variables. Esta se construye a partir de la
interseccion del atractor de n dimensiones con un hiperplano de n — 1 dimensiones
que es transversal a sus Orbitas. En la Figura (2.5) podemos observar la
representacion de la seccién de Poincaré, que lo constituyen los puntos obtenidos

al cortar en un determinado sentido la trayectoria del atractor con el hiperplano.

Figura 2.5: Construccion de la seccidn de Poincaré.



13

En la practica es complicado calcular los puntos de interseccion de la trayectoria
del sistema dinamico con el hiperplano. En su lugar se utiliza el mapa de retorno,
el cual se construye a partir de los maximos o minimos de la serie de tiempo para

una sola variable del sistema.

El mapa de retorno para una serie de tiempo de una dindmica periddica muestra un
namero de puntos igual al tipo de la periodicidad de la serie, por ejemplo, en la
Figura (2.6) del inciso (a) se muestra el mapa de retorno para una serie de tiempo
periodica (cos wt). En este caso los maximos en la serie son idénticos e iguales a 1,

por lo que sélo aparece un punto en el mapa de retorno.

Para una dinamica cadtica el mapa de retorno contiene un nimero infinito de puntos
y a pesar del caracter impredecible de la dinamica oscilatoria, los puntos en el mapa
de retorno exhiben una estructura abierta con un valor extremo caracteristico, como
podemos observar en la Figura (2.6) del inciso (b) el cual corresponde al mapa de

retorno para el sistema de Lorenz.

Para una dindmica cuasiperiddica conteniendo dos o mas frecuencias (cociente
irracional) se puede observar un namero infinito de puntos distribuidos sobre una

curva cerrada en el mapa de retorno (no ilustrado).

a5 .

max

n+l
max
n+l

s
s,

-

Figura 2.6: Reconstruccion del mapa de retorno . (a) para una dindmica periédica (cos wt), (b) para
una dinamica caodtica (sistema de Lorenz).
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2.2.3 Espectro de Fourier

Se conoce como espectro de Fourier a la grafica que muestra el contenido de
frecuencias de una serie de tiempo f(t). Como podemos observar en la Figura (2.7)
inciso (a), el espectro de Fourier para la funcidn cos( wt) tiene asociado un sdlo pico
en su frecuencia w. Una sefial periddica f(t) con la misma frecuencia caracteristica
exhibiria, ademas de dicha frecuencia o, sus arménicas, es decir, para 2w, 3w, 4w...
y superiores. Para una sefial cuasiperiddica, su espectro de Fourier exhibe picos
prominentes en las frecuencias {w,, w,, ... w,}, donde el cociente entre w, y w, €s
un namero irracional. En la Figura (2.7) del inciso (b) se muestra el espectro de
Fourier para una dinamica caética, podemos observar que en este caso su espectro
muestran una gran cantidad de picos asociados en un amplio rango de frecuencias.
En este caso particular, esta herramienta no es particularmente util para distinguir

entre dinAmicas cadticas y ruidosas.

T T T I
f(t)=cos(mt) Sistema de Lorenz

S(h)

t T t T t I
0.8 1 12 0 0.5

|
)

T T
0 0.2 0.4

f%f—[z) f(ﬁz)
(a) (b)

Figura 2.7: Espectro de Fourier. (a) para una dindmica periddica (cos wt), (b) para una dinamica
cadtica (sistema de Lorenz).

2.2.4 Distribucion Espectral

Romeiras y Ott [22] han propuesto un método para distinguir entre las dindmicas
extrafias no-caoticas de aquellas que son caoticas, basandose en el analisis de sus
espectros de Fourier. Se define la distribucién espectral N(S) como el nimero de

componentes espectrales (picos) mayores a un valor umbral "S". Para calcular la
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distribucion espectral, el primer paso consiste en asignarle un valor fijo al umbral S,
para el cual obtenemos todos los picos del espectro de Fourier con valores mayores
al umbral propuesto, como se muestra en el inciso (a) de la Figura (2.8). Estos picos
son posteriormente ordenados segun su contribucion, de mayor a menor, como se
puede observar en la Fig. (2.8b).

0.005 o -
0.005 -

0.004 — R —
0.004 -

0.003 -
o 0.003 -
S’

S(f)

0.002 — —

o
9
° 1
0.001— \\‘ _
1 1 J |
0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0 100 200 300 400

f(Hz) N(s)

(a) (b)

0.002

0.001

Figura 2.8: En el inciso (a) se muestra un espectro de Fourier con los picos mayores al umbral S.
En el inciso (b) se observan los picos del inciso (a) ordenados de mayor a menos contribucion.

Finalmente, estas contribuciones se grafican en una escala logaritmo natural, la cual
se conoce como la curva de la distribucién espectral. Cuando a esta curva se puede
ajustar a una funcién del tipo N(S) = S~ con 1 < |d| < 2, se puede concluir que la
dindmica observada corresponde a un atractor extrafio no-caético [33], sin embargo,

si 2 < |d], entonces la dinamica es de tipo cadtico.

En las Figuras (2.9) y (2.10) se muestran un par de ejemplos de distribucion
espectral junto con los espectros de frecuencias correspondientes a dos dinamicas,

una de tipo cadtica y una de tipo SNA.

Los datos de la parte derecha de la grafica son los espectros de frecuencias que
corresponden a las maximas contribuciones en el espectro, i. e. los picos del

espectro de Fourier mayores que el umbral S. Utilizando esos datos calculamos la
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regresion lineal para obtener el valor de "d". En la figura (2.9b) tenemos que d =
—3.17, entonces |d| =3.17 > 2 y, por lo tanto, podemos decir que la dinamica
corresponde a una dinamica caética. En la Fig. (2.10b) podemos observar que d =
—1.81, entonces 1< |d| =1.81 <2 y podemos concluir que la dinamica es no
cadtica. Estas distribuciones espectrales corresponden a simulaciones numéricas
del sistema de Rdéssler perturbado cuasiperiédicamente, el cual se describira con

mas detalle en el Capitulo 4.

; ; ; ; ; —
7 10— |
I
2 L ]
15 - 6= N
o 120
& z T 7
1= - = 7
05— — o - _
| :
o oy ) n R \ ‘ \ ‘ \ . I . I I
02 0.4 0.6 0.8 1 1.2 -8 -6 -4 - 0 2
f(Hz) In(S(hH)
(@) (b)
Figura 2.9: En el inciso (a) se muestra un espectro de Fourier para una dinamica cadtica. En el
inciso (b) se presenta la distribucién espectral asociada para la cual |d| = 3.17.
. | ‘ ‘ : | ‘
5 . 7
1L i
1.5 —
= 18
& Z |
1— -8 K ]
051 - " e
i 1L ]
0 1 1 | | L 1 |
0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 -8 -6 -4 2 ]
f(Hz) In(S(f))

(a) (b)

Figura 2.10: En el inciso (a) se muestra el espectro de Fourier para una dinamica no cadtica tipo
SNA. En el inciso (b) se presenta la distribucién espectral donde |d| = 1.81.
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Capitulo 3

Modelo Numeérico de Corrosion

En este capitulo se presenta el modelo numérico de corrosion que utilizaremos para
las simulaciones numéricas de este proyecto de tesis. En la seccién (3.1)
presentamos la descripcion del modelo numérico de corrosion electroquimica en
tres dimensiones para la pasivacion de una superficie metalica. A continuacion, en
la seccién (3.2) se analiza el modelo numérico de corrosion en el sistema de dos
dimensiones, el cual sera forzado paramétricamente posteriormente con una sefial

cuasiperiddica para efecto de generar atractores extrafios no caoticos.
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3.1 Descripcion del Modelo Numeérico

El modelo de corrosion que se describe a continuacion fue desarrollado por
Markworth et al. [40] que corresponde a un sistema de reacciones quimicas que
ocurren durante el proceso de electrodisolucién de un metal dentro de una celda
electroquimica. Dentro de la celda electroquimica, se lleva a cabo un proceso de
pasivacién o pérdida de reactividad quimica debido a que la superficie del metal
puede estar cubierta por peliculas adsorbidas de hidroxido (MOH) y del éxido (MO)
del metal, las cuales reducen la superficie de reaccion. Las reacciones

correspondientes a este proceso de pasivacion son las siguientes:

kq
M ———>»M"+e”

ka

— (MOH)4. + H*

+
M*+ H0 g —

ks

nM + A" |

M,A

ky
(MOH)ad — = (MOH)ad
-4

(MOH) 44 . (M0)gq + HY + e~
5 >
ke
M+ (M0O)yg + HHO ———— » 2(MOH) 44

En el esquema de reacciones A™~ son los aniones metalicos disueltos, los cuales
son distintos de OH~. El compuesto MyA es un precipitado solido inerte i.e. que no

participa en el proceso de corrosion y los términos k,, conn = 1, ...,6 corresponden
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a las constantes de velocidad para el conjunto de reacciones. En la Figura (3.1)
podemos observar esquematicamente los procesos relacionados con la formacion

y disolucion de las peliculas que pasivan la superficie del metal, paran = 1.

3 > (MOH),_

v
<
+

Figura 3.1: Diagrama de las reacciones de pasivacion que ocurren en la superficie del metal
inmerso en la solucién.

A partir del andlisis de la cinética de reacciones quimicas se obtiene un conjunto de
tres ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden, para el cual las variables
gue conforman el modelo son: la concentracion de iones metalicos en disoluciéon

(Y), la fraccion de superficie cubierta con el 6xido del metal (6,) y la fraccion de
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superficie cubierta con el hidroxido del metal (6,5). Con estas variables

independientes Y, 8,, 6,4 las ecuaciones quedan como:

dY
E = p(l — 901.1—90) - qY, (31)
do
dZH =Y(1 ~ 0oy—0o) — (r + e F0H)0,y + 250o(1 — 6o — 6p),  (3:2)
dé,
? = T@OH — 590(1 - HOH_HO)' (33)

El sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias est4 descrito en términos de
variables adimensionales, incluido el tiempo, y depende de cinco parametros
{p,q,7,s,F}Yy que estan en funcion de las constantes de velocidad de las reacciones

quimicas (k).

3.2 Modelo de Corrosién en dos Dimensiones

El sistema de ecuaciones se reduce al sistema de dos dimensiones de Talbot y
Oriani [41] cuando en el proceso de la capa pasiva desaparece el 6xido de la
superficie del metal (M0), i.e., r =s = 0, por lo que ahora el sistema depende de

tres parametros {p, q, £}
Y = p(l - 901-1) —qY, (3.4)
éOH =Y - 6oy) — (e_ﬁQOH)HOH. (3.5)

Los puntos fijos del sistema de ecuaciones se obtienen paraY =0y 6, = 0, para
posteriormente aplicar el andlisis de estabilidad lineal. Con lo anterior ubicamos y
clasificamos en la Tabla (3.1) los puntos fijos para diferentes valores del parametro
p (referido como p/q en la tabla). En funcion de los valores caracteristicos de los
eigenvalores, el sistema exhibe distintos comportamientos, tales como nodo estable
(NE), nodo inestable (NI), foco estable (FE) y foco inestable (Fl). Debido a las
transiciones en la estabilidad (Estable <->Inestable) se encuentran indicadas en la
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tabla la formacion de los Ciclos Limite Estables (Inestables) debido a la existencia

de una bifurcacion de Hopf supercritica (subcritica).

Punto fijo, Atractor o

/
P Bifurcacion
0.0-0.128 NE
0.128 — 0.132776 FE

0.132776 Supercritica de Hopf
0.132776 — 0.13730 Fl, CLE
0.13730 - 0.20390 NI, CLE
0.20390 - 0.250035 FI, CLE

0.250035

Subcritica de Hopf

0.250035 - 0.2509286

FI, CLE, CLI

0.2509286

Desaparicion del CLI

0.250913 - 0.30

FE

Tabla 3.1: Dindmica local del sistema de dos dimensiones para el paradmetro de control p, con los
parametros {q = 0.001, 8§ =5, r=10, s = 0} fijos.

Como podemos observar en la Tabla (3.1) para los parametros {p = 2.0 X 107*,
q = 1.0 x 1073, B = 5.0}, el sistema exhibe un ciclo limite estable. En la Figura (3.2)
observamos el perfil de las oscilaciones para la variable Y con los parametros
{p =2.0x10"% g =1.0 x 1073, B = 5.0}. Los ciclos limites estables son trayectorias
cerradas en el espacio de variables y en la Figura (3.3) se muestra una Orbita

caracteristica usando los mismos parametros que en la Figura (3.2).
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Figura 3.2: Serie de datos para la variable Y para los pardmetros {p = 2.0 x 107*, ¢ = 1.0 x 1073,

B = 5.0}

0.6 —

9OH

04— —

0.07 0.08 0.09 0.1

Figura 3.3: Ciclo Limite Estable (CLE) para los parametros {p = 2.0 x 107*, ¢ = 1.0 x 1073, g = 5.0}.
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3.3 Dindamica del Modelo de Corrosién en tres

Dimensiones

En el modelo de corrosion de dos dimensiones es imposible observar dinamicas
cadticas debido al teorema de unicidad, asi que asignamos valores distintos de cero
a los parametros r y s para regresar al modelo en tres dimensiones. Resolviendo el
sistema de ecuaciones por el método de Runge-Kutta de cuarto orden con los
parametros {p =2.0x107%, ¢g=1.0%x10"3,=50,r=2%x 1075 5s=9.7x 1075}

podemos observar un atractor caoético, tal como se muestra en la Figura (3.4).

.11800
11775
.11750
11725 4
11700 ©
11675
.11650
.11625

Figura 3.4: Trayectoria descrita por el atractor cadtico en el espacio de variables Y, 0oy v 6o
para el conjunto de pardmetros {p =2.0x107*, g=1.0x10"3, =50, r=20%x107> s =
9.7 X 1075},

En las Figuras (3.5, 3.6, 3.7) se muestran varias proyecciones del atractor anterior,

enlos planos Y — 0oy, 8p — Oon Y Y — B, respectivamente.
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0112~

= 0l
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0.106 —

0104 | ! | . | | B

Figura 3.5: Proyeccion del atractor cadtico en el plano Y — 8,y con parametros {p = 2.0 x 1074,
g=10x10"38=50, r=20x1075 s =9.7 x 1075}.
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0.118 S N

01175~
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Figura 3.6: Proyeccion del atractor cadtico en el plano 6,—6,y, con parametros {p = 2.0 X 1074,
g=10x10"38=50r=20x10"% s=9.7x 1075}
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0.116 T T T T T 7

0.114 —

0112~

= 0l

0.108 —

0.106 —
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0.116 0.1165 0.117 0.1175 0.118 0.1185
6

(al

Figura 3.7: Proyeccion del atractor cadtico en el plano Y — 6, con pardmetros {p = 2.0 x 107*,
g=10x10"38=50,r=20x10"5 s=9.7x 1075}

Finalmente, en la Figura (3.8) se muestra el mapa de retorno para la variable 6,, la
cual exhibe una estructura bien definida y un valor extremo, lo cual es caracteristico

de una dinamica cadtica.

0.1185 ' ' ' =

0.118 - -

0.1175 — ' _

[90)N+1
T
1

0.117

PRHEE e Ly smem

0.1165— —

0.116 & I | I | L | —
0.1165 0.117 0.1175 0.118

[BO)N

Figura 3.8: Mapa de retorno para la variable 8, con parametros {p = 2.0 x 10™*, ¢ = 1.0 x 1073,
f =50 r=20x10"% s=9.7x107°}.
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Capitulo 4

Simulaciones Numéricas para la
Generacion de Atractores Extranos no
Caoticos

En este capitulo se presentan los resultados obtenidos con el modelo
numérico de corrosion, perturbado cuasiperiodicamente, para la generacién de
atractores extrafios no-caoticos propuestos para este proyecto de tesis. En la
seccion (4.1) se describen los detalles del modelo numérico de corrosion
electroquimica bajo perturbacién paramétrica. En la seccién (4.2) se muestra el
andlisis de los datos para las corridas numéricas realizadas, considerando distintos

parametros de perturbacion.
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4.1 Atractores Extrainos No Cadtico en el Sistema de

Rossler

Para corroborar que los programas que utilizaremos para el analisis de datos sean
correctos, estos se usan para verificar el analisis de algun articulo de investigacién
publicado. La publicacién en la cual nos basaremos se trata del trabajo publicado
por Kopal Gupta et al. [ 42], quienes realizan un analisis matematico de sefiales
para el estudio de las transiciones en sistemas dindmicos no lineales impulsados

cuasiperiddicamente, aplicado a los sistemas de Duffing y Rdssler.

Para verificar nuestros programas repetiremos el andlisis que realiza Gupta para el
sistema de Rossler. En 1976 Otto E. Rossler [43] desarrolld un sistema de
ecuaciones diferenciales no lineales que representa una version simplificada para
estudiar dinamicas quimicas oscilantes y su sistema exhibe un comportamiento
cadtico para ciertos valores de los parametros. El sistema de ecuaciones que

definen el sistema de Rdssler son los siguientes:

X =-y—z, (4.1)
y =x+ay, (4.2)
Zz=b+z(x—rc). (4.3)

Donde (x,y,z) son las concentraciones de las sustancias en las reacciones
quimicas estudiadas por Réssler ademas estudié el atractor cadtico con los
parametros a=0.2, b=0.2 y ¢=5.7, actualmente los parametros mas comunes han
sido a=0.1, b=0.1y c=14.

El sistema de Roéssler con modulaciones de parametros cuasiperiédicos utilizado

por Gupta se define de la siguiente manera:
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X =-y—z, (4.4)

i y
y=x+ 10 [a(cost + cos Qt) + 1], (4.5)
(4.6)

Z=1—0

+ z(x — 14).

Donde Q = (\/§ — 1)/2, y para a = 0.05 es posible generar un atractor extrafio no-

cadtico y para @ = 0.13 obtenemos un atractor extrafio caético. En la Figura (4.1) se

muestran las series de tiempo para ambas dinamicas (a) dinamica caoética y para el

inciso (b) un SNA.
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Figura 4.1: Series de Tiempo. (a) dindmica cadtica para @ = 0.13, (b) dindmica no caédtica tipo

SNA para a = 0.05.

En la Figura (4.2) se muestran los espectros de Fourier para la dindmica cadtica

inciso (a) y en el inciso (b) para la dinAmica del SNA. Tanto en las series de tiempo,

como en los espectros de Fourier, no se puede identificar a simple vista la dinamica

caadtica de la dinamica del tipo SNA.
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Figura 4.2: Espectros de Fourier. (a) dinamica cadtica para a = 0.13, (b) dindmica no cadtica
para tipo SNA a = 0.05.
En la Figura (4.3) podemos observar las proyecciones de los atractores en el plano
(x —y) para (a) la dindmica cadtica y, por otra parte, en el inciso (b) la dinamica del
SNA, mostradas en la Figura (4.1). Como era de esperarse, ambos atractores
muestran estructuras complejas y autosimilares, por lo que no es posible identificar
por simple inspeccién de que dindmica se trata.
20— — 20+ _
10— — 10— =
w OF o s O -

-20

-30

-20

-30

Figura 4.3: Proyeccién del atractor, plano x-y . (a) dindmica cadtica para @ = 0.13, (b) dinamica

no cadtica tipo SNA para a = 0.05.
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En la Figura (4.4) se muestran los mapas de retorno, observamos que para ambas
dindmicas el mapa de retorno exhibe estructuras abiertas y con un valor maximo,

en el inciso (a) para una dinamica cadtica y el inciso (b) para la dinamica del SNA.

15

Figura 4.4: Reconstruccion del mapa de retorno. (a) dindamica cadtica para @« = 0.13, (b) dindmica
no caodtica para a = 0.05.

Como podemos observar, tanto en las series de tiempo, los espectros de Fourier, el
mapa de retorno y la reconstruccion de los atractores, no podriamos distinguir la
dinamica cadtica de la dinamica para el SNA. En este caso, una herramienta mas
atil para diferenciar entre el caos y el SNA, es la distribucién espectral. En la Figura
(4.5) mostramos la distribucion espectral de las series de la Figura (4.1). En el inciso
(a) podemos confirmar que la dinamica analizada es caética ya que |d| = 3.17,
mientras que en el inciso (b) se muestra que la dinamica analizada corresponde a

una dinamica para SNA ya que |d| = 1.81.
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Figura 4.5: Distribucién Espectral. (a) dindmica cadticaparaa = 0.13y |d| = 3.17, (b) dindmica
no caotica tipo SNA paraa = 0.05vy |d| = 1.81.

4.2 Descripcion de la Generacion de Atractores
Extrafios no Caodticos

En esta seccidn se describe el modelo de corrosion perturbado, utilizado para
la generacién de atractores extrafios no caéticos, y para el cual se consideré el
forzamiento cuasiperiédico de una dinamica periddica del sistema. El modelo de
corrosion autbnomo (sin perturbacién) es el modelo de dos dimensiones descrito en

la Seccion (3.2).

Y = pO(l - HOH) - qOY' (47)

éOH = Y(l - 901.1) - (e_BQOH)HOH_ (48)

Para introducir la perturbacién externa en el sistema, el pardmetro p se

modulé continuamente:

p = po + Ap. (4.9)
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Donde Ap esté definido de la siguiente manera:

Ap = A[A; cos(w t) + A, cos(w,t)]. (4.10)

El sistema depende ahora de ocho parametros, tres del sistema autonomo {p,, q,, 8}

y cinco asociados con la perturbacion{4, A,, A;, wi, w,}.

Para la generacién de una dindmica SNA [35], el cociente entre frecuencias (w,/w,)

debe ser un namero irracional, para el cual seleccionamos a la razén aurea:

5+1
Wy = <\/—2 )a)l (4.11)

Basados en observaciones experimentales, utilizamos una relacién adicional para
la frecuencia angular w,, relacionandola con la frecuencia natural de oscilacion de
nuestro oscilador periédico autbnomo w,, de tal manera que w, = 1.5w,, quedando

la ecuacién anterior como:

1
w, = 1.5 (ﬁ * )‘Uo (4.12)

Esta frecuencia natural w, esta asociada a la seleccién del parametro p, =
2.0 x 10~* y tiene un valor de 0.00504 rad/s. La amplitud principal de perturbacion
(A) se escoge un orden de magnitud menor (aproximadamente) respecto al

parametro p,, asignandole el valor A =4 x 1075,
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Con todo lo anterior, el pardmetro p nos queda entonces de la siguiente manera:

V5+1
p=20x%x10"*+4x 10754, cos(1.5wyt) + A, cos(1.5< > )th)l (4.13)

Con esta seleccion de parametros reducimos nuestra exploracion a los parametros

A; Yy A,, los cuales seran indicados mas adelante en la Tabla (4.1).

4.3 Andlisis de las Simulaciones para Generacion de

Atractores Extranos No Cadticos

El sistema dinamico perturbado se integré con el método de Runge-Kutta de cuarto
orden, considerando fijos los parametros {p,, q,, B}y {4, w,, w,} y escaneando
sistematicamente los parametros {4,, A3} dentro de un cierto intervalo de valores.
En la Tabla (4.1) se indican todos los valores utilizados para los parametros de
control {A4,, A;}. Las primeras corridas numeéricas que se hicieron en los intervalos
A;:[2.5,4.5] y A,:[0.5,1.5], espaciados igualmente en intervalos de 0.1, sin embargo,
analizando estos datos decidimos ampliar el rango de los pardmetros de control con
un espaciamiento distinto y no necesariamente equiespaciados. Los espacios en
blanco en la Tabla indican los pardmetros no explorados. El analisis de las

dinamicas mas interesantes estan descritas en la siguiente seccion.



34

1.0

1.0

2.0

3.0

4.0

5.0

2.0

1.0

215

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1.0

11

1.2

1.3

1.4

15

2.6

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1.0

11

1.2

1.3

1.4

15

2.7

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1.0

11

1.2

1.3

1.4

15

2.8

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1.0

11

1.2

1.3

1.4

15

2.9

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1.0

11

1.2

1.3

1.4

15

3.0

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1.0

11

1.2

1.3

1.4

15

2.0

3.0

4.0

5.0

3.1

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1.0

11

1.2

1.3

1.4

15

3.2

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1.0

11

1.2

1.3

1.4

15

3.3

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1.0

11

1.2

1.3

1.4

15

3.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1.0

11

1.2

1.3

1.4

15

3.5

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1.0

11

1.2

1.3

1.4

15

3.6

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1.0

11

1.2

1.3

1.4

15

3.7

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1.0

11

1.2

1.3

1.4

15

3.8

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1.0

11

1.2

1.3

1.4

15

3.9

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1.0

11

1.2

1.3

1.4

15

4.0

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1.0

11

1.2

1.3

1.4

15

2.0

3.0

4.0

5.0

4.1

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1.0

11

1.2

1.3

1.4

15

4.2

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1.0

11

1.2

1.3

1.4

15

4.3

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1.0

11

1.2

1.3

1.4

15

4.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1.0

11

1.2

1.3

1.4

15

4.5

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1.0

11

1.2

1.3

1.4

15

4.6

1.0

4.7

1.0

4.8

1.0

4.9

1.0

1.0

2.0

3.0

4.0

5.0

Tabla 4.1: Valores para las corridas numeérica del sistema de dos dimensiones con un forzamiento

cuasiperiddico para los parametros {4, 4,}.



35

4.3.1 Analisis de la Generacidon de Atractores Extrainos No

Caoticos.

En esta seccion presentamos los principales resultados obtenidos a partir de las
corridas numéricas realizadas para este proyecto de tesis, en la seccion anterior se
presentd el rango utilizado para la seleccién apropiada de los pardmetros del
forzamiento cuasiperiddico, las cuales modifican las caracteristicas dinamicas de
las oscilaciones del sistema. El andlisis de datos que se muestra a continuacion

corresponde a la siguiente seleccion de parametros:

A1 Az
3.0 1.0
4.0 1.0
3.0 4.0
4.0 2.0

En la Figura (4.6) se muestran las series de tiempo para la variable Y, para las
dinamicas obtenidas al forzar cuasiperiédicamente la dindmica periddica del
sistema. En el inciso (a) se muestra para los parametros 4, =3.0y A, = 1.0 una
dindmica SNA, en el inciso (b) para los parametros 4; = 3.0y A, = 4.0 Se observa una
dinamica cadtica, en el inciso (c) observamos una dinamica SNA para los
parametros A; = 4.0y A, = 1.0 y finalmente, en el inciso (d) se muestra para los
parametros A, = 4.0y A, = 2.0 se genera una dinamica cadtica. Estas dinamicas se
analizaron e identificaron calculando el espectro de Fourier, construyendo el mapa
de retorno de la trayectoria, graficando el atractor correspondiente y finalmente, se

construy6 la distribucion espectral asociada al espectro de Fourier.



36

] ' ' f I 0.1 ' ' ' ' ' ' T
0.1
0.1
0o T 0.09
>-‘ 0.08 i >-‘ 0.08
0.07
AT AT |
1 0.06 -
006 I | . | L [ . | . A L]
1.3e405 1.4e405 1.5c+05 L6e+05 1.3e405 1.35¢+05 T Lae0s
Pasos de Integracion Pasos de Integracion
(a) (b)
T T T T T 0.11 T T T T T T =
0.1 H 0.1
0.09 g o
| >
> 0.08 17 oos
MR -
0.07H
V\‘ 1 oo0e
0.06 .
| L 1 N 1 N | 1 L | L |
1.3¢+05 1.4e+05 15e405 1.6e+05 L3405 1.35¢+05 Lder05
Pasos de Integracion Pasos de Integracion
(c) (d)

Figura 4.6: Serie de Tiempo. (a) Dinamica SNA, usando 4; = 3.0 y 4, = 1.0, (b) dindmica cadtica,
usando A; = 3.0y A, = 4.0, (c) dinamica SNA, usando A; = 4.0 y A, = 1.0, (d) dinamica cadtica,
usando4d; = 4.0y A, = 2.0.
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Figura 4.7: Espectro de Fourier. (a) dindmica SNA para A; = 3y A, = 1, (b) dinamica cadtica para
A1 =3y A, =4, (c) dindmica para SNA para A; =4y A, = 1, (d) dindmica cadtica para A; = 4y
A2 = 2

En la Figura (4.7) se muestran los espectros de Fourier de las series de tiempo de
la Figura (4.6). Por la manera en como se muestran, en el panel derecho tenemos
las dinamicas cadticas, mientras que en el izquierdo tenemos las de atractor
extrafio no-caotico. A partir de una inspeccion simple no es posible distinguir entre

ambas dinamicas, donde el contenido de frecuencias parece ser similar.
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Figura 4.8: Mapa de Retorno. (a) dinamica SNA para A; = 3.0y A, = 1.0, (b) dindmica cadtica para
A; =3.0yA, = 4.0, (c) dindmica SNA para A; = 4.0y A, = 1.0, (d) dindmica cadtica para 4; = 4.0
yAZ == 20.

En la Figura (4.8) se muestran los mapas de retorno para la variable Y, asociados a
la Figura (4.6). Los incisos (a) y (c) muestran el mapa de retorno para una dinamica
SNA, mientras que para los incisos (b) y (d) se muestra el mapa de retorno de una
dinamica cadtica. Nuevamente, esta herramienta no es la mas apropiada para
distinguir entre un atractor extrafio caotico de uno no-caadtico tipo SNA, debido a que

ambos muestran una estructura definida visualmente semejante.
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Figura 4.9: Atractor asociado a la trayectoria en el espacio de variables de dos dimensiones. (a)
dindmica SNA para A; = 3.0y A, = 1.0, (b) dindmica cadtica para4d; = 3.0y A, = 4.0, (c) dindmica
SNA para A; = 4.0y A, = 1.0, (d) dinamica cadtica para A, = 4.0y A, = 2.0.

En la Figura (4.9) podemos observar los atractores asociados a las trayectorias para
las series de tiempo de la Figura (4.6). Como era de esperarse, todos los atractores
muestran estructuras autosimilares, o como se les ha definido formalmente, son
atractores extrafios. A simple vista es imposible distinguir entre el atractor que es

cadtico de aquel que es un SNA.
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Figura 4.10: Distribucion Espectral. (a) dindmica SNA para A; = 3.0y A, = 1.0, (b) dindmica cadtica
para A; = 3.0y A, = 4.0, (c) dindmica SNA para A; = 4.0y A, = 1.0, (d) dindmica cadtica para
A =40y A, =2.0.

Como se ha observado con las herramientas anteriores, es muy dificil distinguir
entre dindmicas cadticas y no-cadticas tipo SNA. En este punto la mejor herramienta
matematica, con potencial aplicacion para los sistemas experimentales, es el calculo
de la distribucion espectral. En la Figura (4.10) se muestran las distribuciones
espectrales correspondientes a las series de tiempo de la Figura (4.6), en el inciso
(a) para los parametros A; = 3.0y A, = 1.0 se tiene que |d| = 1.73 que corresponde

a una dinamica SNA. En el inciso (b) para los parametros A; = 3.0y A, = 4.0 se
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observa que |d| = 2.45 por lo tanto la dinamica corresponde a una dindmica caética.
Para el inciso (c) tenemos que |d| = 3.17, que corresponde a una dinamica SNA
para los parametros A; = 4.0 y A, = 1.0. Finalmente, en el inciso (d) se muestra
que para los parametros A; =4y A, = 2 se tiene que |d| = 2.28, asociado a una
dinamica caotica. Los datos analizados en este capitulo se usan como referencia
para aplicarse al sistema experimental propuesto en este proyecto de tesis y

ademas este mismo andlisis se aplicara a los resultados experimentales.
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Capitulo 5

Sistema Experimental

En el estudio de la corrosion de metales las mediciones de electroquimicas son
importantes ya que permiten conocer los factores que afectan el transporte de carga
a traves de la interfase entre el metal (electrodo) y la solucion (electrolito) que lo
rodea, permitiéndonos obtener informacion relevante sobre las reacciones llevadas

a cabo en la superficie.

Este capitulo se divide en dos partes. En la primera se introducirdn algunos
conceptos basicos de electroquimica que permitiran entender mejor los
experimentos desarrollados en este proyecto de tesis. En la seccion 5.1 se presenta
la descripcidon de una celda electroquimica basica y se aborda la importancia del
potenciostato en los experimentos de electroquimica. En la segunda parte se
describe a detalle el sistema experimental utilizado para este proyecto de tesis,

incluyendo informacion sobre los sistemas de adquisicion y control utilizados.
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5.1 Conceptos Basicos

5.1.1 Celda Electroquimica

Una celda electroquimica es un dispositivo experimental que consta de al
menos dos electrodos (anodo y catodo) sumergidos en un electrolito. Un electrodo
es un material conductor a través del cual se realiza la transferencia de electrones
en la celda electroquimica. El anodo es el electrodo sobre él cual ocurre el proceso
de oxidacion, existe una pérdida electrones y por lo tanto la especie de interés se
oxida. El catodo es el electrodo sobre él que se produce la reduccion, hay una
ganancia neta de electrones y por lo tanto un proceso de reduccién [44]. La celda
electroquimica puede ser de dos tipos distintos, Galvanica o Electrolitica. En la celda
Galvanica se puede generar corriente en el sistema mediante las reacciones
quimicas que ocurren en la celda, por el contrario, en la celda Electrolitica la
aplicacion de una corriente en el sistema da lugar a una serie de reacciones

quimicas.

Las reacciones redox (6xido-reduccién) que ocurren en la interfase liquido-
metal se conocen como reacciones electroquimicas y dan lugar al proceso de
electrodisolucion de la muestra (corrosién). Una celda electroquimica basica
consiste de dos electrodos, un electrodo de trabajo y un contra electrodo. El
electrodo de trabajo (ET) consiste de la muestra metalica en el cual se produce la
reaccion electroquimica que se esta estudiando. El contra electrodo o electrodo
auxiliar (CE) permite el paso de la corriente generada a través del electrolito,

cerrando entonces el circuito eléctrico.

Cuando un electrodo se pone en contacto con un electrolito se genera un potencial
en la superficie debido al equilibrio quimico entre el metal en su estado basal y el
estado oxidado. Este potencial no puede ser medido de manera absoluta, por lo que
debe medirse en comparacion con un electrodo especializado, conocido como
electrodo de referencia (ER). Los ER, como su nombre lo indica, se utilizan para
proporcionar un potencial al que se pueden referir otros potenciales (diferencia de

potencial), por lo tanto, los potenciales en la muestra metéalica a analizar solo se
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pueden medir como diferencias con respecto a un valor de referencia elegido, es
decir, que el potencial del ET puede medirse unicamente con referencia a un ER.
Un buen electrodo de referencia tiene asociado un potencial que es estable por largo
tiempo y ademas no se ve afectado por pequefias perturbaciones en el sistema, ya
sea por la temperatura o gradientes de concentracién en el electrolito.

De manera muy particular, el potencial de los ER en general es referido a un
electrodo de referencia universal conocido como el electrodo de hidrégeno. Este
tipo de electrodo tiene el inconveniente de que es complicado su montaje en una
celda electroquimica, por lo tanto, se utilizan otros electrodos de referencia, como
son: saturado de Calomel (Mercurio/Cloruro de Mercurio), Electrodo de Plata
(Plata/Cloruro de Plata), por mencionar un par de ejemplos. El ER utilizado para la
configuracion experimental en este proyecto de tesis es el electrodo saturado de
Calomel, el cual cumple que el potencial de equilibrio en la reaccion redox sea

constante Hg, Cly) + 2e~ 2 2Hgqy + 2C1™.

5.1.2 Potenciostato

El potenciostato es un instrumento de gran importancia en los experimentos
electroguimicos ya que éste nos permite estudiar las reacciones redox y otros
fendbmenos quimicos. Los datos obtenidos en estos experimentos dependen en gran
medida del trabajo realizado por este aparato. El potenciostato puede operarse de
dos maneras distintas, potenciostaticamente y galvanostaticamente. EI modo
potenciostatico permite mantener un potencial fijo aplicado en el ET de la celda y
monitorear los cambios en la corriente generada durante la electrodisolucion. Por
otra parte, el modo galvanostatico permite fijar una corriente entre el ET y el CE
para entonces medir los cambios en el potencial del ET (muestra metalica). Para los
experimentos desarrollados en la presente tesis se utilizé el modo potenciostatico,
para el cual el instrumento consigue mantener un potencial constante en el electrodo

de trabajo, medido con respecto al electrodo de referencia (ER).
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Figura 5.1: Configuracion de un potenciostato con una celda electroquimica bdsica de tres

electrodos

5.2 Configuracion Experimental

La configuraciébn experimental que se propuso en este proyecto esta

conformada de una celda electroquimica de tres electrodos. Como electrodo de

trabajo se cuenta con un disco de cobre (Alfa AESAR 99.99% de pureza) de 5 mm

de diametro, el cual se encuentra rodeado de un cilindro de resina epoxica (12 mm).
El ET estd montado en un sistema de rotacion (EG&G INSTRUMENTS modelo 616)

para el cual se puede controlar la velocidad de rotacion entre 0 y 9999 rpm. Como

contra electrodo o electrodo auxiliar se utiliza una placa de platino de 2.5¢cm? area

y finalmente, el electrodo de referencia es un electrodo saturado de calomel de la

marca Schott Instruments modelo B2810. Los tres electrodos estan sumergidos en

100 ml de un electrolito consistente de una mezcla de 70 ml de acido acético glacial

y 30 ml de acetato de sodio en concentracién de 2M. En la Figura (5.2) se muestra

en detalle el arreglo de la celda electroquimica de tres electrodos.
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Sistema de Rotacion

Electrodo de
Referencia

Electrodo Auxiliar

Electrodo de Trabajo

Figura 5.2: Celda electroquimica de tres electrodos para el sistema de generacidon de SNA en un
sistema electroquimico.

En la Figura (5.3) se muestra una vista de la parte inferior del disefio propuesto para
el electrodo de trabajo, el cual consiste en una barra de cobre unido a una rosca
hembra, la cual nos permite montar el electrodo de trabajo al sistema de rotacion.
El electrodo de trabajo se encapsula con resina epoxica para evitar que la rosca a
la cual esta unida no entre en contacto con el electrolito permitiendo ademas tener
un area transversal (disco) de la barra cilindrica de cobre reaccionando con el
electrolito.
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N——

Figura 5.3: Esquema del electrodo de trabajo (dnodo), en el cual se muestra el disco de cobre
rodeado de resina epodxica.

Para esta tesis se utilizé el potenciostato (PINE INSTRUMENT COMPANY
modelo AFRDES5) bajo condiciones potenciostaticas. ElI potenciostato
continuamente ajusta el potencial VV de la celda para mantener el valor deseado, con
o sin sefial externa de control. El potencial anddico de la celda (V) es utilizado como
el pardmetro de control dinamico del sistema. El forzamiento en el parametro de

control se realiza de la siguiente manera:

V=V, +AV 5.1
dénde V, es el potencial caracteristico del sistema autobnomo y
AV = A(A; sinw t + A, sin w,t) 5.2
es la sefal de perturbacion utilizada para generar las dinamicas SNA, entre otras.

La sefal de forzamiento es implementada con una tarjeta de salida de voltaje
analégico (control) de 32 bits (MC USB-3101) la cual se adiciona al potencial
anodico de la celda electroquimica por medio del potenciostato. La corriente que
fluye entre el anodo y catodo se adquiere y almacena en una computadora por
medio de una tarjeta de adquisicion de 16 bits (MC USB-1608FS). En la figura (5.4)
se muestra en detalle el arreglo del potenciostato con las tarjetas de

adquisicion/control y la celda electroquimica.
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Figura 5.4: Esquema de conexién del potenciostato con la celda para la generacion de SNA en
sistemas electroquimicos.

5.3 Caracteristicas Dinamicas del Sistema

5.3.1 Observaciones preliminares del sistema autbnomo

Durante el experimento, el disco rotatorio de cobre (ET) se disuelve continuamente
bajo la accién del potencial aplicado con el potenciostato. En la Figura 5.5 (a)
observamos la fotografia del ET limpio y pulido, listo para montarlo al sistema de
rotacion y observamos a simple vista la uniformidad en el pulido del metal. Por otra
parte, en el inciso (b) se muestra el ET después de realizar el experimento y
observamos que la superficie ahora tiene una estructura rugosa, producto de la

electrodisolucion del metal.



49

(a) (b)

Figura 5.5: En la figura del inciso (a) mostramos el electrodo de trabajo antes de iniciar el
experimento. En el inciso (b) se observa el electrodo de trabajo después de haber realizado el
experimento.

En la Figura (5.6) se muestran fotografias del contra electrodo (placa de platino). La
figura del inciso (a) nos permite observar el CE antes de realizar el experimento,
mientras que en el inciso (b) se muestra el CE después de concluirlo. El cambio en
la coloracion se debe al proceso de reduccion de los iones de cobre a su forma

metdlica, la cual se deposita en la superficie del electrodo de platino.

@) (b)

Figura 5.6: En la figura del inciso (a) mostramos el contra electrodo antes de iniciar el experimento.
En el inciso (b) se observa el contra electrodo después de haber realizado el experimento.

5.3.2 Dinamicas del sistema autbnomo

Para este sistema experimental se ha reportado la existencia de oscilaciones
periddicas y caodticas en la corriente anddica, las cuales fueron reportadas por P.
Parmananda et al. [45]. Dependiendo de la velocidad de rotacién del electrodo,
manteniendo el potencial aplicado constante, el sistema exhibe oscilaciones
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cadticas en modo mixto, consistentes de una secuencia de ventanas periodicas y
cadticas intercaladas. Estas oscilaciones tienen la particularidad de que la dinamica
cadtica intermedia es una mezcla de las dinamicas periodicas adyacentes, tal como

se muestra en la siguiente figura tomada de la tesis de M. Rivera.

20s

N\ M M M VJH
I H i
| “ fn‘l iN“I | I

[950-1600] [1600-1970] [1970-2200] [2200-2660] [2660-2800]

Corriente Anodica

Razoén de Rotacion (rpm)

Figura 5.7: Dindamicas del sistema experimental tomada de la tesis de M. para distintas razones de
rotacién para un potencial anddico fijo.

Nos basamos en este trabajo como guia para reproducir algunas de las dinAmicas
periddicas y cadticas que ahi se mencionan, las cuales dependen de las condiciones
del sistema experimental, especificamente del potencial aplicado y la razén de

rotacion del electrodo.

En las Figuras. (5.8, 5.9) se muestra un par de ventanas en las cuales
podemos observar dos distintas dinamicas que se obtienen con el sistema
experimental propuesto, por ejemplo, en la Figura (5.8) se muestran oscilaciones de
periodo uno con 1400 rpm a un potencial anddico de 960mV, mientras que en la
Figura (5.9) se observa una dinamica de oscilaciones mixtas de periodo dos +

periodo tres, con un potencial anddico de 900 mV y 1800 rpm.
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Figura 5.8: Dindmica del sistema experimental para 1400 rpm con un potencial anédico de 960
mV, exhibe oscilaciones de periodo uno.
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Figura 5.9: Dinamica del sistema experimental para 1800 rpm con un potencial anddico de 900mV.
Se muestra una dinamica de oscilaciones mixtas de periodo dos con periodo tres.

Para este proyecto de tesis nos interesa determinar las condiciones en las que se

exhiben oscilaciones periddicas de periodo-1. Estas dindmicas se pueden mantener
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estables durante un largo tiempo, y una vez localizadas procedemos a perturbar el
potencial anddico del sistema experimental para generar los SNA. Esta perturbacion
externa la manejaremos en modo de encendido y apagado, para verificar si las

oscilaciones después de ser perturbadas vuelven a su dinamica natural periddica.
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Capitulo 6

Analisis Experimental para la Generacion

de Atractores Extranos no Caoticos

En este capitulo se muestran los resultados experimentales que describen el efecto
de la sefial de forzamiento cuasiperiédico en la generacion de nuevos atractores,
cadticos y no-caéticos tipo SNA. Se muestran los principales resultados
experimentales obtenidos con el sistema electroquimico para la disolucién de un
electrodo rotatorio de cobre en un buffer de acetato, forzado cuasiperidodicamente.
En la seccion (6.1) se describe a detalle las caracteristicas de la sefial externa
utilizada para forzar al sistema experimental. En la seccion (6.2) se reportan las
dindmicas obtenidas y los resultados los andlisis de los datos experimentales, los

cuales nos indican las caracteristicas dinAmicas de los atractores generados.
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6.1 Aplicacion de la Sefial de Perturbacion al

Sistema Experimental

El potencial anddico de la celda (V) es utilizado como el pardmetro de control
dinamico del sistema, donde V, es el potencial caracteristico del sistema autbnomo

y el forzamiento en el parametro de control se realiza de la siguiente manera:

V(t) =V, + A(A; sin(w t) + A, sin(w,t)) 6.1

La sefial de forzamiento depende, al igual que en las simulaciones numéricas, de 5

parametros { 4, Ay, 4;, w1, w,}.

El cociente entre frecuencias (w,/w¢) €s un numero irracional. Basandonos en las
simulaciones numéricas y a través de prueba y error, en los experimentos, tenemos

el siguiente conjunto de parametros de perturbacion: { A = 15.0mV, A; = 3.0,

A, = 1.0, wq =21f, w,; = wlx/f}, asi:

V(t) = Vp + 15mV * (3 sin(2rft) + sin(w,V2 t)) 6.2

En la Figura (6.1) se puede observar la sefial cuasiperiddica con la cual el sistema
experimental es forzado a través de su potencial anddico. Para todos los
experimentos reportados en este capitulo se mantiene la misma sefal de

forzamiento, lo que se cambia son los parametros del sistema autonomo.



55

N ﬂﬂﬂﬂ

IR

1
50 00 150 E] 250 300
Tiempo (s)

Av
i

Figura 6.1 Sefal cuasiperiddica utilizada para forzar a la dindmica natural del sistema experimental.

A continuacién, se mostrara el protocolo utilizado para la aplicacion de la sefal
cuasiperiodica a las oscilaciones periodicas. Primero se localizan las ventanas de
parametros (potencial/razén de rotacion) para las cuales el sistema experimental
exhiba oscilaciones de tipo periddicas y que ademas estas oscilaciones puedan
mantenerse estables por un tiempo prolongado, suficientemente grande para aplicar
la perturbaciéon. Un ejemplo de estas oscilaciones periddicas se puede observar en
la Figura (6.2) para los siguientes parametros, 1400 rpm y con un potencial andédico
de 910 mV.

W

L8

Corriente{mA)

1.5

L I O e e

500 600 700 800
Tiempo(seg)

Figura 6.2 Oscilaciones de periodo-1 que corresponden a la dindmica natural del sistema
experimental con los siguientes parametros, 1400 rpm con un potencial anddico de 910 mV.
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Encontradas las oscilaciones de periodo-1 deseadas se procede a perturbar el
sistema experimental, la sefial de perturbacion se controla de manera de
apagado/encendido/apagado. En la Figura (6.3) se muestran dos ventanas para las
series de tiempo, en donde el inciso (a) corresponde a la dinamica natural del
sistema, con la sefial de perturbacién apagada, mientras que en el inciso (b) se
muestra la dinamica resultante cuando la sefial de perturbacion esta encendida.
Esta nueva dindmica, después de realizar el analisis de datos, corresponde a una

dindmica caotica.

Corriente(mA)

OFF ON

Corriente(mA)

| I I I 1 I 1 1 | 1 1 I | I L L PSS S E S S S R B T BT
7150 7200 7250 7300 7500 7550 7600 7650
Tiempo(seg) Tiempo(seg)

(a) (b)

L L |
7700

! Lo
7750 7800

Figura 6.3 Ventanas de las series de tiempo con pardmetros: 1400 rpm y 910 mV. En el inciso (a)
se muestra la dindmica natural del sistema, con la sefial de perturbacién apagada, y en el inciso
(b) observamos la dinamica del sistema con la sefial de perturbacion encendida.
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6.2 Analisis de Datos del Sistema Experimental

Forzado Cuasiperiédicamente

En esta seccidn presentamos el analisis de datos de los principales resultados
obtenidos en el sistema electroquimico forzado con una sefal cuasiperiddica. El
andlisis de datos que se muestran a continuacion corresponde a las siguientes
ventanas de parametros indicadas en la Tabla (6.1). Con 1400 rpm y ;=910 mV
presentamos dos resultados (incisos a y b) obtenidos al manejar la sefal de
forzamiento de manera de apagado y encendido. Para 1000 rpm con ;=930 mV se
muestra 3 resultados (inciso ¢, d y e) obtenidos al controlar la sefial de forzamiento

de manera de apagado y encendido.

Parametros Inciso
(@)
1400 rpm, V3,=910 mV (b)
()
1000 rpm, V3,=930 mV (d)
(e)

Tabla 6.1. Ventana de parametros de oscilaciones periddicas forzadas cuasiperiédicamente.

En la Figura (6.4) se muestran las series de tiempo de las dinamicas periddicas
perturbadas (control ON) de las ventanas de pardmetros de la Tabla (6.1). Los
incisos (a) y (b) corresponden a 1400 rpm con ;=910 mV, mientras que los incisos
(c), (d) y (e) corresponden a 1000 rpm con V,=930 mV. Como se puede observar
en las series de tiempo de las dinamicas generadas estas parecen exhibir un perfil
de oscilaciones caoticas, pero nosotros no podemos determinar con solo observar

la serie de tiempo si la dindmica corresponde a una dinamica SNA o cadtica.
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Figura 6.4. Series de datos de las dindmicas perturbadas, Los pardmetros para el forzamiento son
{A=15.0mV, 4, = 3.0, A, = 1.0, w; = 21f, w, = w;V/2}.(a) y (b) con 1400 rpm con V,=910 mV.

(c), (d) y (e) 1000 rpm con V=930 mV.
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Figura 6.5 Espectros de Fourier de las series de datos de las dinamicas perturbadas, mostradas en
la Figura (6.4). (a) y (b) con 1400 rpm con V,=910 mV. (c), (d) y (e) 1000 rpm con ;=930 mV.




60

Para distinguir que dindmica estamos observando necesitamos analizar las series
de datos esto lo realizamos al utilizando algunas herramientas mateméaticas como
por ejemplo el espectro de Fourier. En la Figura (6.5) se muestran los espectros de
Fourier de las series de tiempo de la Figura (6.4). Se puede observar que los
espectros muestran una gran cantidad de componentes en un amplio rango de
frecuencias, desafortunadamente este analisis no es concluyente para distinguir la
dinamica que se esta observando si corresponde una dinamica SNA o una cadtica.
Por simple inspeccion, el contenido de frecuencias es semejante en cada una de

las gréficas.

En la Figura (6.6) se muestran los mapas de retorno construidos con los maximos
sucesivos para las correspondientes series de datos de la Figura (6.4). Para series
de tiempo suficientemente largas podriamos observar algun tipo de estructura
dependiendo de la dindmica, desafortunadamente las series de tiempo en nuestra
celda electroquimica no son los suficientemente largas para llegar a una conclusion,
sin embargo, podemos observar en los incisos (a), (c) y (d) que los mapas tienen
una estructura similar. La Figura del inciso (e) se observa un mapa de retorno con
una estructura que, aunque difusa, es similar al del inciso (b), sugiriendo que la
dinamica puede ser SNA o caotica. Desafortunadamente, de manera similar a las
simulaciones numéricas, esta herramienta no es concluyente para etiquetar la

dindmica correspondiente.

A continuacion, en la Figura (6.7) se muestra la reconstruccién de los atractores
para las series de datos experimentales que se observan en la Figura (6.4).
Podemos notar que los atractores generados son distintos en forma y son similares
a los atractores cadticos de la dinamica autonoma [45], pero aun asi no podriamos
distinguir un atractor caético de un SNA, lo cual es una de las caracteristicas de
estas dindmicas. Por todos los analisis anteriores es que se utiliza la distribucion
espectral como herramienta para determinar la naturaleza de la dinamica observada
ya que, la serie de tiempo, el espectro de Fourier, el mapa de retorno y la

reconstruccion del atractor no son pruebas concluyentes .
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Figura 6.6. Mapas de retornos para las series de datos de las dindmicas perturbadas de la Figura 6.4.
(@) y (b) con 1400 rpm con V3=910 mV. (c), (d) y (e) 1000 rpm con Vy=930 mV.
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Figura 6.7 Reconstruccion de los atractores (proyeccidén en dos dimensiones) generados de las
series de datos de las dindmicas perturbadas que se muestran en la Figura 6.4. (a) y (b) con 1400
rpm con ;=910 mV donde ambos son SNA. (c), (d) y (e) 1000 rpm con V,=930 mV, (c) es SNA,

(d) y (e) son atractores cadticos generados.
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Figura 6.8 Distribucion espectral de las series de datos de las dindmicas perturbadas de la Figura 6.4.
Para(a)d = —1.81, (b) d = —1.02, en ambos casos la dindmica corresponde a un SNA con parametros
1400 rpm, V5=910 mV. (c), (d) y (e) 1000 rpm con V3=930 mV, para (c) d = —1.26 que corresponde
a una dindmica SNA, para (d) d = —3.20y (e) d = —2.30 ambos corresponden a una dindmica caética.
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Finalmente, en la Figura (6.8) se observa la distribucién espectral para las series de
datos de la Figura (6.4). Esta es una prueba cuantitativa que nos indica si la

dindmica analizada corresponde a una dinamica SNA o a una cadtica.

Las figuras de los incisos (a) y (b) correspondientes a una velocidad de rotacion de
1400 rpm con V,=910 mV. Para el inciso (a) se obtuvo d = —1.81, mientras que
para el inciso (b), el valor obtenido es d = —1.02, y en ambos casos 1 < |d| < 2. Se
puede concluir entonces que la dindmica observada corresponde a un atractor

extraio no-cadtico.

Para los incisos (c), (d) y (e), que corresponden a 1000 rpm con V,=930 mV. Para
el inciso (c) se obtiene d = —1.26, por lo tanto, la dinamica corresponde a un SNA.
Para el inciso (d) tenemos que d = —3.20 y para el inciso (e) d = —2.30, para ambos

casos tenemos que |d| > 2, entonces las dindmicas analizadas son del tipo cadtico.
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Capitulo 7

Conclusiones

Con ayuda del sistema experimental propuesto en este trabajo de tesis fue posible
implementar una sefial de control externo que modula el potencial anddico de una
celda electroquimica con una sefial cuasiperidédica. Considerando un conjunto de
frecuencias de perturbacion y con una seleccion particular de amplitudes, fue
posible generar diferentes dinAmicas. La influencia de la sefial cuasiperidédica en un
sistema que exhibe oscilaciones periddicas puede generar atractores extrafios los
cuales estos pueden ser cadticos 0 no cadticos. El objetivo de los experimentos fue
el proporcionar evidencia experimental para las corridas numéricas realizadas en el
Capitulo 4, en el que se reporta la generacion de atractores extrafios caoticos y no
cadticos en un modelo electroquimico que exhibe naturalmente oscilaciones

periddicas y cadticas.

Utilizando herramientas matematicas propias de la caracterizacion series de tiempo
de dindmicas cadticas: Espectro de Fourier, Reconstruccion del Atractor y Mapa de
Retorno, llegamos a la conclusion, tanto en los experimentos como en las
simulaciones numéricas, que no son herramientas apropiadas para discriminar
entre una dinamica caodtica y una de tipo SNA. En este punto resulté una prueba
concluyente el uso de la Distribucion Espectral, asociada al Espectro de Fourier de
las series de tiempo. De esta manera nos fue posible identificar cuantitativamente
la dindmica observada, considerando el valor absoluto de la pendiente de la grafica
correspondiente. Es importante mencionar en este punto, que, aunque el célculo de
los exponentes de Lyapunov es también una prueba concluyente (exponente

positivo dominante para la dindmica cadtica), experimentalmente estas pruebas
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pueden arrojar falsos positivos, debido a pequefias fluctuaciones en la lectura de la
corriente anddica o al efecto de arrastre caracteristico de los sistemas

electroquimicos.

Es importante mencionar que, aunque hay varios reportes numeéricos sobre la
generacion de SNA usando forzamiento cuasiperiodico, nosotros utilizamos como
punto de referencia las corridas numéricas en el modelo electroquimico para
obtener las caracteristicas apropiadas de los pardmetros de la sefial de forzamiento

cuasiperiodico y asi posteriormente proceder experimentalmente.

Los resultados experimentales obtenidos confirman entonces la posibilidad de
generar atractores extrafios no caodticos y cadticos, en sistemas que exhiben
oscilaciones periédicas relajadas. Se menciona esto en comparacién con los

resultados publicados para sistemas con dinamicas excitables [39].

Los resultados experimentales obtenidos son de gran interés debido a que los
sistemas quimicos son base fundamental de los sistemas bioldgicos, es decir, que
debido a las condiciones e interacciones consideradas sus implicaciones tienen un

mayor impacto en ellos.
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