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CENTRO DE INVESTIGACIÓN EN CIENCIAS
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Abstract

The emergence of left-right asymmetry in vertebrates is a prime example of a highly
conserved fundamental process in developmental biology. Details of how symmetry
breaking is established in different organisms are, however, still not fully understood.
In the zebrafish (Danio rerio), it is known that a cilia-mediated vortical flow exists within
its LR organizer, the so-called Kupffer’s vesicle (KV), and that is directly involved in
early left-right determination. However, the flow exhibits spatio-temporal complexity.
Moreover, its conversion to asymmetric development has proved difficult to resolve
despite a number of recent experimental advances and numerical efforts. In this thesis,
we provide further theoretical insight into the essence of flow generation by putting
together a minimal biophysical model, which reduces to a set of singular solutions
satisfying the imposed boundary conditions; this included certain conditions that are
obtained by our current understanding of the fluid flow in the KV that satisfies the
requirements for left-right symmetry breaking, but which is also amenable to extensive
parametric analysis. Our work is a step forward in this direction. By finding the general
conditions for the analytical solution to the fluid mechanics of a singular rotlet within
a rigid sphere, we have enlarged the set of available solutions in a way that can be
easily extended to more complex configurations. These general conditions define a
suitable set for which to apply the superposition principle to the linear Stokes problem
and, hence, by which to construct a continuous set of solutions that correspond to
spherically constrained vortical flows generated by arbitrarily displaced infinitesimal
rotations around any three-dimensional axis. Finally, the boundary conditions of the
formulated model are imposed and it is analyzed whether it is possible to find a closed
form to describe the flow in the KV.
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Resumen

El proceso de asimetrı́a izquierda-derecha en vertebrados es un excelente ejemplo de
un proceso fundamental altamente conservado en la biologı́a del desarrollo. Hasta el
momento, aún no se comprenden completamente los detalles de cómo se establece
la ruptura de simetrı́a en diferentes organismos. En el pez cebra (Danio rerio),
se sabe que existe un flujo vortical mediado por cilios dentro de su organizador
izquierda-derecha, la llamada Vesı́cula de Kupffer (VK), y que está directamente
involucrado en la determinación temprana izquierda-derecha. Sin embargo, el flujo
exhibe complejidad espacio-temporal. Además, su conversión al desarrollo asimétrico
aún resulta difı́cil de comprender a pesar de varios avances experimentales recientes
y esfuerzos numéricos. En este trabajo de tesis se proporciona más información
teórica sobre la esencia de la generación de flujo al proponer un modelo biofı́sico
mı́nimo que se reduce a un conjunto de soluciones singulares que satisfacen las
condiciones de contorno impuestas; incluyendo ciertas condiciones obtenidas como
resultado de otros procesos ya observados y comprendidas por el fluido actual en la
VK. Este modelo debe satisfacer los requisitos para la ruptura de la simetrı́a izquierda-
derecha, y a su vez deber ser susceptible a un análisis paramétrico extenso. Este
trabajo brinda un paso hacia adelante en esta dirección. Al encontrar las condiciones
generales para la solución analı́tica de la mecánica de fluidos de un rotlet dentro de
una esfera rı́gida, se ha ampliado el conjunto de soluciones disponibles de manera
que puede extenderse fácilmente a configuraciones más complejas. Por último, se
imponen las condiciones de contorno del modelo formulado y se analiza si es posible
encontrar una forma analı́tica cerrada para describrir el flujo en la VK.
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Índice general

Índice de figuras X

1. Introducción 1

1.1. Introducción . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1

1.2. Antecedentes y estado del arte . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4

1.2.1. Estudios relevantes basados en el modelo de ratón . . . . . . 4

1.2.2. Estudios basados en el modelo de pez cebra . . . . . . . . . . 7

1.3. Motivación . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
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Capı́tulo 1

Introducción

1.1. Introducción

La biologı́a del desarrollo es tema central en muchas investigaciones biológicas.
Se encarga de estudiar la ontogenia, procesos mediante los cuales los organismos
crecen y se desarrollan. En la etapa inicial del desarrollo de patrones corporales en
organismos multicelulares, las células en el embrión se organizan espacialmente
siguiendo un plan corporal concreto [1]; comenzando por la especialización de tres
ejes corporales decisivos que constituyen las bases del cuerpo: el eje anterior-
posterior, el eje dorsal-ventral y el eje izquierdo-derecho como se visualiza en la
Figura 1.1 para el caso del pez cebra. Estos ejes determinan la organización de los
órganos en los vertebrados [2,3].

Figura 1.1: Ejes corporales del pez cebra: Anterior-Posterior (A-P), Dorsal-Ventral
(D-V) e Izquierdo-Derecho (L-R).

Aunque en la mayorı́a de los vertebrados, incluyendo los humanos, la apariencia
externa es casi simétrica en el eje izquierdo-derecho, la disposición interna del
cuerpo está coordinada asimétricamente; el corazón y el hı́gado se encuentran
en la mitad izquierda y derecha del cuerpo respectivamente, como se visualiza
en la Figura 1.2(a), conocido como situs solitus; disposición más común. Otro tipo

1



2 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

de situs es el llamado situs inversus1 (ver Figura 1.2(b)), donde la distribución de
los órganos del cuerpo es reflejada con respecto a la distribución normal (situs
solitus). De algún modo, el embrión tiene un desarrollo coordinado, o sea, “sabe” que
algunos órganos pertenecen a un lado y otros órganos al otro lado. En este desarrollo
coordinado, lo más importante viene dado por las causas de su fracaso. Ello ha sido
objeto de estudio en numerosas investigaciones con patologı́as comunes mortales y
benignas [4–6] que están asociadas con una distribución irregular de los órganos en
el cuerpo, conocido como heterotaxia; situs ambiguus2.

(a) Situs solitus (normal) (b) Situs inversus (reflejado)

Figura 1.2: Representación de tipos de situs.

Un avance importante en el estudio de las heterotaxias se produjo con la investiga-
ción de Afzelius sobre el sı́ndrome de Kartagener, descrito en 1933 [4]. Este sı́ndrome
se identifica como una triada de condiciones que incluye problemas respiratorios, in-
fertilidad en los hombres y situs inversus [4,7,8]. En 1974, Afzelius realizó un estudio
basándose en una muestra de espermatozoides de cuatro hombres infértiles. Los
flagelos resultaron no móviles, debido a la ausencia de una proteı́na relacionada con
la parte motora de los mismos. Tres de los cuatro hombres presentaban problemas
en el funcionamiento de los cilios ubicados en sus pulmones; por otra parte los cuatro
hombres presentaban situs inversus. Para esta evidencia Afzeluis en 1976, propuso
como hipótesis: “La asimetrı́a visceral es determinada por el movimiento de los cilios

1Los individuos que poseen esta distribución, se conoce que su funcionamiento es tan bueno como
el de un individuo que posee situs solitus.

2La distribución de los órganos del cuerpo es aleatoria; diferente de situs solitus e inversus. Los
individuos que poseen este tipo de distribución presentan problemas en su funcionamiento.



1.1. INTRODUCCIÓN 3

de algunos tejidos epiteliales embrionarios” [4].

En el estudio realizado por Afzelius intervienen dos estructuras celulares: los
flagelos eucariotas y los cilios. Dichas estructuras poseen configuraciones idénticas.
Los cilios son expansiones celulares filiformes de aproximadamente 0.25 µm de
diámetro y de 2-15 µm de longitud. Suelen disponerse densamente empaquetados
en las superficies libres de numerosas células. Su estructura es compleja, cuenta
con más de 250 proteı́nas diferentes que pueden moverse; y su principal misión es
desplazar moléculas a través de un fluido. Especı́ficamente contienen una estructura
central de microtúbulos y otras proteı́nas asociadas, denominadas conjuntamente
como axonema, rodeado todo ello por una membrana celular. En su interior, además
del axonema, se encuentran una gran cantidad de moléculas solubles que participan
en cascadas de señalización [9]. Los cilios en general forman parte de las estructuras
celulares más conservadas en términos evolutivos. Existen diferentes tipos de cilios,
que se diferencian por su configuración, y que pueden ser móviles o no. Un tipo de
cilio es 9+2, presenta un axonema que consta de 9 pares de microtúbulos exteriores
que rodean a un par central [9], tal y como se describe en la Figura 1.3(a).

(a) Cilio con configuración 9+2 (b) Cilio con configuración 9+0

Figura 1.3: Estructura de un cilio.

Un axonema que carece de par central, cuya configuración es de 9+0 (ver Figura
1.3(b)), se conoce como cilio primario [9]. En general, este tipo de cilio presenta
poca movilidad, o es inmóvil. Los cilios baten con un movimiento coordinado de atrás
hacia adelante como un remo o rotatorio. Una función importante de los cilios es el
movimiento de los fluidos extracelulares; por ejemplo el flujo de fluido en el interior
de un embrión. En caso de ocurrir un deterioro en el desarrollo ciliar puede conducir
a la aleatorización del situs, y por tanto una formación de un tipo de heterotaxia, tal y
como se afirma en resultados experimentales realizados por Nonaka y colaboradores
(2002) [10].
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1.2. Antecedentes y estado del arte

Hasta el momento, según la hipótesis formulada por Afzelius, puede existir una
relación entre la distribución de los órganos en un embrión y el movimiento de los
cilios [4]. En base a esta hipótesis se estudia la ruptura de la simetrı́a izquierda-
derecha. Sabiendo que en muchos organismos la ruptura ocurre dentro de un grupo
especializado de células que forman un órgano transitorio genéricamente denomi-
nado “organizador” [2,3,11]; en el que está presente un flujo en movimiento como
consecuencia de la existencia de cilios en su interior. Dichos estudios se han basado
en varios modelos experimentales: ratón, pez cebra, Xenopus laevis y otros [10–15].
En esta investigación se abordan los dos primeros.

1.2.1. Estudios relevantes basados en el modelo de ratón

Los primeros estudios teóricos y experimentales se enfocaron en la ruptura de la
simetrı́a del flujo en el organizador izquierda-derecha del sistema modelo de ratón
conocido como nodo ventral (Figura 1.4) [11,16]. Determinándose que al cabo de
7-9 dı́as de la post-fertilización, la estructura interna del nodo ventral del embrión
de ratón posee cilios primarios o monocilios (dado que cada célula posee uno solo)
que generan un flujo direccional de derecha a izquierda [16]. Los cilios primarios que
se encuentran en la cavidad transitoria organidor izquierda-derecha en el modelo
de ratón se conocen como cilios nodales y el flujo generado por los mismos, se
denomina flujo nodal. En 1998, Nonaka y colaboradores concluyen que los cilios
nodales juegan un papel importante en la ruptura de la simetrı́a izquierda-derecha en
los vertebrados [11].

Experimentalmente, Nonaka y colaboradores en el 2002 [10], probaron directa-
mente el papel del flujo nodal en la distribución de los órganos en el modelo de ratón.
Dicho flujo fue manipulado por un flujo artificial externo. Para ello crearon un sistema
mediante el cual se genera un flujo artificial, constante y laminar controlado de dos
formas. En la primera forma, el flujo se dirije hacia la izquierda o hacia la derecha con
respecto al eje izquierdo-derecho, previamente establecido en el embrión. Mientras
que en la segunda forma, la velocidad del flujo puede ser ajustada en dependencia
de si se quiere un flujo rápido o lento. A este flujo se le adicionan embriones de
ratón, a los cuales previamente se les fue retirado la membrana que los cubre y
con ello se asegura que no estén aislados ambos flujos. De dicho experimento se
concluye que creando un flujo artificial dirijido hacia la izquierda, considerándolo
rápido o lento, este no cambia la dirección del flujo en el nodo ventral. En cambio,
creando un flujo artificial rápido hacia la derecha es suficiente para invertir el flujo
nodal intrı́nseco resultando un reverso de situs en un embrión normal. En este trabajo
también se consideron embriones de ratones mutantes con tendencia a heterotaxia.
En el que se concluye que un flujo artificial también es capaz de dirigir el situs de
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(a) Proyección del nodo
ventral sobre el plano for-
mado por los ejes A-P y
L-R

(b) Proyección del nodo ventral sobre el plano
formado por los ejes D-V y L-R

Figura 1.4: Descripción geométrica bidimensional del nodo ventral. (Modificada.
Tomada de [12].)

dichos embriones de ratones mutantes con inmovilidad ciliar.

Los resultados mostrados hasta aquı́ proporcionan la primera evidencia di-
recta de la influencia de un flujo artificial sobre el organidor izquierda-derecha.
Sin embargo, hasta el momento no quedaba claro cómo generar el flujo direccional a
través del movimiento de los cilios.

Una solución teórica a este problema fue propuesta por primera vez por Cartw-
right, Piro y Tuval, en el 2004 [12]. En este trabajo se muestra un análisis de la
dinámica del flujo nodal en el nodo, donde los monocilios que circulan incesante-
mente, inclinados hacia el semi-eje posterior generan colectivamente un flujo hacia
la izquierda que rompe el desarrollo simétrico izquierda-derecha. El flujo nodal fue
descrito por la ecuación de Stokes considerando inicialmente un dominio infinito. La
ecuación de Stokes es una ecuación lineal en función de la velocidad y la presión: u
y p respectivamente. Esto significa que si ui, i = 1, ..., n, n ∈ N representan n cam-
pos de velocidad que satisfacen la ecuación, o sea, son soluciones de la ecuación,
entonces una combinación de ellos es también una solución, según el Principio de
superposición [17]. Además, en el modelo se incluye información experimental ya
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conocida. Los cilios que recubren el suelo del nodo ventral giran, y cada uno produce
un vórtice sobre sı́ mismo en el flujo. El método en el que se basaron para dar una
solución analı́tica fue el Método de singularidad (MS) (más adelante se aborda en la
sección 2.5.1). Finalmente, cada vórtice ciliar puede ser modelado por un rotlet ( ver
las secciones 2.5.1 y 3.1) descrito por:

u =
L× r

8π |r|3
(1.1)

donde u es el campo de velocidad generado por el movimiento de cada cilio, L
representa el torque aplicado, r = (x, y, z) la coordenada en el espacio 3D, y |r| =√
x2 + y2 + z2 la distancia desde el origen.

Integrando la ecuación del movimiento de un elemento del fluido siguiendo el flujo
generado por un rotlet ẋ = u, con u dada por la ecuación (1.1). En primer lugar, se
toma el torque perpendicular a la parte inferior del nodo (plano XY) tal que se modele
un cilio vertical situado en el origen y rotando con L = (0, 0, l), siendo l la longitud del
nodo. Esto, conduce al origen de trayectorias resultantes para diferentes condiciones
iniciales reportadas en el artı́culo [12]. De ello, resulta el modelado de un conjunto
de cilios rotando mediante un conjunto de n rotlets distribuidos sobre el plano XY. El
campo de velocidad resultante es simplemente la suma de los n ui generados por
cada rotlet, y considerando la propiedad lineal de la ecuación de Stokes que ha sido
mencionada anteriormente:

utotal =
n∑
i=1

ui, (1.2)

para luego imponer las condiciones de contorno del problema. También, Cartwright,
Piro y Tuval realizaron un estudio variando el ángulo de inclinación de los cilios.
El rango estudiado fue [5◦, 25◦]; concluyendo que la amplitud angular, acorde con
las observaciones experimentales de la frecuencia de rotación de los cilios y de
la velocidad del flujo nodal, es 24◦ [12]. Esta predicción teórica fue verificada en
el 2005, por dos grupos de investigadores indistintamente: Okada y Nonaka y sus
repectivos colaboradores [18,19]; arribando a un valor muy aproximado al ya predicho,
y por tanto reafirmando que es suficiente considerar la inclinación de cada cilio para
obtener una descripción del flujo experimental.

A pesar de los avances obtenidos en el modelo de ratón, aún quedan interrogantes
por responder como: ¿qué ocurre una vez que se produce un flujo direccional? Hasta
el 2002, se pensaba que el flujo nodal estaba generado solamente por cilios primarios.
Sin embargo, un año más tarde, en un trabajo experimental se ha demostrado que
otra población de cilios parecen existir en el nodo, y se especula que esta segunda
población puede ser mecano-receptor no oscilatorio [20]. Se conoce que los cilios
primarios actúan como sensores llamados mecano-receptores, en respuesta al flujo
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por la apertura de canales de calcio, permitiendo una rápida afluencia de iones de
calcio en las células. En general, el flujo generado por los cilios móviles puede ayudar
al incremento de una relativa contribución de advección comparada con la difusión
en el transporte de partı́culas en un fluido, cuestiones que se siguen estudiando. En
términos fı́sicos entonces el transporte y mezcla de morfógenos forman un sistema
de advección-difusión. Otras cuestiones que aún no quedan claras son: ¿existe
una conservación del mecanismo en organismos distintos?, ¿la solución es única?,
¿rompen todos los vertebrados la simetrı́a de la misma manera?

1.2.2. Estudios basados en el modelo de pez cebra

Para dar respuesta a las interrogantes planteadas, los próximos estudios se han
centrado en el modelo de pez cebra (Danio rerio) que complementa al modelo clásico
de ratón por su transparencia y rápida visiblilidad del embrión; aproximadamente
entre las 8 y 11 h de post-fertilización [21–24]. En este caso su organizador izquierda-
derecha, conocido como Vesı́cula de Kupffer (VK) es geométricamente aproximado a
un esferoide. El mismo posee, de manera similar al nodo ventral, una capa de células
epiteliales monociliados que recubren una cavidad llena de lı́quido extracelular [25]
(Figura 1.5). Una vez más, como en el modelo de ratón, las pequeñas fuerzas gene-
radas por monocilios móviles son suficientes para generar el movimiento del fluido
en la VK [26]. Sin embargo, identificar con precisión las caracterı́sticas asimétricas
izquierda-derecha del flujo ha resultado ser más complejo. Primeramente, se debe a
la complejidad de la geometrı́a tridimensional de la VK, en comparación con el caso
del nodo ventral; conduciendo a un análisis más complejo de patrones del fluido en
la VK [13,27,28]. La observación experimental de la existencia de una circulación
vortical relativamente simple en sentido antihorario (cuando se observa desde el lado
dorsal) en el plano medio coronal de la VK [24], como se muestra en la Figura 1.5,
no es suficiente para aclarar el desarrollo de lateralidad. Tal flujo mantiene la simetrı́a
de izquierda-derecha a menos que la orientación de los cilios, la distribución espacial
o las caracterı́sticas de sus batidos, dicten lo contrario. A pesar del progreso reciente
en el modelo, la descripción experimental del movimiento de los cilios y del flujo en el
interior de la VK [14,15,29] aún no se han resuelto por completo.

Para describir el flujo en la VK se ha usado la ecuación de Stokes, como en
el modelo de ratón. Esta ecuación permite el uso de métodos analı́ticos basados
en soluciones fundamentales, correspondiendo a un flujo producido por fuerzas
puntuales en el fluido. En particular para el caso del ratón consideraron el MS (ver
la sección 2.5.1); modelando cada cilio mediante la singularidad: rotlet [12]. Para
el caso del modelo de pez cebra se han usado métodos numéricos [13–15, 27];
obteniendo simulaciones del proceso incorporando resultados experimentales al
modelo, contribuyendo a ciertos avances, pero aún sin explicar el origen de la ruptura
de la simetrı́a. Montenegro-Johnson y colaboradores estudiaron una de las hipótesis,
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Figura 1.5: Localización del organizador en el embrión del pez cebra, y el flujo vortical
impulsado por los cilios dentro de la VK. Campo de flujo dentro de la VK determinada
por el eje izquierdo-derecho.

antes planteada, que puede conllevar a la ruptura de simetrı́a izquierda-derecha;
la ruptura puede estar dada mediante cilios mecano-sensoriales sugiriéndose una
continuación de la investigación para probar dicha hipótesis [14].

1.3. Motivación

Hasta el momento, los pasos iniciales del proceso de ruptura de simetrı́a izquierda-
derecha no están claros. Se conoce que el movimiento de los cilios crea un flujo
de fluido en el organizador durante el perı́odo embrionario de un organismo, y
además, se sabe que están involucrados en dicho proceso. La naturaleza de la señal
que se produce por el fluido se debate todavı́a. En la literatura se consideran dos
mecanismos vinculados con el proceso: quimio-sensorialidad y mecano-sensorialidad.
Por otra parte, se cuestiona si ambas teorı́as guardan una relación con el movimiento
generado por los cilios y además, cómo es su descripción; hipótesis que desde el
modelo de ratón aún no están claras [30]. Se piensa que el flujo sirve como portador
de una señal quı́mica morfogénica o actúa como una señal mecánica intrı́nseca para
la cascada posterior de eventos genéticos y de desarrollo [3, 20]. Actualmente, la
hipótesis del flujo nodal es uno de los ejemplos más exquisitos del papel constructivo
de la mecánica de fluidos en el establecimiento de patrones fundamentales en las
primeras etapas del desarrollo en vertebrados [10–12,14,15,18,19,29,31].

A pesar de las constantes investigaciones aún no se describe detalladamente la
dinámica del flujo tridimensional en la VK. Hasta ahora, no hay una representación
analı́tica del campo de velocidad del flujo en la VK, como en el caso del modelo de
ratón, que permita describir su dinámica. En general, el estudio y análisis del patrón
del flujo dentro de un embrión puede ayudar a la detección del situs en la etapa
temprana del desarrollo. Luego la investigación favorece al impacto directo en logros
cientı́ficos de futuras investigaciones biomédicas.
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1.4. Problema cientı́fico e hipótesis

Problema cientı́fico

¿La ruptura de simetrı́a en la VK se describe mediante una solución analı́tica
considerando un Flujo de Stokes inducido por un rotlet, dado que el flujo es vortical,
viscoso, incompresible, newtoniano, laminar y asimétrico?

Hipótesis

El estudio de las soluciones del Flujo de Stokes inducido por un rotlet en una
esfera rı́gida permite decidir si es posible describrir el flujo en la VK mediante una
forma analı́tica cerrada como en el caso del modelo de Ratón.

1.5. Objetivo general y objetivos especı́ficos

Objetivo General

Establecer las condiciones generales para las cuales se puede encontrar una
forma analı́tica cerrada considerando un Flujo de Stokes inducido por un rotlet, tal
que permita describir el flujo sujeto a condiciones necesarias obtenidas experimen-
talmente en la VK.

Objetivos Especı́ficos

1. Proponer un modelo biofı́sico mı́nimo que permita describir el movimiento de
fluido dentro de una geometrı́a esférica simplificada de la VK.

2. Buscar estrategias de solución del modelo propuesto en el punto (1) conside-
rando un rotlet en el interior de la esfera.

2.1. Analizar la dinámica del fluido en la solución para el caso de un rotlet
dentro de la esfera; con un eje desplazado, y a su vez perpendicular a
otro eje de la esfera como una función de desplazamiento del centro de la
misma.

2.2. Obtener las condiciones necesarias para obtener un rotlet inclinado que
dependa del desplazamiento respecto al centro de la esfera.

3. Analizar si es posible encontrar una solución exacta considerando un rotlet con
las caracterı́sticas obtenidas en el punto (2.2).
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1.6. Estructura de la tesis

En este trabajo de tesis se desea encontrar un modelo biofı́sico mı́nimo que
permita describir la dinámica de la ruptura de simetrı́a izquierda-derecha. La idea
que se sigue es modelar el flujo generado por el movimiento de los cilios mediante
un rotlet no centrado para describrir el flujo tridimensional en la VK. Resultados
experimentales obtenidos recientemente justifican que el movimiento resultante del
movimiento de los cilios genera un flujo interior vortical no centrado. En particular el
movimiento del flujo en la VK observado en [29,32] es vortical y está ubicado en el
plano anterior-dorsal. Es importante destacar que en las investigaciones realizadas
hasta la fecha han considerado cada cilio. Los mismos han sido modelados mediante
el uso de singularidades. Sin embargo, en este trabajo se considera una sigularidad
(rotlet) para modelar el movimiento flujo, como resultado del movimiento de los cilios,
en la VK. El modelo propuesto se va a resolver mendiante un método analı́tico
conduciendo a una solución exacta con la inclusión de una mı́nima información
experimental en el mismo.

A continuación se realiza una descripción general sobre la estructura y temas
centrales abordados en las próximas secciones:

Capı́tulo 2: se presenta el modelo biofı́sico mı́nimo propuesto para describir el
movimiento de fluido dentro de una geometrı́a simplificada de la VK, ası́ como su
fundamentación. Además se abordan definiciones básicas necesarias para compren-
der ciertas cuestiones de la investigación y el método de solución considerado para
resolver el problema de contorno formulado.

Capı́tulo 3: se presentan los resultados y sus respectivos debates. Especı́ficamen-
te, se estudian las soluciones ya conocidas en la literatura y se busca soluciones no
equivalentes a las mismas basándose en la nueva propuesta del modelo biofı́sico. Se
procede además a buscar la solución del modelo biofı́sico planteado en función de
las soluciones no equivalentes encontradas. Dicha solución depende de encontrar la
primitiva de una integral. Para ello, se presenta el cálculo y análisis de la convergencia
de la integral. Dicho análisis ha sido fundamental para concluir que no es posible
encontrar una forma cerrada de las funciones escalares y por tanto no existe una
solución exacta para el modelo biofı́sico propuesto.

Capı́tulo 4: se presenta una conclusión de la investigación de acuerdo al objetivo
general planteado en este trabajo de tesis y se recomienda una continuación.

Capı́tulo 5: se presenta una propuesta de cómo proceder para estudiar la ruptura
de simetrı́a izquierda-derecha.



Capı́tulo 2

Metodologı́a de la investigación y
fundamentaciones

En este capı́tulo se presenta la formulación del modelo biofı́sico mı́nimo propuesto
para describir el movimiento de fluido dentro de una geometrı́a simplificada de la
VK (considerada como esférica) y su fundamentación. A continuación se tratan
definiciones básicas y el método de solución considerado para resolver el problema
de contorno formulado.

2.1. Formulación del problema de contorno

En la mayorı́a de las aplicaciones no es de interés obtener la solución general
de una ecuación diferencial, sino una solución particular que satisfaga ciertas con-
diciones dadas. Esto da origen a los problemas de valor inicial o de contornos. El
problema de contorno que se considera en esta investigación es el siguiente:

Se considera un flujo Newtoniano, viscoso, laminar e incompresible

∇p− µ∇2u = f (2.1)

∇ · u = 0 (2.2)

donde p = p(x) y u = u(x) representan la presión y el campo de velocidad en la
posición x respectivamente, µ la viscocidad dinámica del flujo, y f proviene de las
fuentes externas que actúan sobre el fluido. La ecuación (2.1) es conocida como
Ecuación de Stokes y la ecuación (2.2) se deduce de la ecuación de continuidad o
conservación de la masa considerando un fluido incompresible (más adelante se
explican las ecuaciones (2.1) y (2.2)).

11
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La condición de contorno considerada es tipo Dirichlet, conocida en la literatura
como condición de no-slip, tal y como se muestra en la ecuación (2.3),

u|∂Ω = 0. (2.3)
∂Ω : Contorno del Dominio.

En las siguientes secciones se explican las ecuaciones y condiciones, conside-
radas en esta investigación, que conforman el problema de contorno: ecuación de
Stokes, flujo incompresible y condiciones de contorno no-slip.

2.2. Ecuación de Stokes

Mediante la mecánica de fluidos se pueden explicar muchos procesos y fenóme-
nos biológicos. La mecánica de fluidos es una rama de la mecánica de los medios
continuos que estudia el movimiento de los fluidos, dı́gase gases y lı́quidos, ası́ como
las fuerzas que lo provocan. El movimiento de un fluido es tı́picamente modelado
mediante la ecuación de ecuación de Navier-Stokes; ecuación en derivadas parciales
no lineal. La ecuación de Stokes es una versión simplificada de dicha ecuación; solo
en el caso de la presencia de un flujo de fluido en un régimen de bajo número de
Reynolds [33]. El número de Reynolds es una magnitud adimensional que mide la
razón entre las fuerzas inerciales y las viscosas. Las escalas de longitudes pequeñas
de los flujos biológicos en cuestión contribuye a régimenes con bajos números de
Reynolds en el flujo donde las fuerzas viscosas dominan a las fuerzas inerciales.

Un flujo incompresible de velocidad u se describe como:

∇ · u = 0, (2.4)

la cual expresa la conservación de la masa, y la ecuación de Navier-Stokes

∂u

∂t
+ (u · ∇)u = −1

ρ
∇p+ ν∆u+

1

ρ
f, (2.5)

donde u, ρ, ν y p representan la velocidad, la densidad, la viscocidad cinemática y la
presión del fluido respectivamente y f las fuentes externas que actúan sobre el fluido.
Inspeccionando el flujo se puede encontrar una longitud caracterı́stica L, una veloci-
dad caracterı́stica U determinada por el mecanismo particular de conducir el flujo, y
un tiempo caracterı́stico T definido como L/U . La escala de la densidad caracterı́stica
por ρ0, la presión caracterı́stica por P y las fuentes externas caracterı́sticas se repren-
sentan por F . Luego se deducen las variables adimensionales x′ = x/L, u′ = u/U ,
t
′

= t/T , ρ′ = ρ/ρ0, p
′

= p/P , f ′ = f/F . Las magnitudes se pueden medir siguiendo
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el siguiente patrón: la velocidad patrón será U = LT−1, la densidad ρ0 = ML−3,
la presión P = ρ0U

2 = ML−1T−2 y la densidad de fuerza F = ML−2T−2. Sustitu-
yendo las variables dimensionales en función de sus correspondientes variables
adimensionales en la ecuación (2.5) se llega a:

∂
(
u
′
U
)

∂ (t′T )
+
(
u
′
U · ∇x′

)
u
′
U = − 1

ρ′ρ0

∇x′

(
p
′
P
)

+ ν∆x′

(
u
′
U
)

+
1

ρ′ρ0

f
′
F, (2.6)

U

T

∂u
′

∂t′
+
U2

L

(
u
′ · ∇x′

)
u
′
= − P

ρ0L

1

ρ′
∇x′p

′
+
νU

L2
∆x′u

′
+
F

ρ0

1

ρ′
f
′
. (2.7)

Multiplicando la ecuación (2.7) por T
U

queda:

∂u
′

∂t′
+
UT

L

(
u
′ · ∇x′

)
u
′
= − TP

Uρ0L

1

ρ′
∇x′p

′
+
Tν

L2
∆x′u

′
+
TF

Uρ0

1

ρ′
f
′
. (2.8)

Si se hace un análisis de las dimensiones de los coeficientes de la ecuación (2.8)
se obtiene que son adimensionales, o sea:

UT
L

= LT−1T
L

= c1, TP
Uρ0L

= TML−1T−2

LT−1ML−3L
= c2, Tν

L2 = TL2T−1

L−2 = 1
Re

y TF
Uρ0

= ML−2T−1

ML−2T−1 = c3,
siendo c1, c2, 1

Re
y c3 valores adimensionales; Re representa el número de Reynolds.

Luego la ecuación (2.5) en la forma adimensional se expresa:

∂u
′

∂t′
+ c1

(
u
′ · ∇x′

)
u
′
= −c2

1

ρ′
∇x′p

′
+

1

Re
∆x′u

′
+ c3

1

ρ′
f
′
. (2.9)

El primer término del miembro izquierdo de la ecuación (2.9) se identifica como
la aceleración y el segundo término representa las fuerzas inerciales. Para un flujo
estable (independiente en el tiempo) el primer término de la ecuación (2.9) se
desprecia. Luego la ecuación (2.9) se reduce a:

c1

(
u
′ · ∇x′

)
u
′
= −c2

1

ρ′
∇x′p

′
+

1

Re
∆x′u

′
+ c3

1

ρ′
f
′
. (2.10)

El número de Reynolds expresa la magnitud de las fuerzas inerciales
(
(
u
′ · ∇x′

)
u
′ ≈ U2/L) en relación con las fuerzas viscosas (ν∆x′u

′ ≈ (νU)/L2).
En el caso de Re� 1, los términos del miembro izquierdo de la ecuación (2.10) son
pequeños comparados con los términos del miembro derecho y por tanto pueden
ser despreciados. En otras palabras, el número de Reynolds se determina mediante
el cociente: Finercia/Fviscocidad. Si el número de Reynolds (Re) es muy pequeño, o
sea, Re� 1, significa que las fuerzas viscosas dominan a las fuerzas inerciales que
intervienen en el fluido. En este caso el término Finercia se puede despreciar y de
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esta manera se está en presencia de un flujo de Stokes. Transformando a variables
dimensionales este flujo es descrito por la ecuación de Stokes:

−1

ρ
∇p+ ν∆u+

1

ρ
f = 0, ν =

µ

ρ
, (2.11)

∴ −∇p+ µ∆u+ f = 0. (2.12)

En cambio si se consideran variables adimensionales, teniendo en cuenta la
ecuación (2.10), la ecuación de Stokes adimensional se describe como:

c2
1

ρ′
∇x′p

′
+

1

Re
∆x′u

′
+ c3

1

ρ′
f
′
= 0, (2.13)

c2∇x′p
′
+

µ

LUρ0

∆x′u
′
+ c3f

′
= 0, ν =

µ

ρ′ρ0

∧ 1

Re
=

µ

LUρ′ρ0

. (2.14)

La ecuación (2.14) es una de las ecuaciones consideradas en el problema de
contorno. Esta ecuación es lineal con respecto a la velocidad del flujo permitien-
do la construcción de la solución por medio de una combinación de soluciones
fundamentales; Principio de superposición [17].

2.3. Flujo incompresible

Un flujo se considera incompresible si la densidad (ρ) del fluido en todo el flujo es
aproximadamente igual, o sea permanece constante. Por tanto, el volumen de todas
las porciones del fluido casi no varı́a, se mantiene constante, en el transcurso del
movimiento. Matemáticamente, se describe como:

∇ · u = 0,

y proviene de la ecuación de conservación de la masa:

∂ρ

∂t
+∇ · (ρu) = 0.

2.4. Condición no-slip

La condición no-slip, condición no deslizante (en español), para fluidos viscosos
establece una condición en el contorno de un cierto dominio dado por una superficie
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cerrada. En el contorno se considera que la velocidad del fluido es cero. Lo anterior
significa que en la interfaz fluido-contorno, la fuerza de atracción entre las partı́culas
de fluido y las partı́culas del contorno (fuerzas adhesivas) es mayor que la existente
entre las partı́culas del fluido (fuerzas de cohesión). Este desequilibrio de fuerzas
hace que la velocidad del fluido tienda a cero.

En esta investigación, la condición de contorno no-slip es clave en el flujo originado
por el movimiento de los cilios. En el modelo de pez cebra, se puede considerar como
válida, teniendo en cuenta que en este caso la superficie sólida es la membrana
de la VK; dado que se conoce que esta condición es válida para la interacción de
un fluido y una superficie sólida. Dicha condición ha sido empleada en numerosas
investigaciones en este campo [13,14,26,28].

2.5. Propuesta de solución

Numerosas investigaciones se han basado en la ecuación de Stokes; por ejemplo
en la ciencia de polı́meros y reologı́a de suspensiones, locomoción de microorganis-
mos y otros flujos biofı́sicos o de gran escala pero lentos. Al mismo tiempo, estas
disciplinas cientı́ficas han contribuido en gran medida al desarrollo de métodos ma-
temáticos apropiados con los cuales abordar su análisis. Sin embargo, encontrar
soluciones exactas bajo condiciones de contornos arbitrarias suele ser una tarea
difı́cil. Se cuenta con solo un número limitado de soluciones de forma cerrada conoci-
das hasta la fecha y solo para configuraciones geométricas simétricas simples [34].

Un poderoso método analı́tico disponible para encontrar soluciones aproximadas
en flujos de Stokes es el llamado MS, ya usado en el modelo de ratón [12]. Este
método fue propuesto por Lorentz, Oseen y Burgers [35,36].

2.5.1. Método de singularidad

El MS se basa en una expansión multipolar de la solución exacta para un término
de forzamiento singular en la ecuación. Al elegir la distribución espacial apropiada de
términos individuales de la expansión (es decir, las singularidades básicas conocidas:
Stokeslet, Rotlet (también llamado como Couplet por Batchelor [37]), Stresslet y
otras), permiten abordar problemas complejos y dependientes del tiempo [37–48].

El MS se ha empleado con éxito para construir descripciones fı́sicas de la mecáni-
ca de fluidos del flujo dentro de los organizadores izquierda-derecha (tanto en el caso
del nodo de Hensen del ratón como en la VK del pez cebra) y para expresar, analizar
y predecir a través de modelos matemáticos y computacionales, las caracterı́sticas
de estos flujos de fluidos [12,13,26,29]. Siguiendo algunos elementos del modelado,
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este trabajo propone encontrar una solución que describa el flujo. Dicha solución
se reduce a una suma de soluciones rotacionales, pero en lugar de modelar el flujo
inducido por cada cilio circular individual como se hizo previamente en [12] para el
nodo del ratón y en [14] para la VK, se considera una singularidad rotacional única
para representar la estructura vortical general del flujo en la VK. La singularidad que
se considera es: rotlet. El rotlet se describe mediante la velocidad del flujo resultante
a partir de un torque ejercido sobre el fluido. Si bien la literatura ya proporciona una
solución exacta para el mismo problema [48], esto está restringido a una configura-
ción geométrica muy especı́fica del rotlet tridimensional: desplazado radialmente a lo
largo de uno de los ejes de la esfera (o sea, el eje z) mientras apunta ortogonalmente
a él (es decir es paralelo al eje y). Aquı́, en cambio, se abordan las condiciones
generales para la existencia de otras soluciones independientes, compatibles con la
simetrı́a y las condiciones de contorno del problema. Al hacerlo, se podrá abordar las
posibles asimetrı́as izquierda-derecha en los flujos establecidos que surgen de las
asimetrı́as anterior-posterior y dorsal-ventral en el campo de fuerza.



Capı́tulo 3

Resultados y discusión

3.1. Formulación del modelo y preliminares

La VK del pez cebra es una estructura aproxidamente esferoidal con dimensiones
70 × 60 × 30 µm3, ubicada transitoriamente en el embrión en desarrollo durante
la somitogénesis temprana (ver Figura 1.5). Su interior está lleno de lı́quido que
está puesto en movimiento por cilios de 2-4 µm de longitud que recubren su capa
celular interna [13]. El movimiento de los cilios genera un flujo predominante vortical
en sentido antihorario cuando se ven desde el lado dorsal, con un centro desplazado
hacia el extremo anterior [24]. La pequeña escala de la VK unida a la lenta velocidad
del flujo en la VK implica que se está dentro del ámbito de un flujo con bajos números
de Reynolds, con Re . 10−3 [13]. En el contexto anteriormente descrito, la mecánica
de fluidos correcta dentro de la VK simplemente está modelada por la ecuación de
Stokes para un fluido incompresible sujeta a una condición de contorno tal y como se
describe en las ecuaciones (2.1)-(2.3) en forma adimensional:

∇p−∇2u = 0

∇ · u = 0 (3.1)
u|∂Ω = 0

Ω : esfera.

donde p = p(x) y u = u(x) representan la presión y el campo de velocidad en
la posición x respectivamente con x ∈ <3. La presión es la presión adimensional
relativa a c2 = TP

Uρ0L
y el número de Reynolds para el flujo es: Re = LU

µ
, siendo

µ es la viscocidad dinámica del flujo. Luego el campo de velocidad es el campo
adimensional relativo a µ

LUρ0
, donde L la longitud caracterı́stica referida al duplo del

radio de la esfera, U la velocidad caracterı́stica del flujo producido por los cilios (20−50

17
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µm/s), µ = 10−3 Pa s, T es el tiempo caracterı́stico que demora en transportarse las
moléculas, proteı́nas y sustancias que están en el flujo de un lado a otro de la esfera:
T = L/U , ρ0 = 10−18 Kg/µm3 y P = ρ0U

2 son la densidad y la presión caracterı́stica
del flujo respectivamente. Además, el flujo está sujeto a condiciones de contorno de
tipo Dirichlet: no-slip; lo que significa que la velocidad del flujo es idénticamente cero
próxima a la capa celular.

Una representación conveniente en coordenadas esféricas de la solución general
del sistema de ecuaciones (3.1) fue dado por Ranger [49] en la forma:

u(r, θ, φ) = curl2
[
rψ(r, θ)

r sin θ
cosφ

]
+ curl

[
rχ(r, θ)

r sin θ
sinφ

]
,

p(r, θ, φ) =
µ

r sin θ

∂

∂r

[
∂2ψ(r, θ)

∂r2
+

sin θ

r2

∂

∂θ

(
1

sin θ

∂ψ(r, θ)

∂θ

)]
cosφ, (3.2)

donde las coordenadas esféricas (r, θ, φ) están relacionadas con el vector posición
cartesiano x de manera habitual, r ∈ [0, 1], θ ∈ [0, π] y φ ∈ [0, 2π), y las funciones
escalares ψ y χ satisfacen:

L2
−1ψ = L−1χ = 0, (3.3)

con el operador de Stokes L−1 definido como: L−1 ≡ ∂2

∂r2
+ sin θ

r2
∂
∂θ

(
1

sin θ
∂
∂θ

)
o, expre-

sando el campo de velocidad en sus componentes esféricas,

ur(r, θ, φ) = − 1

r2

∂

∂θ

[
1

sin θ

∂ψ

∂θ

]
cosφ,

uθ(r, θ, φ) =

[
1

r

∂

∂θ

(
1

sin θ

∂ψ

∂r

)
+

χ

r sin2 θ

]
cosφ, (3.4)

uφ(r, θ, φ) = −
[

1

r sin2 θ

∂ ψ

∂r
+

1

r

∂

∂θ

( χ

sin θ

)]
sinφ.

Como se ha descrito anteriormente, se sabe que el flujo en la VK es predomi-
nantemente vortical, viscoso, incompresible, newtoniano y asimétrico [13, 26, 29].
Con el objetivo de construir un modelo mı́nimo para describir la dinámica del flujo
en la VK, tal que capture todas las caracterı́sticas observadas experimentalmente,
se ha decidido optar por la solución singular más simple capaz de proporcionar un
movimiento del flujo vortical con la geometrı́a aproximada correcta: un rotlet en el
interior de una esfera rı́gida llena de un flujo viscoso e incompresible (Figura 3.1(a)).
Esta solución, en principio, es sensible a un análisis paramétrico extenso y puede
extenderse fácilmente a configuraciones más complejas. Para representar y funda-
mentar ciertas cuestiones de la investigación se emplean dos tipos de softwares:
Matlab y Wolfram Mathematica.
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(a) (b)

(c) (d)

Figura 3.1: Rotlet en una esfera. 3.1(a) Definición de un sistema de referencia,
posición y orientación del rotlet. 3.1(b) Una sección transversal de ‖u(r)‖ comparando
las soluciones considerando contornos finitos (Hackborn y colaboradores [48] ) y
considerando contornos infinitos (rotlet). 3.1(c) Lı́neas de flujo por la solución dada
por Hackborn y colaboradores, o sea, (x0, y0, z0) = (0, 0, c) y L = (0, 1, 0), con c = 0.25
y 7 condiciones iniciales seleccionadas al azar en el plano coronal medio. 3.1(d)
Proyección de la lı́nea de flujo representada en 3.1(c) en el plano XY mostrando
claramente la estructura vortical.

En esta investigación se considera un rotlet con torque de magnitud L = (l1, l2, l3)
(con l1, l2, l3 ∈ R), centrado en la posición x0 = (x0, y0, z0) adimensional con respecto
a una escala de longitud h = radioesfera (o (c, θ0, φ0) en coordenadas esféricas) dentro
de una esfera unitaria con origen O, fijado en el sistema de coordenadas asumido
como se representa en la Figura 3.1(a). Se conoce que en un espacio tridimensional
infinito, la solución u0 para el problema de Stokes definido anteriormente cuando el
flujo tiende a cero en el infinito, conduce a la forma simplificada:
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u0 =
L×R

8π ‖R‖3 (3.5)

la cual se interpreta como el flujo inducido por la rotación de una esfera infinitesi-
malmente pequeña en un fluido viscoso [50, 51], y corresponde al primer término
antisimétrico en la solución de expansión multipolar de las dos primeras ecuacio-
nes en (3.1). R representa el vector de posición relativa R ≡ x− x0, y ‖R‖ su
l2-norma. u0 es adimensional relativo a L∗/h2µ; siendo L∗ torque caracterı́stico y µ
es la viscocidad dinámica del flujo.

Para un flujo infinito siempre hay una transformación geométrica simple que
consiste en una rotación tridimensional más una translación, que lleva x0 a O, y
L a k. Sin embargo, con las condiciones de contorno en la esfera definida en la
ecuación (3.1), la solución depende únicamente de la posición y la orientación del
vector de torque L. Hackborn y colaboradores [48] obtuvieron una solución particular
restringida a una configuración geométrica del rotlet tridimensional: desplazado
radialmente en una porción del eje z, es decir, x0 = (0, 0, c), paralelo al eje y, o sea,
L = (0, 1, 0). Además, proporcionaron una forma cerrada para las funciones escalares
ψ y χ. Las Figuras 3.1(c)-3.1(d) muestran algunas lı́neas de flujo calculadas para
la solución cuando c = 0.25 y un conjunto de condiciones aleatorias en el plano
XY. La Figura 3.1(b) compara el flujo interior de una esfera rı́gida con un flujo en
un espacio infinito; como se puede ver la mayor diferencia surge cuando se va
aproximando a r = 1 donde el rotlet no satisface la condición no-slip impuesta. En
esta investigación, se ampliará el análisis realizado por Hackborn y colaboradores
para proporcionar las condiciones geométricas necesarias para la existencia de otras
soluciones independientes, compatibles con la simetrı́a y las condiciones de contorno
impuestas en el problema.

3.2. Análisis de la dinámica del campo de velocidad

A continuación se ha analizado la dinámica y se ha representado el campo de ve-
locidad obtenido por Hackborn y colaboradores [48]. En la Figura 3.2 se muestra una
selección de campos de velocidades u representadas por las coordenadas descritas
en (3.4), pero en coordenadas cartesianas para varios valores de c, considerando
126 condiciones iniciales.

En dependencia de la posición del rotlet es el comportamiento del flujo. En general
se visualiza que los mayores valores de la velocidad están ubicados alrededor del
rotlet. En la Figura 3.2(b) se puede presenciar mejor dicha observación. Este resultado
coincide con una de las conclusiones dadas por Montenegro y colaboradores en el
2016 [14].
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Figura 3.2: Representación de un campo de velocidad de acuerdo a la discretización
escogida para dos valores de c. 3.2(a) Solución particular del campo de velocidad
para c = 0.1. 3.2(b) Solución particular del campo de velocidad para c = 0.45.

(a) Trayectoria c = 0.3 (b) Trayectoria c = 0.4 (c) Trayectoria c = 0.5

(d) Trayectoria c = 0.6 (e) Trayectoria c = 0.7 (f) Trayectoria c = 0.8

Figura 3.3: Representación de las posiciones de las partı́culas del flujo para c =
0.3:0.1:0.8 considerando 126 condiciones iniciales en 2D.
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Para una mejor visualización de la estructura del flujo se ha representado la
posición de la partı́culas del flujo en la Figura 3.3. Cuando el rotlet se va acercando a
la frontera se hace más visible una estructura deformada con respecto a los cı́rculos
que se observaban cuando el rotlet se encuentra en el origen. Las estructuras
circulares se van alargando cuando el rotlet se ubica cerca de la frontera. En general
el campo de velocidad disminuye al aproximarse a la frontera, tal y como se espera,
dada las condiciones de fronteras usadas (ver Figura 3.2).

En la Figura 3.3 a partir de un valor de c ocurre una separación y un reverso del
flujo. ¿A qué se debe esto? Para ello es necesario realizar un estudio de la vorticidad
del flujo.

3.2.1. Análisis de la vorticidad

En la mecánica de fluidos, la vorticidad (magnitud fı́sica) se emplea para cuantificar
la rotación de un fluido. Matemáticamente la vorticidad es el campo vectorial definido
por el rotacional del campo de velocidades:

ω = ∇× u. (3.6)

Para cuando c > c∗, c∗ es el valor crı́tico donde la vorticidad del flujo, cuando r = 1
y φ = 0, es cero y por tanto ocurre un cambio de signo en la vorticidad [48]. Ello,
conlleva a la ocurrencia de una separación del flujo en dos regiones tal y como se
observa en las Figuras 3.3(c)-3.3(f).

Haciendo un análisis de la vorticidad permitirá conocer el número de vórtices en
el fluido. Considerando las expresiones de la velocidad dada en (3.4), con r = 1 y
φ = 0, se obtiene:

ω (θ) = ∇× u =
1

r

(
∂ (r uθ)

∂r
− ∂ur

∂θ

)
φ̂, 0 < θ < π, (3.7)

ω (θ) = ∇× u = W (θ) φ̂, 0 < θ < π. (3.8)

La Figura 3.4 muestra el gráfico de W (θ) cuando θ = π, y c ∈ (0, 1). El término
W (π) |c es negativo para c < c∗, tiene un cero real en c = c∗, y para cuando c > c∗

es positivo. W (θ) |c tiene una curva de ceros reales para 0 < θ < π para c > c∗.
Para cada valor dado de c > c∗, el cero correspondiente de W (θ) determina una
separación en el plano φ = 0 (plano XZ en cartesianas); observándose dos direciones
de flujo. Luego existen dos vórtices, el movimiento general de remolino del fluido que
está generado por el rotlet desplazado en (0, 0, c) y otro inverso cuando c > c∗.
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Figura 3.4: Representación del coeficiente de la vorticidad del flujo W cuando θ = π
y c ∈ (0, 1).

Para analizar si existe ruptura de simetrı́a izquierda-derecha en términos de
magnitudes en el flujo se ha considerado, por ejemplo, la magnitud escalar rapidez.
Para ello se ha particionado el plano XZ en cuatro regiones: P, A, L, R. En cada
región se calcula el promedio de la rapidez de las partı́culas del flujo ubicadas en
las cuatro regiones seleccionadas, tal y como se visualiza en la Figura 3.5. Como
resultado del cálculo no existe ruptura de simetrı́a izquierda-derecha en términos
de magnitud, pues los valores promedios de la rapidez en las regiones izquierda y
derecha coinciden. Luego el campo de velocidad no muestra asimetrı́a izquierda-
derecha.

Figura 3.5: Dominio establecido para verificar si hay rotura de simetrı́a izquierda-
derecha.
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3.3. Flujo de Stokes inducido por un rotlet-inclinado
en una esfera

Se desea encontrar una solución del problema de contorno definido en (3.1);
considerando un rotlet inclinado en el interior de una esfera estacionaria unitaria.
Se conoce que p = p (x) es la presión y u = u (x) es la velocidad en la posición x
que posee un flujo vortical, viscoso, incompresible, newtoniano y asimétrico. En el
problema de contorno en (3.1) interviene la Ecuación de Stokes, la condición de flujo
incompresible y la condición de contorno; condición de no-slip (condición de contorno
de Dirichlet).

El rotlet inclinado en el interior de la esfera unitaria se va a describrir como:

usolution = u0 + u1, (3.9)

con u0 solución analı́tica dada en (3.5) y u1 representa el campo de velocidad (función
vectorial considerada de clase C2) en la región del flujo con ε < r < 1.

Primeramente, se va a obtener u0 considerando un rotlet inclinado. Para ello,
se desea encontrar una base que genere el espacio de soluciones que se desea
encontrar (conjunto de rotlets inclinados). Uno de los elementos de la base es
la solución que se origina de considerar el rotlet paralelo al semi-eje positivo y,
perpendicular al plano XZ; presentada por Hackborn y colaboradores en 1986 [48]. El
otro elemento de la base es una solución es tal que sea independiente a la aportada
en [48].

En las próximas secciones se trabaja en función de encontrar soluciones no
equivalentes a las ya aportada por Hackborn y colaboradores [48] para obtener la
base deseada. Para ello el primer paso es encontrar la forma general de un rotlet tridi-
mensional bajo las condiciones de contornos asumidas inicialmente (Esféricamente-
simétrica).

3.3.1. Condiciones necesarias para construir un rotlet tridi-
mensional con condiciones de contornos esféricamente-
simétrica

Para construir una solución diferente a la ya encontrada en la literatura [48] se
va a considerar un rotlet donde el torque aplicado es L = (l1, l2, l3) con l1, l2, l3 ∈ R,
centrado en la posición x0 = (x0, y0, z0) (o (c, θ0, φ0) en coordenadas esféricas) dentro
de una esfera unitaria. El origen del sistema denotado por O se representa en la
Figura 3.1(a). Por definición, el rotlet se puede modelar como en la ecuación (3.5).

Para simplificar el trabajo es conveniente introducir variables no dimensionales,
por lo que todas las longitudes serán tomadas como adimensionales. Teniendo en
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cuenta que el dominio es una esfera las coordenadas a usar son las coordenadas
esféricas, por lo tanto, si (x, y, z) son coordenadas cartesianas lo equivalente en
coordenadas esféricas es (r, θ, φ), con r ∈ [0, 1], θ ∈ [0, π] y φ ∈ [0, 2π).

La esfera considerada es de radio r = 1 con centro en el origen. El rotlet se
encuenta en el punto (x0, y0, z0), con x0 = c sin θ0 cosφ0, y0 = c sin θ0 sinφ0, z0 =
c cos θ0 y c ∈ (0, 1). El torque de fuerza está representado por L = (l1, l2, l3). En
la ecuación (3.5) se representa una solución analı́tica de la ecuación de Stokes
representada por un flujo debido a una rotación infinitesimal de una esfera en el flujo
donde u0 = u∗0 y R1 = (x− x0) i + (y − y0) j + (z − z0)k. Haciendo la transformación
a coordenadas esféricas de u∗0 resulta:

L×R1 =

∣∣∣∣∣∣
i j k
l1 l2 l3

x− x0 y − y0 z − z0

∣∣∣∣∣∣ = (l2 (z − z0)− l3 (y − y0)) i (3.10)

+ (l3 (x− x0)− l1 (z − z0)) j

+ (l1 (y − y0)− l2 (x− x0))k,

 u∗0r
u∗0θ
u∗0φ

 =

 sin θ cosφ sin θ sinφ cos θ
cos θ cosφ cos θ sinφ − sin θ
− sinφ cosφ 0

 u∗0x
u∗0y
u∗0z

 . (3.11)

Los términos de u∗0x, u∗0y y u∗0z están dados en (3.10), luego sustituyendo dichas
coordenadas en (3.11) se deduce: u∗0r

u∗0θ
u∗0φ

 =

 sin θ cosφ sin θ sinφ cos θ
cos θ cosφ cos θ sinφ − sin θ
− sinφ cosφ 0

 l2 (z − z0)− l3 (y − y0)
l3 (x− x0)− l1 (z − z0)
l1 (y − y0)− l2 (x− x0)

 (3.12)

u∗0r = [l2 (r cos θ − z0)− l3 (r sin θ sinφ− y0)] sin θ cosφ

+ [l3 (r sin θ cosφ− x0)− l1 (r cos θ − z0)] sin θ sinφ

+ [l1 (r sin θ sinφ− y0)− l2 (r sin θ cosφ− x0)] cos θ

u∗0r = [l3y0 − l2z0] sin θ cosφ+ [l1z0 − l3x0] sin θ sinφ+ [l2x0 − l1y0] cos θ

(3.13)

u∗0θ = [l2 (r cos θ − z0)− l3 (r sin θ sinφ− y0)] cos θ cosφ

+ [l3 (r sin θ cosφ− x0)− l1 (r cos θ − z0)] cos θ sinφ

− [l1 (r sin θ sinφ− y0)− l2 (r sin θ cosφ− x0)] sin θ

u∗0θ = [l2r − l2z0cosθ + l3y0 cos θ] cosφ+ [l1z0cosθ − l3x0cosθ − l1r] sinφ

+ [l1y0 − l2x0] sin θ

(3.14)
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u∗0φ =− [l2 (r cos θ − z0)− l3 (r sin θ sinφ− y0)] sinφ

+ [l3 (r sin θ cosφ− x0)− l1 (r cos θ − z0)] cosφ

u∗0φ = [l2z0 − l2r cos θ − l3y0] sinφ+ l3r sin θ + [l1z0 − l1r cos θ − l3x0] cosφ

(3.15)

Dado que se conoce que u∗0 =
(
u
′
0r cosφ, u

′

0θ cosφ, u
′

0φ sinφ
)
, se puede consi-

derar que las coordenadas del campo de velocidad dependen de r, θ y φ, o sea,
u
′
0r (r, θ, φ) , u

′

0θ (r, θ, φ) , u
′

0φ (r, θ, φ) o considerar que solamente dependan de r y
θ tal y como se considera en Hackborn y colaboradores en 1986 [48], es decir,
u
′
0r (r, θ) , u

′

0θ (r, θ) , u
′

0φ (r, θ). En función de estas dos consideraciones, a continua-
ción se van a obtener condiciones generales y restringidas para u∗0.

3.3.1.1. Primer enfoque. Condiciones generales.

Si se considera la primera opción, o sea, el campo de velocidad depende de
r, θ y φ, o sea, u′0r (r, θ, φ) , u

′

0θ (r, θ, φ) , u
′

0φ (r, θ, φ), entonces se deduce que u∗0 en
(3.13-3.15) cumple:

u
′

0r = (l3y0 − l2z0) sin θ + (l1z0 − l3x0) sin θ tanφ+
(l2x0 − l1y0) cos θ

cosφ

u
′

0θ =l2r + (l3y0 − l2z0) cos θ + (l1z0 cos θ − l3x0 cos θ − l1r) tanφ+
(l1y0 − l2x0) sin θ

cosφ

u
′

0φ =(l2z0 − l3y0)− l2r cos θ + (l1z0 − l1r cos θ − l3x0) cotφ+
l3r sin θ

sinφ
(3.16)

con sinφ 6= 0 ∧ cosφ 6= 0, luego φ /∈ A =
{

0, π
2
, 3π

2
, π
}

. En caso en φ fuera igual a
uno de los elementos de A, el nuevo campo de velocidad no conlleva a la forma del
campo de velocidad que está en estudio. Luego se va a considerar que φ /∈ A. De
esta forma el campo de velocidad es:

u∗0r =
(l3y0 − l2z0) sin θ + (l1z0 − l3x0) sin θ tanφ+ (l2x0−l1y0) cos θ

cosφ

R3
1

cosφ

u∗0θ =
l2r − l2z0 cos θ + l3y0 cos θ + (l1z0 cos θ−l3x0 cos θ−l1r) sinφ+(l1y0−l2x0) sin θ

cosφ

R3
1

cosφ

u∗0φ =
l2z0 − l2r cos θ − l3y0 + l3r sin θ

sinφ
+ (l1z0 − l1r cos θ − l3x0) cotφ

R3
1

sinφ

(3.17)

donde
L = (l1, l2, l3)

y
R1 =

(
r2 − 2rx0 sin θ cosφ− 2ry0 sin θ sinφ− 2rz0 cos θ + x2

0 + y2
0 + z2

0

) 1
2 .
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Considerando la solución del campo de velocidad del problema (3.4), conlleva a las
condiciones generales necesarias para las correspondientes funciones escalares ψ0

y χ0:

− 1

r2

∂

∂θ

[
1

sin θ

∂ψ0

∂θ

]
=

1

R3

(
(l3y0 − l2z0) sin θ

+ (l1z0 − l3x0) sin θ tanφ+
(l2x0 − l1y0) cos θ

cosφ

)
,

1

r

∂

∂θ

(
1

sin θ

∂ψ0

∂r

)
+

χ0

r sin2 θ
=

1

R3

(
l2r + (l3y0 − l2z0) cos θ (3.18)

+ (l1z0 cos θ − l3x0 cos θ − l1r) tanφ+
(l1y0 − l2x0) sin θ

cosφ

)
,

− 1

r sin2 θ

∂ψ0

∂r
− 1

r

∂

∂θ

( χ0

sin θ

)
=

1

R3

(
l2z0 − l2r cos θ − l3y0

+
l3r sin θ

sinφ
+ (l1z0 − l1r cos θ − l3x0) cotφ

)
.

3.3.1.2. Segundo enfoque, condiciones restringidas

Si se considera la segunda opción, o sea, tal y como se considera en Hackborn
y colaboradores en 1986 [48], es decir, u′0r (r, θ) , u

′

0θ (r, θ) , u
′

0φ (r, θ), entonces se
deduce que u∗0 en (3.13-3.15) cumple:

u∗0r = [l3y0 − l2z0] sin θ cosφ

con [[l1z0 − l3x0] sin θ sinφ+ [l2x0 − l1y0] cos θ = 0]

∨ [l1z0 − l3x0 = 0 ∧ l2x0 − l1y0 = 0]

(3.19)

u∗0θ = [l2r − l2zo cos θ + l3y0 cos θ] cosφ

con [[l1z0 cos θ − l3x0 cos θ − l1r] sinφ+ [l1y0 − l2x0] sin θ = 0]

∨ [l1z0 cos θ − l3x0 cos θ − l1r = 0 ∧ l1y0 − l2x0 = 0]

(3.20)

u∗0φ = [l2z0 − l2r cos θ − l3y0] sinφ

con [l3r sin θ + [l1z0 − l1r cos θ − l3x0] cosφ = 0]

∨ [l3 = 0 ∧ l1z0 − l1r cos θ − l3x0 = 0]

(3.21)

Tomando la primera condición del operador en cada coordenada del campo
vectorial se forma el sistema de ecuaciones:
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[l1z0 − l3x0] sin θ sinφ+ [l2x0 − l1y0] cos θ = 0

[l1z0cosθ − l3x0 cos θ − l1r] sinφ+ [l1y0 − l2x0] sin θ = 0 (3.22)
l3r sin θ + [l1z0 − l1r cos θ − l3x0] cosφ = 0

donde las incógnitas del sistema son: l1, l2, l3, x0, y0 y z0. Luego en caso de que
el sistema sea compatible tiene infinitas soluciones. Sin pérdida de generalidad se
van a considerar a las incógnitas l1, l2, l3 como valores libres y a las restantes como
dependientes de ellas. Reescribiendo el sistema (3.22) y aplicando el método de
Gauss se obtiene:

(l2 cos θ − l3 sin θ sinφ)x0 − l1 cos θy0 + l1 sin θ sinφz0 = 0

(−l2 sin θ − l3 cos θ sinφ)x0 + l1 sin θy0 + l1 cos θ sinφz0 = l1r sinφ (3.23)
−l3 cosφx0 + l1 cosφz0 = l1r cos θ cosφ− l3r sin θ


y0 z0 x0

sin θ −l1 cos θ l1 sin θ sinφ (l2 cos θ − l3 sin θ sinφ) 0

cos θ l1 sin θ l1 cos θ sinφ (−l2 sin θ − l3 cos θ sinφ) l1r sinφ

0 l1 cosφ −l3 cosφ l1r cos θ cosφ− l3r sin θ



∼


y0 z0 x0

−l1 cos θ l1 sin θ sinφ (l2 cos θ − l3 sin θ sinφ) 0

cosφ 0 l1 sinφ −l3 sinφ l1r cos θ sinφ

− sinφ 0 l1 cosφ −l3 cosφ l1r cos θ cosφ− l3r sin θ


(3.24)

∼


y0 z0 x0

−l1 cos θ l1 sin θ sinφ (l2 cos θ − l3 sin θ sinφ) 0

0 l1 sinφ −l3 sinφ l1r cos θ sinφ

0 0 0 l3r sin θ sinφ


considerando que se escogen θ y φ tal que sin θ 6= 0 ∧ cos θ 6= 0 ∧ sinφ 6= 0 ∧ cosφ 6= 0.
Para que el sistema sea compatible debe cumplirse que l3 = 0. Luego siguiendo con
el método de Gauss se deduce que:

l1 sinφz0 = l1r cos θ sinφ

z0 = r cos θ
(3.25)
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−l1 cos θy0 + l1 sin θ sinφz0 + (l2 cos θ − l3 sin θ sinφ)x0 = 0

−l1 cos θy0 + l1r sin θ cos θ sinφ+ l2 cos θx0 = 0

−l1y0 + l2x0 = −l1r sin θ sinφ

x0 =
l1 (y0 − r sin θ sinφ)

l2
con l2 6= 0

(3.26)

Por lo tanto el sistema (3.22) tiene solución teniendo en cuenta los cálculos ya
expresados en (3.23-3.26), pero teniendo en cuenta que z0 es un valor fijo para el
caso que se está resolviendo no es factible la solución que se obtiene dado que
z0 = r cos θ en (3.25).

Note que se ha considerado que θ y φ son tal que sin θ 6= 0 ∧ cos θ 6= 0 ∧ sinφ 6=
0 ∧ cosφ 6= 0, pero en caso de cumplirse, entonces el sistema (3.23) se reduce a
considerar las siguientes situaciones:

1. (sin θ = 0 ∧ sinφ = 0 → cos θ = cosφ = 1)
∨ (sin θ = 0 ∧ cosφ = 0 → cos θ = sinφ = 1)

−l1y0 + l2x0 = 0

−l3x0 + l1z0 = l1r

∴ x0 =
l1
l2
y0 ∧ z0 = r +

l3
l2
y0; l2 6= 0

(3.27)

2. cos θ = 0 ∧ sinφ = 0 → sin θ = cosφ = 1

−l2x0 + l1y0 = 0

−l3x0 + l1z0 = −l3r

∴ x0 =
l1
l2
y0 ∧ z0 =

l3
l1
r +

l3
l2
y0; l1 6= 0, l2 6= 0

(3.28)

3. cos θ = 0 ∧ cosφ = 0 → sin θ = sinφ = 1

−l3x0 + l1z0 = 0

−l2x0 + l1y0 = l1r

0 = −l3r
∴ l3 = 0 → l1z0 = 0︸ ︷︷ ︸

l1 = 0︸ ︷︷ ︸
l2x0 = 0︸ ︷︷ ︸

x0=0

∨ z0 = 0︸ ︷︷ ︸
x0=

l1(y0−r)
l2

, l2 6=0

(3.29)

La única solución posible para el problema que se está abordando es don-
de las variables fijas dependan solamente de valores fijos y esto ocurre en
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la condición (3.29) cuando l1 = l3 = x0 = 0, o sea L = (0, l2, 0) y R1 =

(r2 − 2ry0 sin θ sinφ− 2rz0 cos θ + y2
0 + z2

0)
1
2 .

Por último, tomando la segunda condición del operador en cada coordenada del
campo de velocidad se puede concluir que:

1. de (3.21):

si l3 = 0 → l1z0 − l1r cos θ − l3x0 = 0

l1 (z0 − r cos θ) = 0

l1 = 0 ∨ z0 = r cos θ.

(3.30)

2. de (3.30) se deduce que en (3.19):

si l3 = 0 → l1z0 − l3x0 = 0 ∧ l2x0 − l1y0 = 0

l1z0 = 0︸ ︷︷ ︸
l1=0∨ z0=0

∧ l2x0 = l1y0

∴ l1 = 0 ∧ l2x0 = 0︸ ︷︷ ︸
l2=0∨x0=0

∴ x0 = 0, pues l2 6= 0, dado que l1 = l3 = 0.

(3.31)

De los cálculos planteados en (3.19-3.31) se concluye que u0 se expresa como:

u0r =
−l2z0 sin θ

R3
1

cosφ

u0θ =
l2 (r − z0cosθ)

R3
1

cosφ

u0φ =
l2 (z0 − r cos θ)

R3
1

sinφ

(3.32)

donde L = (0, l2, 0) y R1 = (r2 − 2ry0 sin θ sinφ− 2rz0 cos θ + y2
0 + z2

0)
1
2 . Si z0 = c y

y0 = 0 se está en presencia de la solución ya dada en la literatura por Hackborn y
colaboradores en 1986 [48] y lo que se quiere es encontrar una solución diferente de
esta.

En cambio, volviendo a retomar que el campo de velocidad:

u∗0 =
(
u
′

0r cosφ, u
′

0θ cosφ, u
′

0φ sinφ
)
,

se puede considerar como u∗0r (r, θ, φ) , u∗0θ (r, θ, φ) , u∗0φ (r, θ, φ), entonces se deduce
que u∗0 en (3.13-3.15) cumple:
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u∗0r = [l3y0 − l2z0] sin θ cosφ+ [l1z0 − l3x0] sin θ sinφ+ [l2x0 − l1y0] cos θ

u∗0θ = [l2r − l2z0cosθ + l3y0 cos θ] cosφ+ [l1z0cosθ − l3x0cosθ − l1r] sinφ

+ [l1y0 − l2x0] sin θ

u∗0φ = [l2z0 − l2r cos θ − l3y0] sinφ+ l3r sin θ + [l1z0 − l1r cos θ − l3x0] cosφ

(3.33)

Considerando la solución del campo de velocidad del problema (3.1) adimensional
ya mencionada representada (3.4), [49] y dado u∗0 en (3.32), entonces se concluye
que:

− 1

r2

∂

∂θ

[
1

sin θ

∂ψ0

∂θ

]
=
−l2c cos θ0 sin θ

R3
1

,[
1

r

∂

∂θ

(
1

sin θ

∂ψ0

∂r

)
+

χ0

r sin2 θ

]
=
l2 (r − c cos θ0cosθ)

R3
1

,

−
[

1

r sin2 θ

∂ψ0

∂r
+

1

r

∂

∂θ

( χ0

sin θ

)]
=
l2 (c cos θ0 − r cos θ)

R3
1

.

(3.34)

siendo ψ0 y χ0 funciones escalares correspondientes al campo de velocidad u∗0.

Integrando dos veces con respecto a θ y despejando ψ0 en la primera ecuación
de (3.34):

− 1

r2

∂

∂θ

[
1

sin θ

∂ψ0

∂θ

]
=
−l2c cos θ0 sin θ

R3
1

,∫
∂

∂θ

[
1

sin θ

∂ψ0

∂θ

]
dθ = l2r

2c cos θ0

∫
sin θ

R3
1

dθ + f (r, φ)

ψ0 (r, θ, φ) = l2r
2c cos θ0

∫ [
sin θ

∫
sin θ

R3
1

dθ

]
dθ + f (r, φ)

∫
sin θdθ + g (r, φ)

ψ0 (r, θ, φ) = l2r
2c cos θ0

∫ [
sin θ

∫
sin θ

R3
1

dθ

]
dθ − cos θf (r, φ) + g (r, φ)

(3.35)

Sustituyendo ψ0 en la segunda ecuación en (3.34) se obtiene χ0:

[
1

r

∂

∂θ

(
1

sin θ

∂ψ0

∂r

)
+

χ0

r sin2 θ

]
=
l2 (r − c cos θ0cosθ)

R3
1

,

χ0 (r, θ, φ) =
l2r sin2 θ (r − c cos θ0cosθ)

R3
1

− sin2 θ
∂

∂θ

(
1

sin θ

∂ψ0

∂r

)
χ0 (r, θ, φ) =

l2r sin2 θ (r − c cos θ0cosθ)

R3
1

− sin2 θ

(
− cos θ

sin2 θ

∂ψ0

∂r
+

1

sin θ

∂2ψ0

∂θ∂r

)(3.36)
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Finalmente, se obtienen formas cerradas de las funciones escalares ψ0 y χ0.
Dichas formas cerradas dependen de la existencia de la primitiva de la integral:∫

sin θ

R3
1

dθ.

Luego el próximo paso es obtener dicha primitiva.

3.3.2. Estudio de la integral
∫

sin θ

(a+b sin θ+d cos θ)
3
2
dθ considerando sim-

plificaciones

La integral:

I1 =

∫
sin θ

R3
1

dθ =

∫
sin θ

(a+ b sin θ + d cos θ)
3
2

dθ (3.37)

con a = r2 + (c sin θ0 sinφ0)2 + (r cos θ0)2, b = −2rc sin θ0 sinφ0 sinφ y d = −2rc cos θ0.
Si θ0 = 0 entonces, a = 2r2, b = 0, d = −2rc y R1 = (2r2 − 2rc cos θ)

1/2. Luego,

I1 =

∫
sin θ

R3
1

dθ = − 1

rcR1

, (3.38)

I2 =

∫
sin θI1dθ = − R3

1

r2c2
. (3.39)

Sustituyendo en I2 en (3.35) se obtiene ψ0:

ψ0 (r, θ, φ) = − l2R1

c
− cos θf (r, φ) + g (r, φ) . (3.40)

Para obtener χ0 se debe hallar ∂ψ0

∂r
y ∂2ψ0

∂θ∂r
y sustituyendo en (3.36) se obtiene:

χ0 (r, θ, φ) =
l2r sin2 θ (r − c cos θ)

R3
1

+ cos θ
∂ψ0

∂r
− sin θ

∂2ψ0

∂θ∂r
(3.41)

pero

∂ψ0

∂r
=
l2 (4r − 2c cos θ)

2cR1

− cos θ
∂f

∂r
+
∂g

∂r

∂2ψ0

∂θ∂r
=
l2r sin θ (4r − 2c cos θ)

2R3
1

− l2 sin θ

R1

+ sin θ
∂f

∂r
.

(3.42)
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∴ χ0 (r, θ, φ) =
l2r sin2 θ (r − c cos θ)

R3
1

− l2 cos θ (4r − 2c cos θ)

2cR1

− l2r sin2 θ (4r − 2c cos θ)

2R3
1

− cos2 θ
∂f

∂r
− sin2 ∂f

∂r
+ cos θ

∂g

∂r
+
l2 sin2 θ

R1

χ0 (r, θ, φ) =− l2r
2 sin2 θ

R3
1

+
l2 (c− 2r cos θ)

cR1

− ∂f

∂r
+ cos θ

∂g

∂r
.

(3.43)

Ahora ψ0 y χ0 deben satifacer la tercera ecuación de (3.34). Luego,

MD =
l2 (c− r cos θ)

R3
1

MI =− 1

r sin2 θ

∂ψ0

∂r
− 1

r

∂

∂θ

( χ0

sin θ

)
MI =− 1

r sin2 θ

(
l2 (4r − 2c cos θ)

2cR1

− cos θ
∂f

∂r
+
∂g

∂r

)
+

cos θ

r sin θ

(
− l2r

2 sin2 θ

R3
1

+
l2 (c− 2r cos θ)

cR1

− ∂f

∂r
+ cos θ

∂g

∂r

)
− 1

r sin θ

(
3l2r

3c sin3 θ

R5
1

− 2l2r
2 sin θ cos θ

R3
1

− l2r sin θ (c− 2r cos θ)

R3
1

+
2l2r sin θ

cR1

− sin θ
∂g

∂r

)
(3.44)

MI =
l2 (4r − 2c cos θ)

2rc sin2 θR1

+
�
�
�
�cos θ

r sin2 θ

∂f

∂r
− 1

r sin2 θ

∂g

∂r
− l2r cos θ

R3
1

+
l2 cos θ (c− 2r cos θ)

rc sin2 θR1

−
�
�
�
�cos θ

r sin2 θ

∂f

∂r
+

cos2 θ

r sin θ

∂g

∂r
− 3l2r

2c sin2 θ

R5
1

+
2l2r cos θ

R3
1

+
l2 (c− 2r cos θ)

R3
1

− 2l2
cR1

+
1

r

∂g

∂r

MI =
l2r cos θ + l2c− 2l2r cos θ

R31
+

4l2r −�����2l2 cos θ +�����2l2 cos θ − 4l2r cos2 θ

2rc sin2 θR1

− 2l2
cR1

− 3l2r
2c sin2 θ

R5
1

+
�
�
�1

r

∂g

∂r
−

��
����sin2 θ

r sin2 θ

∂g

∂r

MI =
l2 (c− r cos θ)

R3
1

+
���������4l2r (1− cos2 θ)

2rc sin2 θR1

−
�
�
�2l2

cR1

− 3l2r
2c sin2 θ

R5
1

MI =MD − 3l2r
2c sin2 θ

R5
1

.

(3.45)

Si c = 0 entonces MI = MD, pero se desea un flujo vortical desplazado del
origen, luego no es lo que se está buscando.

Para el caso en que θ0 = π y θ0 = π
2

ocurre lo mismo. Luego, si existe una solución
los parámetros a, b y d tienen que ser diferentes de cero y por tanto conlleva a
trabajar sin simplificaciones.
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3.3.3. Análisis de la integral
∫

sin θ

(a+b sin θ+d cos θ)
3
2
dθ

La integral:

I1 =

∫
sin θ

R3
1

dθ =

∫
sin θ

(a+ b sin θ + d cos θ)
3
2

dθ (3.46)

con a = r2 + (c sin θ0 sinφ0)2 + (r cos θ0)2, b = −2rc sin θ0 sinφ0 sinφ y d = −2rc cos θ0.

Usando el software Wolfram Mathematica se llega al siguiente resultado:

I1 =−
b sin

(
θ − tan−1 b

d

)
F1

(
− 3

2 ;−
1
2 ,−

1
2 ;−

1
2 ;

a+
√

b2

d2
+1 d cos(θ−tan−1 b

d )

a−
√

b2

d2
+1 d

,
a+

√
b2

d2
+1 d cos(θ−tan−1 b

d )

a+
√

b2

d2
+1 d

)

d
√

b2

d2 + 1

√
−
d
√

b2

d2
+1(cos(θ−tan−1 b

d )−1)

a+d
√

b2

d2
+1

√
d
√

b2

d2
+1(cos(θ−tan−1 b

d )+1)

d
√

b2

d2
+1−a

(
a+ d

√
b2

d2 + 1 cos
(
θ − tan−1 b

d

)) 3
2

+
2d

(b2 + d2)

(
a+ d

√
b2

d2 + 1 cos
(
θ − tan−1 b

d

)) 3
2

+
b sin

(
θ − tan−1 b

d

)
d
√

b2

d2 + 1

(
a+ d

√
b2

d2 + 1 cos
(
θ − tan−1 b

d

)) 3
2

(3.47)

donde

F1

−3

2
;−1

2
,−1

2
;−1

2
;
a+

√
b2

d2
+ 1 d cos

(
θ − tan−1 b

d

)
a−

√
b2

d2
+ 1 d

,
a+

√
b2

d2
+ 1 d cos

(
θ − tan−1 b

d

)
a+

√
b2

d2
+ 1 d


es una función hipergeométrica de Appell de dos variables

a+
√

b2

d2
+ 1 d cos

(
θ − tan−1 b

d

)
a−

√
b2

d2
+ 1 d

y

a+
√

b2

d2
+ 1 d cos

(
θ − tan−1 b

d

)
a+

√
b2

d2
+ 1 d

.

Dicha función se puede expresar en un desarrollo en series dobles que a su vez
convergen absolutamente cuando el módulo de sus variables son menores que uno
simultáneamente.

Considerando:

A1 =
a+

√
b2

d2
+ 1 d cos

(
θ − tan−1 b

d

)
a−

√
b2

d2
+ 1 d

,
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∧

A2 =
a+

√
b2

d2
+ 1 d cos

(
θ − tan−1 b

d

)
a+

√
b2

d2
+ 1 d

,

el próximo paso es encontrar θ tal que |A1| < 1 y |A2| < 1.

Si A1 < 0 entonces:

−
a+

√
b2

d2
+ 1 d cos

(
θ − tan−1 b

d

)
a−

√
b2

d2
+ 1 d

< 1, (3.48)

−2a+
√

b2

d2
+ 1 d

(
1− cos

(
θ − tan−1

(
b
d

)))
a−

√
b2

d2
+ 1 d

< 0. (3.49)

El próximo paso es buscar los ceros tanto en el numerador como en el denominador.

Ceros del numerador:

√
b2

d2
+ 1 d

(
1− cos

(
θ − tan−1

(
b

d

)))
= 2a, (3.50)

1− cos

(
θ − tan−1

(
b

d

))
=

2a√
b2

d2
+ 1 d

;

√
b2

d2
+ 1 d 6= 0, (3.51)

θ = arc cos


√

b2

d2
+ 1 d− 2a√
b2

d2
+ 1 d

+ tan−1

(
b

d

)
;

√
b2

d2
+ 1 d 6= 0 ∧ d 6= 0. (3.52)

Ceros del denominador: no posee dado que es un valor numérico.

Ahora en dependencia del signo de la fracción es el conjunto de solución tal que
A1 < 0.

sig (numerador) = sig (−2a) + sig

(√
b2

d2
+ 1 d

)
sig

(
1− cos

(
θ − tan−1

(
b

d

)))
,

= −+ sig (d)

con

sig (d) =


+ si −2rc cos (θ0) > 0 =⇒ θ0 ∈

(
π
2
, 3π

2

)
− si −2rc cos (θ0) < 0 =⇒ θ0 ∈

(
0, π

2

)⋃ (
3π
2
, 2π
)
.

Conociendo que 0 ≤ 1− cos
(
θ − tan−1 b

d

)
≤ 2.
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1. Si sig (d) = + =⇒ cos (θ0) < 0 ∴
√

b2

d2
+ 1 d = 2rc

√
sin2 (θ0) sin2 (φ) + cos2 (θ0) y

−2a = −2
(
r2 + c2 sin2 (θ0) + r2 cos2 (θ0)

)
∴ sig (numerador) = −.

2. Si sig (d) = −, entonces sig (numerador) = −.

∴ sig (numerador) = − ∀θ0 ∈ [0, π].

En el caso del denominador:

sig (denominador) = sig (a) + (−sig (d)) = +− sig (d) .

1. Si sig (d) = +, dado que

a−
√
b2

d2
+ 1 d = r2+c2 sin2 (θ0)+r2 cos2 (θ0)−2rc

√
sin2 (θ0) sin2 (φ) + cos2 (θ0) > 0,

entonces sig (denominador) = +.

2. Si sig (d) = −, entonces sig (denominador) = +

∴ sig (denominador) = + ∀θ ∈ [0, π].

Luego el conjunto de solución es:

θ ∈

arc cos


√

b2

d2
+ 1 d− 2a√
b2

d2
+ 1 d

+ tan−1

(
b

d

)
, π

 .

Si A1 > 0 entonces:

a+
√

b2

d2
+ 1 d cos

(
θ − tan−1

(
b
d

))
a−

√
b2

d2
+ 1 d

< 1, (3.53)

√
b2

d2
+ 1 d

(
1 + cos

(
θ − tan−1

(
b
d

)))
a−

√
b2

d2
+ 1 d

< 0. (3.54)

El próximo paso es buscar los ceros tanto en el numerador como en el denomina-
dor.

Ceros del numerador:
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√
b2

d2
+ 1 d

(
1 + cos

(
θ − tan−1

(
b

d

)))
= 0, (3.55)

θ − tan−1

(
b

d

)
= π;

√
b2

d2
+ 1 d 6= 0, (3.56)

θ = π + tan−1

(
b

d

)
;

√
b2

d2
+ 1 d 6= 0 ∧ d 6= 0. (3.57)

Seguidamente se debe conocer el signo de la fracción para encontrar la solución
de A1 > 0.

sig (numerador) = sig (d) ∧ sig (denominador) = + ∀θ ∈ [0, π] .

Se conoce que −π
2
< tan−1

(
b
d

)
< π

2
∴ π

2
< π + tan−1

(
b
d

)
< 3π

2
. Luego si el signo de

la fracción es positivo el conjunto de solución es:

θ ∈
[
0, π + tan−1

(
b

d

)]
.

En caso contrario el conjunto de solución es:

θ ∈
[
π + tan−1

(
b

d

)
, π

]
.

Una observación importante dado que se desea encontrar una solución diferente a la
que propone Hackborn y colaboradores θ [48]. Además se conoce que θ ∈ [0, π], dado
lo obtenido buscando los valores de θ tal que el módulo de cada variable de la función
hipergeometrética sea estrictamente menor que uno. Luego como tan−1

(
b
d

)
nunca

va a tomar el valor −π ∀θ0 entonces no se va a considerar el caso cuando el signo
de la fracción sea negativo, o sea cuando el sig (d) = −; θ0 ∈

(
0, π

2

)⋃ (
3π

2
, 2π
)
. En el

caso en que el signo de la fracción sea positivo implica que sig (d) = +; θ0 ∈
(
π
2
, 3π

2

)
,

considerando el intervalo obtenido se reduce a: π+tan−1
(
b
d

)
= π, o sea tan−1

(
b
d

)
= 0,

tan 0 =
−2rc sin θ0 sinφ

−2rc cos θ0

, (3.58)

0 = tan θ0 sinφ, (3.59)
∴ θ0 = 0 ∨ θ0 = π. (3.60)

Para cuando θ0 toma estos valores ya se ha demostrado que el caso se reduce a
la solución de Hackborn para el caso de c = 0. Luego para encontrar una solución
diferente no se debe de considerar esta condición, o sea, A1 > 0.
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Si A2 < 0:

−
a+

√
b2

d2
+ 1 d cos

(
θ − tan−1

(
b
d

))
a+

√
b2

d2
+ 1 d

< 1, (3.61)

−2a−
√

b2

d2
+ 1 d

(
cos
(
θ − tan−1

(
b
d

))
+ 1
)

a+
√

b2

d2
+ 1 d

< 0. (3.62)

Para encontrar el conjunto de solución de la desigualdad en estudio se hallarán
los ceros de ambos miembros de la fracción:

Ceros del numerador:

−2a−
√
b2

d2
+ 1 d

(
cos

(
θ − tan−1

(
b

d

))
+ 1

)
= 0, (3.63)

−
√
b2

d2
+ 1 d

(
cos

(
θ − tan−1

(
b

d

))
+ 1

)
= 2a, (3.64)

θ − tan−1

(
b

d

)
= arc cos

−2a+
√

b2

d2
+ 1 d√

b2

d2
+ 1 d

 , (3.65)

θ = π + tan−1

(
b

d

)
− arc cos

2a+
√

b2

d2
+ 1 d√

b2

d2
+ 1 d

 , (3.66)

−π
2
< θ <

3π

2
,

pero se conoce que θ ∈ [0, π]. Luego θ = π+ tan−1
(
b
d

)
−arc cos

(
2a+

√
b2

d2
+1 d√

b2

d2
+1 d

)
será tal

que tome valores en el rango establecido.

Ceros del denominador: no posee dado que es un valor numérico.

El próximo paso es conocer los signos tanto del numerador como del denomina-
dor:

1.
sig (numerador) = sig (−2a) + sig (−d) = −+ (−sig (d)) = −.
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2.
sig (denominador) = sig (a) + sig (d) = + + sig (d) = +.

∴ θ ∈

π + tan−1

(
b

d

)
− arc cos

2a+
√

b2

d2
+ 1 d√

b2

d2
+ 1 d

 , π

 .

Si A2 > 0:

a+
√

b2

d2
+ 1 d cos

(
θ − tan−1

(
b
d

))
a+

√
b2

d2
+ 1 d

< 1, (3.67)

√
b2

d2
+ 1 d

(
cos
(
θ − tan−1

(
b
d

))
− 1
)

a+
√

b2

d2
+ 1 d

< 0. (3.68)

A continuación se analizarán los ceros:

Ceros del numerador:

Suponiendo que
√

b2

d2
+ 1 d 6= 0:

cos

(
θ − tan−1

(
b

d

))
− 1 = 0, (3.69)

cos

(
θ − tan−1

(
b

d

))
= 1, (3.70)

∴ θ = tan−1

(
b

d

)
∨ θ = 2π + tan−1

(
b

d

)
. (3.71)

El segundo valor obtenido de θ no se puede tener en cuenta pues no se encuentra
en el intervalo [0, π]. Ceros del denominador: no posee dado que es un valor numérico.

El próximo paso es conocer los signos tanto del numerador como del denomina-
dor:

1.
sig (numerador) = sig (d) .

2.
sig (denominador) = sig (a) + sig (d) = + + sig (d) = +.
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∴ si sig = (d) = + entonces

θ ∈
(

0, tan−1

(
b

d

))
.

sino

θ ∈
(

tan−1

(
b

d

)
, π

)
,

pero si sig (d) = − entonces θ ∈
(
0, π

2

)
, luego este caso no entra en el estudio que

se está haciendo, dado que hay valores de θ dentro del intervalo [0, π] de los que no
se podrı́a decir nada al respecto; en este caso θ0 ∈

(
0, π

2

)⋃ (
3π
2
, 2π
)
.

Para el caso en que el sig (d) = + entonces θ0 ∈
(
π
2
, 3π

2

)
. Teniendo en cuenta que

θ ∈
(
tan−1

(
b
d

)
, π
)
, entonces tan−1

(
b
d

)
= 0, esto equivale a:

tan 0 =
−2rc sin θ0 sinφ

−2rc cos θ0

, (3.72)

0 = tan θ0 sinφ, (3.73)
∴ θ0 = 0 ∨ θ0 = π. (3.74)

Pero para cuando θ0 toma estos valores ya se ha demostrado que este caso se
reduce a la solución de Hackborn para el caso de c = 0. Luego para encontrar una
solución diferente no se debe de considerar esta condición, o sea, A2 > 0.

Luego de este análisis se concluye que se tiene que cumplir que A1, A2 < 0
para que exista una serie absolutamente convergente. Ello conduce a encontrar los
valores de θ0 tal que cumplan simultáneamente las ecuaciones:

π + tan−1

(
b

d

)
− arc cos

2a+
√

b2

d2
+ 1 d√

b2

d2
+ 1 d

 = 0,

∧

arc cos


√

b2

d2
+ 1 d− 2a√
b2

d2
+ 1 d

+ tan−1

(
b

d

)
= 0,

y además dichos valores deben de estar en el intervalo [0, π]. Esto se reduce a la
ecuación:

arc cos

1−
√

2a√
b2

d2
+ 1 d

+ arc cos

1 +

√
2a√

b2

d2
+ 1 d

 = π.
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Aplicando cos (x) en ambos miembros queda:

cos

arc cos

1−
√

2a√
b2

d2
+ 1 d

+ arc cos

1 +

√
2a√

b2

d2
+ 1 d

 = cos (π) ,

cos

arc cos

1−
√

2a√
b2

d2
+ 1 d

 cos

arc cos

1 +

√
2a√

b2

d2
+ 1 d

 ,

− sin

arc cos

1−
√

2a√
b2

d2
+ 1 d

 sin

arc cos

1 +

√
2a√

b2

d2
+ 1 d

 = −1.

Teniendo en cuenta que

sin2 (arc cos (x)) + cos2 (arc cos (x)) = 1,

entonces
sin (arc cos (x)) =

√
1− x2.

Luego,

(
1−

√
2a√

b2

d2
+1 d

)(
1 +

√
2a√

b2

d2
+1 d

)
−

√√√√(1−
(

1−
√

2a√
b2

d2
+1 d

)2
)(

1−
(

1 +
√

2a√
b2

d2
+1 d

)2
)

= −1

−

√
�1− �1−

�
�
�
�4a√

b2

d2
+1d
− 4a2

b2+d2
− 1 +

�
�
�
�4a√

b2

d2
+1d
− 4a2

b2+d2
+

(
1− 4a√

b2

d2
+1d

+ 4a2

b2+d2

)(
1 + 4a√

b2

d2
+1d

+ 4a2

b2+d2

)
,

= 4a2−2b2−2d2

b2+d2
,

−
√

16a4

(b2+d2)2
− 16a3

b2+d2
=

2(2a2−b2−d2)
b2+d2

,

a4−a3(b2+d2)
����(b2+d2)

2 =
(2a2−b2−d2)

2

4����(b2+d2)
2 ,

a4 − a3 (b2 + d2)− 1
4

(2a2 − b2 − d2)
2

= 0.

(3.75)

Sustituyendo las expresiones de a,b y d en la ecuación resultante, se obtiene:(
r2 + r2 cos2 θ0 + c2 sin2 θ0

)4−4r2c2
(
r2 + r2 cos2 θ0 + c2 sin2 θ0

)3 (
sin2 θ0 sin2 φ+ cos2 θ0

)
−
((
r2 + r2 cos2 θ0 + c2 sin2 θ0

)2 − 2r2c2
(
sin2 θ0 sin2 φ+ cos2 θ0

))2

= 0.
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Haciendo uso de la función solve en Matlab, considerando además a θ0 como
variable y conociendo que su valor está en el intervalo [0, π], resulta que no existe
un θ0 que satisfaga dicha ecuación. Luego se concluye que no existe una solución
analı́tica para el problema de contorno planteado en (3.1) diferente a la que ya
está dada en la literatura por Hackborn y colaboradores [48].



Capı́tulo 4

Conclusiones

Los fluidos dan forma a la ontogenia [52]. La biologı́a hace uso de la fı́sica para
transducir señales en fuerzas y fuerzas en formas. Y en casi todos los casos, los
fluidos (y el movimiento de fluidos) están involucrados, ya sean los portadores de las
señales transducidas, los actuadores de fuerza o, a veces, incluso juegan un doble
papel. Los ejemplos abundan: desde la polaridad celular plana (PCP) [53] hasta la
transmisión citoplasmática [54]; desde las causas del establecimiento del eje A-P [55],
hasta el flujo nodal en los vertebrados en desarrollo [12], y muchos otros casos de
flujos internos y externos.

Tener el conjunto correcto de herramientas teóricas para abordar el modelado
matemático de tales instancias es esencial. Sin embargo, las soluciones analı́ticas
a las ecuaciones que describen el movimiento del fluido, es decir, las ecuaciones
de Navier-Stokes para fluidos incompresibles en el régimen de Stokes son escasas.
Si además, se usan modelos numéricos o soluciones de singularidad minimales,
siempre es necesario tratar adecuadamente con las condiciones de contornos del
fluido. Más aún en el régimen de Stokes, donde los flujos son de largo alcance y, por
lo tanto, los efectos en el contorno son muy importantes. Esto es particularmente
relevante para la dinámica interna de fluidos dentro de geometrı́as confinadas, como
en el caso de flujos conducidos por cilios en el VK durante el desarrollo embrionario
del pez cebra.

En los últimos años, la comprensión biofı́sica de la ruptura de simetrı́a izquierda-
derecha en los vertebrados ha ganado mucho con los enfoques mı́nimos [12–14,31].
Siguiendo una estrategia similar, en esta investigación se proporciona un modelo
biofı́sico mı́nimo que reduce el flujo vortical observado en la VK a un conjunto
de soluciones singulares que satisfacen las condiciones de contorno impuestas;
incluyendo ciertas condiciones obtenidas como resultado de otros procesos ya
observados en la VK, que sea susceptible a un análisis paramétrico extenso. Este
trabajo brinda un paso hacia adelante en esta dirección. Al encontrar las condiciones
generales para la solución anaı́tica de la mecánica de fluidos de un rotlet singular
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dentro de una esfera rı́gida, se ha ampliado el conjunto de soluciones disponibles de
manera que puede extenderse fácilmente a configuraciones más complejas. Estas
condiciones generales definen un conjunto adecuado; y aplicando el principio de
superposición al problema lineal de Stokes se construye un conjunto de soluciones
que describen flujos vorticales en una esfera generados por rotaciones infinitesimales
desplazadas arbitrariamente alrededor de cualquier eje en un espacio tridimensional.
Para posteriormente incluirlo en el problema de contorno y analizar si es posible
encontrar una forma analı́tica cerrada, y ası́ describrir el flujo en la VK.

En este trabajo se concluye además que no es posible encontrar una solución
exacta del problema de contorno planteado, pero no se descarta que se pueda obte-
ner una solución numérica y ası́ por tanto estudiar la ruptura de simetrı́a (considerada
como la próxima hipótesis a seguir) mediante el modelo biofı́sico mı́nimo propuesto
en esta investigación.



Capı́tulo 5

Trabajos futuros

Teniendo en cuenta los resultados obtenidos en el capı́tulo 3 y las conclusiones
dadas en el capı́tulo 4, se recomienda continuar con un enfoque numérico consi-
derando el modelo biofı́sico mı́nimo propuesto en este trabajo de tesis, dado que
se ha demostrado que analı́ticamente se puede encontrar un conjunto de formas
cerradas de un rotlet no equivalente a los que se proporcionan en la literatura [56].
Sin embargo, cuando se le imponen las condiciones de contorno del problema en
estudio, no es posible encontrar solución expresada en forma cerrada analı́tica.

Se sugiere además, para estudiar la dinámica de la ruptura de simetrı́a izquierda-
derecha, comprobar la hipótesis mecánica vista en [3, 20] como punto de partida.
Se piensa que el flujo sirve como portador de una señal quı́mica morfogénica o que
actúa como una señal mecánica intrı́nseca para la cascada posterior de eventos
genéticos y de desarrollo [3,20]. Hasta el momento, la hipótesis del flujo nodal es uno
de los ejemplos más exquisitos del papel constructivo de la mecánica de fluidos en el
establecimiento de patrones fundamentales en las primeras etapas del desarrollo en
vertebrados [10–12,14,15,18,19,29,31].

Para ello se sugiere el uso de la ecuación de advección-difusión y como método
numérico de solución el método de Crank-Nicolson combinado con diferencias finitas
de orden 4. Es válido aclarar que se puede usar otro método numérico.

5.1. Ecuación de advección-difusión

La ecuación de advección-difusión es una ecuación en derivadas parciales de
segundo orden no lineal. Formada por un término de advección, otro de difusión y
fuentes o sumideros externos. Matemáticamente se expresa como:

∂c

∂t
= ∇ · (D ∇c)︸ ︷︷ ︸

Difusion

− u · ∇c︸ ︷︷ ︸
Adveccion

+R (5.1)
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donde c = c (x, t), siendo x la posición y t el tiempo, R representa las fuentes o
sumideros externas. D = D (ρ, t), siendo ρ la densidad del flujo, D es el coeficiente
de difusión, en este caso es constante y u = u (x) es el campo de velocidades.

Mediante el modelo presentado en (5.1) se puede analizar el flujo de los morfóge-
nos. El morfógeno debe degradarse y convertirse en inactivo rápidamente después
de su liberación, en un intervalo de tiempo más corto que el tiempo de mezcla difusi-
vo, de lo contrario alcanzarı́a una concentración constante a lo largo de la VK y no
servirı́a para iniciar la ruptura de la simetrı́a mediante diferencias de concentracio-
nes. Luego obteniendo la solución de la ecuación (5.1), bajo ciertas condiciones, se
obtiene la concentración y por tanto la información de la advección y la difusión.

Generalmente, los modelos en la Fı́sica-Matemática son usados para describir
numerosos problemas, por ejemplo el representado en (5.1). En la práctica, las
ecuaciones en derivadas parciales de segundo orden son las que a menudo se
presentan y por lo general son no lineales. Obtener una solución analı́tica casi
nunca es posible para problemas de ecuaciones en derivadas parciales realistas. Sin
embargo, las soluciones numéricas pueden ser calculadas con equipos avanzados
para problemas muy complejos, y por lo general se puede lograr una buena precisión.
Luego se recomienda seguir este camino hacia los próximos pasos de avances de la
investigación.

5.1.1. Método numérico

El método de Crank-Nicolson se basa en aproximaciones en diferencias centrales
en el espacio y en la regla del trapecio en el tiempo, resultando ası́ un método con
convergencia de segundo orden en tiempo. Las aproximaciones en diferencia finita
permiten resolver problemas de valores de contornos. Se procede aproximando cada
derivada que aparece en la ecuación, ası́ como también, en las condiciones de
contorno, por una aproximación en diferencia apropiada. Las diferencias centrales
son usualmente las apropiadas porque conducen a una mayor exactitud [57], pero en
ocasiones es conveniente emplear diferencias finitas hacia adelante o hacia atrás
en la frontera. Por esta razón se recomienda usar las aproximaciones en diferencias
centrales para los nodos intermedios y aproximaciones hacia adelante y hacia atrás
en dirección radial en la frontera.

Aproximación hacia adelante de segundo y cuarto orden:
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∂ci,j,k
∂r

=
−25ci,j,k + 48ci+1,j,k − 36ci+2,j,k + 16ci+3,j,k − 3ci+4,j,k

12∆r
+O

(
∆r4

)
, (5.2)

∂2ci,j,k
∂r2

=
45ci,j,k − 154ci−1,j,k + 214ci−2,j,k − 156ci−3,j,k + 61ci−4,j,k − 10ci−5,j,k

12 (∆r)2

+O
(
∆r4

)
. (5.3)

Aproximación central de segundo y cuarto orden:

∂ci,j,k
∂r

=
ci−2,j,k − 8ci−1,j,k + 8ci+1,j,k − ci+2,j,k

12∆r
+O

(
∆r4

)
, (5.4)

∂2ci,j,k
∂r2

=
−ci−2,j,k + 16ci−1,j,k − 30ci,j,k + 16ci+1,j,k − ci+2,j,k

12 (∆r)2 +O
(
∆r4

)
. (5.5)

Aproximación hacia atrás de segundo y cuarto orden:

∂ci,j,k
∂r

=
25ci,j,k − 48ci−1,j,k + 36ci−2,j,k − 16ci−3,j,k + 3ci−4,j,k

12∆r
+O

(
∆r4

)
,

(5.6)
∂2ci,j,k
∂r2

=
45ci,j,k − 154ci+1,j,k + 214ci+2,j,k − 156ci+3,j,k + 61ci+4,j,k − 10ci+5,j,k

12 (∆r)2

+O
(
∆r4

)
, (5.7)

con ∆r, ∆θ, ∆φ, representan el paso de cada partición r1 = 0 < r2 < · · · < rN .
Las aproximaciones dadas en (5.2)-(5.7) son de cuarto orden y de forma similar
se obtienen las aproximaciones para las variables restantes que intervienen en el
problema de contorno; θ y φ.

5.1.2. Discretización de la ecuación de advección-difusión

La ecuación (5.1) escrita en coordenadas esféricas resulta:

∂c

∂t
=D

[
∂2c

∂r2
+

1

r2

∂2c

∂θ2
+

1

r2 sin2 θ

∂2c

∂φ2
+

2

r

∂c

∂r
+

cot θ

r2

∂c

∂θ

]
−
[
ur
∂c

∂r
+
uθ
r

∂c

∂θ
+

uφ
r sin θ

∂c

∂φ

]
.

(5.8)
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Para simplificar el problema se va a trabajar con la ecuación adimensional y en
coordenadas esféricas. Las variables adimensionales son:

x
′
=
x

l∗
, u

′

r =
ur
u∗r
, u

′

θ =
uθ
u∗θ
, u

′

φ =
uφ
u∗φ
, t
′
=

t

t∗
, r
′
=

r

r∗
,

∂c

∂t′
=
Dt∗

(r∗)2

[
∂2c

∂ (r′)2 +
1

(r′)2

∂2c

∂θ2
+

1

(r′)2 sin2 θ

∂2c

∂φ2
+

2

r′
∂c

∂r′
+

cot θ

(r′)2

∂c

∂θ

]
−

[
u∗rt
∗

r∗
u
′

r

∂c

∂r′
+
u∗θt
∗

r∗
u
′

θ

r′
∂c

∂θ
+
u∗φt
∗

r∗
u
′

φ

r′ sin θ

∂c

∂φ

]
.

(5.9)

Multiplicando la ecuación (5.9) por (r∗)2

Dt∗
queda la ecuación (5.1) adimensionaliza-

da.

α
∂c

∂t′
=

∂2c

∂ (r′)2 +
1

(r′)2

∂2c

∂θ2
+

1

(r′)2 sin2 θ

∂2c

∂φ2
+

2

r′
∂c

∂r′
+

cot θ

(r′)2

∂c

∂θ

−

[
Peru

′

r

∂c

∂r′
+ Peθ

u
′

θ

r′
∂c

∂θ
+ Peφ

u
′

φ

r′ sin θ

∂c

∂φ

]
,

(5.10)

siendo α = (r∗)2

Dt∗
una constante que se va a considerar uno para simplificar el

problema, Per = u∗rr
∗

D
, Peθ =

u∗θr
∗

D
, Peφ =

u∗φr
∗

D
, número de Péclet correspondiente a

las coordenadas esféricas.

Aplicando el método de Crank-Nicolson combinado con la aproximación en dife-
rencia finita en (5.10) de acuerdo a la posición del punto en el espacio (i, j, k) se
emplean aproximaciones hacia adelante, hacia atrás y central. Lo anterior conduce a
un modelo implı́cito expresado en un sistema de ecuaciones que evoluciona en el
tiempo. El sistema resultante está formado por N3 ecuaciones diferenciales ordinarias
lineales y stiffs. Este problema computacional está presente en muchos problemas
prácticos, por esta razón es necesario usar técnicas numéricas especiales.

Existen varias funciones númericas implementadas en software matemáticos, por
ejemplo, Matlab brinda varias funciones, que en dependencia del problema a veces
conviene su uso. Por otra parte, en el sistema interviene un campo de velocidad tal y
como se representa en (5.12)-(5.14). El mismo presenta singularidades en el punto
(0, 0, 1/c), con R2 = 0 y en el punto (0, 0, c), con R1 = 0. Esta última singularidad,
puede ser considerada como la imagen del rotlet en la esfera unitaria. La misma
no crea problemas, dado que ocurre fuera de la región del flujo. También aparecen
indeterminaciones cuando en uθ y en uφ cuando r → 0 y cuando sin θ → 0, para estos
casos se puede retroceder en pasos en el artı́culo de Hackborn y colaboradores en
1986 [48] y las expresiones que están en corchete en (5.14) se pueden sustituir por:
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cr cos θ − 1

cR2

+ 1 =
∞∑
n=2

(cr)2

n
sin2 θP

′

n−1 (cos θ) ,

cr − cos θ

cR2

+ cos θ =
∞∑
n=1

(cr)2

n
sin2 θP

′

n−1 (cos θ) .

(5.11)

las nuevas expresiones están definidas cuando r → 0 y cuando sin θ → 0. Cuando
R1 = 0 se puede usar un parámetro ε, ε > 0; ε < c. Luego el campo de velocidad
queda:

ur = u
′

r cosφ, uθ = u
′

θ cosφ, uφ = u
′

φ sinφ, (5.12)

con

u
′

r =− c sin θ

R3
1

+

(
5− 3 (r − ε)2) sin θ

2c2R3
2

−
3 (r − ε)

(
1− (r − ε)2) (c (r − ε)− cos θ) sin θ

c3R5
2

,

u
′

θ =
r − ε− c cos θ

R3
1

−
(
5− 3 (r − ε)2) (c (r − ε)− cos θ)

2c2R3
2

+

(
1− (r − ε)2) cos θ

c2R3
2

− r − ε
cR2

−
3 (r − ε)

(
1− (r − ε)2) sin2 θ

c3R5
2

−
3
(
1− (r − ε)2)
2 (r − ε)

∞∑
n=2

(cr)2

n
P
′

n−1 (cos θ) ,

u
′

φ =
c− (r − ε) cos θ

R3
1

+
(r − ε) cos θ − c

c3R3
2

−
3
(
1− (r − ε)2)
2 (r − ε)

∞∑
n=1

(cr)2

n
P
′

n−1 (cos θ) .

(5.13)

Las series se sustituirán por cuatro primeros términos de dichos desarrollos en
series respectivamente, según Gradshteyn y Ryzhik [58]:

P0 (x) =1, P
′

0 (x) = 0,

P1 (x) =x, P
′

1 (x) = 1,

P2 (x) =
1

2

(
3x2 − 1

)
, P

′

2 (x) = 3x,

P3 (x) =
1

2

(
5x3 − 3x

)
, P

′

3 (x) =
1

2

(
15x2 − 3

)
,

P4 (x) =
1

8

(
35x4 − 30x2 + 3

)
, P

′

4 (x) =
1

2

(
35x3 − 15x

)
,

(5.14)

siendo −1 ≤ x ≤ 1.
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