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Resumen

El Problema de los Vendedores Viajeros, MTSP, consiste en construir o encontrar una secuencia
de clientes por visitar para cada vendedor, partiendo y concluyendo todos ellos su recorrido en el
depdsito; de tal forma que todos los clientes sean visitados una vez y la suma de las distancias que
los vendedores deben recorrer sea minima.

El diseno del algoritmo para resolver el MTSP estd formado por 2 fases: i) obtener k particiones del
conjunto de los clientes V; y, i1) para cada particién obtenida en la fase 1, construir un recorrido.

La fase 1 se considera la mas importante, ya que la calidad de las soluciones depende mucho de las
particiones que esta genera. En ella se observa que la distribucién de los vértices en las diferentes
particiones es mejor, si el depdsito se encuentra en el centro con respecto a los demés vértices.

La fase 2 obtiene recorridos con un margen de error entre 6 % y 22 %, sobre los mejores resultados
conocidos reportados en la biblioteca TSPLIB para el problema TSP, con una complejidad temporal

O(n?).

Los resultados para 22 instancias disponibles en la biblioteca TSPLIB, son los siguientes: i) El
45 % de los costos de las soluciones, es menor que los mejores costos conocidos para el MTSP
Bounded ; y, i7) El 59.09 % de los costos de las soluciones obtenidas por el algoritmo 2 fases, tiene
una diferencia menor al 5% con respecto a los mejores costos conocidos, reportados en la literatura

para el MTSP Bounded.



Abstract

The Multiple Traveling Salesman Problem, MTSP, consists in construct or finding a sequence of
clients to visit for each salesman, starting and ending all of them in the depot; so that all clients
are visited once and the sum of the distances that salesman must travel be the minimum.

The design of the algorithm to solve the MTSP consists of 2 phases: i) obtain k partitions of the
set of clients V; and, ii) for each partition obtained in phase 1, construct a tour.

Phase 1 is considered the most important since the quality of the solutions depends a lot on the
partitions it generates. It shows that the distribution of the vertices in the different partitions is
better if the depot is in the center with respect to the other vertices.

Phase 2 obtains tours with a margin of error between 6 % and 22 %, on the best-known solutions
reported in the TSPLIB library for the TSP problems, with time complexity O(n?).

The results for 22 instances available in the TSPLIB library are the following: i) 45 % of the costs
of the solutions is less than the cost of the best-known solutions for the MTSP Bounded; and, i)
59.09 % of the costs of the solutions obtained by the 2-phase algorithm, have a difference of less

than 5% compared to the cost of the best-known solutions, reported in the literature for the MTSP
Bounded.
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Capitulo 1

Introduccion

En esta investigacion, se presenta el diseno de un algoritmo heuristico en 2 fases para resolver
instancias del Problema de los Vendedores Viajeros !, Multiple Traveling Salesman Problem
(MTSP), en donde las distancias entre las ciudades son euclidianas en un plano 2D.

La tesis estd organizada del siguiente modo:

En el capitulo 1, se describen el planteamiento del problema, la justificaciéon y los objetivos que
seran cubiertos en este proyecto de investigacion.

En el capitulo 2, se describen aspectos importantes encontrados en la literatura acerca del MTSP;
tal como la descripcion, las variantes, la relacion que tiene con otros problemas y la clasificacién de
los algoritmos que se han utilizado para resolverlo. También se incluye una descripcion detallada del
algoritmo en 2 fases de [Vakhania et al. 2016], debido a que se usé como base para la elaboracién
de este diseno.

En el capitulo 3, se describe el planteamiento matematico, se definen los conceptos y variables; y
se describen los algoritmos de forma verbal y detallada en pséudocodigo para el diseno de esta
heuristica.

En el capitulo 4, se comparan los resultados del algoritmo disenado en este proyecto de investigacion
con los encontrados en la literatura.

En las conclusiones se emiten los comentarios y observaciones que resultaron de las comparaciones
realizadas en el capitulo 4.

! Multiple Traveling Salesman Problem se ha traducido al espafiol como el Problema de los Vendedores
Viajeros, debido a que la palabra multiple en inglés denota que son muchos



CAPITULO 1. INTRODUCCION )

1.1. Planteamiento del problema

Existen muchos problemas de optimizacién que requieren ser resueltos. La gran mayoria con
implicaciones practicas en ciencias, ingenieria, economia y negocios; que son muy complejos y
dificiles de resolver [Cuevas et al., 2016].

En la vida real, la optimizacién se presenta en: i) la minimizacién del tiempo invertido para la
ejecucién de una tarea, el costo de un producto y el riesgo en una inversion o, ) la maximizacién
de las ganancias, la calidad de un producto y la eficiencia de un dispositivo [Cuevas et al., 2016].

El Problema del Vendedor Viajero, Traveling Salesman Problem (TSP), es uno de los
problemas tipicos en optimizaciéon combinatoria y es conocido por ser de la clase NP-duro; probado
por Karp en 1972 [Jinger et al. 1995]. Consiste en un vendedor que debe visitar a todos sus clientes
una vez, y regresar con el cliente en donde inici6 su recorrido, de tal forma que la distancia total
sea minima.

El MTSP, es importante desde el punto de vista tedrico y practico, ya que es una variante del TSP
[Bektas 2006]; que incluye mds de un vendedor y un vértice especial denominado depdsito. Consiste
en construir o encontrar una secuencia de clientes por visitar para cada vendedor, partiendo y
concluyendo todos ellos su recorrido en el depdsito; de tal forma que todos los clientes sean visitados
una vez y la suma de las distancias que los vendedores deben recorrer sea minima (figura 1.1). Es
conocido por ser un problema NP-Duro [Yousefikhoshbakht y Sedighpour 2012] y su importancia
consiste en el hecho de que es un problema de optimizacién combinatoria [Harrath et al. 2019).
Es usado para resolver problemas en las que exista la necesidad de reducir costos, tiempos o
distancias; mediante la planeacién y calendarizacion de procesos. Por ello, es que se requiere del
desarrollo continuo de algoritmos cuyas capacidades permitan encontrar mejores soluciones en
tiempos razonables.

Caminos

Figura 1.1: Ejemplo de una solucién para un MTSP con 10 clientes, 1 depédsito y 3 vendedores
[Yousefikhoshbakht y Sedighpour 2012].

Algunas de las aplicaciones encontradas en la literatura, las cuales han sido resueltas por un MTSP,
son las siguientes:
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» Calendarizacién de impresiones en una imprenta (Print press Scheduling)

Una edicion es un conjunto de pdginas de anuncios publicitarios, y las ediciones pueden
tener paginas en comun. Si dos ediciones son idénticas, entonces pueden ser combinadas y
consideradas como una sola edicion.

Una prensa con 5 pares de rodillos es usada para imprimir diferentes ediciones de una revista,
cuyos rodillos estan divididos en 3 lineas, en las cuales se coloca una placa, que contiene un
formato de 4, 6 u 8 paginas que incluyen anuncios publicitarios.

Para imprimir un conjunto de pédginas se requieren 1, 2 6 4 placas; dependiendo si son blanco
y negro (BW), 2 colores (2C) 6 4 colores (4C) respectivamente. El proceso consiste en pasar
el papel blanco entre los 5 pares de rodillos, en donde cada par de ellos imprime un color en
ambos lados del papel simultaneamente.

El objetivo del problema, consiste en calendarizar las impresiones de los formatos segin la
cantidad de paginas requeridas de cada edicion, tal que el costo por el nimero de cambios
de placas, las veces que la prensa se detiene, las veces que se duplica una placa, la cantidad
excedida de impresiones de una pégina y el cambio de color para el par de rodillos que imprime
el segundo color en las impresiones (2C); sea minimo.

La solucién consiste en resolver un MTSP con 3 agentes viajeros solamente, en donde cada
agente representa a una linea de los tres que tiene cada rodillo; los vértices representan a las
placas que seran usadas para imprimir las paginas en una ejecucion y la distancia entre los
vértices representa a la suma de los costos ya mencionados.

Como observacion tenemos que el costo entre dos ejecuciones son el cambio de placas de los
rodillos, las veces que la prensa se detiene y el cambio de color en el caso de que las paginas
sean impresas en dos colores. Para incluir los costos por duplicar una placa y el exceso de
impresiones de una pagina, estos deben exceder la mitad del costo por detener la prensa, de
lo contrario no se incluyen en el costo.

Este problema fue una de las primeras aplicaciones de un MTSP presentado por [Gorenstein 1970]
[Bektas 2006].

» Calendarizacién de personal (Crew scheduling)

El problema consiste en un conjunto de k personas que deben salir de una oficina central,
visitar n diferentes lugares una vez para desempenar alguna actividad y después, regresar a
la oficina central. El objetivo es determinar el recorrido para cada persona, tal que la suma
de las distancias de los recorridos sea minima.

Como ejemplos tenemos: i) Las personas son mensajeros que deben recoger depdsitos en
diferentes sucursales bancarias [Svestka y Huckfeldt 1973]; i) Las personas son técnicos que
deben visitar casetas telefénicas una o dos veces a la semana para vaciar las monedas de los
equipos telefonicos, y en caso de ser necesario, realizar minimas reparaciones a los equipos
[Lenstra y Kan 1975]; y, i) Las personas son carteros que deben visitar buzones de correo
para vaciarlos diariamente [Lenstra y Kan 1975].
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Como observacién, se tiene que en el planteamiento de cada problema de los 3 ejemplos del
parrafo anterior, no se menciona que existe una capacidad de carga del vehiculo que usa cada
persona, ni tampoco la cantidad de carga que recoge en cada lugar que visita. Por lo tanto,
es claro que se tiene un MTSP.

» Calendarizacién de entrevistas (Interview scheduling)

Se tienen como objetos: n oficinas de vendedores de servicios en la industria turistica y k
ejecutivos de compras. Se define T como el niimero de periodos de tiempo para realizar las
entrevistas entre los vendedores y los ejecutivos de compra, donde 7' < k < n. Por lo anterior,
un vendedor puede entrevistarse con T' de los n vendedores de servicios disponibles.

Inicialmente, cada ejecutivo de compra y vendedor de servicio exponen en una lista una
clasificacion para expresar las preferencias para sus entrevistas; esa clasificacién es usada para
establecer el interés que hay entre ellos para una futura reunién.

El objetivo, es generar el calendario para que cada ejecutivo de compra visite a los 7" vendedores
de servicios, tal que un ejecutivo de compra solamente puede reunirse con un vendedor de
servicios en un periodo de tiempo.

Para resolver este problema a través de un MTSP, cada ejecutivo de compra es un vendedor
viajero y los vendedores de servicios son las diferentes ciudades por visitar. Los costos de las
aristas se calculan con las preferencias dadas por los ejecutivos de compra y los vendedores
de servicios. La solucion esta compuesta por los k recorridos tal que la suma de sus costos sea
minima.

Este problema fue descrito por [Gilbert y Hofstra 1992], y como observacién se tiene que
pudiera haber vendedores de servicios que no sean entrevistados y también, otros vendedores
que sean entrevistados por més de un ejecutivo de ventas; por lo tanto es una variante de un

MTSP.

» Planificacién de misiones (Mision Planning)

El problema presentado por [Brumitt y Stentz 1996], consiste en que n diferentes localidades
sean visitadas por cualquiera de los k robots iguales, que hayan sido destinados dentro
de una misién; tal que se eviten colisiones entre ellos, se maximice la seguridad de ellos y
principalmente, se minimice la distancia de los recorridos. Una vez que se han alcanzado
todas las localidades, los robots deben regresar a un sitio en donde se encuentra la base para
su recarga de energia.

Para que la mision sea completada, adicionalmente se incluyé dentro del diseno del algoritmo
un sistema de planeaciéon dinamica, que consiste en ir modificando en cualquier momento
los recorridos para cada robot durante la misién; con base en algunos factores como lo son:
la obtencion de nueva informacioén, las condiciones técnicas de los robots y las condiciones
cambiantes del medio ambiente.

» Drones para entregas (Drone delivery)
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Este problema puede ser modelado como un MTSP en 3 dimensiones [Lo et al. 2018]

En el comercio electréonico y companias de ventas, se busca las formas para mejorar los costos
y tiempos de entregas, mediante el uso de drones [Kitjacharoenchai et al. 2019].

La estrategia consiste en combinar las entregas mediante camiones y drones, quienes parten
del depdsito, realizan sus entregas y regresan nuevamente al depdsito.

= Diseno de redes de observacion por medio de un sistema satelital de navega-
cién global (Design of global navigation satellite system surveying networks

(NGSS))

Para este problema, investigado por [Saleh y Chelouah 2004], tenemos n estaciones terrestres,
k receptores y | sesiones de observacion; donde: i) una estacién es un lugar fisico en tierra
con coordenadas (z,y, z) en donde se desea tener una medicién satelital; i7) un receptor es el
equipo que recibe las senales satelitales para obtener y guardar las mediciones; i) una sesién
de observacion es un periodo de tiempo durante el cual, dos o mas receptores guardan senales
satelitales durante un tiempo fijo; y, i) una red de observacion es una lista, que determina
en que estaciones debe estar un receptor para realizar una sesion de observacién.

El objetivo de este problema, es determinar el orden en que deben realizarse las sesiones
especificadas en la red de observacién, tal que el costo de las distancias recorridas por los
receptores para visitar las estaciones sea minima.

1.2. Justificacion

Este proyecto de investigacion, busca ofrecer un algoritmo para la soluciéon del MTSP, el cual se
pretende que encuentre buenas soluciones factibles, y cuyos resultados puedan obtenerse en un
tiempo razonablemente corto.

Debido a que la solucién de este problema minimiza la distancia recorrida por los vendedores,
también existe una disminucion en el consumo de combustible y el tiempo requerido para realizar
los recorridos; lo que trae como consecuencia beneficios como: ganancias para las empresas, y mayor
satisfaccién para los clientes y/o consumidores de sus productos y servicios. Por otro lado, también
existen beneficios como la disminucion en la emision de contaminacién y desgaste de las maquinas
y/o vehiculos involucrados.

La solucion para este tipo de problemas, contintia siendo estudiado por los investigadores en el area
de la optimizacién, dada la necesidad para encontrar mejores soluciones en menores tiempos de
procesamiento.
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1.3. Objetivo general

Disenar e implementar un algoritmo heuristico en dos fases, que genere y evalie soluciones factibles
para un MTSP en un tiempo razonable; de tal forma que esas soluciones tengan un costo minimo.

1.4. Objetivos especificos

» Realizar una revisiéon en la literatura para conocer cuales son las principales variantes y
metodologias con las cuales se resuelve un MTSP.

= Disenar una heuristica en dos fases, que construya una solucién factible que resuelva instancias
para un MTSP, cuya suma de las distancias de los recorridos de la solucién sea minima.

= Implementar la heuristica disenada en C++, que construya una solucién factible que resuelva
instancias para un MTSP, cuya suma de las distancias de los recorridos de la solucién sea
minima.

= Realizar un comparativo del desempeno del algoritmo propuesto y los resultados mejores
conocidos reportados en la literatura.

1.5. Hipodtesis

H1: Si un algoritmo heuristico en dos fases, es una buena alternativa que genera y evalua soluciones
factibles para un M'TSP; entonces el algoritmo entrega como resultado una solucion tal que su
costo sea minimo en un tiempo razonable.

HO: Si un algoritmo heuristico en dos fases, no es una buena alternativa que genera y evalua

soluciones factibles para un MTSP; entonces el algoritmo no entrega como resultado una solucion
tal que su costo sea minimo en un tiempo razonable.

1.6. Alcances

El algoritmo en dos fases implementado en este proyecto de investigacion, sera evaluado solo con 22
instancias de la biblioteca [TSPLIB], mencionadas en el capitulo 2.6.
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1.7. Limitaciones

En el diseno del algoritmo en dos fases de este proyecto de investigacién, solo seran utilizados
como datos de entrada: el conjunto de los vértices y la cantidad de recorridos por construir; por lo
anterior el limite inferior my,;, y limite superior m,.,, que son parte de una restricciéon para un
problema MTSP Bounded, no seran considerados.



Capitulo 2

Marco teorico

2.1. Descripcién del problema

Sea G = (V, E) un grafo no dirigido ponderado, donde V' es el conjunto de los vértices y E el
conjunto de las aristas; y k el nimero de vendedores que definen un MTSP.

2.1.1. Objetos

k, es el nimero de vendedores.
d € V es el dep6sito, del cual cada vendedor inicia y concluye su recorrido.

i€ V\{d}, 1 <i<n;son los vértices que deben ser visitados por uno de los vendedores una sola
vez.

(1,7) € E; i # j;4,j € V; son las aristas.
2.1.2. Parametros

w(i,j) € E, w(i,j) > 0; es el costo (distancia, tiempo, entre otros) de la arista (i, 7).

La matriz W, es simétrica si w(i, j) = w(j,4); de lo contrario es asimétrica.
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2.1.3. Funcién objetivo

Se define una matriz binaria X, donde z;; = 1 si la arista (7, 7) estd incluida en la solucién; y,
z;; = 0 si la arista (4, j) no lo esté.

La funcién objetivo, es la minimizaciéon de la suma de los pesos de todas las aristas incluidas en la
solucién (ecuacion 2.1), sujeto a las restricciones que se muestran a continuacion.

min Z w(i, J)T; (2.1)

2.1.4. Restricciones

= Todos los vendedores inician su recorrido en el depésito.

Z xdj:k

jeV\{d}

= Todos los vendedores regresan al depdsito al concluir su recorrido.

Z l‘jd:k

jeV\{d}

= Para todo vértice j, existe solo un vértice i que esta ubicado atrés del vértice 5 dentro de un
recorrido; i, j pertenecen al conjunto de los vértices con excepcion del depdsito.

Z 1y =1; Vj € V\{d}

ieV\{d}

= Para todo vértice 7, existe solo un vértice 5 que estd ubicado adelante del vértice i dentro de
un recorrido; i, j pertenecen al conjunto de los vértices con excepcion del depdsito.

jeV{d}

= Restricciones para la eliminacién de subrecorridos. Son usados para evitar que existan
recorridos que no inician y terminan en el depédsito.
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2.1.5. Solucion factible

Una solucién factible, es un conjunto de k recorridos que inician y concluyen en el depdsito d, de
tal forma que sean visitados los vértices que pertenecen al conjunto de los vértices, con excepcion
del depdsito, una sola vez.

Por lo anterior, un recorrido para cada vendedor que debe visitar m vértices, esta formado del
siguiente modo: la 1¢" arista dentro de su recorrido para ir del depdsito d al vértice iy, es (d,i1); la
2% arista dentro de su recorrido para ir del vértice i; al vértice is, es (i1,42); y asi sucesivamente

hasta llegar a la arista (i,,_1,%,,), para ir del vértice i,, 1 al vértice i,,; y, para concluir el recorrido,
la ultima arista es (i,,, d), para ir del vértice i,, al depdsito d.

(d,i1), (41,02)s ey (b1, tm ) (4m, d)
donde el costo ¢(t), para este recorrido es:

c(t) =w(d, i) + w(iy,iz) + ... + W(im_1,m) + Wiy, d)

La minimizacion de la suma de los costos para los k recorridos, ¢y, t, ..., tx, es igual a la dada en
la ecuacién 2.1.

min{c(t;) + c(t2) + ... + c(tx) } = min Z w(i, j)w;
(i,9)eE
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2.2. Variantes del problema

Figura 2.1: izquierda) MTSP con multiples depdsitos con destino fijo, derecha) MTSP con multiples
depdsitos con destino no fijo.

Multiples depdsitos: En esta variante, se tiene mas de un depédsito en los que inicialmente
hay un nimero de vendedores. Se le conoce como destino fijo, cuando todos los vendedores deben
regresar al depdsito del cual partieron al finalizar sus recorridos; y, destino no fijo, cuando los
vendedores pueden llegar a cualquier depdsito al finalizar sus recorridos, con la condicién de que los
depdsitos tengan el mismo nimero de vendedores que inicialmente tenian [Bektas 2006].

En la figura 2.1, se muestran dos soluciones que corresponden a un problema MTSP con mutiples
depdsitos: izquierda) de destino fijo; y, derecha) de destino no fijo.

Figura 2.2: MTSP con dos recorridos abiertos y uno cerrado.

Recorridos abiertos y/o cerrados: En esta variante, se definen 2 tipos de vendedores: i)
internos; y, 1) externos. Todos los vendedores inician su recorrido en el depésito, pero solo los
internos deben regresar al depésito después de visitar todos sus vértices (closed paths), mientras
que los externos no regresan (open path) [Wang et al. 2013] [Thenepalle y Singamsetty 2019].

En la figura 2.2, se muestra una solucién para un MTSP con dos recorridos abiertos y uno cerrado.
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Figura 2.3: MTSP con dos vértices visitados més de una vez en un recorrido.

Vértices incluidos mas de una vez en un recorrido: En esta variante no existe la restriccion
de visitar una sola vez a cada vértice, esto es conveniente en problemas en donde la matriz de
costos es asimétrica, y también podrian encontrarse recorridos con menor costo.

En la figura 2.3, se muestra una solucién para un MTSP, en la que el vértice 9 es visitado dos veces
en uno de los tres recorridos.

Ventanas de tiempo: Esta variante es conocido como MTSPTW (Multiple Travel Salesman
Problem Time Windows). En este problema, debe considerarse que existe un intervalo de tiempo
en el cual, el vendedor puede visitar a un vértice dentro de su recorrido [Bektas 2006].

Intervalo de vértices por visitar en los recorridos: FEn esta variante, el nimero de vértices
que pueden agregarse a cada recorrido, estd dentro del intervalo: Limite Inferior (Lower Bound)
y Limite Superior (Upper Bound) [Bektas 2006].

Intervalo de distancia minima y maxima en los recorridos: Anélogamente a la variante
anterior, en este problema se limita a cada recorrido la distancia minima y méxima que un vendedor
puede recorrer [Bektas 2006].

Numero de vendedores: El niumero de vendedores es fijo o acotado [Bektas 2006].

Costos ajustados: Si el numero de vendedores en el problema es variable, usualmente cada
vendedor tiene un costo fijo; ese costo fijo es agregado al costo total por cada vendedor que es
requerido en la solucién [Bektas 2006].
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2.3. Relacién del MTSP con otros problemas

TW=periodos de tiempo
grandes

C=capacidad del
vehiculo muy grande

(Un solo vendedor)
k=1

Figura 2.4: Relaciéon del MTSP con otros problemas

Problema del Vendedor Viajero (Traveling Salesman Problem (TSP))

Consiste en obtener el recorrido con el camino méas corto para un vendedor que debe visitar
cada una de los n vértices sucesivamente, empezando y terminando su recorrido en el vértice 1

[Gilbert y Hofstra 1992].

Un TSP puede considerarse un caso particular de un MTSP, cuando el niimero de vendedores es
igual a uno (k =1).

Asi mismo, un problema MTSP puede ser transformado a un problema TSP, descomponiendo al
depodsito d en k vértices d1,d2, ..., dk. Las aristas (i,dj) y (dj, i) tienen un peso w(i,dj) = w(i,d)
y w(dj, 1) = w(d, i) respectivamente, y w(dj,dl) = M, donde M es un valor demasiado grande;
1<i<n; 2<y1<k[Jinger et al. 1995].

Problema de Enrutamiento de Vehiculos con Capacidad (Capacitated Vehicle Rou-
ting Problem (CVRP))

Este problema se define de manera similar que un MTSP, agregando a los n vértices una demanda
¢;, que debe ser cubierta por uno de los k& vendedores, cuyo vehiculo que utiliza tiene una capacidad
C, debiendo empezar y terminar su recorrido en el depésito d, donde los vértices deben ser visitados
una sola vez y C' < " | ¢; [Dantzig y Ramser 1929]. En este problema, adicionalmente a las
restricciones que se tienen en un M'TSP, se tiene que en cada recorrido, la suma de las demandas
de vértices incluidos no exceda la capacidad del vehiculo [Jiinger et al. 1995][Pecin et al. 2017].
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El objetivo de este problema, al igual que en un MTSP, es obtener un conjunto de k recorridos
cuyo costo (distancias, tiempo, entre otros) sea minimo.

Un MTSP puede considerarse entonces como un caso particular de un CVRP cuando C' > 3" | ¢; y
un CVRP puede ser considerado como un caso particular de un VRPTW (definido a continuacion)
donde la ventana de tiempo es arbitrariamente grande [Pecin et al. 2017].

Problema de Enrutamiento de Vehiculos con Ventanas de Tiempo (Vehicle Routing
Problem with Time Windows (VRPTW))

El problema se define de manera similar al CVRP, agregando una ventana de tiempo como un
pardmetro para los n vértices, donde [a;, b;], es el periodo de tiempo en el cual se puede visitar al
vértice 7; a; < b;; y también se agrega una restriccion, la cudl consiste en que un vendedor solo debe
visitar al vértice ¢ dentro de la ventana de tiempo [a;, b;].

Por lo anterior, un CVRP es un caso particular de un VRPTW, en donde las ventanas de tiempo
de los n vértices es muy grande.

2.4. Clasificaciéon de los algoritmos que solucionan el MTSP

2.4.1. Algoritmos Exactos

Son aquellos que son disenados de tal manera que, es garantizado que encontraran la solucion
optima en un tiempo finito; y por ello deben probar que el algoritmo encuentra la mejor solucién.
[Sorensen 2013]. Estos algoritmos, examinan cada solucién factible dentro del espacio de soluciones
para el problema que resuelven; guardando en cada iteracion la solucién en la que la funcién objetivo
de como resultado un menor o mayor valor, para problemas de minimizacion o maximizacién
respectivamente.

La principal caracteristica de estos algoritmos es que solo pueden resolver instancias relativamente
pequenias y el tiempo para encontrar la solucién es demasiado grande [Cordeau et al. 2005]; tal es
el caso de ramas y cortes (branch and bound), que para un MTSP, el tiempo de procesamiento
se incrementa de manera exponencial conforme aumenta el nimero de vértices en la instancia

[Svestka y Huckfeldt 1973].

Finalmente, cabe senalar que el desarrollo de estos algoritmos no es trivial, incluso para aquellos
que pueden considerarse como faciles [Sérensen 2013].
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2.4.2. Algoritmos Heuristicos

Debido a la imposibilidad de encontrar soluciones exactas para muchos problemas, sea por la
complejidad del problema o del tamano de la instancia; es que los investigadores a menudo se
enfocaron en la intuiciéon, comprensién y aprendizaje humano como una forma para resolver
problemas [Simon y Newell 1958] [Sérensen 2013] a través de los algoritmos heuristicos.

Estos algoritmos ofrecen soluciones factibles no 6ptimas en un tiempo razonablemente corto compa-
rado con los algoritmos exactos; pero a pesar de eso, su aceptacion en el campo de la investigacion
ha sido lenta, debido a que ha sido mal visto por la comunidad académica [Sérensen 2013].

Dentro de esta categoria, se tienen las siguientes:

Algoritmos voraces: pueden ser aplicados a una gran variedad de problemas, consiste en
construir y evaluar una solucion factible. El algoritmo inicia con una solucion sin elementos, y en
cada iteracion subsecuente agrega un elemento a la solucion, con base en una decisiéon que sera
definitiva.

Algoritmos de aproximacién: garantizan que la solucién que construyen se encuentra dentro
de un cierto porcentaje de la solucién éptima [Sérensen 2013].

Transformaciones: Consiste en aplicar algunas consideraciones al problema original para que
sea cambiado a otro problema. Particularmente para un MTSP, como se explicé en la seccion
anterior, puede ser transformado a un TSP. Esto es titil porque al resolver el problema transformado
mediante cualquier algoritmo, se resuelve también el problema que originalmente se tiene interés
por resolver.

2.4.3. Algoritmos Metaheuristicos

Una metaheuristica, es un conjunto de pautas o estrategias generales independientes del problema,
para el desarrollo de algoritmos utilizados en la bisqueda de la soluciéon de una amplia variedad de
problemas de optimizacion [Sérensen 2013]; en donde la mayoria de ellos usan como inspiracién
fenémenos biol6gicos o sociales [Cuevas et al., 2016].

En términos generales, estos algoritmos son una implementacion que inicialmente generan una
solucién factible S de manera aleatoria y posteriormente de manera iterativa: i) genera una solucién
S” mediante una transformacién de S, tal que satisfaga las restricciones del problema; i) si la
evaluacion de la solucién S mejora a la evaluacién de S con base en la funcién objetivo, entonces S’
reemplaza a S, de lo contrario, se establece algin criterio de aceptacién de la solucién S’ para salir
de aquellos minimos locales que el algoritmo haya encontrado; y iii) el algoritmo concluye hasta
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que se cumpla con algin criterio de paro [Lin y Kernighan 1973|, que generalmente es sintonizado
en el algoritmo.

Por lo anterior, estos algoritmos resuelven problemas de optimizacién complejos, mediante una
forma muy eficiente de generar soluciones factibles; y, en caso de ser alcanzado un minimo local,
busca una solucién factible alternativa que ayude a encontrar mejores soluciones. Por ello, es
que las metaheuristicas se han popularizado tanto en la industria como en la academia, ya que
han demostrado ser herramientas eficientes para la solucién de un amplio rango de problemas en
dominios tales como la logistica, bio-informatica, diseno estructural, mineria de datos, finanzas,
entre otros [Cuevas et al., 2016].

2.5. Algoritmo en 2 fases para un MTSP

Fase 1 Fase 2

Particiona el area

Instancia Construir un del poligono Construir un
paraun —m poligono —p envoI\F/)en?e en k recorrido para —» Solucion
MTSP envolvente cada particion

areas triangulares

Figura 2.5: Diagrama que muestra las fases del algoritmo en 2 fases

El desarrollo del diseno del algoritmo y la programacion en dos fases disenados en esta investigacion,
estd basado en la publicacién de [Vakhania et al. 2016], que pretende encontrar buenas soluciones
factibles no 6ptimas para un MTSP, y cuyos resultados puedan obtenerse en un tiempo razona-
blemente corto. El algoritmo ahi descrito muestra para cada etapa, una interesante forma para
resolver el problema con base en la manera en que los vendedores pueden desplazarse, iniciando sus
recorridos en el depdsito, visitando los vértices que deben visitar y finalmente regresar al depdsito.

Para la etapa de agrupamiento (fase 1), el algoritmo descrito considera que, al partir todos los
vendedores del depdsito, estos debieran desplazarse hacia diferentes direcciones en forma radial,
tomando como centro al depdsito; por lo que aquellos vértices que se encuentren cercanos a cada
direccion, seran parte de un agrupamiento.

Para la etapa de generacién de recorridos (fase 2), el algoritmo construye un recorrido para cada
agrupamiento realizado en la fase 1; considerando dos direcciones a partir del depdsito: i) del
depésito hacia el vértice mas alejado del depdsito dentro del agrupamiento; y, i) del vértice mas
alejado del depdsito dentro del agrupamiento, alcanzado en la anterior direccion, hacia al depdsito.

En la figura 2.5 se muestran las fases de este algoritmo: i) Construir un poligono envolvente; y
i1) Particiona el poligono envolvente en k dreas triangulares para construir un recorrido por cada
particion.
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Sea un Grafo completo no dirigido ponderado G = (V, F') cuyas aristas (i,j) € E tienen un peso,
w(i, j), donde el vértice i conecta al vértice j. Un vértice distinguido d (llamado depédsito) y un
nimero entero positivo k.

60 . .
50 L -,
40 . d.* )

30
20

10

X

10 20 30 40 50 60 70

Figura 2.6: Conjunto de vértices que pertenecen al grafo G = (V| E), que serd usado de ejemplo en
esta seccién. (La instancia estd disponible en el Apéndice A)

Se define como un recorrido, Ty, a un ciclo que comienza en el vértice d, visita todos los vértices
de la particiéon Y C V exactamente una vez y regresa al vértice d (Ecuacién 2.2). El costo de ese
recorrido, ¢(7Ty ), es la suma de los pesos de las aristas incluidas en el recorrido (Ecuacién 2.3).

Ty = (’il,’ig, ...,?:l, 21), il = d, iQ, ...,il eY \ {d} (22)
C(Ty) = w(il,ig) + w(ig,ig) + ...+ w(il, Zl> (23)
El objetivo del algoritmo, es encontrar la particién del conjunto V'\ {d} en k subconjuntos Vy, - - -, Vi;

tal que la suma de los costos de los recorridos, > ._; . ¢(Vi), sea minima (Ecuacién 2.4).

minz c(Vy) (2.4)

La fase 1 consiste en construir un poligono convexo, P = P(V'), dentro del espacio euclidiano
2D que encierre a todos los vértices de V' (figura 2.7).

El procedimiento inicialmente obtiene los vértices extremos: v; (con coordenada y méxima), v,
(con coordenada z minima), v, (con coordenada y minima) y v, (con coordenada z maxima).
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Figura 2.7: Poligono envolvente

Posteriormente, para la construccién del poligono se realizan 4 etapas: i) busca los vértices que se
encuentran entre vy y vy; 1) busca los vértices que se encuentran entre v; y v,; iii) busca los vértices
que se encuentran entre v, y v,; y, iv) busca los vértices que se encuentran v, y v;. (Definicién
y procedimiento descritos en el capitulo 3, en la definicién 3.2.14 y en el procedimiento 3.3.4
respectivamente).

En el ejemplo de la figura 2.7, podemos observar el resultado del algoritmo construccion_del_poligono
en donde p; = vy. Posteriormente, los vértices ps, p3 v ps son encontrados en la etapa 1. El vértice
ps es encontrado en la etapa 2. Los vértices pg, p7, ps ¥ Pg son encontrados en la etapa 3. Y por
ultimo, los vértices pig, p11 v p12 son encontrados en la etapa 4.

La fase 2 estd compuesta por 2 etapas: i) particiona el drea del poligono en k dreas triangulares;
y, 1) se construye un recorrido para cada una de esas dreas.

FEtapa 1: Sean p, un vértice de P y m el nimero de vértices que tiene el poligono envolvente;
definimos como una arista auxiliar a la arista (d, p,).

Para particionar el drea del poligono envolvente, inicialmente se generan las aristas (d, p,), 1 < x < m;
lo que da como resultado m aristas auxiliares y m areas triangulares.

En el ejemplo de la figura 2.8, podemos observar que el poligono de la figura 2.7 esta particionado
por 12 aristas auxiliares (d, p, ), con los cuales se forman 12 dreas tridngulares.

Para una arista auxiliar e,, se define un conjunto B(e,), cuyos elementos son aquellos que estan a
una distancia menor o igual a b, (un valor aleatorio que debe estar dentro de un intervalo, mismo
que debe ser sintonizado para el problema) de la arista e,.
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Figura 2.8: Poligono envolvente particionado por m aristas auxiliares

B(ey) = {vi|v; estd a una distancia menor o igual a b, de la arista e,;v; € V\ {d}}  (2.5)

También se define como el factor de densidad, (e, ), como el nimero de vértices que pertenecen al
conjunto B(e,) dividido por la longitud de la arista auxiliar e,

8(ey) = (2.6)

En la figura 2.9, se muestran los 12 subconjuntos representados por rectangulos, para cada arista
auxiliar (d, p,). Cada rectangulo estd formado por dos lineas paralelas, que estan separadas de la
arista auxiliar a una distancia b,, 1 < x < 12 y dos lineas que unen a los extremos de esas dos
lineas paralelas. En la tabla 2.1, se muestran los valores correspondientes a cada arista.

Debido a que se requieren k particiones, es que nuestro problema puede caer en alguno de los
siguientes casos:

Si m = k, entonces esta etapa de particion ha concluido.

Si m > k, entonces deben eliminarse aquellas m — k aristas auxiliares, que tengan el menor factor
de densidad.

Sim < k, entonces deben agregarse k — m aristas auxiliares en aquellas regiones, en donde el factor
de densidad es mayor.
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Figura 2.9: Areas que definen los subconjuntos B(e,)

20

X

x | arista auxiliar | w(d,p,) | by | |B(d,ps)| | 6(d, ps)
1 (d,p1) 29,15 | 4 3 0,10
2 (d, ) 2729 |42 1 0,15
3 (d, p3) 25,55 | 4.4 2 0,08
1 (d, pa) 29,15 | 3.9 2 0,07
5 (d, ps) 30,89 |41 2 0,06
6 (d, pe) 2474 | 4 2 0,08
7 (d, pr) 28,32 | 3.8 2 0,07
8 (d, ps) 30,87 | 4,2 2 0,06
9 (d, po) 33,14 | 5 3 0,09
10 (d, p1o) 3384 | 4 3 0,09
11 (d, p11) 3397 | 3 1 0,03
12 (d, p12) 30,87 | 3.9 4 0,13

Tabla 2.1: Valores del ejemplo de la figura 2.9
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Para nuestro problema de ejemplo tenemos los siguientes casos (ver valores en la tabla 2.1):

» Si tuvieramos que eliminar una arista auxiliar, esta seria (d, p11), dado que tiene el menor
factor de densidad, igual a 0,03.

= Si tuvieramos que agregar una arista auxiliar, se agregaria en la zona en la que se encuentra
(d, p2), dado que tiene el mayor factor de densidad, igual a 0,15.

Una vez que ya se tienen k areas triangulares, las cuales deben incluir al menos un elemento, se ha
concluido la etapa 1 de la fase 2; 'y, se procede con la etapa 2 para construir un recorrido para
cada una de esas areas triangulares.

FEtapa 2: Dada un area triangular, de las k formadas en la etapa anterior; sean v y u los vértices
sobre el borde del poligono de esa drea con aristas auxiliares e = (d,v) y €' = (d, u). El recorrido se
compone con la construccién de los subrecorridos, por las aristas auxiliares e (iniciando en d hacia
v) y € (iniciando en u hacia d), en donde se incluyen a los vértices que pertenecen a B(e) y B(¢)
respectivamente.

Figura 2.10: Una de las k areas triangulares del poligono envolvente
Como observacién, tenemos que pueden existir los casos en que
B(e)n B(e') #0

B(e) U B(€') # {uvi|v; estd dentro del area triangular d —v —u — d}

Para esos vértices que estan en los dos subconjuntos o en ninguno de los subconjuntos, Se debe
decidir a cual de los dos subconjuntos deben pertenecer, con base en la cercania con otros vértices
que cada subconjunto tiene, o con las aristas auxiliares asociadas con esos subconjuntos.
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En la figura 2.10, se muestra el area triangular que usaremos como ejemplo para construir su
recorrido, donde v = pg y u = pyg. Se observa que inicialmente |B(e)| = 3y |B(¢')| = 3, que estos
dos subconjuntos tienen un vértice en comun; y, que existe un vértice que no pertenece a ninguno
de los dos subconjuntos. Ambos vértices deben incluirse en B(e), dado que ambos vértices estan
méas cercanos a e. Después de esta decisién |B(e)| =4y |B(€')| = 2.

Ahora es turno de iniciar con la construccion del recorrido, que inicialmente incluye al vértice d.

Después de manera iterativa, se agregan los vértices que pertenecen a B(e) \ {v} y finalmente se
incluye a v (ecuacion 2.7).

T =(d,i1,....im-1,0); %j,v € B(e);m = |B(e)| (2.7)

Figura 2.11: Construccion del recorrido del vector e

Para el procedimiento que incluye los vértices de B(e) en el recorrido, se definen 8 como un factor
de grosor y un nimero real o, 0 < a < 1; de tal modo que 8 = ab, donde b es la distancia que se
us6 anteriormente para obtener el conjunto B(e).

Inicialmente declaramos un entero ¢ = 1 y una variable v" = d. Iterativamente se revisa si existe un
vértice cuya coordenada (z;,y;), es la mas alejada desde v’ sobre e, que no sea mayor a la distancia
i también sobre e, formando un vector (v, (z;, y;)); de lo contrario no se forma ese vector. El vector
formado es un esqueleto para construir el recorrido, sea (v, (x;,;)) los vértices que pertenecen al
conjunto B(e), tal que estén entre las distancias v' y (z;,y;); el recorrido se construye agregando
los vértices incluidos en 5(v', (z;,y;)), desde v’ hasta el vértice ubicado en (z;,;), segin su cercania
con los vértices con el vector (v/, (x;,y;)). Posteriormente, se incrementa en uno el valor de i y
v = (i — 1)B. El proceso se repite hasta que i rebase el borde del poligono.

En la figura 2.11, se muestra con una linea roja la construccion del recorrido para el vector e. El
vector e tiene identificadas las distancias (3,20, ..., 73. Los unicos vectores, que pudieron generarse

son (57i1)’ (4ﬁai2)v (56ai3) y (657’0)'

Una vez que se ha alcanzado al vértice v que esta sobre el borde del poligono, ahora de manera
andloga se incluyen los vértices del conjunto B(e'), desde el vértice u hasta d (ecuacién 2.8).

T = (d,z’l,...,im,l,v,u,ilg,...,z"m/,d) (28)
ij,v € Ble); m = [B(e)]; ij,u € B(e); m' = |B()|
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J

Po=V
d i

Figura 2.12: Recorrido para el area del triangulo d — pg — p1g — d

En la figura 2.12, se muestra el recorrido resultante para el area del triangulo d — pg — p1o — d

Una vez que se hayan construido los k recorridos para cada area triangular, tendremos completada
la solucion para la instancia dada.

Como observacion podemos citar que existen algunos vértices que estén justo entre dos areas
triangulares, como por ejemplo los vértices que forman al poligono envolvente. Se sugiere para este
caso, establecer algin criterio para decidir a que area perteneceran esos vértices de tal modo que el
recorrido que sea generado, dé como resultado un costo total de menor distancia. También debe
considerarse que, si fueron agregados puntos para generar aristas auxiliares para la division del
poligono envolvente; entonces esos puntos no deben ser incluidos en la solucién.

Cabe mencionar que para obtener diferentes resultados, las variables a y b deben ser sintonizadas
con la finalidad de obtener menores costos.

2.6. Resultados obtenidos de la literatura para un MTSP

Los resultados presentados en esta seccion, corresponden a soluciones de instancias para el MTSP
Bounded. Por lo tanto, ademas del conjunto de los vértices V' y un ntimero k; en la instancia se
incluye un intervalo [Mynin, Mmaz], que indica la cantidad minima y maxima de vértices que deben
ser incluidos en cada recorrido.

La razon por la cual se estan presentando resultados para el MTSP Bounded, es debido a que no se
encontraron en la literatura resultados para el mismo problema para el cual estamos disenando
el algoritmo; ya que nuestro disenio no incluye la restricciéon que limita al algoritmo a incluir una
cantidad minima o méaxima de vértices a cada recorrido.
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’ Nomenglatura \ Referencia \ Nombre del algoritmo ‘
AC20ptGA Colonia de Hormigas, 20pt y Algoritmos [Harrath et al. 2019]
Genéticos
GAL Algoritmos Genéticos con operadores Locales [Lo et al. 2018]
M —-GELS Busqueda Local Emulacién Gravitacional [Rostami et al. 2015]
Modificado
GELS - GA Bisqueda Local Emulacién Gravitacional y [Hosseinabadi et al. 2014]

Algoritmo Genético
NMACO Nueva Modificacién al Algoritmo Colonia de [Yousefikhoshbakht y Sedighpour 2012]
Hormigas
SW + AS.iite Algoritmo Barrido y Optimizacién Colonia de | [Yousefikhoshbakht y Sedighpour 2012]
Hormigas Elite

ACO Optimizacién Colonia de Hormigas [Junjie and Dingwei 2006]

MGA Algoritmo Genético Modificado [Junjie and Dingwei 2006]
CPLEX Algoritmo que soluciona problemas de [Necula et al. 2015]
optimizer programacién lineal y relacionados. [IBM 2019]

Tabla 2.2: Nomenglatura utilizada para identificar a los algoritmos publicados en la literatura.

M —GELS | NMACO | SW + AS.jite | ACO | MGA
AC20ptGA ° °
GAL
M —GELS
GELS — GA
NMACO
SW + ASelite
ACO

Tabla 2.3: Comparaciones realizadas entre algoritmos en la literatura

En la tabla 2.2, se presenta la nomenglatura y nombre utilizado en los articulos para referirse a sus
algoritmos. Como puede observarse, la mayoria de ellos incluye a una metaheuristica, ya sea Colonia
de Hormigas, Ant Colony (ACO) o Algoritmos Genéticos Genetic Algorithm (GA).

En la tabla 2.3, las 6 instancias mostradas en la tabla 2.2, son comparadas a partir de la publicacion
realizada por [Junjie and Dingwei 2006]. Las conclusiones en estas comparaciones, son las siguientes:

» MGA es un poco superior para problemas con pocos vértices que ACO (instancias pr76,
pr152 y pr226); por el contrario, para problemas con mayor cantidad de vértices (pr299, pr439
y pr1002) los resultados favorecen a ACO [Junjie and Dingwei 2006].

s SW+ AS.ie no mejoré el resultado obtenidos por M G A para las instancias pr76 y pr226; por
el contrario, encontré mejores resultados para las instancias pr152, pr299, pr439 y pr1002. Se
concluye que para futuras investigaciones, este algoritmo combinado con otras metaheuristicas
como Algoritmos Genéticos, Bisqueda Tabt y Recocido Simulado dardn mejores resultados
[Yousefikhoshbakht et al. 2013].

s NMACO compara sus resultados con SW + ASe, ACO y MGA, mejora los resultados
para las instancias pr76, pr152, pr299, pr439 y pr1002; se concluye que N M ACO produce
mejores resultados que MG A [Yousefikhoshbakht y Sedighpour 2012].
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= El promedio de los resultados obtenidos por GELS — G A son comparados con los promedios
de los resultados obtenidos por SW + AS.. v ACO, obteniéndose una mejora del 11.7% y
14.5 % respectivamente. Por lo anterior, se concluye que este algoritmo es superior sobre otros
algoritmos que resuelven el MTSP, no solo porque obtiene mejores resultados, sino tambien
porque el tiempo de ejecucién es rapido [Hosseinabadi et al. 2014]. Como puede observarse,
se comparan los promedios de los resultados debido a que no fueron publicados los valores de
la mejor solucién obtenida.

= Del mismo modo que GELS — GA, M — GELS el promedio de sus resultados fueron
comparados con los promedios de los resultados obtenidos por SW + ASge v ACO; donde
se obtiene una mejora de 10.2 % y 13.7 % respectivamente [Rostami et al. 2015]. Sin embargo,
no mejora a los resultados obtenidos por GELS — G A.

s GAL es comparado con SW + AS.. v ACO y obtiene mejores resultados con respecto a esos
algoritmos [Lo et al. 2018]. Puede observarse que obtiene mejores resultados con respecto al
promedio de los valores obtenidos por GELS — G A para las instancias pr226, pr299, pr439 y
pr1002.

s AC20ptG A fue comparado con M — GELS, NMACO y SW + ASeje; solo logré mejorar
sus resultados de las instancias pr439 y pr1002 con respecto a los resultados de M — GELS
[Harrath et al. 2019].

Instancia | Nombre de la instancia
[V|+1 | es el nimero de vértices, incluido el depdsito, que se encuentran en el
conjunto de los vértices de la instancia que define al MTSP

Monin es el nimero de vértices minimo que el algoritmo debe incluir en un
recorrido sin considerar al depdsito
Moz es el nimero de vértices maximo que el algoritmo debe incluir en un

recorrido sin considerar al deposito

Tabla 2.4: La simbologia del encabezado de la tabla 2.5.
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Capitulo 3

Diseno del algoritmo en 2 fases para
resolver un MTSP

Instancia

paraun B

MTSP

ALGORITMO EN 2 FASES PARA RESOLVER EL MTSP

Niters:=1 | |

COStOmjn:=00

Fase 1 Fase 2
Obtener k Construir un recorrido t J
particiones del o  Paracada particion Vi T
; g » -
conjunto V: T={t,2,...,tK} c(T)
V1, Vo, ..., Vk
A
i
costomin:=c(T) g

"~ ¢(T)<costomin

RS

_ MaXiters ?

N\MNO

Niters <

| si

Niters:=Niters+1 &

Figura 3.1: Diagrama que muestra las fases del algoritmo en 2 fases

Tmin={t}, 2, ..., t}
COStOmin

El diagrama a bloques del algoritmo en dos fases para la construccién de k recorridos, disenado en
este proyecto de investigacidn, se muestra en la figura 3.1; el cual en la fase 1 obtiene k particiones
del conjunto V; y en la fase 2, la construccién de un recorrido por cada particién generada en
la fase 1. Este algoritmo genera n,,,, soluciones diferentes, dentro de las cuales, se guarda en la
variable T,,;, la que menor costo haya obtenido.

27
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La descripcion en forma verbal y detallada (pseudocddigo) de cada fase,y posteriormente del
algoritmo disenado en este proyecto, son presentadas en las secciones 3.4 y 3.5 de este capitulo;
después de haber descrito el planteamiento del problema (seccién 3.1), se hayan descrito las
definiciones utilizadas para la solucién del problema (seccién 3.2); y, descrito los procedimientos
que son utilizados en cada fase (seccién 3.3).

La principales diferencias que hay entre ambos algoritmos y la aportacion de este proyecto son:

» Fase de construcciéon de agrupamientos: se utiliza el concepto de vector auxiliar para
construir k particiones en ambos algoritmos. Solo que en nuestro diseno no se utilizan para
dividir un poligono envolvente, que encierra a los vértices del conjunto V', en k triangulos; en
donde cada érea triangular es una particién V;.

En vez de eso, como se verd mas adelante, se crean inicialmente k vectores auxiliares @; que
iterativamente cambian de direccién, para agregar a cada particién V; al vértice i € V' \ {d};
tal que la distancia angular entre a@; e ¢ sea minima.

Debido a la posibilidad de tener vectores auxiliares que cambien de direccion, se espera tener
mejores agrupaciones que aquellas que se generan a través de la particion de un poligono
envolvente.

= Fase de construccién de recorridos: Para cada particién generada por la fase de cons-
truccion de agrupamientos: i) se utiliza el concepto de poligono envolvente para comenzar
a construir el recorrido; y, 7) de manera iterativa hasta que todos los vértices la particién
hayan sido incluidos; se agrega al vértice aiin no incluido en el recorrido, de tal forma que
incremente el minimo costo.

Debido al cambio de algoritmo para esta fase, se mejoré la forma de construir un recorrido
para una particién dada.

3.1. Planteamiento matematico del problema

Sea G = (V, FE) un grafo completo no dirigido ponderado y k& un nuimero entero, que indica la
cantidad de vendedores que definen un problema MTSP.

donde:

d € V es el vértice identificado como depdsito.

i€ V\{d}; 1 <i<nsonlos vértices por incluir dentro de los k recorridos.

(i,7) € E es una arista; i,j € V, i # j.

w(i,j) > 0 € E es la distancia euclidiana en un plano 2D de la arista (i, 7).



CAPITULO 3. DISENO DEL ALGORITMO EN 2 FASES PARA RESOLVER UN MTSP 29

Definicién 3.1.1 Un recorrido j, t/, es una secuencia de vértices que comienza en d, luego visita
my; vértices del subconjunto V' \ {d}, y termina en el vértice d ; 1 <m; <n—k+1.

tj = (dailai% e 7imj7d) (31)

donde:

= j representa al niimero de recorrido; 1 < 57 <k
» m; es la cantidad vértices incluidos en el recorrido j; 1 <m; <n—k+1

» ; € V' \ {d} son sitios incluidos dentro del recorrido j; 1 <1 < m;

Definicién 3.1.2  El costo del recorrido j, c(t7), es la suma de los costos de las aristas del conjunto
E' consideradas en el recorrido j.

c(t’) = w(d,iy) +w(iy,ig) + -+ W (T~ 1, Tm;) + W (i, d)

—_

() =w(d,ir) + > wlip,igr) + Wi, d) (3.2)

=1
1<j<k1<m;<n—-k+1;diyecV

Definicién 3.1.3 El costo total de los recorridos, ¢(T), es la suma de los costos de los k recorridos:

o(T) = c(t') + - + c(t¥)

k
o(T) = e); 1<j<k (3.3)
j=1
La funcion objetivo es
min ¢(7") (3.4)

sujeta a las siguientes restricciones:

= Todos los vértices, con excepcion del depdsito, deben ser visitados una sola vez.

= Todos los vendedores inician y concluyen sus recorridos en el depésito, y deben visitar al
menos un vértice.
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3.2. Definiciones

Definicién 3.2.1 El dngulo de una arista, 6(d, 1), es el dngulo que hay entre la arista (d,i) y la
linea y = y4 tal que = > x4.

Xy — X4 . . Yi — Ya
arc cos w(d z) S1 arcsin w(d z) >=10
0(d i) = oy o (35)
— arc cos - si arcsin = — <0
w(d, 1) w(d, 1)

1<i<n; —w<0(d,i) <7 dyieV

16(d.4)

Y=Y ; X>Xd

*d

Figura 3.2: Angulos de las aristas

En el ejemplo de la figura 3.2, se muestran los angulos 6(d, ), que forman las aristas (d, i) con
respecto a la linea y = yq, ¢ > x4; para un conjunto V= {d, 1,2,3,4,5}; i € V' \ {d}

Definicién 3.2.2 Una particion j, V;, es un subconjunto del conjunto V' [Rosen 2004] tal que
VulaUu. .UV, =V \{d} (3.6)

Vinven..NnVy=10 (3.7)
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Definicién 3.2.3 Sea A un conjunto de elementos, la funcion mdzimo[Rosen 2004], max A, es
aquella que devuelve el valor del elemento que pertenece a A con mayor valor.

Un ejemplo para la funcién maximo es: max{10,2,5,4,7} = 10

Definicién 3.2.4 Sea A un conjunto de elementos, la funcion minimo, min A, es aquella que
devuelve el valor del elemento que pertenece a A con menor valor.

Un ejemplo para la funciéon minimo es: min{10,2,5,4,8} = 2

Figura 3.3: Vector auxiliar

Definicién 3.2.5 Un vector auziliar, d;, es una linea que tiene su origen en d, una magnitud |d;|
y una direccién 0;, que es el &ngulo que hay entre él y el eje de las abscisas. [Vakhania et al. 2016]

Ta;, = Td, Ya; = Yd (3.8)

. méax{ w(d, i) } si V;#0
| = 3.9
4| { Vvl (39)
0a, = (pardmetro variable) (3.10)

1<j<k; —m<bz <m i€V
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El valor de 6z, es modificado por el algoritmo de manera iterativa, con base en la direccion inicial
cuando se crea al vector, o la ubicacién de los vértices ¢; incluidos en la particién V.

En el ejemplo de la figura 3.3, se muestra el vector auxiliar @; con coordenadas de origen zz, = 24,
Ya, = Ya, direccion 0z y magnitud |a@;| = w(d,3); debido a que la arista (d,3) es la de mayor
magnitud entre las aristas (d,4;), donde i, pertenece a V; = {1,2,3,4,5}.

Y

xd

Figura 3.4: Angulo maximo, minimo, mitad y promedio de una particién

Definicién 3.2.6 El dngulo mdzimo de la particion j, Ojmas, €s el angulo de mayor valor entre
las aristas (d,4;), donde i; pertenece a la particiéon V;.

Ojmaw = max{ 0(d, ;) } (3.11)

_7T<0jmax§7r; 1§]Sk7 7:16‘/;‘

Definicién 3.2.7 El dngulo minimo de la particion j, 0jpmin, es el angulo de menor valor entre las
aristas (d, ¢;), donde 7; pertenece a la particién V.

O = min{ 0(d, ) } (3.12)

_7T<6jmin§7r; ].S]Sk, ilEV}

Definicién 3.2.8 El dngulo mitad de la particion j, Ojmitaq, €s €l promedio de los angulos 0;mas ¥
8 jmin (ecuaciones 3.11 y 3.12 respectivamente).

ejmin + gjmax

ejmitad = 9 (313>

_7T<9jmitad§7r; 1§]§k
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Definicién 3.2.9 El dngulo promedio de la particion j, 0;prom, es el promedio de los angulos de
la aristas (d,4;), donde 7; pertenece a la particion V;.

1 _
Oiprom = — > 0(d, i) (3.14)

J =1

—T < Ojprom < T3 1< j < ks i € Vyymy = |V

En el ejemplo de la figura 3.4, se muestra una particién Vi = {1,2,3,4,5}, donde la arista (d, 2) es
la que mayor dngulo tiene, por lo tanto el valor de ese dngulo es asignado a 61,,4.; la arista (d,4) es
la que menor angulo tiene, por lo tanto el valor de ese angulo es asignado a 01,,in; 1miteq €S igual
al promedio de los angulos G1,maz ¥ O1min; ¥s Giprom €s igual al promedio de los dngulos de las aristas
(d,i;), donde i; € V.

Definicién 3.2.10 El dngulo nuevo, 0,00, €s €l promedio de los angulos 0;mitaa ¥ 0jmax (ecuaciones
3.13 y 3.11 respectivamente), donde la particién V; es la que mas vértices tiene.

Analogamente se ajusta la direccion del vector auxiliar j calculando el promedio de los angulos
Oimin Y Ojmitaa (ecuaciones 3.12 y 3.13 respectivamente), debido a que el 4ngulo nuevo esta dentro
del drea en la cudl los vértices de V; estan ubicados.

e'mi a e'max
enuevo: J td;— ] (315)

8 jmin 9 imaita
0, = - +2 Jmitad (3.16)
-7 < enuevm eé'ja ejminy ejmitada ejmax S UB 1 < j S k

Definicién 3.2.11 El ajuste de un vector auziliar, consiste en cambiar su direccién con base en
la ubicacién de los vértices que pertenecen a la particién asociada a ese vector.

El nuevo valor asignado a la direccién del vector auxiliar puede ser 6., (Ecuacién 3.14), para
centrar al vector entre todos los vértices incluidos dentro de su particién asociada o 0., €n el
caso de reubicar al vector cuando su particién asociada no contiene vértices.

0; si Vi £
g, — J Vavrom J 3.17
! {enueva st V; = @ ( )

- < et_ija ejproma enueva S T 1 S] < k
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Definicién 3.2.12 La diferencia angular, §(i,d;), es el angulo que hay entre la arista (d, i) y el
véctor auxiliar j.
0z, — 0(d, )| si 0< 10z —0(d,i)| <

. 3.18
) {271' — |0a, — 0(d, 1)| st m < |0z, —0(d, i) < 27 .

0<0(i,a;) <m 1<j<k; 1<i<n;dieV

Figura 3.5: Diferencia angular

En el ejemplo de la figura 3.5, se muestra la diferencia angular entre (d,4) y @;, en donde claramente
|0z, — 0(d,4)| es menor o igual a 7.

Definicién 3.2.13 Los vértices extremos, ves, Vel, Vep ¥ Ver, |Vakhania et al. 2016], son aquellos
que pertenecen a un subconjunto V; U {d} tales que

T = {i|ly;, tiene un valor maximo;i, € V; U {d}}

Ver = 11 |y, tiene un valor maximo;i'; € T’ (3.19)
L' = {ij|z;, tiene un valor minimo;i; € V; U {d}}

v =11 lys, tiene un valor maximo;i'; € L' (3.20)
B' = {ij|y;, tiene un valor minimo;i, € V; U {d}}

Vep = 11 |y, tiene un valor minimo;i’; € B'} (3.21)
R' = {i|x;, tiene un valor maximo;i, € V; U {d}}

Ver = 'y |y, tiene un valor minimo; i’ € R’ (3.22)
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X

Figura 3.6: Ubicacion de los vértices extremos vet, Uer, Vep ¥ Uer €0 un subconjunto V; U {d}

En la figura 3.6, se muestra de manera grafica un subconjunto V; U {d}; dentro de él se encuentran
los subconjuntos 7" con 3 vértices cuya coordenada y es méxima, L’ con 3 vértices cuya coordenada
x es minima, B’ con 3 vértices cuya coordenada y es minima; y, R’ con 3 vértices cuya coordenada
x es maxima. El vértice v, es aquel que pertenece al conjunto 7" cuya coordenada x es méaxima,
el vértice v, es aquel que pertenece al conjunto L' cuya coordenada y es méaxima, el vértice v,
es aquel que pertenece al conjunto B’ cuya coordenada x es minima; y, el vértice v,, es aquel que
pertenece al conjunto R’ cuya coordenada y es minima.

Y

S5=v

af 4 =V%r=Veb

|

Figura 3.7: Vértices extremos ve, Ve, Vep V Ver

En el ejemplo de la figura 3.7, se muestra que 7" = {2,3}, L' = B’ = {d}, R’ = {5}; vet = 3,
Vel = Vep = d7 Ver = 5
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Definicién 3.2.14 Un poligono envolvente [Vakhania et al. 2016], P;, es una figura geométrica
que encierra a todos los vértices de un subconjunto V; U {d}, formada por los vértices y aristas que
pertenecen a ese subconjunto y cuyos angulos internos, entre esas aristas tienen un angulo menor a
7 radianes; por lo tanto, es un poligono convexo.

Y

L
T =y,

. X
xd

Figura 3.8: Poligono envolvente para un subconjunto

En el ejemplo de la figura 3.8; se muestra el poligono P, = (3,2,d,4,5) para un subconjunto
Vi U{d} donde V; = {1,2,3,4,5}.

3.3. Procedimientos

Procedimiento 3.3.1 obtener k vectores auxiliares

Nuestro diseno, inicialmente requiere de k£ vectores auxiliares separados por una distancia angular
27”, que posteriormente serviran para particionar al subconjunto V' \ {d}.

Para establecer la direccién inicial de los vectores auxiliares, primero se asigna al vector auxiliar 1,
a1, un angulo aleatorio cuyo valor esté entre 0 y 27”; y, posteriormente con base en el angulo de ese
vector, se agregan los k — 1 vectores auxiliares restantes con la diferencia angular ya mencionada.

Los parametros de entrada son las variables: 8, que tiene un valor aleatorio entre 0 y 2?”; Tqy
Y4, que son las coordenadas del depdsito, el conjunto de los vértices V; y, k, que es el nimero de
recorridos solicitados en la instancia.
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El procedimiento inicializa al conjunto A con ningun vector auxiliar, el indice 7 igual a 1 y un
angulo 6’ igual al angulo 6. De manera iterativa mientras ' sea menor o igual a 7, se agrega al
conjunto A el vector auxiliar @;, con los valores x4, := T4, Ya, := Ya, |d;| := max;ev\(gp{w(d, i)} y
0z, := 0'; y, se incrementa en 1 el indice j y en 2% el valor de ¢'.

Luego se establece para 6 el valor de 6 — 27“; y de manera iterativa mientras ¢ sea mayor a
—m, se agrega al conjunto A el vector auxiliar @; con los valores xa, := x4, Ta, = Ya, |G;| 1=

’ . e /. . ’ . . 271-
méx;ev\(ay{w(d, i)} y 0a, := 0'; y se incrementa en 1 el indice j y se decrementa en =" el valor de
0.
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Figura 3.9: Ejemplo de 3 vectores auxiliares iniciales para la instancia del apéndice B, k = 3

En el ejemplo que se muestra en la figura 3.9, para la instancia del apéndice B con 3 vendedores; de
manera aleatoria la direccion para 6z, es de 12,38° con respecto al eje de las abscisas. Posteriormente
los angulos para 6z, y 0z, tienen un angulo igual a 12,38° 4+ 120° = 132,38° y 12,38° — 120° =
—107,62° respectivamente, con respecto al eje de las abscisas. La magnitud para los 3 vectores es
|G| = |d@2| = [ds] = w(d, 17).
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PROCEDURE obtenerVectoresAuxiliaresIniciales(, x4, yq, V, k)
{

A :=10 // Inicialmente no hay vectores auziliares en el conjunto A

j =1 // Lleva el control de los k vectores por crear, 1 < j <k

0 =0 //0 esuna variable temporal para asignar un dngulo a los nuevos vectores
WHILE ¢ < 7 DO // Ciclo para crear los vectores con dngulo positivo

rg, = xq // Las coordenadas del inicio del vector son las coordenadas de d
Ya; = Ya
|d;| = max;ev\(ay{w(d, 1)} // La magnitud del vector auziliar

Oa, == 0" //Se asigna el valor actual de 0’
A= Aud{a;} // Se agrega el vector d; al conjunto A
j:=7+1// Se actualizan los valores de j y ¢’
0 =6+ 2
0 :=0— 27“ // Se inicializa nuevamente 0" con un dngulo negativo
WHILE ¢ > —x DO // Ciclo para agregar los vectores con angulo negativo
Ta, = xq // Las instrucciones de este ciclo son andlogas al ciclo anterior

Ya; ‘= Yd

|d;| = max;ev\ (qy{w(d, i)}
Gdj = 9/

A = A U {é}}

ji=7+1

0 =0 -2

k
RETURN A // El procedimiento da como resultado: A = {dy,dy, -+ ,dx}

}

Procedimiento 3.3.2 obtener k subconjuntos

En la fase 1 de nuestro diseno, se requiere obtener k particiones del conjunto V' \ {d}, los cuales se
obtienen de manera iterativa mediante la divisién de ese conjunto en k subconjuntos.

Para obtener k& subconjuntos de V', se utiliza la siguiente ecuacién:

Vi ={i| la distancia angular entre i y d; es minima;1 < j <k,i € V\ {d}} (3.23)

Los parametros de entrada son las variables A, que es el conjunto de los vectores auxiliares; V', que
es el conjunto de los vértices dado en la instancia y k, que es el nimero de recorridos dados en la
instancia.

El procedimiento inicializa al conjunto W sin particiones y las & particiones V; sin vértices. De
manera iterativa para i = 1 a n, se inicializa la variable temporal 9,,;, = 27, donde 27 es un valor
maximo para esta variable; se calcula la distancia angular entre el vértice ¢ con los k vectores
auxiliares @;. Si (¢, d;) < dmn entonces se guardan los valores 0,,;, = 0(7,d;) y [ = j. Al final de
las k comparaciones, se agrega a la particiéon V; el vértice i.

Finalmente, se agregan las particiones V; al conjunto de las particiones W.
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Figura 3.10: Ejemplo de las 3 particiones obtenidas para la instancia del apéndice B, k = 3

El ejemplo del resultado de este algoritmo se muestra en la figura 3.10 para la instancia del
apéndice By k = 3; W = {V;,V,,V3}, donde V; = {1,9,10,11,12,13,14,16,17,18,19, 20,29},
Vo ={3,6,15,24,25,26,27,28,30} v V3 = {2,4,5,7,8,21, 22,23}

PROCEDURE obtener_k_Subconjuntos(A, V, k)

{

W =0 // Inicialmente no hay particiones en el conjunto W

FOR j:=1TO k DO
Vi =0 // Inicialmente no hay vértices en las particiones V;

FOR i :=1TO n DO // El indice i se utiliza para recorrer a todos los vértices de V' \ {d}
Omin = 2T // Omin €S una variable temporal que se inicializa con un valor mdzimo igual a 27
FOR j:=1TO k DO // El indice j se utiliza para recorrer los k vectores auziliares

IF 6(i,d;) < Omin THEN // usando la ecuacion 3.18 para calcular distancia angular
l:=j // Se gquarda el valor del indice j en |
Omin = 0(1,d;) //Se guarda la distancia angular con menor valor en &y,
Vi :=Vu{i} // Agregar i a la particion V,

FOR j:=1TO k£ DO
W =W U{V;} // Agregar las k particiones V; a W

RETURN W //El procedimiento da como resultado: W = {Vy,--- | Vi }

}
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Procedimiento 3.3.3 obtener 2 particiones

Si despuies de obtener las k particiones existe una particién j” que no contiene vértices, Vyp» = (),
entonces se requiere obtener 2 particiones V; y V,, de un subconjunto V'V C V, donde V” es una
particion igual, a la que tenia mas vértices justo antes de ejecutar este procedimiento.

Analogamente al procedimiento 3.3.2, para obtener 2 particiones de un subconjunto V” se utilizan
las siguientes ecuaciones:

Vi ={ 4 | la distancia angular entre i, y d;» es minima;i, € V7} (3.24)

Vin = { 4y | la distancia angular entre i; y d,» es minima;i; € V7} (3.25)

Se tienen como parametros de entrada las variables V7, que es un subconjunto temporal igual a la
particion que tenfa la mayor cantidad de vértices; @;» y @p,», que son los vectores auxiliares con los
cuales se generan las particiones V; y V.

El procedimiento inicializa al conjunto V; y V,, sin vértices. De manera iterativa desde [ =1 a
|V7| se calculan y comparan las distancias angulares 0 (i, @;») v 0(4;, Gy ); st 0(4;, @;») es menor que
d(ir, dpy» ) entonces 4; se agrega a V;, de lo contrario, se agrega a V.

PROCEDURE obtener_2_Particiones(V", @;», d,»)

{
J/ V" = {ie i)
Vi :=0 // Inicialmente la particion V; no tiene vértices
Vin :=0 // Inicialmente la particion V,, no tiene vértices
FOR [:=1TO |V?| DO // El indice | se utiliza para recorrer los vértices de V"
IF 6(i;,d;) < 6(i, ) THEN // usando la ecuacion 3.18 para encontrar distancia angular
Vi =V, U{u} // Agregar i, a la particion V;
ELSE
Vi = Vi U{4} // Agregar i; a la particion V,,
RETURN V, V,,

}

Procedimiento 3.3.4 construir poligono envolvente

Para la fase 2 de nuestro algoritmo, se requiere inicialmente la construcciéon de un recorrido
equivalente al poligono envolvente, descrito en la definicién 3.2.14 de este capitulo, para cada una
de las k particiones.

El procedimiento tiene como parametros de entrada las variables Vj, que es la particion de la que
se construira el poligono envolvente y V', que es el conjunto de los vértices dados en la instancia.
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Inicialmente se obtienen los vértices extremos ve, Ve, Vep ¥ Ver del subconjunto V; U {d}; v,
posteriormente se construye el poligono envolvente en cuatro etapas: 1) Vet & Vel 2) Vel & Vgp, 3) Veb
A Uer ¥ 4) Vep & Vg

Para obtener los vértices extremos, se inicializan las variables ves, Ve, Vep ¥ Ve igual a d. Luego
para cada vértice que pertenece a Vj, se comparan sus coordenadas, con las coordenadas de los
vértices extremos. Tal como lo indican las ecuaciones 3.19, 3.20, 3.21 y 3.22.

Para la construccién del poligono envolvente se utilizan las variables ¢/, que es una lista en la que
se ird guardando la secuencia de vértices que construyen al poligono envolvente, y v,, que es una
variable que guarda al tltimo vértice incluido en #/, a las que inicialmente se les asigna y se agrega
al vértice v,; respectivamente.

Luego se verifica si Vep # Vel Vel F Vep, Ueh 7 Ver O Ver 7 Ve para las etapas 1, 2, 3 y 4 respectivamente.
Si esta condicién no se cumple se considera que esa etapa no existe, de lo contrario, de manera
iterativa mientras que Ve # Vp Y Uep F Up ¥ Ver F Up ¥ Vet 7 Up, S€ genera un subconjunto
V* C (V;U{d}), que incluya a los elementos que estén entre el nodo v, y el nodo de destino ve;, vep,
Ver ¥ Vet Para las etapas 1, 2, 3 y 4 respectivamente. Luego se actualiza al vértice v, con el vértice
i+ € V* cuyo éngulo, con respecto a v, sea minimo y se agrega al poligono #.
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Figura 3.11: Vértices extremos y poligonos envolventes para cada particion de la instancia del
apéndice B, k =3
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El ejemplo del resultado de este algoritmo se muestra en la figura 3.11 para la instancia del
apéndice B y k = 3; Para cada particién, se muestran sus respectivos vértices extremos y poligonos
envolventes:

= Particién Vi:
Vet = 16, Vo = d, Vep = 10 v ve = 29
P, = (16,d,10,20,29,18,17)

s Particién Vs:
Vet = 28, Ve = Vep = 24 ¥ Ve = d
Py, = (28,27,26,24,d,3,15)

= Particién Vs:
Vet = d, Vg = 23, Vep = 21 ¥ Ve = 2
Py =(d,5,23,21,8,2)
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PROCEDURE construirPoligono(V;, V)

{

Vet :=d, Vop :=d, Vep :=d, Ve :=d
FOR [ :=1TO m; DO // obtener vértices extremos

IF [y;, > Yv., OR (y;, = y»,, AND z;, > z,,,)] THEN // Usando ecuacion 3.19

Ig‘et[;: Z<l z,, OR (z;, = z,, AND y,;, >v,,)] THEN // Usando ecuacion 3.20

I;‘EZ[ij Yo, OR (y;, = Yo,, AND z;, < z,,)] THEN // Usando ecuacion 3.21

I;‘eb[sz Ty, OR (z;, = z,,, AND y;, <y, )] THEN // Usando ecuacion 3.22
Ver 1= 1

vy = Ve // Inicia la construccion del recorrido
t9:={w,} // Inicialmente el recorrido es el vértice superior
FOR etapa:=1 TO 4 DO
IF [(ve; # vy AND etapa = 1) OR (v # vey AND etapa = 2) OR
(Vep # Ver AND etapa = 3) OR (ver # vy AND etapa = 4)] THEN
DO // Se genera un subconjunto V* delimitado por v, y un vértice de destino segun la etapa
IF etapa=1 THEN
V*i= {il‘xiz < Ty, AND Yi, > yvel;il € VJ}
IF etapa=2 THEN
V= {il|xil < Ty, AND Yi, < yvp;il € ‘/J}
IF etapa=3 THEN
V* = {ilxy, >z, AND y;, <y,,,;0 € V;}
IF etapa=4 THEN
V= {il‘xiz > Loy AND Yi, > yvp§il € ‘/J}
Opmin := 21 // Se busca al vértice i~ que tenga un dngulo minimo con respecto a v,
FOR [*:=1TO |V*| DO // iy € V*
0« := obtener AnguloDeArista(v,, i)
IF 0 < 0, DO
Ormin = O+
vy =1 // v, €s el nuevo vértice para construir el poligono
IF v, # v THEN // Se agrega al vértice v, al poligono #/
=1 U{v,}
WHILE (v.; # v, AND v, # v, AND v,, # v, AND v, # v,)
RETURN ¢/

}

Procedimiento 3.3.5 construir recorrido

Este procedimiento se ejecuta después del procedimiento 3.3.4, en la fase 2 de nuestro algoritmo e
inserta al recorrido j a aquellos vértices que pertenecen a la particion j que no fueron incluidos.

Se tienen como pardmetros de entrada las variables #/, que es un recorrido j equivalente a un
poligono envolvente; V;, que es la particién j asociada al recorrido j y V, que es el conjunto de los
vértices.
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El algoritmo inicialmente, calcula el costo del recorrido equivalente al poligono envolvente. De
manera iterativa, se agrega al vértice 4; € V; \ t/ que agregue un costo minimo, costo,,,, por haber
sido insertado entre los vértices v, y v,,1 dentro del recorrido #/; y, se actualiza el costo del recorrido
t/. Esta operacion, se repite hasta que todos los vértices de la particién V; estén incluidos en el
recorrido t7.

Grafica de vertices

Figura 3.12: Recorridos para cada particién de la instancia del apéndice B, k = 3

El ejemplo del resultado de este algoritmo se muestra en la figura 3.12 para la instancia del
apéndice B y k = 3; Para cada particién, se muestran los recorridos construidos por el algoritmo:
t''=(d,1,12,13,9,10,20,29,19,18,17,16, 14,11, d), t* = (d, 3,15, 28,27, 30,26, 24,25,6,d); y, t* =
(d,3,23,21,22,4,8,2,7).
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PROCEDURE construirRecorrido(t’, V;, V)
{

costo = S0 w(in, ivgr) + Wi, in) /4 = (v i), i €V

V7 i=V;\t // V7 es el conjunto de los elementos de la particion V; que no estdn en t/
WHILE |V;| — |t/| > 0 DO // mientras ezistan vértices de V; no considerados en t/
COStOmin 1= 00 // Se inicializa a la variable temporal nuevoCosto con un valor muy grande
[ :=1 // El indice | recorre los vértices del conjunto V”
WHILE [ < |V”| DO // Ciclo para recorrer los elementos de V”
p:=1 // El indice p recorre los vértices del recorrido t/
WHILE p < || — 1 DO // Ciclo para recorrer los elementos de t/
costo; := —w(v;,, vi,,,) +w(vi,,v;,) + w(vi, v, )
// Se calcula el costo por insertar el vértice v;, entre los vértices Vi, Y Vi
IF costo; < costoy;, THEN // Si el costo, es menor que costo,,
cOStOmin = costo, // Se actualiza el valor de costom,
Vimin := Vi, // Y se guardan los vértices v, vy, y Vi,
Upmin ‘= Vi, // en las variables Vimin, Vpmin Y Vgmin Tespectivamente

Vgmin = Vi,
p:=p+1 // Se incrementa p para hacer cdlculos con el siguiente elemento
costoy == —w (Vi , Vi) + W (V3. , Vi) +w(viy, vi,) // Cdleulo andlogo al del ciclo anterior

IF costo; < costo,,;, THEN
COStOpin = COStO;
Vimin = Uj,
Upmin = Uiy,
Vgmin ‘= Vi,
l:=1+4+1// Se incrementa | para hacer cdlculos con el siguiente vértice
Insertar el vértice Vipin entre los vértices Vpmin Y Vgmin dentro del recorrido ti
V7= V7" \ Vinin // Quitar viy, del conjunto V'
costo := costo + costom, // Actualizar el costo por haber insertado al vértice Vi
RETURN #, costo // El procedimiento devuelve el recorrido t7 y el costo del recorrido

}

3.4. Descripcién de las fases del algoritmo para el MTSP

Como se ha mencionado en el titulo de esta tesis y en la introduccion de este capitulo, nuestro
algoritmo heuristico estd compuesto por 2 fases:

s FASE 1: Obtener k particiones del conjunto V.

» FASE 2: Construir un recorrido # para cada particién V;.
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FASE 1: obtener k particiones

Fase 1
Obtener Obtener
Instancia 0 de vectores Obtener particiones
paraun Tar;e;a - auxiliares iniciales - A=
MTSP a e(i.g a iniciales W:={V1, Vz,...,.Vig
repeticion) A=a, az,...ad

y

Ajustar vectores
E auxiliares >
A:={a'1, a'p,...,a'k}

Obtener particiones

, y , , >— W={V1, V2,....V|
W={V'1, V'2,...,V'ik} o W={VL, V2, Vg

Figura 3.13: Diagrama de bloques de la fase 1 para obtener k particiones.

Se tienen como parametros de entrada las variables V', que es el conjunto de los vértices y k, que es
el nimero de recorridos, en donde ambos parametros son dados en la instancia.

Inicialmente, se obtiene un valor # de manera aleatoria y sin repeticién ? para generar k vectores
auxiliares y k particiones asociadas a esos vectores. De manera iterativa hasta que todas las
particiones tengan al menos un elemento, se ajustan las direcciones de aquellos vectores cuyas
particiones no tengan ningin vértice incluido a una direccién nueva, como se describe en la ecuaciéon
3.17; y, se generan sus particiones.

Posteriormente, se hace una copia de los vectores auxiliares A a A’ y se inicializa la variable iguales
igual a FALSFE; por lo que de manera iterativa mientras iguales = FALSE, se ajustan los angulos
de los vectores auxiliares de A’ a una direcciéon promedio con respecto a su particiéon asociada,
descrito en la ecuacién 3.14; generandose las particiones V' que deben tener incluidos al menos un
vértice, ya que de lo contrario, se debe buscar una nueva direccién para los vectores auxiliares de
esas particiones sin elementos para generarlas nuevamente, como se describe en la ecuacion 3.17.
Si las particiones V' son iguales a V', se asigna el valor de la variable iguales := TRUFE, de lo
contrario, se copian los vectores de A’ a A.

2Un nuevo de valor para  generado de manera aleatoria y sin repeticién, es aquel que debe estar fuera del
intervalo [04,: — 0,00001, 8,5, + 0,00001] para valores de 6,,,; generados en iteraciones anteriores. (El valor 0,00001
fue determinado de manera experimental)
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PROCEDURE obtener_k_Particiones(V, k)
{

0 :=random(0, 2¥)

A :=obtenerVectoresAuxiliaresIniciales(0, x4, ya, k) // procedimiento 3.3.1, A = {ay, -+ ,dx}
W :=obtener_k_Subconjuntos(A, V, k) // procedimiento 3.5.2

FOR j:=1TO k DO // Se buscan particiones sin elementos

IF |V;| = 0 THEN // si existe alguna particion sin elementos, se ajusta su vector asociado
m = indice(max(|Vp|]) //1<m' <k

g, = aammitad; Yammaz // ecuacion 3.15
Oz = %mmm+ Immitad /[ ecyacion 3.16
V” =V // Se gquarda las particion V,, en V7
=10
Vj, Vini=obtener_2_Particiones(V”, @, d;) // procedimiento 3.3.3
A=A

iguales := FALSE // Variable para condicion de paro
WHILE iguales = FALSE DO
FOR j:=1 TO k DO // Para los vectores auziliares A’

Oy, =0, // Ajustar vectores d;, ecuacion 3.1
W’ :=obtener_k_Subconjuntos(A’, V, k) // procedimiento 3.3.2
FOR j:=1TO k DO // Se buscan particiones sin elementos
IF [V/| = 0 THEN
m := indice(max[|B.|]) //1<m' <k

9+ +0+
L e _@ itad a'mmaz
Qa,_ 1= mmitad // ecuacion 3.15
as +o¢
ay = —mmin Cmmited [/ ecuacion 3.16
V” = V’m // Se guarda las particion V', en V7

V’ s V;L::obtenerj,Particiones(B”,(f’ M, ') // procedimiento 3.3.3
IF W' =W THEN
tguales == TRUFE
ELSE
A=A
RETURN W // W ={Vy,--- ,V;}

}

FASE 2: obtener k recorridos

Los pardmetros para este procedimiento son W = {V;,--- | Vi }, que es el conjunto de las particiones,
V', que es el conjunto de los vértices; y, k, que es el niimero de recorridos por construir.

Se inicializa al conjunto de los recorridos T' con ningtin recorrido y el costor igual a cero. De manera
iterativa hasta que se hayan terminado de construir los k recorridos, se construye al recorrido /
equivalente a un poligono envolvente de la particién V; y después se concluye el recorrido ¢/ con los
vértices no considerados en el poligono envolvente. El recorrido resultante se agrega al conjunto T'
y su costo costoy; se agrega a costor.
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Fase 2
ji=1 rgcc:)r:fitc::)“:J Concluir la
- . construccion del
W={V1, V2,...Vig B T=0 B equivalentea B ~ o0
costor=0 un pol_ig_ono Y calcular costoy j
con particion Vj t

=

T=TU{t} L S THE 2,
CostoT:=CostoT+Costo, j

=l

Figura 3.14: Diagrama de bloques de la fase 2 para obtener k recorridos.

PROCEDURE obtener_k_Recorridos(W, V, k)
{

T:=0
costor =0
FOR j := 1 TO k DO
tJ := construirPoligono(V;, V') // procedimiento 3.3.4
t7, costoy := construirRecorridos(#/, B;, V') // procedimiento 3.3.5
T:=TuU{t'}
costor = costor + costoy;

RETURN 7T, costor

}

3.5. Descripcién del algoritmo para resolver un MTSP

Los parametros para este procedimiento son V' y k, que son el conjunto de los vértices y el niimero
de recorridos dados en la instancia.

El algoritmo inicializa la variable costo,,;, igual a un valor muy grande. De manera iterativa se
obtiene el conjunto de las particiones W, el conjunto de recorridos 71" y el costo de ese recorrido
costor; y si el costor es menor al costo,,;,, entonces se actualiza el valor de costo,,;, igual a costor
y se guarda el recorrido T' en la variable T,;,, hasta que se hayan realizado maxIters iteraciones.
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PROCEDURE mTsp(V, k)
{

CcoStO0im := OO
FOR numlters := 0 TO maxIters DO
W :=obtener_k_Particiones(k, V) // FASE 1, W = {Vi, ..., Vi}
T, costor :=obtener_k Recorridos(W, V, k) //FASE 2, T = {t',...,t*}
IF costor < coston,, THEN //Si se obtuvo un menor costo en esta iteracion
COStOmin = costor //Se quarda en coston, Y Tmin €l mejor costo
Tonin =T //y su solucidn respectivamente
RETURN costonin, Thin

}




Capitulo 4

Resultados

El algoritmo en 2 fases desarrollado en este proyecto fue codificado en el lenguaje C++ bajo el
paradigma orientado a objetos, ejecutado en una laptop Lenovo thinkpad T540p con las siguientes
especificaciones: procesador intel core i7-4710MQ CPU @ 2.5GHz, 8GB en RAM vy sistema operativo
GNU/Linux Debian 9.6.0 Stretch amd64 (instalacion bésica).

Instancia Resultado Algoritmo 2 FASES
Nombre | [V]4+1 | k | Mmin | Mmaz BKS e(T) My | M error
pr76 76 5 1 20 132784 133232 1 52 0.34%
prl52 152 5 1 40 105205 135160 8 53 28.47 %
pr226 226 5 1 50 148051 118549 4 77 19.93 %
pr299 299 5 1 70 72949 65721.6 7 122 9.91%
pr439 439 5 1 100 143785 139067 51 184 3.28%
pr1002 1002 | 5 1 220 334351 314609 5 485 5.90 %
eilb1 51 2 23 27 442.32 450.20 17 33 1.78%
eilb1 51 3 15 20 464.11 465.56 10 30 0.31%
eilbl 51 5 7 12 529.70 519.21 2 18 1.98 %
eilb1 51 7 5 10 605.21 582.63 2 14 3.73%
berlin52 52 2 10 41 7753.89 7965.45 16 59 2.73%
berlin52 52 3 10 27 8106.85 8426.09 6 53 3.94%
berlin52 52 5 6 17 9126.33 9648.72 2 39 5.72%
berlin52 52 7 4 17 9870.02 10698.30 2 25 8.39%
€il76 76 2 36 39 558.59 591.91 15 36 5.97%
€il76 76 3 21 30 579.30 591.48 10 30 2.10%
€il76 76 5 12 17 680.67 627.35 5 24 7.83%
€il76 76 7 7 15 759.90 691.78 2 17 8.96 %
rat99 99 2 46 52 1350.73 1352.42 20 78 0.13%
rat99 99 3 27 36 1519.49 1498.51 17 41 1.38%
rat99 99 5 13 30 1855.83 1822.33 5 41 1.81 %
rat99 99 7 9 22 2291.82 2379.46 3 22 3.82%

Tabla 4.1: Comparacién entre los Resultados Mejor Conocidos para el MTSP Bounded, con los
resultados obtenidos del algoritmo en 2 fases para el MTSP.
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Simbolo | Descripcion del simbolo
Nombre | Nombre de la instancia
V|41 | es el nimero de vértices, incluido el depdésito, que se encuentran en el
conjunto de los vértices de la instancia que define al MTSP.

k nimero de recorridos que debe tener la solucion.
Monin es el nimero de vértices minimo que el algoritmo debe incluir en un
recorrido sin considerar al depdsito.
Mmae | €S el nimero de vértices maximo que el algoritmo debe incluir en un
recorrido sin considerar al depdsito.
BKS | Resultados Mejores Conocidos obtenidos de la literatura.
c(T) | Costo de la solucién que el algoritmo 2 fases obtuvo.
numero de vértices que tiene el recorrido con menor cantidad de vértices.
m numero de vértices que tiene el recorrido con mayor cantidad de vértices.
error | porcentaje de error entre BKS y ¢(T).

Tabla 4.2: La simbologia del encabezado de la tabla 4.1.

Como ya se ha mencionado en el capitulo 2.6, no fueron encontrados en la literatura resultados para
el problema MTSP con las mismas restriccciones que se fueron planteadas en este proyecto. El mas
parecido a nuestro diseno es el MTSP Bounded; con el cudl hemos hecho nuestras comparaciones,
presentadas en la tabla 4.1.

De las 22 instancias, nuestro algoritmo logré obtener un costo menor en 10 instancias: pr226,
pr299, pr439, pr1002, eil51-5, €il51-7, €il76-5, €il76-7, rat99-3 y rat99-5; con la observacion de que el
intervalo que la instancia para el MTSP Bounded establece como cantidad minima m,,,;, y maxima
Mumaz, NO coinciden con los intervalos m) ..y m.  que nuestro algoritmo obtiene.

En la tltima columna de la tabla 4.1, se presenta el cdlculo del error (ecuacién 4.1), el cudl indica
la diferencia en términos porcentuales que existe entre la Solucién Mejor Conocida y la Solucion
que el algoritmo en 2 fases obtuvo.

o(T) — BKS
BKS

error =

' 100 % (4.1)
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= 0% < error < 5%
m 5% < ermror< 10%
10% < error

Figura 4.1: Porcentaje de instancias segin el error calculado en la tabla 4.1

En la figura 4.1, se muestra en una grafica el porcentaje de instancias que obtuvieron un error entre
0% y 5% (13 instancias), un error entre 5% y 10 % (7 instancias); y un error mayor al 10 % (2
instancias).
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Figura 4.2: Tiempos de ejecucion para la solucion de las instancias

En la figura 4.2, se muestra la grafica de los tiempos de procesamiento de 21 instancias, con
excepcion de la instancia pr1002 que tuvo un tiempo de ejecucién de 137.75 seg. En ella se pueden
observar cosas:

= El tiempo de ejecucion aumenta si el nimero de vendedores aumenta: Esto podemos apreciarlo
para mismas instancias con cantidad de vendedores diferentes, tal como eil51, berlin52, €il76
y rat99.

= El tiempo de ejecucion aumenta si el niimero de vértices aumenta: Analogamente al punto
anterior, podemos observar que mientras més vértices tiene una instancia, mayor tiempo de
procesamiento se tomé el algoritmo para resolver el problema.
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Las soluciones que fueron construidas por el algoritmo 2 fases, pueden clasificarse en 3 formas, con
base en la ubicacién del depoésito:

Depésito ubicado cerca del borde

= Grafica de vértices + -0 %X

Figura 4.3: Instancia €il76, 7 recorridos, ¢(T") = 691,78 y tiempo de ejecucién 2.13 seg.

Cuando el depédsito se encuentra muy cerca del borde, con respecto a la ubicacién de los vértices
que pertenecen al conjunto de los vértices, tenemos como resultado que la cantidad de vértices no
estan distribuidos uniformemente en todos los recorridos. Esto se debe a que el algoritmo genera
particiones del conjunto V' hacia todas las direcciones y, no existe una restricciéon que indique que
los recorridos deben tener un a cantidad uniforme de vértices.

En el ejemplo de la figura 4.3, puede verse que en la solucién de nuestro algoritmo: 3 recorridos
incluyen 2 6 3 vértices, y en los otros 4 recorridos tienen méas de 10 vértices.
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Depésito ubicado sobre el borde

Grafica de vertices
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13480

11795

lelle

8425
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3370

1685

1685 33706 5055 6740 8425 160116 11795 13480 15165 16850

Figura 4.4: Instancia pr1002, 5 recorridos, ¢(T') = 315869 y tiempo de ejecucién 133.80 seg.

Cuando el depésito se encuentra sobre el borde, con respecto a la ubicacion de los vértices que
pertenecen al conjunto de los vértices, la solucion tiene recorridos que se asemejan a un abanico.
En algunas ocasiones los recorridos que se encuentran a los extremos de ese abanico tienen una
cantidad menor de vértices con respecto a los recorridos que se encuentran al centro.

En el ejemplo de la figura 4.4, puede verse que en la soluciéon de nuestro algoritmo: 2 recorridos,
unicados al centro del abanico, tienen mas del 50% de los vértices, mientras que los otros 3
recorridos, ubicados en ambos extremos del abanico, tienen un menor porcentaje de vértices.
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Depésito ubicado en el centro

= Grafica de vertices + _Ox

1748 7
1566 1
1392 1
1218 ¢
1044 ¢
870
696
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174 348 522 696 870 led44 1218 1392 1566 1748

Figura 4.5: Instancia berlin52, 5 recorridos, ¢(7") = 9648,72 y tiempo de ejecucién 1.79 seg.

Cuando el depdsito se encuentra relativamente cerca del centro, con referencia a la ubicacion
de los vértices que pertenecen al conjunto de los vértices, los resultados obtenidos tienen una
mejor distribucion de los vértices en los recorridos con respecto a los otros dos casos mencionados
anteriormente (4.5).

En el ejemplo de la figura 4.5, puede verse que en la soluciéon de nuestro algoritmo tiene mejor
la distribucién de los vértices. Debido a que el depdsito se encuentra un poco a la izquierda, con
respecto al centro de todos los vértices, es que el recorrido que estd a hacia la derecha tiene mas
vértices que los demas.

En el apéndice A, se muestran las graficas de las soluciones que fueron construidas por nuestro
algorimo.



Conclusiones y trabajo futuro

El algoritmo 2 fases disenado en este proyecto de investigacion, genera y evalia soluciones factibles
para el MTSP.

La fase 1, la particién de V', se considera la parte mas importante del algoritmo, ya que las
soluciones resultantes dependen mucho de la calidad de las particiones que aqui se generan. En ella
se observa que la ubicacion del depésito influye en las soluciones resultantes, ya que tienen una
mejor distribucién de los vértices de V' en los k recorridos, si el depdsito esta ubicado cerca del
centro con respecto a los demas vértices.

La fase 2, la construccién de recorridos, tiene una complejidad temporal O(n?), con soluciones que
tienen un margen de error entre 6 % y 24 %, sobre los mejores resultados conocidos reportados en

[TSPLIB].

El tiempo de procesamiento del algoritmo aumenta si el nimero de vértices aumenta y/o, el nimero
de vendedores aumenta.

Los resultados para 22 instancias disponibles en la biblioteca [TSPLIB], las cuales se utilizan para
comparar soluciones de algoritmos que resuelven problemas del MTSP Bounded, son los siguientes:

» El45% de los costos obtenidos, son menores que los costos reportados en la literatura para el

MTSP Bounded.

s E159.09% de los costos obtenidos, tiene una diferencia menor al 5 % con respecto a los costos
reportados en la literatura para el MTSP Bounded.

26
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Las propuestas sugeridas para continuar con esta investigacién son:

= Agregar la restriccion que establece una cantidad minima,m,,;,, y maxima, m,.., de vértices
que cada recorrido debe incluir, en el diseno del algoritmo.

» Generar m4s resultados para instancias del [TSPLIB| para futuras pruebas de este algoritmo.

= Mejorar el algoritmo que particiona el conjunto de los vértices en la fase 1, para que los
subconjuntos resultantes sean de mejor calidad.

= Mejorar el algoritmo que construye los recorridos en la fase 2, con la finalidad de reducir su
complejidad temporal de O(n?) a O(n?).

= Agregar un algoritmo de buisqueda local que mejore las soluciones que el algoritmo obtiene.



Apéndice A

Graficas de los resultados obtenidos por
el algoritmo 2 fases
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Figura A.1: Instancia pr76, 5 recorridos, ¢(7T") = 133232 y tiempo de ejecucién 2.91 seg.
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Figura A.3: Instancia €il76, 5 recorridos, ¢(7') = 634 y tiempo de ejecucion 1.84 seg.
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Grafica de vertices
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Figura A.4: Instancia pr152, 5 recorridos, ¢(T") = 135160 y tiempo de ejecucién 3.70 seg.
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Figura A.5: Instancia pr226, 5 recorridos, ¢(7") = 118366 y tiempo de ejecucién 4.12 seg.
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Figura A.6: Instancia pr299, 5 recorridos, ¢(T") = 65695,9 y tiempo de ejecucién 5.31 seg.
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Figura A.7: Instancia pr439, 5 recorridos, ¢(7") = 138463 y tiempo de ejecucién 10.15 seg.
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Figura A.8: Instancia rat99, 2 recorridos, ¢(T") = 1352,42 y tiempo de ejecucién 2.15 seg.
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Figura A.9: Instancia rat99, 3 recorridos, ¢(7T") = 1498,51 y tiempo de ejecucion 2.85 seg.



APENDICE A. GRAFICAS DE LOS RESULTADOS OBTENIDOS POR EL ALGORITMO 2 FASES63

Grafica de vertices

217
195
173
151
130
les
86
65
43
21
21 43 65 86 1688

138 151 173 195 217

Figura A.10: Instancia rat99, 5 recorridos, ¢(7')1827,27 y tiempo de ejecucién 3.56 seg.
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Figura A.11: Instancia rat99, 7 recorridos, ¢(T") = 2379,46 y tiempo de ejecucion 4.42 seg.
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Figura A.13: Instancia eil51, 3 recorridos, ¢(T") = 465,56 y tiempo de ejecucion 1.49 seg.
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Figura A.15: Instancia eil51, 7 recorridos, ¢(T') = 582,63 y tiempo de ejecucion 2.09 seg.
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Figura A.16: Instancia berlin52, 2 recorridos, ¢(T') = 7965,45 y tiempo de ejecucién 1.36 seg.
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Figura A.17: Instancia berlin52, 3 recorridos, ¢(7T") = 8426,09 y tiempo de ejecucién 1.48 seg.
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Figura A.18: Instancia berlin52, 7 recorridos, ¢(T) = 10698,3 y tiempo de ejecucién 2.09 seg.
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Figura A.19: Instancia €il76, 2 recorridos, ¢(7") = 591,91 y tiempo de ejecucién 1.58 seg.



Apéndice B
Instancia usada en capitulo 2.5

V| =31
n=1V —{uvg}| =30

Ty, = 30, Yy, = 41

Tabla B.1: Instancia usada en el capitulo 2.5

Vi | To; | Yu; Vi | Lv; | Yo, Vi | Tu; | Yo
1 ] 42 | 42 11| 37 | 53 21115 | 13
2 | 40 | 30 121 49 | 50 221 20 | 26
3|30 |49 13 | 52 | 42 231 5 | 25
4 127 | 23 14 | 42 | 58 24| 7 | 38
5 | 17 | 33 15| 31 | 63 25| 12 | 43
6 | 21 | 48 16 | 43 | 68 26| 8 | 53
7| 31| 32 17| 53 | 65 27 1 17 | 64
8 |36 | 16 18 | 58 | 59 28 | 27 | 69
9 | 52|33 19 | 58 | 49 29| 63 | 43
10 | 51 | 21 20 | 58 | 27 30| 16 | 58
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