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Propiedades algebraicas de los operadores de ascenso y descenso,
asociados a la transformada de Fourier discreta N-dimensional

por Miguel Angel ORTIZ CORTES

En este trabajo se analiza la construccién y propiedades algebraicas de los operadores
de ascenso y descenso asociados a la transformada de Fourier discreta N - dimensional.
Se justifica la convergencia de estos y del operador hamiltoniano discreto a sus andlo-
gos continuos mediante esquemas asociados, se prueba la conmutatividad del operador
de niimero asociado, asi como la interpretacion de los operadores discretos de ascenso
y descenso como objetos formados por una componente circulante y una componente
diagonal del dlgebra de grupo C# del grupo finito de Heisenberg sobre C, esto tltimo
mediante los operadores complementarios de Schwinger, de acuerdo con los procedi-
mientos de Atakishiyeva y Atakishiyev.
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«Se hace la ciencia con hechos como una casa con piedras, pero una acumulacion de
hechos no es una ciencia, al igual que un monton de piedras no es una casa...»

J. H. Poincaré
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Introduccion

Las transformaciones lineales pueden verse como cambios de perspectiva sobre un obje-
to, que nos proveen de mayor informacién acerca de este. Una de tales transformaciones,
es la Transformada de Fourier Discreta n-dimensional (TFD), la cual, ha resultado de
gran importancia para el analisis de datos periddicos; es decir, datos que obedecen un
patrén de comportamiento. La TFD tiene la virtud de transformar un conjunto finito
de datos, del dominio del tiempo, al dominio de frecuencias, proporcionando de esta
forma, los distintos modos de vibracion que componen a tales datos. La gran efectividad
de la TFD, radica en el hecho de que mas alld de representar la armonia de los datos
por medio de sinusoides (reales), esta lo hace por medio de exponenciales complejas (o
sinusoides complejos), logrando de este modo, analizar los datos desde una concepcién
circular, por asi decirlo, en vez de una concepcién oscilatoria; esto permite un trata-
miento equivalente, pero mas compacto de, y una comprension mas profunda sobre, la
armonia de dichos datos.

Debido a que la TFD es una transformacién lineal, es natural preguntarse acerca
de sus autovalores, asi como de sus correspondientes autovectores. Es sabido que sus
autovalores son {1, —1,4, —i} y en 1972, J. H. McClellan y T. W. Parks [14] determinan
sus correspondientes multiplicidades, asi como un conjunto de autovectores linealmente
independiente, aunque no ortogonal. La estructura de los autoespacios correspondien-
tes ha resultado complicada y la construccién analitica de una base ortonormal de
autovectores es un problema que actualmente genera considerable actividad de inves-
tigaciéon. Varias técnicas se han propuesto para construir dicho conjunto ortonormal
con base en alguna propiedad que le provea la calidad de candnico. Entre ellas se en-
cuentra la técnica basada en el uso de la teoria de matrices conmutativas, que consiste
en la construccién de una matriz con autovalores todos distintos que conmute con la
representacién matricial de la TFD, lo que asegura que ambas matrices comparten el
mismo conjunto de autovectores, entre ellos, el conjunto ortonormal correspondiente a
la primera. Esta técnica es utilizada por V. W. Dickinson y K. Steiglitz [7] y por F.
A. Grunbaum [11] en 1982. Ademas del uso de matrices que conmutan con la DFT, en
2015, M. K. Atakishiyeva y N. M. Atakishiyev [2] realizan la construcciéon por medio de
operadores de ascenso y descenso, imitando el caso continuo, con el objeto de obtener
versiones discretas de funciones de Hermite. Otro método propuesto por A. Kuznetsov
y M. Kwasnicki (2017) consiste en el uso de cierto principio de incertidumbre asociado
por T. Tao (2005) a grupos ciclicos de orden primo. G. Fendler y N. Kaiblinger [9]
construyen autovectores con soporte pequeno para la TDF de orden primo impar. A.
N. Karkishchenko y V. B. Mnukhin (2018) construyen los autovectores sobre campos
gaussianos finitos. Existen ademas otras técnicas desarrolladas hasta ahora que también



Introduccion X

pretenden dotar de cierta distincién (canonicidad) a las bases obtenidas, y que podrian
categorizarse como bien menciona Fendler, en varios tipos: aquellas relacionadas a las
versiones discretas de funciones de Hermite, la transformada de Fourier fraccional y el
oscilador arménico; a simetrias en conexién con la transformada de Fourier rapida; o a
caracteres y las funciones teta de Jacobi.

En este trabajo se revisa el procedimiento construido por N. Atakishiyev y M. Ata-
kishiyeva en [2, 3]; desde la creacién del operador N conmutativo con la TFD, a través
de la construcciéon de operadores de ascenso y descenso, hasta la obtencién de ciertas
propiedades algebraicas que satisfacen estos ultimos por medio de la teoria de matrices
circulantes y la técnica de bases de operadores unitarios desarrollada por J. Schwinger
[15] en 1960.

Este trabajo estd organizado de la siguiente forma: En el Capitulo 1 se presenta
brevemente el trasfondo algebraico que subyace en la TFD; en el Capitulo 2 se presenta
la motivacién de la creaciéon del operador de nimero N y de los operadores de ascenso
y descenso, como una analogia con el caso continuo; en los Capitulos 3 y 4 se analiza la
construccion de operadores que conmutan con la TFD, obteniendo explicitamente en el
cuarto, los operadores mencionados en la seccién 2, para el caso discreto, mediante un
esquema, de discretizacién por diferencias finitas ademés de que se demuestra la con-
vergencia de estos en cierto sentido, a sus analogos continuos; asi mismo se muestra la
conmutacién del operador de niimero asociado con la TFD. El Capitulo 5 estd dedicado
al estudio de la naturaleza algebraica de los operadores de ascenso y descenso obtenidos
en el Capitulo 4, presentando en la primera seccién aspectos sobre el operador hamilto-
niano discreto, en la segunda se indica la forma general de los autovectores a partir del
autovector de estado base y en la tercera se estudia la interpretacién de los operadores
de ascenso y descenso, donde se demuestra que estos estdn compuestos por una parte
circulante perteneciente al algebra conmutativa Circ(N) de matrices circulantes y de
una parte diagonal perteneciente al algebra ID de las matrices diagonales, mismas que
estan contenidas en el algebra de grupo C# del grupo de Heisenberg sobre el campo
C; usdndose en este proceso resultados obtenidos por J. Schwinger sobre operadores
complementarios. Finalmente en el Capitulo 6 se hacen comentarios concluyentes y se
indican posibles lineas de investigacién a seguir, que surgen de la necesidad de esta-
blecer con precision la convergencia de sucesiones de operadores discretos sobre CV
hacia operadores continuos sobre L?(IR, dx) para el buen establecimiento en un sistema
estacionario, asi como propiedades adicionales que puedan obtenerse en analogia con el
caso continuo como la construccién explicita de los autovectores correspondientes.



Capitulo 1

Fundamentos algebraicos

En este primer capitulo se exponen brevemente algunos fundamentos algebraicos so-
bre los que yace el resto del trabajo. La terminologia expuesta es estandar y puede
consultarse en cualquier texto basico al respecto; por ejemplo en [16] en lo referente a
variable compleja y transformada de fourier discreta y [5] y [10] en lo referente a teoria
de representaciones.

1.1. Raices n-ésimas de la unidad y analisis de Fourier

La bien conocida férmula de Euler, cosf + isind = €, con i := /—1 tal que
i? = —1, permite resolver la ecuacién zV = 1,z € C, de modo que las soluciones de
esta estdn dadas por z = e%™/N (0 < k < N —1 y son llamadas raices N-ésimas
de la unidad; si 2™ = 1y no existe £k € N tal que 2 = 1y k < m, se dice
que la raiz z es una raiz primitiva m-ésima de la unidad. El conjunto de raices
N-ésimas de la unidad forma un grupo ciclico de orden N, siendo la raiz primitiva
z = e2™/N gu generador. Si z es una raiz primitiva N-ésima de la unidad, entonces
la sucesion de potencias {...z71, 20, 2,...} es N-periédica (pues zU*N) = 27 Vj) y
las sucesiones de potencias sg: {.. L, 2R D) GR(0) k) .} para k =0,...,N —1, son
todas N-periddicas (ya que ZRGHN) — 2F7). Ademés, el conjunto sq, ...,sy_1 de estas
sucesiones, es una base del espacio lineal de todas las sucesiones N-periddicas. Asi
que cualquier sucesiéon N-peridédica de nimeros complejos {...z_1,x0,x1,...} puede
expresarse como una combinacién lineal de potencias de N-ésimas raices primitivas de
la unidad, z; = >, X - 2%7 | para algunos ntmeros complejos Xo,..., Xn_1 y cada
entero j; esta es una forma de analisis de Fourier. Si j es una variable discreta de
tiempo, entonces k es una frecuencia y X es una amplitud compleja. Eligiendo como
raiz N-ésima de la unidad a la primitiva ¢ = exp (2mi/N), se consigue que z; se pueda
expresar como una combinacién lineal de senos y cosenos z; = >, Ay cos (2mjk/N) +
>k Brsin (2mjk/N); esto es la Transformada de Fourier Discreta (TFD).

De la progresiéon geométrica

(1—-2M)/(1—2), siz#1

f(z)=1+z+z2+---+zN_1:{ .
N, siz=1

se sigue una relacién de ortogonalidad: param =0,..., N—-1ym'=0,...,N —1,
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Z(q*)mn : qnm’ = N(Smm’
n
donde ¢ es la delta de Kronecker, ¢ es una raiz primitiva de la unidad y ¢* su conjugado;
asi, el operador lineal ®V : CN — CN cuya representaciéon matricial’ estd definida
mediante la matriz de N x N con entradas
1 2

N = N2 = ﬁexp (Nmn) , (1.1)

define una TFD que es unitaria, o sea,

Z &)%n ’ q)nNm/ = Omm

n
por lo que la inversa de ®V es simplemente su transpuesta conjugada. De modo expli-
cito, dado un vector complejo-valuado 7 en CN, con componentes {yn}fy:_ol, se puede
obtener otro vector Z con componentes z,, = 3, ®X 1,,, denominado la transformada
de Fourier discreta® de 7.

En un espacio vectorial real, una transformacién unitaria se puede ver como una
rotacién rigida del sistema de coordenadas, de modo que todas las propiedades de las
rotaciones rigidas se pueden encontrar en la TFD unitaria. La preservacion del producto
interno hermitiano (-,-) definido en C¥ por medio de las transformaciones unitarias
permite obtener inmediatamente el Teorema de Plancherel expresado como

N—-1 N—-1
n=0 k=0

donde Y}, y Zj, son las componentes de las TFD’s de los vectores i y Z de CV con
componentes Yy, v 2z,. Asi mismo, si § = Z, esto implica que la norma se preserva, que
es lo que establece el Teorema de Parseval:

N-1 N-1
> el =3 12
n=0 k=0

Los vectores f_tk) que son soluciones de las ecuaciones

N-1
SN W = nf B k=01, N~ 1, (1.2)
n=0

representan a los autovectores con autovalor )\; de ®N. Los autovalores )\, son
bien conocidos como se estableci6 en la introduccion, mientras que los autovectores son
complicados y no Unicos.

1Si T es un operador lineal, se denotard a su representacién matricial como T, y a sus entradas
matriciales como Tmn.

2El signo en el exponente de la exponencial es meramente convencional, asi como los factores 1 y
N~V 2. 1o primero determina a la inversa de la TFD y lo segundo su unitaridad.
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Se concluye esta seccion enfatizando precisamente que la estructura de los autoes-
pacios aun no estd bien comprendida y que, como ya se ha indicado, actualmente es
objeto de considerable investigacién. Asi que el objetivo de este trabajo es estudiar los
métodos desarrollados en [2, 3] para obtener analiticamente operadores que permitan
la construcciéon de un conjunto ortonormal de autovectores en completa analogia con
el caso continuo, lo cual se expone en los siguientes capitulos.

1.2. Teoria de representaciones y caracteres

En esta seccién se expone la terminologia requerida para establecer las condiciones
necesarias y suficientes que determinan la irreducibilidad de representaciones sobre
grupos finitos.

Si G es un grupo y X un conjunto, la accion de G sobre X es una funcién f :
GxX — X tal que f(e,z) = xy f(gh,z) = f(g,f(h,z)). Una representacién
n-dimensional de un grupo G sobre un campo K es un homomorfismo de grupo
¢: G — GL(V) donde V es un espacio vectorial n-dimensonal sobre K y GL(V) es el
grupo de las transformaciones lineales u operadores lineales sobre V'; si el operador lineal
®(g) es unitario, es decir, que su correspondiente transpuesto conjugado, denotado
por D(g)t, satisface D(g)" = D(g)™' V g € G, se dice que ¢ es una representacién
unitaria. Es comun referirse al espacio V sobre el que acttian los operadores ¢(g) como
la representacién misma. Sea G un grupo finito y X = {z¢,...,zy_1} un conjunto
finito sobre el que G actia, sobre cualquier campo K considere un espacio vectorial
N-dimensional V' con una base indexada por los elementos de X, {vgy,...,Vzy_, }s
podemos hacer que G actie sobre V mediante f(g,vy) 1= Vg(z) V2 € X y g € G; esta
se llama la representacién permutacién sobre K adjunta a X y se denota por K [X].
Si X = G y G acttia por multiplicacién izquierda, la representaciéon permutacion K [G]
se denomina representaciéon regular. Dos representaciones ¢ y ¢’ del grupo G son
representaciones equivalentes si 3 S invertible, tal que ¢/(g) = S~'¢(g)S Vg € G,
o sea que las representaciones difieren por un simple cambio de base, es decir, por
una transformacién de similitud. Una subrepresentacién de una representacion
¢ : G — GL(V) es un subespacio lineal U de V que es estable bajo la accién de G,
esto es, con la propiedad de que ¢(g)(U) < U Vg € G; U se denomina subespacio
invariante de V y en caso de existir tal espacio, se dice que ¢ es reducible. La
representaciéon ¢ se llama irreducible si no es reducible, o sea que es distinta de
cero y no tiene subrepresentaciones propias distintas de cero. Una representaciéon es
completamente reducible si es equivalente a una representacion cuyos elementos de
matriz tienen la forma

$1(g) 0
0 ¢2(9)

donde ¢;(g) es irreducible Vj. Esta se llama forma diagonal por bloques. Una
representacién en forma diagonal por bloques se dice que es suma directa de las
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subrepresentaciones ¢;(g), y entonces se escribe

P=P1D P2

en este sentido, se puede establecer la siguiente afirmacion.

Teorema 1.2.1 (Teorema 1.2, [10]). Toda representacion de un grupo finito es com-
pletamente reducible.

Por otra parte, sea G un grupo finito de orden |G| y ¢, y ¢» representaciones
irreducibles de dimensién finita n, y np, respectivamente, es posible probar que ellas
satisfacen a la relacién de ortogonalidad

S 2 (ba(9) ik 80(9) i = SaOiiSkms (1.3)

asi que con normalizaciones apropiadas, los elementos de matriz de las representaciones
irreducibles unitarias no equivalentes

VR Dao)i

son funciones ortonormales de los elementos de grupo g. Debido a que los elementos
de matriz son ortonormales, son entonces linealmente independientes. Se puede probar
también que dichos elementos de matriz son un conjunto completo para las funciones
de g, en el sentido de que una funcién arbitraria de g se puede expandir en términos de
ellos. En efecto, si {|g)}4cc denota a una base ortonormal del espacio vectorial V', con
producto interno denotado por ( | ), sobre el que actiia la representacién regular Dp,
se puede expresar a una funcién arbitraria F' de g como

F(g) = (Flg) = (F|Dr(g)le)
donde e € GG es la identidad y

(Fl:== Y F(g)dI,

g'eG
de esta forma, la funcién I’ puede escribirse como una combinacion lineal de los ele-
mentos de matriz de la representacion regular

F(g) = > F(d){dIDr(g)le)
qg'eG

= Y F(d)[Dr(9)lge;

g'eG

pero como Dpr es completamente reducible, esto puede reescribirse como combinacién
lineal de los elementos de matriz de las representaciones irreducibles. Notar que mien-
tras esto prueba que los elementos de matriz de las representaciones irreducibles no
equivalentes son un conjunto completo, no provee una manera de encontrarlos. Esto es
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util solo cuando se sabe explicitamente la forma de la representacion, como ocurrird en
el Capitulo 5. Juntando estos resultados, y en particular cuando K = C, se ha probado
la siguiente

Proposicién 1.2.2 (Teorema 1.5, [10]). Los elementos de matriz de las representacio-
nes unitarias irreducibles de G- son un conjunto ortonormal completo para el espacio vec-
torial de la representacion reqular, o alternativamente, para las funciones f: G — C.

Como corolario inmediato de lo anterior, se cumple que

G| = nZ;
7

es decir que el orden del grupo G es la suma de los cuadrados de las dimensiones n;
de las representaciones irreducibles, solo porque los cuadrados de estas determinan el
nimero de elementos de matriz de dichas representaciones.

Considere ahora una representaciéon ¢ de G sobre C, se define el caracter x4 de
¢ mediante x4(g) = Tr(¢(g)), donde Tr es la traza del operador ¢(g), la cual es
independiente de los cambios de base en V, debido a que Tr(MAM 1) = Tr(A) para
todas las matrices cuadradas A e invertibles M. Se le llama caracter irreducible
si la representacion asociada es irreducible. La dimensién de la representacion, que es
también el valor del caracter en la identidad I, se le llama el grado del caracter. Sean
x v 7 dos caracteres de un grupo finito G, el producto interno de x y 7 se define
como

1
P *
mla = €] > x(9)7(9)",
geG
este producto interno provee una manera conveniente de determinar si un caracter dado
es irreducible, como se enuncia a continuacion.

Corolario 1.2.3 (Corolario 3.11 [5]). Si x es un cardcter de un grupo finito G, entonces
X es irreducible si y sdlo si (x,x)a = 1.

Estos resultados seran de utilidad en el Capitulo 5.

1.3. Algebras de grupo y ejemplos

En cuanto al tema de algebras, basicamente se requerird unicamente de la definicién,
por lo que brevemente se establece a continuacion.

Un algebra sobre un campo K, o simplemente una K-algebra, es un anillo con
identidad que es a su vez un K-espacio vectorial, tal que la multiplicacién de anillo
conmuta con la multiplicacién escalar. Un homomorfismo de K-algebras es un ho-
momorfismo de anillos que es K-lineal. Una subalgebra es un subanillo que es también
un sub-k-espacio vectorial. Sea G un grupo finito, la representacién regular K[G] pue-
de convertirse en un algebra si se especifica una operacién de multiplicacién; en efecto,
defina vy - vy 1= vgn, g,h € G y extienda linealmente, el dlgebra resultante es el alge-
bra de grupo de G sobre K denotada por KG. En general, abusando del lenguaje, se
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dejard de escribir a los vectores de KG como v, y se escribird simplemente g, de este
modo, un elemento de K'G se escribe como } - cq ag9, ag € K. Ademds, en virtud del
Teorema 1.2.2, el algebra de grupo de un grupo finito G sobre C puede identificarse
con el espacio de las funciones f : G — C sobre G y la multiplicaciéon del algebra es
convolucién de funciones.

Se ilustran las ideas de esta y las secciones anteriores en los siguientes ejemplos, los
cuales resultaran de considerable interés para los resultados finales del Capitulo 5.

Ejemplo 1.3.1. Sea Z3 = {e, a,b} el grupo ciclico abeliano de orden tres determinado
por la tabla de multiplicacién

La siguiente es una representaciéon unitaria irreducible de Z3, 1-dimensional, evidente-
mente.

ple) =1, pla) =77, p(b) = ™3, (1.4)

Ejemplo 1.3.2 (Representacién regular). Para el mismo grupo Z3, podemos calcular
su representaciéon regular de la siguiente forma. Tome precisamente a los elementos de
grupo, de modo que etiqueten (indexacién) a una base ortonormal {|e), |a), |b)} para
algin espacio vectorial (de dimensién 3) de modo que (:|-) denota el producto interno
correspondiente. Defina ahora

d(g1)l92) = [9192), 91,92 € Z3;

se puede verificar que esto define una representacién, denominada representacion regu-
lar. Estableciendo |e1) = |e), |e2) = |a) y |es) = |b), es posible construir la representa-
cién matricial para cada operador mediante

[9(9)]ij = (eilp(g)les)-

En efecto, puede verificarse, de la ortonormalidad preestablecida, que la representacién
matricial subyacente estd dada por

1 00
ple)=10 10
0 01

0 1
sa)=|1 0 0
10
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010
opb)=10 0 1
1 00
Las construcciones anteriores estan relacionadas entre si, como se muestra en el
siguiente ejemplo.
Ejemplo 1.3.3 (Sobre la Proposicién 1.2.2). El Teorema 1.2.1 asegura la reducibilidad
completa de la representacién regular, como se puede verificar en el caso del grupo ciclico
Zs3. Asi pues, tomando

1 1 1
S = 3 1 ¢ ¢ (1.5)
1 ¢ ¢
donde
q= 62m‘/3’
se obtiene entonces, calculando ¢ = S™1¢S,
1 00 1 0 0
de)=101 0|, dla)y=10 g O
00 1 0 0 ¢
1 0 0
da)=10 ¢ 0
0 0 gq

En concordancia con la Proposicion 1.2.2, pues efectivamente, las columnas de la
matriz (1.5), formadas por los “elementos de matriz” de la representacién unitaria
irreducible (1.4), forman una base ortonormal para el espacio vectorial sobre el que
actua la representacién regular.

Ejemplo 1.3.4 (Anélisis de Fourier). Considere ahora el grupo ciclico Zy con elemen-
tos aj con j =0,...,N—1y ag= e tales que

ajap = a(j + k)mod N.
Las representaciones irreducibles de Zn son
¢n(aj) = 62m'nj/N’

evidentemente todas 1-dimensionales®. De este modo la relacién de ortogonalidad (1.3)
permite concluir que

nmn,

1 N-1 ,
2rin’j/N 2minj/N
N E e e =0,

3Es posible probar que los grupos finitos abelianos, tienen sélamente representaciones irreducibles
unidimensionales.
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que es la relacion fundamenteal del analisis de Fourier.

Ejemplo 1.3.5 (A]gebra de grupo de Z3z sobre C). No estd de més indicar que la
representacién regular de Z3 puede transformarse en un algebra de grupo sobre C de-
notada por CZs. La estructura de dlgebra sobre el espacio vectorial con base ortonormal
{le),|a),|b)}, se define usando la multiplicacién en el grupo: |g1) - |g2) := |g192) v ex-
tendiendo linealmente; en esta definicién “-” indica la operacion de multiplicacién en el
algebra de grupo y la yuxtaposicién en el lado derecho, la correspondiente en el grupo.



Capitulo 2
Motivacion

Como ya se ha mencionado en la introduccién, una forma natural de distinguir o esco-
ger una base ortonormal de autovectores de la TFD, es la que pueda resultar de imitar
el caso continuo de la transformada clésica de Fourier (TFC), definida més abajo, caso
que estd intrinsecamente relacionado al oscilador arménico lineal (OAL, cuyo hamilto-
niano se define enseguida) en mecénica cudntica no relativista, debido a que la primera
encapsula la informacién sobre qué tan presente estd cierta frecuencia en determinada
funcién f(y) con dominio en un intervalo de R. Resulta que la TFC y el OAL tienen
el mismo conjunto de autovectores, como argumentaremos en esta seccion.

En lo siguiente, L?(R,dz) denota al espacio de Hilbert de funciones complejo-
valuadas de cuadrado integrable definidas sobre los nimeros reales y v, ¢, : R —
C € L?. Se flexibiliza la rigurosidad de discurso para resaltar las ideas principales.

2.1. Sobre el hamiltoniano del oscilador armoénico

La definicién y problema de autovalores correspondientes al operador hamilto-
niano del OAL estdn dados por

hw d?

Hip,(2) = — | €2 — —

Unl2) == (s e

donde los autovalores hw(n + 1/2) pueden obtenerse, por ejemplo, mediante una re-

presentacién de matrices y frecuencias de transicién como se muestra en [13]. Las au-

tofunciones v se obtienen resolviendo la ecuacién de Schrodinger para el oscilador
armoénico unidimensional

d*y(x) n 2m (

) n(z) = hw(n+1/2)¢y,(x), (2.1)

dx? 72

mediante el cambio de variable

1
E - 2mw2x2> Y(z) =0 (2.2)

&= vmw/ hx;

de tal manera que para £ grande es posible obtener una integral asintética de la forma
P(€) = exp(—£2/2). Esto motiva proponer la funcién
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o) = Hgesn ().

donde H es una funcién polinomial; al sustituirla en la ecuacién (2.2) en términos de
&, conduce a la ecuacion diferencial de Hermite
d*H dH

-2 2nH =
d§2 §d§~|—n 0.

La ecuacién anterior puede resolverse mediante series de potencias para obtener

0-3 55

donde N =n/2, npary N = (n—1)/2, n impar. Los polinomios H, () se denominan
Polinomios de Hermite y las funciones ¢, : R — R, n > 0, Funciones de Hermite.
Dichos polinomios se pueden normalizar usando la Férmula de Rodrigues para obtener
Funciones de Hermite normalizadas

Jnl(Qg)n 2j
(n—2j)!

9

Yn(§) = L Huexp (—52/2) ; (2.3)

\/V/72"n!

finalmente, resulta que tales funciones forman una base ortonormal completa para
L?(R,dx) (ver por ejemplo [6]).

2.2. Transformada de Fourier clasica y operadores de as-
censo y descenso

El problema de autovalores de la Transformada de Fourier Clasica (TFC), F :
L? — L2 satisface

(Fou)@) 1= —= [ ulu)dy = Muga(a); (24)

la transformada de Fourier inversa es andloga a la Transformada de Fourier TFC
salvo por un cambio de signo en el exponente. En consecuencia, si se define el operador
t: L% — 12 como (1) (z) := p(—x) se sigue que (1F)p(z) = (Fr)e(z) = (F1)p(x),
por lo cual F~! = Fi, de modo que el teorema de inversién de Fourier permite verificar
que (F71F)p(x) = ¢(x); asi pues t = 1 F 1 F = wFF, de donde ¢ = F?, por lo que
F* =2 = I. Por lo tanto, la ecuacién caracteristica de F satisface A* = 1 para los
autovalores, de manera que ellos son 1, —1,1, —i. Esto implica que los autoespacios de
la TFC estan degenerados.
En cuanto a los autovectores, notemos, como en [2], que

j/eyMwWZQ/e%Mw@,
X JR R
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asi mismo, integrando por partes

xA{eixyw(y)dy = —i/1R<dZZy><p(y)dy

o d
_ Z/ ety Qp(y)dy7
R dy

de modo que el operador diferencial de primer orden x + d/dx definido sobre el sub-
conjunto de L? de funciones diferenciables, satisface

(96 + CZ) /]R eo(y)dy = ii/]Re”y (y + jy) p(y)dy, (2.5)

lo cual puede escribirse como

aF = iFa, al F = —iFal (2.6)
donde

a:z\%(m—}—ddx), al :z%(m—;;) (2.7)

se denominan operadores diferenciales de ascenso y descenso (operadores de ascenso
y descenso en adelante), los cuales obedecen las relaciones de conmutacién de
Heisenberg

{a, aq :—aal —ala=1.

Aplicando af por la derecha a la primera ec. en (2.6) y a por la izquierda en la
segunda, se sigue que aalF = Faal, similarmente, afaF = Fa'a, de manera que F
conmuta con aa’ y afa. Debido a que, salvo factores escalares, el operador hamiltoniano
en (2.1) se puede expresar de la siguiente forma

RN AR VAT

resulta evidente la conmutatividad entre F y H; entonces, ya que operadores que con-
mutan tienen el mismo conjunto de autovectores, se concluye que, a pesar de la no
simplicidad de los autovalores de la TFC, esta tiene asociado un conjunto ortonormal
de autofunciones, a decir, las Funciones de Hermite. De hecho es posible demostrar
explicitamente que ¢, = ¥, y que Fib,(x) = ", (X); en [6] se da una demostracion
bastante formal de esto.

En el procedimiento anterior puede notarse la importancia del papel que juegan los
operadores de ascenso y descenso a y a' en las ecs. (2.7), para probar la conmutatividad
de F con H mediante el operador, en adelante definido por N := afa y denominado
operador de niimero cuantico, para conseguir el fin de la seleccién de una base de
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autofunciones ortonormal para la TFC; base distinguida en el sentido de la importancia
del oscilador arménico lineal.

Por la situaciéon mostrada en los parrafos anteriores, resulta apropiado indagar sobre
la posibilidad de un procedimiento paralelo en el problema de autovalores correspon-
diente al caso discreto de la TFD planteado en la ec. (1.2); procedimiento que implicaria
la construccion de anadlogos operadores de ascenso y descenso que, como se muestra en
[2, 3], es de hecho posible y cuya fundamentacién y revisién algebraicas son el objeto
de analisis de este trabajo.



Capitulo 3

Sobre autovalores y operadores
conmutativos con la TFD

Como ya se ha indicado en los capitulos anteriores, el objetivo de este trabajo consiste
en el estudio de las propiedades algebraicas de los operadores de ascenso y descenso
asociados a la TFD N-dimensional, que surgen por la necesidad de la determinacién
de una base ortonormal para la TFD; de esta manera, resulta apropiado exponer los
procedimientos de construccién de estos operadores, mismos que, como ya se argumenté
previamente, hacen una analogia con el caso continuo de la TFC. En este capitulo se
expone formalmente el problema de autovalores de la TFD y algunas propiedades de
operadores preliminares en la primera seccién, asi como la construccién de operadores
que conmutan con @V en la segunda.

3.1. Problema de autovalores y propiedades de operado-
res preliminares

Ya se ha establecido en el Capitulo 1 que la transformacién lineal unitaria representada
por la matriz definida en la ecuacién (1.1), es la TFD. Asi pues, se reescribe formalmente
su definicion.

27

Definicién 3.1.1. Sea q := e~ . El operador lineal unitario ®~ : CN — CN cuya
representacion matricial estd definida mediante la matriz de N x N con entradas

1
QN = N 2gmn — \/—Nexp <mn> ,

se denomina la Transformada de Fourier Discreta N - dimensional (TFD).

Similarmente, se reproduce la ec. (1.2) que establece el problema de autovalores
para la TFD:

N—-1
S @Y A =N f Pk =0,1,..,N -1, (3.1)
n=0

donde fék) son las componentes del autovector f (k) ¢ CN y X4 los correspondientes
autovalores de ®V.
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McClellan y Parks [14] verifican que (®V)* = I, la matriz identidad, asi que el
polinomio caracteristico de ® es A —1 = 0 de manera que sus autovalores son +1
y *+i, los cuales no son distintos para N > 4 de manera que hay muchos conjuntos
de autovectores; asi mismo, determinaron también las multiplicidades de estos, ademas
de un conjunto de autovectores, aunque este ultimo es no ortogonal. La dificultad de
la obtenciéon de un método analitico para la construcciéon de un sistema ortogonal de
autovectores, llev6 a Dickinson y Steiglitz [7] a proponer una técnica basada en la teoria
de matrices conmutativas. Similarmente, en [2], Atakishiyeva y Atakishiyev proceden
en este sentido, pero haciendo a la vez, una analogia con la TFC, es decir, obteniendo un
operador autoadjunto en diferencias con autovalores distintos que conmute con la TFD,
como el operador de Ntimero Cudntico N = a'a, mediante la construccién explicita de
operadores en diferencias de ascenso y descenso; proceso que es el objeto de estudio de
este y el siguiente capitulo.

Como se establece en [11], operadores con espectro (esencialmente) simple que con-
mutan con la TFD pueden ser aquellos cuya representacién matricial es de forma tri-
diagonal; ademas de que, salvo un multiplo aditivo de la identidad, estos operadores
pueden ser versiones discretas del operador Hamiltoniano del oscilador arménico. Esto
sugiere construir operadores parecidos a estos pero que ademas satisfagan a las relacio-
nes en la expresiéon (2.6), por su relevancia en el caso continuo.

Para formar operadores en este sentido, se puede proceder considerando matrices
con entradas diferentes de cero por encima o por debajo de la diagonal, pero permitiendo
que la condicién de periodicidad introduzca ademas, entradas distintas de cero en los
extremos de la antidiagonal, produciéndose matrices tridiagonales extendidas; asi, se
tiene lo siguiente.

Definicion 3.1.2. Se definen los operadores lineales QH), TH ¢,s: N — N
mediante Qi) := ¢t Spn, TE) = Spt1n, donde 5_1; == dy_1,, Oy i= 8gs; C =
: (Q(H + Q(_)> yS:=g (Q(+) - Q(_)), respectivamente.

La accién de estos operadores sobre vectores de su dominio, se resume en el siguiente
lema.

Lema 3.1.3. Sea ¥ = (yo,...,yn_1) € CV y Oy = QW”, entonces, en componentes
k=0,..,N—1,

1. (Q®yg) =y

2. (T®g) = prsr.

3. (Cy),, = cos (kON)ys.

4. (SY), = sin (kOn)ys.

Demostracion. El inciso 1 es evidente; asi mismo los incisos 3 y 4, pues % (qk + q—k) =

cos (k0n) v % (¢" —a ") = sin (k0x). Para el inciso 2, (T®y) = 7y =
221 0k+14Y1 = Yk+1, donde 1 =0,..., N — 1. O
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La idea detrds de los operadores QF) y T es que estan interrelacionados con la
TDF, de modo similar a la accién de x y d/dx en (2.5), como se muestra enseguida.

Proposicién 3.1.4. Los operadores QF), TE) y &N satisfacen las siguientes relacio-
nes de intercambio,

QH W) = eWN)T(F) THeW) = V) Q). (3.2)

Demostracion. Para la primera igualdad, notar que

(aTE) = Ni SN 7()

mn

= Z \/7q 51:F1 n

mED) - (pues | F1 = n)

+ N
_ 0

In

N
Il
—

|
/N

Q(i)q)(N))

mn

En cuanto a la segunda, se procede analogamente. O
Como consecuencia de la anterior proposicién se tiene el siguiente

Corolario 3.1.5. Sea ij € CV ym € Z, entonces

—1N-1
imj Z cDJk Y = Z Z CDJk ( )kl i
k=0 =0 k=0
N—-1N-— 1 ok
k Z/k Z (I)lk q Yk (3.3)
j=0 k:0 k=0

Demostracion. Inmediata. O
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3.2. Operadores que conmutan con la TFD

Las relaciones en la Proposicion 3.1.4 permiten la construccién inmediata de operadores
con representacién matricial tridiagonal extendida' que conmutan con la TFD. En
efecto, notemos que

1 1
Lip) LYy — LaN (o) L o)) — eV
2(T +T )<1> =@ (Q +Q )_@ C,
ademas, por las mismas relaciones,
N_ L@ o ey - LeN () L m-)
C® _§(Q +Q )cI> =@ (T +T )
de donde,
1 1
L L ey - Lan (p+) L p) N
{C+2(T +T )}@ = ;@ (T +T )+<I>C
_ N [L () )
- [Q(T +T) + ¢l

de manera que el operador

U = C 4 5 (T4 4 70))

conmuta con la TFD. Adicionalmente, como se argumenta en [2, 11], este operador
satisface la propiedad de que al adicionar un multiplo entero de la unidad,

N 1 1 d?
o Nyt 22 9
]\}E)rclw T (I 2U > 2 (:c dx2> ' (34)

Asi pues, el operador UM conmuta con la TFD y ademés, en el limite cuando
N — 00, se reduce al hamiltoniano del oscilador armoénico lineal. No obstante, como
dicen Atakishiyeva y Atakishiyev, dicho operador "falla para nuestros propésitos, porque
tiene multiples autovalores'[sic], en el sentido de que su espectro es no simple. Pero el
operador UM no es el tnico que puede construirse mediante QF) y TF)| pues asi
mismo, en [2] se verifica que de hecho existen una infinidad de operadores que conmutan
con la TFD y que en el limite cuando N — oo, convergen al operador hamiltoniano del
caso continuo, como los determinados por la siguiente expresién:

(1) 4 (1) + (@) + (Q(—))k] ke N.

Debido a lo anterior, el problema se reduce a construir un operador como U* pero
que tenga un espectro simple; construccién que se expone en el siguiente capitulo.

uk .— =

LClaro que la aplicacién sucesiva de estas, destruye la configuracién de tridiagonalidad extendida
en la composicion de operadores. Se vera posteriormente que el concepto invariante en este sentido, es
maés bien el de matriz circulante.



Capitulo 4

Construccion de los operadores
de ascenso y descenso

En el capitulo anterior se argumenté la necesidad de hallar un operador sobre C¥
que no solo conmute con la TFD, sino que ademas tenga espectro simple. Esto genera
la necesidad de analizar mas detalladamente el proceso de limite en (3.4), para que
sea posible construir operadores con las condiciones requeridas y que se aprorimen al
hamiltoniano del oscilador armoénico continuo. Se mostrard que, para conseguir este fin,
no solo basta con sustituir una variable discreta en los operadores de ascenso y descenso
continuos, sino que ademas, debe elegirse correctamente un modelo de discretizacién
con parametro adecuado, con base en las relaciones de intercambio de la Proposicién
3.1.4.

4.1. Discretizacion por diferencias finitas

En esta seccion se establece una aproximacién por diferencias finitas para un operador
diferencial que acttia sobre las funciones de L?(R,dz). Puede consultarse [1] como
fuente de algunas ideas que se expresan aqui. Existen distintos modos de discretizacién
de un problema de diferencias finitas, y uno de los requerimientos que debe satisfacer,
es que esté bien establecido cuando se asocia a una ecuacion diferencial. Para esto es
necesario, evidentemente, construirlo previamente y tener cierta certeza de que este
cumple las condiciones que se desea que tenga; una vez conseguido esto, serd posible
entonces, hablar de existencia y unicidad de las soluciones de la discretizacién de la
ecuacién diferencial, asi como también de consistencia, estabilidad y convergencia. En
este capitulo y en general en este trabajo, se trata inicamente con la construccién de los
operadores asociados a una discretizacion, de modo que satisfagan ciertas propiedades
(como que se pueda construir a partir de estos, otro operador que conmute con la TFD),
dejando los asuntos que implica el buen establecimiento, para trabajos posteriores.
Esto se hace asi, porque en esta parte del proceso, es suficiente lidiar con la expresién
du/dx + xu en si misma, y no con la ecuacién completa estacionaria du/dx + xu = f
de modo que los problemas del buen establecimiento, no aplican por ahora.

Sea I C R y 91 su frontera. Considere el espacio de Hilbert L?(R,dz) = {u: I —
C | u es de cuadrado integrable}, y CV con el producto interno estandar (, ).
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Definicién 4.1.1. Una discretizacion por diferencias finitas de L* con pardmetro de
discretizacion h(N) consiste en una particion de un subintervalo cerrado I' = [a,b] C
I determinada por el conjunto de puntos A = {x; = a+jh(N) | j = 0,..,N —
1,h(N) = 0 si N — oo}, ademds del conjunto de funciones L = {u|auar | u € L?},
denominado espacio solucién discreto y el conjunto de funciones L = {u|a | u € L*}
denominado espacio de datos discreto.

Se escribird u; := u(x;) y se usard la abreviatura DDF para referirse a la discre-
tizacién de la definicion anterior. En adelante se consideran condiciones de frontera
periédicas, es decir, que para u € L, se intercambia el valor que corresponde a u(b) por
uy = ug; esto implica lo siguiente.

Lema 4.1.2. En una DDF con pardmetro h(N) y condiciones de frontera periddicos,
se cumple L =L C CV.

Demostracién. Los elementos de L son de la forma u|auar = {uo, ..., un—1,u(b)}, por
las condiciones de frontera periddicas, u(b) = ug, de manera que {ug, ...,uny—_1,u(b)} =
{uo, ..., un—1} = ula, que son conjuntos que evidentemente pueden ordenarse para
formar vectores de C. O

Observacién 4.1.3. Podria parecer innecesario considerar en la definicion de DDF el
subintervalo I’, pero debe tomarse en cuenta que I podria ser todo R, y definir una
malla (en este caso unidimensional) requiere de un nimero finito de puntos sobre los que
esté definida u, para poder tomar precisamente sumas o diferencias finitas u; & u;+1
incluyendo la frontera del intervalo. Por otro lado, el lema anterior (que hace surgir
la cuestién sobre si L es todo CV) simplemente verifica, mediante la periodicidad,
que L y L estén formados por vectores de C para que se puedan definir operadores
lineales entre ellos; de esta forma, las matrices asociadas seran cuadradas y tendran
la posibilidad de ser invertibles, permitiendo de este modo la existencia de soluciones
unicas. En posteriores trabajos se intentara simplificar estos detalles.

Definicion 4.1.4. Un operador discreto u operador en diferencias finitas, sobre una

DDF con parametro h(N) y condiciones de frontera periédicas, es un operador lineal
DW) . cN — CV.

Para la TFD, ya que las raices N-ésimas de la unidad permiten, como se indicé en el
Capitulo 1, construir una base del espacio lineal de todas las funciones N-periddicas, re-
sulta conveniente extender médulo-N las coordenadas de los vectores en CV obteniendo
sucesiones infinitas N-periddicas {a, | ap, = am, si m = n(modN)}. Asi, se puede ver
a la TFD como un operador discreto ® : CY¥ — C¥ sobre una DDF con pardmetro
h(N) =2n/N.

En el caso de una ecuacion diferencial, esta puede discretizarse aproximando las
derivadas que la definen y asociando entonces una DDF, asi como un operador en dife-
rencias finitas, obtenido de la aproximacion de las derivadas; esto permite determinar
soluciones discretas asociadas a las soluciones continuas. Este proceso puede aplicar-
se precisamente a los operadores d/dx 4+ x como se procede en la siguiente seccidn;
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donde resultara que seleccionando cuidadosamente un parametro de discretizaciéon ade-
cuado, pueden construirse operadores discretos para d/dx &+ x, que permiten obtener
efectivamente, un operador que conmuta con la TFD.

4.2. Esquema de discretizacion para los operadores de as-
censo y descenso

Como ya se argumenté en el capitulo anterior, existe una infinidad de operadores que
conmutan con la TFD; de estos, se pretende seleccionar aquél que pueda provenir
de operadores parecidos a los de ascenso y descenso del caso continuo. Para poder
hablar de una construccién que satisfaga esta restriccién sin tener que lidiar con el
buen establecimiento, es necesario definir el concepto de esquema de discretizacion [1,
8, 17] teniendo en cuenta que los operadores en este contexto, corresponden al caso
estacionario, asi que se trata de sistemas independientes del tiempo.

Definicién 4.2.1. Un esquema de discretizacion por diferencias finitas para L*(R, dx),
es una familia de DDF’s con pardmetro de discretizacion h(N), junto con una familia
de operadores discretos DWY) : N — CN.

Normalmente, los operadores discretos asociados a los miembros de un esquema,
provienen de una ecuacién diferencial. Dada una ecuacién diferencial Du(z) = f(z),
donde D = d/dx+x o D = ad?/dX?, podemos aproximar las derivadas haciendo
expansiones de Taylor en cada punto x € Dom(u) para obtener una aprozimacion
hacia adelante

du  u(x+h) —u(x) .

o bien una aprozrimacion hacia atrds

du  u(z)—u(z—h)
kg h):
o bien una una aproximacion centrada

du _u(z+h)—u(z—h) +O(h?);
dx 2h
las aproximaciones se obtienen descartando los términos de orden O en las expresiones
anteriores. Debido a que la aproximacion es puntual, se pueden tener aproximaciones
a las derivadas para una DDF sustituyendo x por x;.
Ya que los operadores Q(i) y T&) satisfacen las relaciones de la Proposicion 3.1.4,
las cuales representan la caracteristica que distingue a los operadores de ascenso y
descenso como se muestra en el procedimiento que precede a la ec. (2.5), se busca un
esquema, que los involucre.
Asi pues, considerando que int(z),x € R, es la funcién parte entera, se forma una
discretizacién por diferencias finitas mediante una particién del intervalo [0,27] en
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subintervalos de tamano h = /27/N’, N’ € IN suficientemente grande, obteniendo el
conjunto de puntos A = {zy, | v = V27 /N'k, k=0,...,N — 1} C [0, 27| donde

N = int(2n/h) = int (V27 N'). (4.1)

Asumiendo que las condiciones de frontera son periédicas, sea u : [0,27] — C una
funcién analitica y considere que uy = wug. Entonces se puede definir la restriccion de u
a A como uy := u(xy), ), € A. Por lo tanto, aproximando la derivada du/dz mediante
una aproximacién centrada en cada zy, se propone para (1/v/2)(z + d/dz) el esquema
de discretizaciéon por diferencias finitas determinado por

Up41 — Ug—1 N

27\ 2
dy, = + i () klug, u—1:=un—1, = uyp. 4.2
b 421/ N 227 sm[ N ]uk -t UN=L N = T (42)

Debido a que, para N’ suficientemente grande en (4.1), N ~ 27N’ se sigue que
21/N ~ 2w /21N’ = /2r/N'; asi que el esquema representado por la expresiéon
(4.2), se puede reescribir como

. 1 Uk+1 — Uk—1 N . 27 2
= ﬁl 2(27/N) +2WSID[<N> o
Uf+1 — Uk—1 N’ . (27T )
Shal 70kl L i (g
[2 57 N + 9r sin N UL

Uk+1 — Uk—1 1 N’ . (27Tk)
—4{/— SIn Uk

Q

Sl -

4/ /N’ + 2 T > N’
= bk (43)
donde u_1 := uy_1,uny = ug. Notar que a pesar de la presencia de N’ en (4.3), los

valores de k no se alteran. La expresién (4.3) conecta al esquema correspondiente a dj,
con el de by, y establece que estos son aproximadamente iguales para N’ suficientemente
grande. La razén de proceder de esta forma, yace en que el esquema correspondiente
a by conduce a los operadores de Atakishiyeva, Atakishiyev; y el correspondiente a dj
permite probar que estos convergen, en cierto sentido, al operador (1/v/2)(z + d/dzx),
como se muestra enseguida.

Denétese por @ al vector de CV con coordenadas wuy, ..., unx_; y defina la repre-
sentacién matricial para el operador discreto by : C¥ — C¥, que actia sobre 1,
mediante
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0 1 0o - 0 -1
—1 2sin%% 1 0 0
1 x| 0 -1 2sin3E .- 0 0
““ﬂﬁ o o z s ’
0 0 0 .- 2sin 2R 1
10 0 - —1 2sin 221

la cual es una matriz tridiagonal extendida de N x N; recuerde que la relacién entre
N y N’ estd dada por (4.1). Por supuesto que, de modo natural, se habria podido
escoger como coeficiente de uy en la ecuacion (4.2), el coeficiente x; pero una eleccién
asi, no cumpliria con las relaciones de la Proposicion 3.1.4, las cuales son un requisito
para aspirar a construir operadores que conmutan con la TDF. Por la misma razén
es que se ha tomado una aproximacion centrada para la derivada. No obstante, el
coeficiente xj, seria deseable si lo que se quiere tener es un representante efectivo de
x + d/dx. Asi pues, existen distintos modos de asociar un esquema de discretizacién
a un operador diferencial que actiia sobre L?; para tener la certeza de que el esquema
asociado efectivamente representa a dicho operador, es necesario verificar que en el
limite cuando A — 0 (lo cual equivale a decir que N — 00), la sucesién de operadores
by de algin modo tienden a (1/+/2)(z + d/dz). Siguiendo el modo como procede
Griinbaum [11], en cuanto al comportamiento para N grande, se debe reconocer que en
la expresién (4.3), el pardmetro sobre el que esta definido el esquema correspondiente,
como funcién de N o N’ es h = /2w /N’ ~ 27/ N; esta distincién permite reescribir el
esquema en cuestion en términos apropiados para posteriormente probar la tendencia
de las componentes vectoriales de dicho esquema, al operador (1/+v/2)(z + d/dx).

Proposicién 4.2.2. Sea u : (0,2r) — C analitica. La k-ésima componente de
byii, i € CV es una aprozimacion centrada a (1/+/2)(d/dz + x) con error O de se-
gundo orden en h.

Demostracion. Por la expresion (4.3), la k-ésima componente (byi)g, @ € CY, se puede
expresar como

o U — U 1 /N [27k
(byid), k1 — Uk—1 ( )uk

wN o\ w v
1 Uk+1 — Uk—1 N . 2w 2
\@l 2(27/N) +27rsml<N> R

I Tugr —ug—1 + N | (277 ) }
— |\ — SN | —T u
V2 | 2@2r/N) " or NR) TR

donde xp := (2r/N)k ~ /2x/N'k. Notar que para x, 0 < k < N —1, con N =
int(vV2rN') y 2 <axny-1 VEk=0,...,N—1. Debido a que zy_1 < (27/N)(N —1) =

%
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R <

27(1 —1/N) — 27 cuando N — oo, se sigue que z < 27 Vk = 0,...,N—1
V N € N, de este modo (27/N)xj, — 0 cuando N — oo; por lo tanto sin ((27/N)zy,)
(2w / N)xy, asi que, para N suficientemente grande

1 (Uk+1 — Uk—1

(bl ~ 5\ —on

En cuanto a las diferencias en la expresién anterior, ya que u : (0,27) — C es
analitica, se puede usar su expansion en series de Taylor, con el pardametro h(N), N € N
y xp € [0,27]

du h? d%u
h) = h— —_—
u(xp +h) = u(xg) + dz oy, + o da |,
' d h? d?
U U
u(xp —h) = u(zg) — h% . o da? .
consecuentemente

Ukl —Up—1 _ du hjdiu
2h dr|y—y, 3! dadle=ay
du
- = O(h?).
dx | y—q, +O(r)

Por lo tanto se concluye que

o 1 d
(byi), ~ NG (dx

+zr,+0O (Z;f)) u(z).

En la demostracién anterior, se requiri6 verificar que la sucesién {zy(N)}, es aco-
tada; pero aun hay mas sobre su convergencia y lo que esta implica.

T=T)

O

Corolario 4.2.3. Sea k =0,...,N —1, fijo. Si u es analitica, en el EDDF representado
por by, se cumple

(bNﬁ)k = (l/ﬂ)(d/dm_’_x)‘Z:XkU(Xk)ﬂ

lim
N—oo
donde X, = limy_o0 Tk-

Demostracién. Cuando N — oo y con k fijo, la sucesién {xp(N)} es una sucesién
infinita numerable; ya que es mondtona y acotada, pues 0 < 2, (N) < 27V N € N,
entonces es convergente, digamos a Xj. En la proposicién anterior, O(47?/N?) — 0
cuando N — oo, de donde se sigue el resultado. O

La proposiciéon y corolario anteriores sugieren la necesidad de precisar el concepto
de convergencia de sucesiones de operadores discretos sobre CN hacia un operador
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continuo definido sobre L?. Tal conceptualizacién requiere de encajar de algin modo
a ambos tipos de operadores en un mismo espacio de anélisis. Un sentido riguroso de
convergencia de sucesiones de operadores discretos ha sido desarrollado por Barker en
[4], donde se prueba que todo operador continuo y acotado con resolucion inductiva
sobre L?, es limite de una sucesién de operadores discretos acotados sobre CV. Serfa
deseable la aplicabilidad de dicho teorema a los operadores b y; sin embargo, aun cuando
la prueba del teorema de Barker es constructiva, la sucesién de operadores discretos
utilizados es diferente, ademés de que requieren del uso de una base ortonormal, misma
que en la situacién de los operadores by, es precisamente la incégnita. Evidentemente
la gran importancia del formalismo de Barker radica en la realizacién del concepto
de convergencia en un dmbito riguroso; para aplicarlo al contexto de estudio en este
trabajo, es decir, a sucesiones de operadores discretos que satisfacen cierta propiedad
adicional (como que conmuten con la TFD), se requiere de un analisis més detallado
que permita adaptar ambas situaciones eficientemente.

4.3. Operadores discretos de ascenso, descenso y de nu-
mero

Notemos que en el esquema de discretizacién determinado por la expresion (4.3), la
representaciéon matricial (by ) ;i se puede expresar como

1
(bn)jk = 7 (X+D)jy,
donde
N N
A 2 () ()
Xi= S, D: 47T(T T )

por lo que by se puede escribir como

1 N 1
by = 5o {s+ 5 (T - )] ; (4.4)

similarmente, en el mismo EDDF definimos el operador

T.:lN[ L ()]
bl i= 55 |3 2<T T, (4.5)

el cual, de modo anélogo a by, se puede afirmar que, para u € L*(R,dx) y @ € CV,
(b'i);, se aproxima a (1/v/2)(z — d/dz) cuando N — oo en el sentido mostrado en la
seccién anterior. Asi mismo, es claro que

1
ﬁ

Los coeficientes en las definiciones anteriores pueden expresarse en términos de N’

mediante 27/ N ~ /27 /N'.

(b;rv)jk = (X - D)jk'
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Definicién 4.3.1. Se denomina a los operadores b}rv :CN —CN yby:CN —CV
como operadores discretos de ascenso y descenso, respectivamente.

Entonces se tiene lo siguiente.

Proposicién 4.3.2 (Relaciones de intercambio). Sea &) : CN — CV la transfor-
mada discreta de Fourier. Los operadores bj\, y by satisfacen las siguientes relaciones

by® M) = i@Mpy, dWNpl, = ibl &™),

Demostracion. Usando la definiciéon de S y la Proposicion 3.1.4

1 N

dVMpy — ™ [ (@) )+ L (1) _ )
i Vby = e [ (Q Q)+ (20 - T0))]
1 N [=2 1
- - Q)W) 4 (7t — 7)) W)
\@277[22 )<I) +2<T T )<I) }
1 N1
= z (=) (N)
V2 2r [2 ) +S} ®
— qu)( )
Para la segunda relacién se procede similarmente. O

El analogo del operador de ntimero del caso continuo se sigue naturalmente.

Definicién 4.3.3. Se denomina al operador Ny = b}r\,bN como operador discreto de
numero.

Corolario 4.3.4. El conmutador de Ny con ®) satisface [NN, <I>(N)} =0.
Demostracion. Se sigue de la proposiciéon anterior.
NNy = @Mbliby = bl @by = blby@™) = AV @
O

Asi pues, resulta que este operador N efectivamente ‘mimetiza’ a su correspondiente
operador continuo, al conmutar con la transformada discreta de Fourier.



Capitulo 5

Propiedades algebraicas

En este capitulo se exponen las consecuencias inmediatas que se siguen de los operadores
de ascenso y descenso.

5.1. Operador hamiltoniano discreto

La version discreta del operador hamiltoniano se sigue inmediatamente de las expresio-
nes de by y bj\, en términos de X y D sobre la discretizacion que implica el esquema
(4.3), pues

1 1
t _brne oy L
bNbN_2<X D)+2[X,D]
i Ly oy 1
bybly = 3 (X D ) 5 (2.7, (5.1)
por lo que, en analogia con la ecuacién (2.8)
1 1 9 9
5 (bibx +bybly) = 5 (22 =D?) = Hu; (5.2)

entonces se puede escribir también

Hy =N+ [bx,bl].

Lo anterior es meramente notacional; la importancia es que el esquema implicado
por (4.3) permite escribir a los operadores by y b;r\, como en la ecuacién anterior. La
cuestion relevante consiste en verificar si es que la sucesién de operadores {Hy}neN,
se aproxima, en el sentido establecido en el capitulo anterior, al operador continuo
H:L? — L2
Definicién 5.1.1. Se denomina al operador Hy : CV — CV como operador hamil-
toniano discreto.

La ec. (5.2) implica que

LN g L p?]
%N_<27T> [S — (- )}

lo que inmediatamente conduce a un EDDF para H determinado por
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. Ugo — 2up +ugp—2 | 1 (N)2 .9 (27r>2
=- (= ) kg
(Hwid), ser/N2 zl\er) T\ |

De modo similar al tratamiento para by en el capitulo anterior, se tiene lo siguiente.

Proposicién 5.1.2. Sea u : (0,27) — C analitica. La k-ésima componente de H 1,
i € CV, es una aprovimacion centrada a (1/2)(2? —d?/dx?) con error O de sequndo
orden en 2h.

Demostracion. Se argumenta de la misma forma que en la Proposicién 4.2.2, asi que
se omiten detalles. Para N suficientemente grande, la k-ésima componente se puede
expresar como

U ugye —2up 4 upo <N>2_2<27r )
(Hwid)y, = 2[ 12/ Nz T \ag) T ()
o1 uppe —2uptug—2 | o
~ 2<_ 472 + TR ) -

Al expander u(xy + 2h) y u(xp —2h) en series de Taylor, sumando y dividiendo
entre 4h? se obtiene

(Hnid), ~ % (—j; + 22+ (’)((2@2))

Ug - (5.3)

T=x)

O]

Una vez que se tiene probada la proposicion anterior, el resultado siguiente es in-
mediato, en completo paralelismo al Corolario 5.2.3.

Corolario 5.1.3. Seak =0,...,N —1, fijo. Siu es analitica, en el EDDF representado
por Hy, Umpy oo (K@) = (1/2)(2? — d?/da?)|p=x, u(Xk), donde Xj, = impy_s00 T

Demostracion. El argumento es el mismo que el del Corolario 4.2.3. O
Finalmente, también se tiene lo siguiente.

Corolario 5.1.4. La TFD y el operador hamiltoniano discreto satisfacen [Hy, Q(N)] =
0.

Demostracion. Se sigue de las relaciones de intercambio 4.3.2 y del corolario 4.3.4. [

Por lo que, igual que con N, H y &) tienen los mismos autovectores.
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5.2. Sobre autovectores

Las ecuaciones de autovectores de los operadores discretos de ascenso y descenso pueden
establecerse ahora. Sea (™ e CN autovector de la TFD correpondiente al autovalor
Am; respecto a los operadores de ascenso y descenso se debe cumplir

by f™) = p(Mgm=1) bl £(m) = N plm+1), (5.4)

= Vm+

El hecho de que los operadores ij v by efectivamente mimetizan a sus respectivos
pares del caso continuo, permite construir a los autovectores de &N 4 partir del
autovector de estado base £(©) con autovalor A\g = i® = 1 mediante aplicacién sucesiva
del operador de ascenso. Es posible determinar dicho autovector inspeccionando la
forma matricial de la TFD y el modo como actiia sobre f (m).

1 1 1 1 15"
1 ’ A K
{)(N)f(o) _ L q2 q4 q2 N-2 q2 N-1 (0) ’
VN . | 2
1 oN-1 2(N-1) (N—1)(N-2) (N—1)2 B
q q q q O
donde se observa que la suma de los elementos de la k-ésima columna, k =1,..., N —1,

de la representacion matricial de la TFD es una progresiéon geométrica, de modo que
se puede establecer el siguiente lema.

Lema 5.2.1. Un autovector f( ) e CN de la TFD que corresponde al autovalor Ay =
9 =1, tiene la forma £© (\F—I— 1,1,1,...,1), donde la constante c[()N) satisface

= 2VN(VN+1 >}‘

Demostracion. Notar que (®WNV)£(0)y = \/>—|- I1+N—-1= Co (\/>+ 1). Ademas,

D=

la componente k-ésima, de ®NVFO) k= , N — 1 satisface
(8£0)) A" N~ 0
k VN = J
&

N g2
= o) (pues gV = (/)N = 1);

por lo cual WV )£0) — £ (0), asi que f (0) es un autovector con autovalor 1. Normalizando
este autovector, se obtiene 1 = (c(()N))Q(\/ﬁ +1)2+ (N — 1)(0(()N))2, de donde
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_1
2

) = [2VN(VN +1)]
O

Por lo tanto, aplicando sucesivamente el operador de ascenso b! se obtienen los
demés vectores £(™)

1 m
(m) — L\
f = (bN) £(0), (5.5)

en analogia con la formula correspondiente del caso continuo

@) = —= (o) o)

para las funciones de Hermite Clésicas.

5.3. Naturaleza de los operadores discretos de ascenso y
descenso

De toda la construccion anterior, queda, entre otras cosas, explotar el hecho de que las
columnas de la TFD forman una base ortonormal para CV respecto a la estructura her-
mitiana inducida por el producto interno estandar ( , ). Considerando a la TFD como
una matriz unitaria de transicién entre bases, en parte por el teorema espectral para
matrices unitarias, surge la cuestiéon sobre qué operador V es diagonalizado mediante
&) de modo que se cumpla V = {)(N)U(‘I’(N))*l, con U matriz diagonal con los
autovalores de V en su diagonal. En esta direccion se analizan los resultados sobre los
operadores discretos by y b;\/ obtenidos en [3].

Se sabe que la teoria de esquemas que surgen de discretizaciones de ecuaciones
diferenciales con coeficientes constantes, conduce a matrices circulantes, y estas pue-
den escribirse en la forma C = & )A(<I>(N ))_1, donde A es la matriz diagonal de
los autovalores de C. En particular todas las matrices circulantes tienen los mismos
autovectores, los cuales son, naturalmente, las columnas de W) y cualquier matriz
de la forma ®MA(®WM))~1 es circulante (ver [12, 17]). Por lo tanto se analizard el
operador de cambio desde esta perspectiva y las implicaciones que esto tiene sobre los
operadores de ascenso y descenso.

Se denota a la base canénica ortonormal de CV por {¢; = (0k,0,--- Ok, N—1) 1 k =
0,...,N — 1}, donde dy; es la delta de Kronecker y se recuerda al lector que en la
representacion usual ¥ = (vg,v1,...,UN-1) = D1 Vk€k, las vg son las componentes de

i con respecto a dicha base.

Definicién 5.3.1. Sea @ € CV. El operador de cambio T : CN — CV se define como
T(7) = T(vo,v1,...,uN-1) := (UN_1,0V0,1,...,UN—2), Cuya representacion matricial
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en la base canonica es

0 0 0 1
10 0 0
V=(T@) T(@) T(en1) ) =] 0 1 0 0
00 --- 10

La operacion transposicion se denotard mediante el superindice "*".!

Definicién 5.3.2. Una matriz circulante C = circ(v) asociado al vector 7 € CN es la
matriz de N x N con renglones dados por

(v)*
(T(U))t Vo vr -+ UN-2 UN-1
c=| (@) || T e e (5.6)
(TN_:l(U))t U1 v2 -+t UN-1 )

El conjunto de matrices circulantes forma un espacio vectorial. Aun cuando se puede
aplicar la teoria de las matrices circulantes directamente a 'V, resultara relevante tener
en cuenta la siguiente

Proposicién 5.3.3. V! es generador de una base para el conjunto de matrices circu-
lantes asociadas a cada ¥ € CV, denotado por Circ(N).

Demostracion. Defina Wy, := circ(€)). El conjunto {Wy}, k = 0,...,N — 1, es un
conjunto linealmente independiente. Si C € Circ(N), entonces es de la forma C =
circ(7) con 7 € CV, asi que satisface C = >, v, Wy, de modo que {W;} genera a
Circ(N). Se denota a W1 por Wy := W. Es claro que W? = Wy = I, la indentidad;
en general W¥ = Wy y (WF)! = WN=F_ de manera que W genera a {Wy}, i.e.
(W) = {W,}. Finalmente el generador W satisface

010 0
001 ---0

W =circ(ey)=| . . . . | =V (5.7)
1 0 0 0

O]

Observacién 5.3.4. De hecho Circ(IN) es un algebra conmutativa sobre C que es
generada por el unico elemento W (Teorema 4, [12]).

Uno de los resultados basicos de matrices circulantes establece que todos los elemen-
tos de Circ(N) son simultdneamente diagonalizados por la TFD; es decir que para ¥ =

1Se enfatiza que el simbolo "Frse utiliza para la operacién transposicién y conjugacién; de este modo,

AT =A%)
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(vo,...,on_1) € CV, C = cire(7) € Cire(N), (@) 1C®WN) = diag{Xo,..., Av_1},
donde A\, = }; qukj son los autovalores de C, con ¢ = exp(2ir/N) y la k-ésima co-
lumna #; de la matriz de ) como correspondiente autovector. Por lo tanto, existe
una matriz diagonal U tal que

(@) 'weW) = U = diag{l,q,¢% ....¢" '}

consecuentemente

U= = [@™)'wa™]

- (q;(M)t Wt [(@(N))*l}

— Ny (@(N))f

t

Por otra parte en [15] Schwinger da un tratamiento de las matrices U y V sin el uso
de matrices circulantes, donde se prueba que estos operadores unitarios son ademas,
generadores de una base ortonormal completa en el grupo cociente U(N)/U.(N) de
U(N), tal que los N? operadores

1
VN

proveen un par complementario de operadores unitarios (ver Apéndice A).

Al igual que con Circ(N) cuya base es generada por V!, se puede ver ademés a
{U,V} como generador de una base indexada por I, m, n € {0,1,...,N — 1} para
formar una representacién unitaria irreducible sobre algin grupo finito.

X(m,n) = vmur, 0<mn<N-1 (5.8)

Definicion 5.3.5. El grupo de Heisenberg H es el conjunto de elementos

0<m,nk<N-—1,

D»—lS
-3

1
w(m,n;k):=1 0
0

con multiplicacion matricial (mod N):
w(m,n; k)w(m’,n'; k') =w(m+m' ,n+n';k+ K +mn').
De manera que se puede establecer lo siguiente.
Teorema 5.3.6. El conjunto de N3 operadores unitarios definidos como
u(l;m,n) == VN¢'X(n,m) = ¢’ VU™, 0<m,n, k<N -1,

forman una representacion unitaria irreducible ¢ : H — U(N) : w(m,n;1) — u(l;m,n)
sobre el campo C del grupo finito # .

Demostracion. De la definicién de X en (5.8), se verifica que
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1 / /
X(m,n)X(m',n') = NVmU"VmU”

nm’

q / /
_ Vm+m Un+n
N

/
nm
aq

= X(m+m',n+n');

VN

de donde se sigue la regla de multiplicaciéon de grupo para cualesquiera dos matrices

unitarias u:
u(ll; mi, nl)u(lg; mg,ng) = u(ll + ls + mino; mq + mo,ny + ng).

Por lo que la asignaciéon ¢ es un homomorfismo y por eso una representacién uni-
taria.

La irreducibilidad de la representacién en cuestién se prueba usando la teoria de
caracteres de grupos finitos (Corolario 1.2.3); asi, para que la representacion sea irre-
ducible, el cardcter x(w(m,n;l)) := Tr(u(l;m,n)) debe satisfacer

1
weH

donde |#| es el orden de #.
En efecto, la forma explicita de u se obtiene procediendo por induccién sobre n para
verificar que Vik = 0j k+n, ademds de que claramente Uk = qkm5jk, de manera que

wir(lym,n) = ¢ (VPU™)j, = ¢ S, ViU = ¢ 3, 6@ 6k = ¢ ™6 .
En consecuencia,

x(w(m,n;l)) = Tr(u(l;m,n))

= D> uj
J

= ¢'00 +¢"T"01 100+ ¢ TP 2000 +
= 0 sin#0;

asi se sigue que

x(w(m,0;0)) = ¢1+¢"+ (™) + -+ (¢
_ [1—((17”)]\[]

l—q
= 0 sim#0,pues (¢™)V =1;

de modo que los caracteres distintos de cero, son solamente los de la forma
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x(w(0,0;1)) =¢'[N],  1=0,...,N-1;
por lo tanto
N-1
> x(w)x(w) = > N* =N,
weH =0
de donde se sigue el resultado, pues |#| = N3. O

De esta manera, la representacion unitaria ¢ es irreducible, por lo que sus elementos
de matriz forman parte de un conjunto ortonormal completo para el espacio vectorial de
la representacién regular C[#] (Proposicién 1.2.2), la cual se forma mediante una base
indexada por los elementos de # (Seccién 1.2). Para convertir a la representacién regular
en un algebra, solo se necesita una operacién de multiplicacion. Definiendo naturalmente
para vy, v, € C[#] el producto vyvy = vgp, g, h € #H y extendiendo linealmente, el
algebra resultante es el dlgebra de grupo de #H sobre el campo C denotada por C#H.
Finalmente, nétese lo siguiente en cuanto a los operadores de ascenso y descenso.

Proposicion 5.3.7. Los elementos de matriz de los operadores by y b;rv son elementos
del dlgebra de grupo CH.

Demostracion. Basta expresar a by y ij como combinacién lineal de objetos de la
forma ¢'V™U™. En efecto,

S:%(U—UT), T = v, T = Vi,

de manera que los operadores de ascenso y descenso se pueden escribir como

1 N .
bNZZE[VT_VH(UT—U)}
y
1 N .

Ya que U = 4(0;1,0) = ¢(w(1,0;0)) y V = u(0;0,1) = ¢(w(0,1;0)), con ¢
unitaria e irreducible, se sigue, en virtud de la Proposicion 1.2.2, que los elementos de
matriz de ¢ y por esto los de U y V|, forman parte de una base ortonormal para el
espacio vectorial sobre el que actia la representacion regular C[#]; as{ pues, se concluye
que los elementos de matriz de by y ij pertenecen al algebra C#H pues esta dltima
resulta de C[#] como ya se ha indicado antes. O

Por lo tanto, los elementos de matriz de by y bj\, pueden expresarse como ele-
mentos del algebra CH. Ademas de que ellos pueden interpretarse también como la
suma de una parte circulante mediante V y VT, perteneciente al dlgebra conmutativa
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Circ(N); y una parte diagonal mediante U y UT, perteneciente al dlgebra Dy de ma-
trices diagonales. La parte circulante se debe a la presencia de coeficientes constantes?
y la parte diagonal debida a los coeficientes variables; en este caso de los operadores
(1/+/2)(z + d/dx), dichos coeficientes son obviamente +1/+v/2 y (1/+/2)x, respectiva-
mente. Ya que toda matriz circulante es similar a una matriz diagonal con la TFD como
matriz de transicién, se puede identificar a aquellas con estas, via la TFD y entonces
el mapeo resultante O : Circ(N) — Dy es un isomorfismo de C-dgebras contenidas
en C[#].

2Matrices circulantes surgen en esquems de discretizacién que provienen de ecuaciones diferenciales
con coeficientes constantes.



Conclusiones

En este trabajo se analizaron los procedimientos de Atakishiyeva y Atakishiyev para
la construccion de operadores discretos de ascenso y descenso by y b;rv en completa
analogia con los correspondientes operadores (1/+v/2)(z +d/dx).

Mediante las relaciones de intercambio se probé que el operador de nimero N efec-
tivamente conmuta con la transformada de Fourier discreta. Asi mismo se demostré que
dicha construcciéon de operadores puede establecerse mediante esquemas de discretiza-
cién por diferencias finitas, con error de segundo orden en el pardmetro de discretizacion
h; ademas de que en el limite cuando N tiende a oo tales operadores discretos se apro-
ximan a sus pares continuos. A partir de estos operadores de ascenso y descenso, se
obtuvo un esquema para el operador discreto hamiltoniano con error de segundo orden
en 2h y se probd que también se aproxima a su equivalente continuo cuando N — oo.
Finalmente se estudi6 la naturaleza algebraica de los operadores demostrandose que los
operadores by y bEV se componen de una parte circulante perteneciente al algebra con-
mutativa Circ(N) de las matrices circulantes, que encapsula a la teorfa de esquemas que
provienen de ecuaciones diferenciales con coeficientes constantes, y una parte diagonal
perteneciente al algebra ID de las matrices diagonales; algebras que estan contenidas a
su vez en el algebra CH del grupo de Heisenberg sobre el campo C.

Varias direcciones de investigacion pueden seguirse en este tema, de las cuales se
mencionan algunas a continuacién.

Resta, entre otras propiedades inherentes al caso continuo, la construcciéon explicita
de los autovectores a partir del autovector de estado base mediante aplicacion sucesiva
del operador de ascenso bj\,.

Por otro lado, la dificultad de analizar la convergencia de objetos en un conjunto
(los operadores by y b;v) hacia objetos de otro conjunto ((1/v/2)(x £ d/dx)), hace
surgir la necesidad de adaptar, de ser posible, el formalismo de Barker sobre opera-
dores continuos acotados como limites de sucesiones de operadores discretos acotados,
a el problema de la convergencia formal de operadores discretos que satisfacen cierta
propiedad adicional (como la conmutacién con la TED, en este caso), de modo que,
el esquema propuesto en este trabajo, quede rigurosamente establecido, para asi poder
analizar posteriormente, aspectos de consistencia, estabilidad y convergencia para el
esquema en cuestion, mismo que corresponde al caso estacionario. Resulta de interés
tambien, la cuestién sobre las implicaciones del concepto de convergencia de Barker
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para operadores discretos (motivado por las ideas de Griinbaum), sobre el de conver-
gencia para esquemas de discretizacién por diferencias finitas.

En la mima direccion, si el formalismo de Barker es aplicable, qué implicaciones
tiene esto sobre la consistencia, estabilidad y convergencia de los esquemas de discreti-
zacién asociados a los operadores.

Por otra parte, pueden considerarse esquemas incluyendo la dependencia temporal
que, aunque el caso de interés es el estacionario, seria importante analizar las implica-
ciones de la inclusién de la variable de tiempo.

También es posible considerar aplicaciones de esquemas de discretizacion con los
operadores de ascenso y descenso, aplicados a enrejados de osciladores armonicos: fo-
nones.

Asi mismo, revisar sobre posibles relaciones entre las representaciones regulares de
los grupos ciclico Zn y de Heisenberg #.

Ademas, realizar la construccién de polinomios en el caso discreto, segin el esquema
mostrado en este trabajo, que se corresponden con los polinomios de Hermite del caso
continuo.

Finalmente, ya que el andlisis en este trabajo puede verse como asociado a la ecua-
cién diferencial de Hermite, explorar la posibilidad de aplicar estos métodos a la discre-
tizacion de otras ecuaciones diferenciales. Si la teoria de esquemas asociados a ecuacio-
nes diferenciales con coeficientes constantes conducen al algebra de matrices circulantes,
surge la cuestion sobre qué estructura algebraica deberia aparecer al considerar esque-
mas asociados a ecuaciones diferenciales con coeficientes variables; el hecho de que los
operadores b, b y H{ pueden interpretarse como formados por una parte del algebra
Circ(N) y por otra de Dy, echa cierta luz sobre dicha cuestién.



Apéndice A

Operadores complementarios de
Schwinger

Se expone en este apéndice el procedimiento desarrollado en [15] por J. Schwinger
sobre la argumentaciéon de que los operadores U y V' son generadores de una base de
operadores ortonormal completa, dada por el conjunto de N2 operadores

X (m,n) = N“Y2umyn, m,n=0,...,N—1;

de modo que todos estos operadores, proveen los fundamentos para una descripcién
completa de un sistema fisico con N estados. Asi, estos dos aspectos determinan la
denominacién de U y V' como par complementario de operadores. Se usard nuevamente
la notacién de bra’s y ket’s en la que un sistema coordenado con cordenadas {v'}
corresponde al espacio de vectores de estado (v!|. De este modo, los operadores U y V
satisfacen

(WhV = ("1, (WUt = (L (A1)

La relacién entre ambos sistemas de coordenadas, estd dada por

27
kil Ar—1/2
=N kl
oty = N 2exp (20H)).
27
Ly, by _ ar—1/2
=N -
(v'|u™) exp( Nk‘l),
y las propiedades periddicas
N =vN=1.

Notar que

(uk|UV — <uk+1]uk,

ademas de que

i
<uk]VU _ <uk+1‘uk+1 _ (ukﬂ\ukexp <]7\;Z) ,
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por lo cual

2mi
VU = exp (N) UV,

de modo que los operadores U y V satisfacen las relaciones de conmutacién de Weyl;
como consecuencia de esto se sigue que

.
VIU* = exp (;%) Uv. (A.2)

Hay completa simetria entre U y V' en el sentido de que las propiedades de estos
operadores resultan invariantes al expresarse mediante la sustitucion

U—1V, vV — U

la segunda de las ecuaciones anteriores enfatiza la simetria si se seleccionan los elementos
de la base de operadores como

N~Y2exp (%mn) U™y = N~V 2exp (—%mn) vrom,

los cuales son invariantes bajo esta sustituciéon cuando se combinan con m — n,n —
-m.

Una prueba de la completes de la base de operadores generada por U y V' depende
del siguiente lema: Si un operador conmuta con U y V, es necesariamente un multiplo
de la identidad I. Ya que U es completo en si mismo, tal operador debe ser una funcién
de U. Entonces, de acuerdo a la hipodtesis de conmutatividad con V, para cada k se
tiene

0= (WF|[f(U)V = VFU) !y = fuF) = fuFT), (A.3)

y esta funcién de U, toma el mismo valor para cada estado, que lo identifica con ese
multiplo del operador identidad. Considere ahora, para Y arbitraria,

> X (m,n)YX(m,n) = % > urvrtyvorutT
= % Y vuryumtvT,

y observe que la multiplicacién izquierda y derecha con U y U~!, respectivamente, o
con V y V71, solo produce un reacomodo de las sumatorias. Asi pues, este operador
conmuta con U y V. Al tomar la traza dela ecuacién resultante, el multiplo de la
identidad es identificado con TrY", obteniéndose

N—-1
> X(m,n)YX(m,n)t =ITrY,

m,n=0
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estableciéndose asi la completes de la base de operadores N2-dimensionales X (m,n).
Alternativamente, se demuestra que estos operadores son ortonormales evaluando

1 / !
X m,n X m',n' = —Tyygm myn-n
N
= 6mm’6nn’a m7n7m/,n, =0,. .N — 1;

el valor uno para m = m/, n = n’ es evidente. Si m # m/, la diferencia m’ — m puede
asumir cualquier valor entre N — 1y —(N — 1), excepto cero. Cuando la traza se calcula
en la representacién v, el operador U™ ™" cambia cada vector (v*| al vector ortogonal
(vk+m*m/\ y la traza se anula. Similarmente, si n # n’ y la traza se calcula en la
representacién u, cada vector (u¥| se convierte mediante V™' ~" a el vector ortogonal
(uF 7' =" y 1a traza se iguala a cero.
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