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Introduccion

“Defiende tu derecho a pensar, incluso pensar de manera errénea es mejor
que no pensar.”

Hipatia de Alejandria

Un fractal es una figura geométrica autosimilar cuya dimension topoldgica
es menor a su dimension de Hausdorff. El concepto de fractal nace en 1995
del Latin fractus, que significa quebrado o fracturado, propuesto por el ma-
tematico Benoit Mandelbrot. Desde entonces entender la topologia de los
fractales ha sido de gran interés para los matematicos de todo el mundo.

Se puede conocer mas sobre la historia de los fractales y los conceptos bésicos
de los sistemas dinamicos en el articulo Fractales y dindmica: imagenes en la
matematica del autor Guillermo Sienra.

Los polinomios cuadraticos complejos estan parametrizados por el plano
complejo C, es decir, podemos escribir a todos los polinomios cuadraticos
complejos como P.(z) = 2% + ¢, donde ¢ € C. Cuando fijamos un pardmetro
¢ y hacemos iterar al polinomio cuadratico, la idea fundamental es analizar
cudles puntos divergen y cudles convergen y a dénde. Por ejemplo, si ¢ = 0,
el polinomio cuadrético a analizar serfa Py(z) = 22, note que al iterar este
polinomio los puntos que convergen son los que pertenecen al disco unitario
D y los que divergen son los puntos que estan en el complemento del disco
unitario cerrado C \ D.
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Figura 0.1: Tlustracion del conjunto del Julia lleno Ky = D, del conjunto de
julia Jy = S y del conjunto de Fatou Fy = C\ S! del polinomio cuadratico
Po(Z) = 22.

La cuenca de atraccién del infinito de un polinomio cuadrético P.(z) = 2% +c :
C — C se define como,

Dp (00) ={z€ C: P!z) — oo}.
Su complemento es llamado el conjunto de Julia lleno
Kp =C\ Dp,(c0).
El conjunto de Julia es la frontera comin entre Kp y Dp(o0)
Jp=0Kp = 0Dp(0).

El conjunto de Fatou es C\ Jp.

En el presente trabajo se pretende analizar algunas propiedades topologi-
cas de los conjuntos de Julia J. asociados a los polinomios cuadréticos P.(z) =
2% + c¢. Demostrar, por ejemplo, la compacidad de los conjntos de Julia J,
es relativamente facil, ver Teorema 3.2.2. Por otra parte existen propiedades
topoldgicas mas complicadas de argumentar. El problema a entender en la
tesis es demostrar el teorema de Yoccoz, es decir, entender la conexidad local
de algunos conjuntos de Julia J..

En el primer y segundo capitulo, se dan los conceptos béasicos. La geometria
hiperbdlica es necesaria para demostrar el Teorema 5.4.2. El concepto de
modulo de anillo y sus propiedades, como los son la desigualdad de Grotz-
sch, son vitales para la demostracion del Teorema 5.0.1.

En el capitulo 3, se analiza la dindmica de los polinomios cuadraticos. Se
construyen los rayos externos y equipotenciales, y se bosqueja la construc-
cion del rompecabezas de Yoccoz. Para demostrar la conexidad local de los
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conjuntos de Julia .J., se demuestra que cada punto en .J. tienen un sistema
de vecindades anidadas y que la intersecciéon de ellas es un solo punto. Dichas
vecindades anidadas son piezas del rompecabezas de Yoccoz.

En el capitulo 4, se describen las definiciones de renormalizacion simple para
polinomios cuadraticos y aplicaciones de tipo cuadratico siguiendo el articulo
Infinitely renormalizable quadratic polynomials de Yunping Jiang.

Por ultimo, en el capitulo 5 se da como tal la demostracion del teorema 5.0.1.

Teorema 5.0.1 (Yoccoz) Sea P.(z) = z* + ¢ un polinomio cuadrdtico tal
que,

1. su conjunto de Julia asociado J. es conexo,
2. ambos puntos fijos (o y ) son repulsores, y
3. P, es no simplemente renormalizable,

entonces J. es localmente conexo.

Para este capitulo se siguieron las notas de John Milnor dadas en Stony
Brook en 1992 [8]. El trabajo de Milnor da una introduccién a los trabajos de
Branner, Hubbard, Douday y Yoccoz en la geometria de conjuntos de Julia
asociados a polinomios complejos.
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Capitulo 1

Preliminares

Las definiciones de la seccion 1 son para entender el teorema de unifor-
mizacidn, el cual en particular establece que cualquier dominio (subconjuto
abierto y conexo) acotado, simplemente conexo de C es una superficie de
Riemann hiperbdlica, es decir, tiene cubriente universal biholomorfamente
equivalente al disco de Poincaré D. Este resultado nos ayudara en la demos-
tracion de algunos teoremas del capitulo 5, al establecer que el interior de una
pieza del rompecabezas de Yoccoz es una superficie de Riemann hiperbdlica.
Por otra parte los anillos (dominios doblemente conexos) son superficies Eu-
clidianas. En la seccién 3 daremos algunos resultados importantes sobre el
modulo de anillos. Estos resultados son pieza fundamental para la demostra-
ci6én del teorema de Yoccoz (teorema 5.0.1).

1.1. Definiciones importantes y el teorema de
uniformizacion

Llamamos a R una superficie de Riemman, si es un espacio topoldgico,
Hausdorff, conexo, con una familia {(U;, ¢,)};es satisfaciendo las siguientes
condiciones:

i) Todo Uj; es un subconjunto abierto de R,y R = J;., Uj.

ii) Todo ¢; es un homeomorfismo de U; sobre un subconjunto abierto de
D; en el plano complejo.

iii) Si U; N Uy # ¢, la aplicacién de transicién
pro st iU N U = on(U; N U,

es una aplicacion biholomorfa, i.e., un homeomorfismo holomorfo.
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Al conjunto {(Uj;, ;) }jes se le conoce como atlas.

Lo interesante de las superficies de Riemman es que localmente se com-
portan como el plano complejo C, a pesar de que globalmente pueden ser
muy raras.

Las siguientes definiciones establecen cuando dos superficies de Riemman
son biholomorfamente equivalentes, lo cual nos interesa para poder enunciar
el teorema de uniformizacion.

Definicién 1.1.1. Sean R y S superficies de Riemman. Diremos que f :
R — S es una funcién holomorfa si, o fop=! es holomorfa para cada carta
(U,9) de R y (V,¢) de S con f(U) C V. Decimos que f es biholomorfa si es
holomorfa con inversa holomorfa.

De la definicién anterior tiene sentido decir que dos superficies de Riem-
man Ry S son biholomorfamente equivalentes (R = S) si existe una funcién
biholomorfa entre R y S. En particular R y S tienen la misma estructura
compleja.

Otra definicion importante es la de cubriente universal, la cual nos ayuda
a clasificar las superficies de Riemann en Euclidenas, hiperbdlicas y esféricas.
La nocién de cubriente (no sélo universal) se puede estudiar en un contexto
mas general, como lo son los espacios topolégicos.

En esta parte seguiremos el libro Una introduccion a la Gemetria Hi-
perbolica y Grupos Fuchsianos [5]. Las demostraciones no dadas aqui se pue-
den consultar en la misma referencia.

Definicién 1.1.2. Sea 7w : Y — X wuna funcion continua entre espacios
topoldgicos. Al conjunto 71 (x) CY, x € X, se le llama la fibra de m sobre
x.

Definicién 1.1.3. Una funcion continua m :' Y — X entre espacios topologi-
cos se llama funcion cubriente si es suprayectiva y cada punto x € X posee
una vecindad abierta U C X, tal que su preimagen 7= (U) = U;e; Vi es la
unidn disjunta de abiertos V; CY, tales que la restriccion m|y, : Vi — U es
un homeomorfismo de V; en U, para cada i. En particular, ™ es un homeo-
morfismo local llamado la proyeccion de Y sobre X. También decimos que Y
es un espacio cubriente de X . A la vecindad U se le llama vecindad elemental

de X.

Un homeomorfismo v : Y — Y tal que m o v = 7 es llamado una trans-
formacién cubriente del cubriente (Y, m, X). Denotamos por I' al conjunto de
todas las transformaciones cubrientes. De esta forma I' es un grupo con la
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operacién composicion de funciones, llamado el grupo de transformaciones
cubrientes de (Y, 7, X).

Toda cubriente que es simplemente conexa se dice que es una cubriente
universal. En [5] se demuestra que toda superficie de Riemman tiene cubrien-
te universal. Ademas esta cubriente universal es también una superficie de
Riemman.

Teorema 1.1.1. (Teorema de uniformizacién) Toda superficie de Riemman
simplemente coneza es biholomorfamente equivalente a la esfera de Riemman
C, o al plano complejo C, o al disco de Poincaré ID.

Las superficies de Riemman que tienen como cubriente universal a C se
les llama esféricas, a las que tienen a C se les llama Euclideanas y a las que
tienen a D se les llama hiperbdlicas.

1.2. Un poco de Geometria Hiperbdlica

Como es bien sabido, el disco unitario I tiene implicita una métrica
natural, la métrica Euclideana, dada por |dz|* = dz? + dy?. Pero Jules Henri
Poincaré usé la métrica

4(dz)?
(1 —[22)*
para construir un modelo de geometria no Euclideana, llamado geometria
hiperbdlica.
A D con dicha métrica (métrica de Poincaré), se le conoce como el disco de
Poincaré.

ds® =

Definicién 1.2.1. Sean z1, 2o € D. Definimos la distancia de Poincaré como

) 2|dz|
dr(z1,22) = Hclf/cl——]z\?’

donde C' es una curva rectificable en D la cual conecta a z1 y 2.

Teorema 1.2.1. Toda transformacion holomorfa f : 1D — D satisface que

£(2)] |
[~ /)P = 1- [P

z € D.

Del teorema anterior podemos concluir que

dH(f(Zl)a f(Z2) < dH(21,22)7V21,22 eD
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y que la igualdad se da cuando f € Aut(D), donde Aut(D) es el conjunto de
biyecciones holomorfas de D sobre D, mejor conocidas como automorfismos
del disco unitario.

En la literatura se puede encontrar que los Aut(D) son el grupo de
isometrias de D y que se pueden identificar con PSL(2,R). Més atn, si
T € Aut(D) entonces puede ser escrito como,

az+b
T(Z) - bz+a’

donde a,b € C, con |a|? — [b]* = 1.

Se puede profundizar y verificar los resultados dados en esta seccién en

GR].

1.3. Mobdulo de Anillos

Todo dominio acotado, simplemente conexo 2 en C es una superficie de
Riemman hiperbdlica, pues su cubriente universal es biholomorfamente equi-
valente a D. Esto, es claro, por el teorema de la transformacién de Riemman.
Recordemos que un dominio €2 es simplemente conexo si su complemento en
C es una regién conexa. Si un dominio conexo no es simplemente conexo, se
dice que es multiplemente conexo. En particular es doblemente conexo si su
complemento es uniéon de dos conexos disjuntos, cada uno de los cuales es
llamada una componente conexa.

Figura 1.2: Region doblemente conexa.

Todo dominio doblemente conexo es biholomorfamente equivalente a

Ar={z€C:r<|z| <R}, conr,R >0,
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y se le conoce en la literatura como anillo.
El médulo de un anillo Ag es el nimero real positivo definido por

_ log(R/r)

mod(Ag) o

Cabe mencionar que el médulo de un anillo es una invariante conforme, es
decir, sea f una transformacién holomorfa de Ag sobre f(Ag) entonces,

mod(f(Ag)) = mod(ARg).
Teorema 1.3.1. Sean Ar, y Agr, anillos tales que Ar, C Ag,, entonces
mod(Ag,) < mod(Ag,).

Teorema 1.3.2. (Desigualdad de Grotzsch) Sean Agr, Ag, y Ag, anillos
disjuntos cumpliendo que Ar, C Ar y Ar, C Agr. Entonces,

mod(Ag,) + mod(Ag,) < mod(Ag).

Nota 1.3.1. En este estudio estamos considerando solo anillos que tienen
mddulo finito. Note que C\ Ag esta compuesto por dos componentes conezxas,
una acotada y la otra no. La componente acotada es solo un punto si y solo
si el modulo de Ap es 0.

Sea E un subconjunto compacto simplemente conexo de Dg. Sea

mod(Dg, F) = sup{mod(A4,) : D, \ E es un subanillo de Ag}.

r

Note que mod(D,, E) = oo si E es un solo punto.
Definimos el diametro hiperbdlico de E en Dr como

diamy(E) = sup dy(z1, 22).
21,2260

Teorema 1.3.3. Con las condiciones anteriores, se tiene que

diamy(E) — 0 < mod(Dg, E) — oo

diamy(E) — oo < mod(Dg, E) — 0.
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Capitulo 2

Aplicaciones cuasiconformes

La teoria de aplicaciones cuasiconformes es una herramienta de gran im-
portancia para la dindmica holomorfa. Por ello nos damos a la tarea de dar
tres definiciones equivalentes y estudiar la geometria de este tipo de aplica-
ciones.

Se puede profundizar en el estudio de aplicaciones cuasiconformes revisando
el capitulo 5 de [6].

2.1. Definicion diferencial de aplicaciones cua-
siconformes

Sea f : U — V un difeomorfismo que preserva orientacion entre abiertos
U,V del plano complejo C. Denotemos por J(z) al Jacobiano de f en z € U
y como f preserva orientacion, entonces J(z) > 0 para todo z € U. Sabemos
que

J(2) = |1 = | £
luego,

0 <Ll = If:1* < If:I%

Por lo tanto, tenemos que f, # 0.

Ahora, definamos la dilatacién = py de f por

_ I
A
La dilataciéon compleja p también es llamada el coeficiente de Beltrami de f,
y a la ecuacion f; = uf., se le conoce como la ecuacion de Beltrami. Notemos
que || < 1, ademds como f preserva orientacién, entonces p = 0 si y sélo si
f es conforme.
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Definicién 2.1.1. Si f : U — V es un difeomorfismo preservando orienta-
cion, diremos que f es k—cuasiconforme en U si su coeficiente de Beltrami
1 satisface que

lu| <k <1

Observemos que | f| es una funcién continua y |puf| < 1en U.

2.2. (Geometria de aplicaciones cuasiconfor-
mes
Sean U C C, f : U — C de clase C'(U). Luego, sabemos que f puede

ser escrita como dos funciones de variables reales, es decir, f(z) = f(z,y) =
u(z,y) +iv(x,y). Por lo cual se tienen las siguientes férmulas

fm = Uy + Uy, fy = Uy + ivy7

0f = I = §(fu —ify), O = f- = 3(fu i)

Ademas, f es diferenciable en cada zy € U en el sentido real, por lo cual las
derivadas parciales existen en zy. De aqui, que podemos escribir a f(z) como
su serie de Taylor de primer orden, es decir,

f(2) = f(20) + A(z — 20) + B(Z — 24) + E(2),

donde A = 0f(2), B = 0f(20) y E(2) = o(z — 2) es el residuo de z cerca
de zyp. Note que el residuo o(z — zp) — 0 cuando z — zy, ya que f(z) es
diferenciable en z.

Ahora, consideremos la transformacién lineal L(z) = f(z) + A(z — z0) +
B(z — %), sin perdida de generalidad podemos suponer que f(zy) = 0, apli-
cando una traslacién si es necesario. Por lo cual, reducimos nuestro analisis
a estudiar la siguiente funcién

L(z) = Az + BZ.
Escribamos a A = Ay +i1As y B = B + iB>. Entonces, se tiene que

L(z) = (A +iA)(x+1iy)+ (B +iBy)(x +iy)

Luego, tenemos que L tiene la forma

(x>}_><Al+Bl A2+Bg)<l’)
Y By — Ay, A - B y)’
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De lo cual se deduce que

0 < Ji(z0) = | fo(2)> = | f+(20)]*-

Por lo tanto
| f2(20)] < |f2(20)]-

Del andlisis anterior tenemos que 0 < pp < 1y L,(2) = 2+ pz = v+ iy +
px —ipy = (14 p)x+i(1 — p)y es una expansion en la direccién de z y una
contraccion en la direccion de y.

Ahora, tomemos el circulo con centro en cero y radio r

(x,y) = (rcos(6), rsin(0)),
el cual es transformado de la siguiente forma por L,

(x,y) = (rcos(f),rsin(d)) — (z,9) = ((1 4+ p)rcos(d), (1 — u)rsin(0)).

Por lo tanto, tenemos que

(@/(1+p@)r)* + (@/(1 = p)r)* =1

es una elipse con eje mayor r(1 + p) y eje menor r(1 — u). Por tltimo,
observemos que L(z) pueder ser escrito como L(z) = A(z + (B/A)z) =

|Alei(re? + |ulePre=?) = |A|ei(°‘+§)(rei(9_§) + |,u|re_i(9_§)), donde |B| <
A, p=25, A=|Ale™, p=|ule” y 2 =re?. Por ende,

L(z) = go Ly oh(z),

(ot 2 _i8 .
donde g(2) = |A|e"®T2)z y h(z) = e72 2, las cuales son rotaciones. Lo cual
demuestra que L(z) manda circulos en elipses con razén entre sus ejes

1+ |pl
1 — |pl

2.3. Definicion analitica de aplicaciones cua-
siconformes

Consideremos homeomorfismos que preservan orientacion, los cuales no
necesariamente son diferenciables.
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Definicién 2.3.1. Sea f: D — C, donde D es un dominio planar. Diremos
que f(z) = f(x,y) es ACL (absolutamente continua en lineas), si satisface
las siguientes condiciones para cualquier rectingulo R = [a,b] X [c,d] en D
cuyos lados son paralelos al eje real y al eje imaginario:

i) Como funcion de x, f(x,y) es absolutamente continua en [a,b] para casi
toda y € [c,d].

i1) Como funcion de y, f(x,y) es absolutamente continua en [c,d] para casi
toda x € [a,b.

Una funcién absolutamente continua F(t) sobre un intervalo I es diferen-
ciable para casi toda t € I. Por lo tanto, cuando una funcién f(z) es ACL
sobre un dominio D, las derivadas parciales f, y f; de f estan bien definidas
y son finitas para casi toda z € D. Més aun, estas son medibles.

Definicién 2.3.2. (Definicién analitica de aplicaciones cuasiconformes) Sea
f(2) un homeomorfismo preservando orientacion de un dominio planar D
sobre el plano complejo. Diremos que f(z) es cuasiconforme en D si satisface
las siguientes condiciones:

i) f es ACL en D.

i1) Eziste una constante k, con 0 < k < 1 tal que
|fz| < k|f.|, c.d. en D.

Definiendo K = (1+k)/(1—k), diremos que f es K —cuasiconforme en D.
Llamaremos al infimo de K (> 1) tal que f es K —cuasiconforme la méxima
dilatacién de f, y lo denotamos por K; o K(f).

Es claro que una aplicacién conforme f de un dominio D’ es 1—cuasiconforme
tomando a k = 0y Ky = 1. Mds aun, si g es una aplicaciéon K —cuasiconforme
de un dominio D sobre el dominio D’, entonces la composicién g o f es

K —cuasiconforme. De hecho de la definicién, g o f satisface (i) y (ii), y
Ky = K.

Otra definicion analitica de aplicacion cuasiconforme es la siguiente.

Definicién 2.3.3. (Definicién analitica de aplicaciones cuasiconformes) Sea
f un homeomorfismo de un dominio D sobre C el cual preserva orienta-
cion. Diremos que f es cuasiconforme en D si f satisface las siguientes dos
condiciones:

(1) Las derivadas parciales de distribucion de f con respecto a z y Z pueden
ser representadas por funciones localmente integrables f, y fz, respectivamen-
te, en D.
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(17) Existe una constante k con 0 < k < 1 tal que
|fs| < k|f.|, cd. en D.

Las definiciones anteriores de aplicaciones cuasiconformes son mutuamen-
te equivalentes (Ver [6]).

2.4. Definicion geométrica de aplicaciones cua-
siconformes

Un cuadrildtero es un par ordenado (Q;q1,q2,q3,qs) de un dominio ce-
rrado de Jordan @) y cuatro puntos qi, gs, g3, ¢4 en la frontera 0Q) de @, los
cuales son mutuamente distintos y estan localizados en orden con respecto a
la orientacién positiva de 0Q). Ademds, cada ¢; con j = 1,2, 3,4 es llamado
un vértice del cuadrilatero y recuerdese que un dominio cerrado de Jordan
es la cerradura de un dominio acotado por una curva de Jordan. De aqui en
adelante denotaremos a un cuadrilatero (Q;q1, g2, g3, q4) simplemente por Q).
La proposicién 4.7 en [6] muestra que para cada cuadrildtero @, existe un
homeomorfismo h de @ sobre algin rectangulo R = [0, a] x [0,b] con a,b > 0,
el cual es conforme en el interior de ) y satisface

h(g1) =0, h(g2) = a, h(gs) =a+iby h(qs) = ib.

Maés atin, muestra que a/b es independiente de h. Al nimero a/b se le conoce
como el médulo del cuadrilatero @ y se le denota por M(Q). También, la
imagen de un cuadrildtero ) bajo un homeomorfismo f : @ — C, es decir,

f(Q) con vértices f(q1), f(q2), f(q3), f(qs), es un cuadrilatero.

Definicién 2.4.1. (Definicién geométrica de aplicaciones cuasiconformes)
Sea f un homeomorfismo de un dominio D sobre C el cual preserva orien-
tacion. Diremos que f es cuasiconforme en D si f satisface alguna de las
siguientes condiciones:

(1i1) Existe una constante K > 1 tal que

M(f(Q)) < KM(Q),

para cualquier cuadrilatero QQ en D.

(7i1)" Existe una constante K > 1 tal que

EM(Q) < M(F@) < KM(Q),

para cualquier cuadrilatero Q) en D.
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Las condiciones (iii) y (i7)" son mutuamente equivalentes, al igual que
todas las definiciones de aplicaciones cuasiconformes aqui dadas (ver capitulo
5 de [IT]).

Propiedades de aplicaciones cuasiconformes

(7) La inversa de una aplicaciéon K —cuasiconforme sigue siendo una apli-
caciéon K —cuasiconforme.

(1) Para cualesquiera aplicaciones cuasiconformes h y h de dominios D y
D', respectivamente y para cada aphcamon K —cuasiconforme f de D
Sobre D, la composicién h o foh™!es también K—cuasiconforme. En
pocas palabras, la K —cuasiconformidad es invariante bajo composicio-
nes conformes.

(1i1) Para cada aplicacién K;—cuasiconforme f de un dominio D y ca-
da aplicacién Ky—cuasiconforme g de f(D), la composicién g o f es
K Ks—cuasiconforme.

2.5. Teorema de Ahlfors-Bers

El teorema de Ahlfors-Bers, también conocido como el teorema medible
de Riemann, nos da la solucién a la ecuacion diferencial de Beltrami

fé = ufz

En particular, este hecho es bastante 1util si consideramos una aplicacién
cuasiconforme f que deja invariante una diferencial de Beltrami p. Luego,
conjugando f con la soluciéon dada por el teorema de Ahlfors-Bers, obtenemos
una funcién holomorfa. Esta es un apropiedad importante de las aplicaciones
cuasiconformes utilizada en dindmica holomorfa.

Teorema 2.5.1. (Ahlfors-Bers) Para cualquier diferencial de Beltrami p en
L>(C) con ||u||eo < 1, existe una unica aplicacion cuasiconforme f C —» C,
tal que f fija 0,1 e co y la dilatacion compleja de f es p.

Una demostracién del teorema anterior se puede revisar en [CG].



Capitulo 3

Dinamica de los polinomios
cuadraticos

La dindmica de los polinomios cuadraticos P.(z) = 2%+ c estudia la itera-

ciéon de dichos polinomios. Los puntos que no divergen a infinito cuando los
iteramos por medio de P.(z) = 2% + ¢, constituyen el conjunto de Julia lleno
K. (ver seccién 2).
Un problema en el estudio de sistemas dinamicos holomorfos de polinomios
cuadréticos P.(z) = 2% + ¢, es entender la topologia de su conjunto de Julia
asociado J.. Como se muestra aqui algunas propiedades topolégicas son re-
lativamente faciles de justificar. Por ejemplo se muestra en esta secciéon que
J. es conexo, cerrado y acotado. Por otra parte demostrar la conexidad local
de los conjuntos de Julia J. no es un asunto trivial. Uno de los teoremas
que motiva el estudio de la conexidad local de los conjuntos de Julia J, es el
teorema de Carathéodory.

Teorema 3.0.1. (Teorema de Carathéodory) Sea h : D — Q una aplicacion
de Riemann, con 2 un dominio simplemente conexo y subconjunto propio de
C. Entonces h puede ser extendida continuamente a S si y sélo si la frontera
0f) es locamente coneza.

Es decir, si consideramos la aplicacién de Riemann H, dada por,
H:C\D— C\ Int(K,),

con K. conexo (simplemente conexo), jpara cudles parametros ¢, H pue-
de ser extendida continuamente a S'?, si hablamos en particular sobre
la topologia de un conjunto de Julia, podemos cambiar la pregunta por: ;pa-
ra cudles ¢’s J. (= K.) es localmente conexo?

Yoccoz logré un gran avance para entender la conexidad local de los con-
juntos de Julia haciendo uso de la construcciéon de dominios anidados, mejor
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conocido como el rompecabezas de Yoccoz. Para la construccion del rompe-
cabezas de Yoccoz (ver seccién 7) se necesitan los conceptos de rayos externos
y equipotenciales (ver seccién 6). En la seccién 4 analizamos una generaliza-
cién de los polinomios cuadraticos.

En la secciones 1, 2 y 3 damos las definiciones y resultados basicos de la
dinamica de polinomios cuadraticos.

3.1. Clasificacién de puntos fijos

Consideremos un polinomio cuadratico P(z) = ag+a;2z+as2?%, en la esfera
de Riemann C. De ellos nos interesa el estudio de sus puntos fijos, y para
facilitar dicho proceso daremos la definiciéon de conjugacién analitica, la cual
muestra que este analisis se puede reducir a solo estudiar polinomios de la
forma P.(z) = 2% + c.

Definicién 3.1.1. Dadas f y g funciones, se dice que son analiticamente
conjugadas en un abierto U C C, si existe un biholomorfismo ¢ : U — ¢(U),

tal que ¢ o f(z) = go ¢(z), para z € U.

UcC / f(U)

$(U) Y ()

Figura 3.1: Diagrama conmutativo que ilustra la conjugacién analitica de f
con g.

En la literatura es conocido que la transformacion que conjuga a P con P, es
un automorfismo del plano complejo Aut(C) = {¢(z) = az + b,donde a,b €
C con a # 0}, es decir, una transformacién afin.

Teorema 3.1.1. Para cada polinomio cuadrdtico P(z) = ag + a1z + a92?,

existe ¢ € C, tal que P y P.(2) = z* + ¢ son analiticamente conjugados. De
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hecho, la conjugacion ¢ es un automorfismo del plano complejo, es decir, una
funcion afin de la forma az +b, con a,b € C ya # 0.

Demostracion. Resolviendo la ecuaciéon ¢ o P(z) = P. o ¢(z) se obtiene
2

que a = az, b = F y ¢ = apaz + 4 — a—21 De esté hecho, el resultado es

inmediato. u

Por el teorema 3.1.1, nuestro problema se ha reducido a estudiar las raices
del polinomio 22 — z + c.

Por otra parte un punto z € C, es un punto periddico de P. de periodo
k si P¥(z) = zy Pi(z) # z para j < k, donde P* denota la composicién de
P. consigo mismo k—veces.

Dado z € C, al conjunto

Op.(2) ={w € C:w = P*(2), para alguna k € NU {0}}

se le llama érbita de z bajo P.. En el caso que z es periddico este conjunto
es finito y se le llama érbita peridédica. Ademads, es claro que el estudio de
puntos periddicos se puede reducir al estudio de puntos fijos. Es decir, si
consideramos que zp es un punto periédico de P, de periodo k, es tan facil
como definir a P; := PC’C y hacer el estudio sobre dicho polinomio P;.
También es muy conocida la clasificacién de puntos fijos utilizando el multi-
plicador A del polinomio P..

Para aclarar la notacién demos la definicion de multiplicador y la clasificacién
de dichos puntos.

Definicién 3.1.2. Sea zy € C un punto fijo de P.. Definimos a A como la

derivada del polinomio P, evaluada en el punto fijo zy, es decir, X = Pl(zp).
A X se le conoce como el multiplicador de P, en zy.

Clasificacion de puntos fijos utilizando el multiplicador A

Sea P, con zy un punto fijo, entonces se tiene la siguiente clasificacién.

1) zp es un punto atractor si |A| < 1; en particular si |A\| = 0 diremos que
Zp €s un punto superatractor,

2) zp es un punto repulsor si [A| > 1,y

3) zo es un punto indiferente si |A| = 1.
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Observacién 3.1.1. Los polinomios cuadrdticos P, estdn parametrizados
por el campo C y sus puntos fijos son

C1+V1-4c

21,2
2

los cuales son dos, salvo el caso ¢ = }l, donde P, tiene a % como unico punto
fijo.
Observacion 3.1.2. La clasificacion de puntos fijos utilizando el multipli-

cador X\ es wvalido para un caso mds general, por ejemplo, para funciones
racionales de la esfera de Riemann.

Consideremos ahora una funcién racional de la esfera de Riemann f : C — C.
Note que en particular los polinomios cuadraticos P, descritos antes son fun-
ciones racionales, por lo cual todos los teoremas siguientes se valen para ellos.

Teniendo una clasificacion de los puntos fijos hablemos un poco de ellos. En
una vecindad alrededor de los puntos fijos repulsores y atractores la funcién
f la podemos ver como una homotecia dada por su multiplicador (teorema
de Koenings). Al igual, para un vecindad de un punto fijo superatractor la
funcién f se puede ver como 2" (teorema de Bottcher). Los teoremas son los
siguientes, cuyas demostraciones se pueden revisar en [9].

Teorema 3.1.2. (Keenigs) Sea f una funcion holomorfa. Si su multiplicador
A satisface que |\ # 1,0, entonces existe un cambio de coordenadas local
holomorfo w = ¢(z), con ¢(0) = 0, de tal manera que ¢ o f o ¢~ es una
funcion lineal w — Aw, para toda w en alguna vecindad del origen. Mds ain,
¢ es unica modulo multiplicacion por una constante diferente de cero.

Teorema 3.1.3. (Bottcher, 1904) Sea f una funcién holomorfa y zy un punto
fijo superatractor. Si f(z) = 29 + an(z — 20)" + -+, con a, # 0, entonces
existen vecindades U y V' de zy y 0, respectivamente y un biholomorfismo
¢ : U — V que conjunga analiticamente f(z) con g(z) = z". Mds ain, estd
conjugacion es unica mddulo multiplicacion por una raiz (n — 1)—ésima de
la unidad.

Falta hablar de los puntos fijos indiferentes. Sea f(zy) = 2o, con |A| = 1. Si
existe una vecindad U de zy donde f sea conjugada a la rotacion Az, entonces
decimos que f es linealizable en zy, en otro caso f no es linealizable en z.
Esto nos permite dar una clasificaciéon de los puntos indiferentes.

Como A\ = e*™ entonces decimos que el punto fijo indiferente z, es:

1) Parabdlico, si 0 es racional.
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2) Siegel, si 0 es irracional y f es linealizable en una vecindad de z.

3) Cremer, si 6 es irracional y f es no linealizable en z.

Maés ain, al dominio maximo de linealizacion A de f se le llama disco de
Siegel.

Enunciemos ahora, dos teoremas que nos indican cuando un punto fijo es
linealizable.

Teorema 3.1.4. (Siegel, 1992) Sea f una funcion analitica en zy tal que
f(20) = 20 y A= f'(20) = ¥, Si 0 es diofantino, entonces f es linealizable
en 2.

Teorema 3.1.5. (Brjuno, 1965) Sea f una funcion analitica en zy tal que
f(z0) = (20) con multiplicador A\ = f'(z) = *™. Si 2= denota la n—ésima

aproximacion a 6 y
o
lo 1
z : g dn+ < 00,
1 In

entonces [ es linealizable en z.

3.2. Conjuntos de Julia

El matematico francés Gaston Maurice Julia (1893 - 1978) fue el pionero
en el estudio de los fractales al publicar a los 25 anos, su articulo Memoria
sobre la iteracién de las funciones racionales. Como dato curioso a Julia le
toco vivir la primera guerra mundial y a causa de ello perdié la nariz.
Regresando al aspecto matematico daremos una primera definicién de unos
conjuntos muy especiales en la teoria de sistemas dinamicos, llamados con-
juntos de Julia.

Sea P : C — C un polinomio de grado d > 2. La cuenca de atraccion
del infinito, Dp(00), es el conjunto de puntos que se escapan al infinito

Dp(oo) ={z € C: P"(2) — oo}.
Su complemento es llamado el conjunto de Julia lleno
Kp=C\ Dp().
El conjunto de Julia es la frontera comin entre Kp y Dp(00)
Jp=0Kp = 9dDp(c0).

El conjunto de Fatou es C\ Jp.
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Ejemplo 3.2.1. Consideremos al polinomio cuadrdtico Py(z) = z* y note
que Py (z) = 2*"; de lo cual se puede deducir lo siguiente.

1. Si|z| <1, entonces 2% — 0.
2. Si|z| > 1, entonces 22" — co.

3. El conjunto S* = {z € C : |z| = 1} es invariante bajo Py, es decir,
P()(Sl) - Sl.

En conclusion tenemos que D es el conjunto de Julia lleno, S* es el conjunto
de Julia y C\ S' es el conjunto de Fatou para Py(z).

Las siguientes imagenes muestran algunos conjuntos de Julia llenos para
el polinomio P.(z) = z* + ¢, con diferentes valores de c.

Figura 3.2: Conejo de Douady para ¢ = —1,122561 + 0,744862.

Figura 3.4: Conjunto de Julia lleno para ¢ = —1,375.
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Teorema 3.2.1. (Fatou, 1919) Sea P un polinomio. El conjunto Kp es co-
nexo si y solo si la orbita de cada punto critico es acotada.

Un polinomio cuadratico P, solo tiene como punto critico al cero, por
lo cual, el teorema 3.2.1 establece que el conjunto de Julia de P. (= J,) es
conexo si y so6lo si la érbita de cero es acotada. Mas atn, el conjunto J,. es
un conjunto de Cantor si y sélo si la érbita de cero converge a infinito.

Enseguida enlistamos algunas propiedades de los conjuntos de Julia y de
Fatou para funciones racionales R : C — C, ellas pueden ser verificadas en

[4].

Propiedades:
1. El conjunto Jg perfecto y diferente del vacio.
2. Los conjuntos Jgr y Fr son completamente invariantes.

3. Si f denota la k—ésima iterada de R para alguna k € N, es decir,
f = R, entonces Jgp = J; = Jge y Fr = Fy = Fge.

4. Si z € Jg, entonces el conjunto U2, R~™(z) es denso en Jg.
5. Sea z un punto periédico de periodo k de R.

5.1. Si z es atractor, entonces z € Fj.

5.2. Si z es repulsor, entonces z € Jg.

6. Los puntos periédicos repulsores de R forman un conjunto denso en Jg,
es decir, Jp = {puntos periddicos repulsores de R}

Teorema 3.2.2. El conjunto de Julia lleno de un polinomio cuadrdtico P,
esta contenido en el disco de radio

r = maz{|c|, 2}.
Demostracién. Sea z € C y |z| > r. Luego observese que |2?| = |P.(z) — c| <
| P.(2)|+|c|. Més atin, con unos cdlculos tenemos que | P.(2)| > |2%|—|c| > 2]z|.
Luego por induccién se tiene que,

[P (2)| = 2%z

lo cual implica que P*(z) — oo. Por lo tanto z ¢ Kp y se tiene la asercion.
[
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Como consecuencia inmediata del teorema 3.2.2 se tiene que Jp, es acota-
do. Ademas, como el conjunto de Fatou F, es abierto se tiene el siguiente
resultado.

Corolario 3.2.1. El conjunto de Julia de un polinomio cuadrdtico es com-
pacto.

3.3. Conjunto de Mandelbrot

Después de Julia y Fatou (alrededor de 60 anos mds tarde) con la llegada
de los ordenadores, el matematico Benoit Mandelbrot (1924 —2010) que tra-
bajaba en los anos 70's para IBM, en el Centro de Investigaciones Thomas
B. Watson, en Nueva York, retomo los trabajos de dichos matematicos y de
estd manera se hablé por primera vez del concepto fractal. También dio las
primeras imagenes del conjunto que llevaria su nombre, conjunto de Mandel-
brot. Anios mas tarde Shishikura demuestra que la frontera de dicho conjunto
tiene dimension de Hausdorff igual a 2, lo cual hace replantearse la definicion
de fractal, ella establece que un conjunto es fractal si es autosimilar y tiene
dimension de Hausdorff menor a su dimension topolégica.

Consideremos los polinomios cuadraticos P.(z) = z? + ¢ y por simplicidad
denotemos a su conjunto de Julia asociado por J..

Im[c]
s

1

Figura 3.6: Conjunto de Mandelbrot.

Definicién 3.3.1. Definimos al conjunto de Mandelbrot M como,

M={ceC: J, es conexo} = {c € C: la orbita O.(0) es acotada}.
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Notemos que las propiedades de los conjuntos M y J. estan estrechamente
relacionadas gracias al siguiente resultado.

Teorema 3.3.1. Sic & M, entonces J. es un conjunto de Cantor. Sic € M,
entonces J. es un conjunto conezo.

El resultado anterior establece de forma intuitiva que si la érbita del cero
se escapa a infinito el conjunto de Julia J. no puede partirse en un conjunto
contable de componentes, es mas, sus componentes forman un conjuto de
Cantor, cuando ¢ no pertenece a M.

Un polinomio cuadratico P.(z) = 22 + ¢, con ¢ en M es llamado hiperbdli-
co si éste tiene una drbita periddica atractora o superatractora en el plano
complejo C. Sea HP el conjunto de todos los parametros c para las cuales
P. es hiperbdlico.

La importancia de demostrar la conexidad local del conjunto M yace en
querer probar que el conjunto HP es un conjunto abierto y denso en M,
puesto que Douady y Hubbard probaron que la conjetura MLC (Mandelbrot
Localmente Conexo) implica la conjetura del conjunto HP, es decir que HP
es abierto y denso en M.

El siguiente ejemplo muestra que el interior de la cardioide principal es una
componente hiperbdlica. Es decir, que los parametros ¢ en dicha componente
corresponden a polinomios cuadraticos hiperbdlicos.

Ejemplo 3.3.1. (La cardioide principal) Sea P.(z) = 2z? + ¢ un polinomio
cuadrdtico, el cual sabemos que tiene dos puntos fijos, digamos o y B en C,
los cuales son soluciones de la ecuacion

2 —z2+c=0.
Por las formulas de Vieta se cuemple que
a+pB=1yap=c

La relacion Pl(a) + P.(B) = 2a+ 26 = 2(a+ ) = 2, nos dice que o y § no
pueden ser ambos atractores.

Sin perdida de generalidad supongamos que o es un punto fijo atractor, es
decir, |2a] = |Pl(a)] < 1.

Por otra parte, tenemos que ¢ = o — o®. Asi que el conjuto de pardmetros c
son la imagen del conjuto {o : |a| < 3} bajo la transformacion F(z) = z— 2%
Esta transfromacion es la composicion de tres transformaciones

F(z) = f(g(h(2))),
donde h(z) =z -1, g(z) =22y f(z) =1 — =

27
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Figura 3.7: Construccién de la cardioide principal.

Note que el ejemplo 3.3.1 muestra que si un polinomio cuadratico P.(z) =
2% 4 ¢ tiene dos puntos fijos repulsores, entonces el pardmetro ¢ no pertenece
a la cerradura de la cardioide principal.

Por 1ltimo enunciamos algunas propiedades topolégicas importantes sobre
el conjunto de Mandelbrot.

Teorema 3.3.2. El conjunto de Mandelbrot M estd contenido en el disco
Dy(0) ={ce C: || <2}

Teorema 3.3.3. (Douady-Hubbard, 1982) El conjunto M es conezo y com-
pacto. Ademds, C — M es conexo.

Teorema 3.3.4. (Shishikura, 1992) La frontera del conjunto de Mandelbrot
OM tiene dimension de Hausdorff dos.

3.4. Aplicaciones de tipo cuadratico

En esta seccion describimos la generalizacion de polinomios cuadraticos,
que son conocidos como aplicaciones de tipo cuadrético (quadratic-like map).
Douady y Hubbard generalizaron el concepto de funcién polinomial de la
siguiente forma.

Definicién 3.4.1. Una aplicacion de tipo polinomial es una tripleta (U, V, f)
donde U yV son discos topolégicos conU CV y f:U —V es una cubriente
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ramificada, propia de grado d y holomorfa. Cabe aclarar que por una funcion
propia se entiende que f~*(K) es compacto para todo subconjunto K C U
compacto.

Como lo hemos dicho Douady y Hubbard estudiaron por primera vez las
aplicaciones de tipo cuadratico y su definicién fue inspirada en el siguiente
ejemplo.

Ejemplo 3.4.1. Sea V = {z € C: |z| < r} un disco en el plano complejo C
y sea P.(z) = 2% + c. Para r suficientemente grande, si U = P7Y(V), note
que U es un dominio simplemente conexo, y P, : U — V es una cubriente
ramificada de grado 2 holomortfa.

En el caso cuando d = 2, seran llamadas aplicaciones de tipo cuadratico.
Si (U,V, f) es una aplicacién de tipo cuadrético definimos al conjunto de
Julia lleno como el conjunto,

Ky={z:f"(2) e UV neNU{0}},

y su frontera es el conjunto de Julia J;.
El siguiente resultado es muy conocido en la literatura de dindmica holo-
morfa.

Teorema 3.4.1. Si f es una aplicacion de tipo cuadrdtico, entonces Ky = Jy
es un conjunto de Cantor si el punto critico de f no estd en Ky. Por otra
parte Jy es conexo si y sélo si el punto critico de f pertenece a K.

Si sustituimos en los teoremas de Koenigs y de Boéttcher al polinomio
cuadratico por una aplicacion de tipo cuadrético, los teoremas siguen siendo
vélidos, para ello se puede revisar la pagina 181 de [7].

Ejemplo 3.4.2. Sea C la esfera de Riemman y sea D, = {zeC:|z| <r}
con v < 1. Si P. es un polinomio cuadrdtico, entonces U = P;'(D,) es un
dominio simplemente conezo y ademds U C D,.. Por lo tanto (U,D,, P,) es
una aplicacion de tipo cuadrdtico.

Note que en el ejemplo anterior si ¢ = 0, (D,,D,2, Py) es una aplicacién de
tipo cuadrético para r > 1. Ademés, K, = D e co es un punto fijo siiperatrac-
tor de P.. Por lo tanto, por el teorema de Bottcher existe ¢; (biholomorfismo

que conjuga analiticamente P, con Fp) definido en C \ D tal que,
¢1l o Poog(z) = 2%,

en C\ D con ¢ (00) = 00 y ¢ (c0) = 1.
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3.5. Clases hibridas de aplicaciones de tipo
cuadratico

Se dice que dos aplicaciones de tipo cuadratico, digamos f = (U, V, f) y
g = (U, V' g), son topoldgicamente conjugadas si existe un homeomorfismo
¢ de una vecindad Ky C X C U a una vecindad K, C Y C U’ cumpliendo
que,

o f=god,

en X, donde K; y K, son los conjuntos de Julia llenos de f y g, respectiva-
mente. Mas atin, si ¢ es una aplicacién cuasiconforme diremos que ellos son
cuasiconformemente conjugados.

Otra clase importante es la clase hibrida, la cual se define de la siguiente
manera. Si en la definicion anterior podemos elegir a ¢ de tal forma que
¢z = 0 casi donde quiera en K, entonces las aplicaciones de tipo cuadratico
f v g son hibridamente equivalentes. Observemos que esto establece que ¢
es cuasiconforme en el complemento de Ky y holomorfa en K. Al conjunto,

H(f) ={g: g es hibridamente equivalente para [},
es llamada la clase hibrida de f.

Teorema 3.5.1. Si (U, V, f) es una aplicacion de tipo cuadrdtico de tal forma
que Kj es conexo, entonces eriste un tunico polinomio cuadrdtico P, (z) =

22+ cp en H(S).

La importancia del teorema 3.5.1 yace en que las propiedades de las apli-
caciones de tipo cuadratico son invariantes bajo conjugacién cuasiconforme.
Por lo cual podemos usar polinomios cuadraticos para nuestro estudio en
lugar de aplicaciones de tipo cuadratico y viceversa. Una demostracion del
teorema anterior se encuentra en la pagina 192 de [7].

3.6. Equipotenciales y rayos externos

Sea P.(z) = 2? + ¢ un polinomio cuadratico con conjunto de Julia lleno
K, conexo. Sea ¢ (como en la seccién 3.4) el biholomorfismo que conjuga
analiticamente a P, con Fy. Luego, sea Bj(oo) = gbl(@ \'D) y Bu(c0) =
P00 (Ba(00)).

Como K, es conexo, entonces,

P.:B,(00)NC — B,_1(c0)NC,
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es una cubriente ramificada de grado 2.
__ De manera inductiva podemos definir el difeomorfismo holomorfo ¢, en
C\ D . tal que,
¢t o P.og,(z) =22
para toda z en C \ D, tal que
O © Pe0 foo(2) = 2°
para toda z en C \ D.

Observacién 3.6.1. Note que B.(o0) = gboo(@\ﬁ) es la cuenca de atraccion
del 0o para P, y K. = C \ B.(o0). Mds ain, para cada r > 1 y para U, =
bo(D,), (U, U2, P.) es una aplicacion de tipo cuadrdtico y su conjunto de
Julia lleno siempre es K..

Ahora tomemos un circulo de radio R > 1, es decir, sea Sg = {z € C :
|z| = R} y definamos a los equipotenciales como el circulo topolégico

ER = ¢(Sr)-
Ademas, note que se cumple la siguiente igualdad
P C(EC) = Spe.
Por otra parte, la curva,

T = Poc({z € C: |2| > 1, arg(2) = 6}),
para 0 < 6 < 27, es llamada un rayo externo de P.. Mas ain, se tiene que,

PC<T9) = T29.

3.6.1. Otra construccion de los rayos externos y equi-
potenciales

Consideremos a K. conexo, el cual es el conjunto de Julia lleno asociado
al polinomio cuadratico P.. Entonces existe un isomorfismo (el isomorfismo
de Bottcher),

¢:C\ K,— C\D,

el cual conjuga P, con Py, donde @ — 1, cuando z — oo.

Cabe aclarar que en el caso de polinomios cuadraticos (los polinomios que
estamos considerando) la aplicacién de Riemann coincide con el isomorfismo
de Bottcher.
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Ahora consideremos la funcion de Green G : C — R la cual es continua
y esta definida de la siguiente forma,

(o) log |¢(z)| = lim 5 log |P*(2)| > 0 para z € C\ K,
Z) =

0 para z € K..
Al igual que en la construccién anterior se tiene que,

G(P(2)) = lim 5 log | PL(P.(2)] = im o log | P (2))

= 2lim log [P (2)| = 2G(2).

2n+1

Usando la funcién de Green definamos a las curvas equipotenciales (o
simplemente equipotenciales) como,

Gl (k) = {z:G(z) = k > 0}

Dos observaciones importantes:

1. Los equipotenciales son curvas alrededor de K., puesto que estamos
trabajando en el plano dinamico.

2. P. manda G7'(k) a G™(2k) de manera uno a uno.

Las trayectorias,
{z : arg(¢(z)) = constante},

ortogonales a los equipotenciales son llamados rayos externos (dindmicos) 7y,
donde 6 € R\ Z.

Siguiendo con nuestro trabajo, un rayo externo ry aterriza en K, si 7y
tiene un solo punto limite en K.. También, ry es periédico con periodo ¢ si
ro N Pi(ry) es igual al vacio para toda 1 < i < m pero P™(rg) = ry.
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Figura 3.7: Bosquejo de la construccion de los rayos externos y
equipotenciales..

Teorema 3.6.1. (Douady-Yoccoz) Considera a P.(z) = z* + ¢ un polinomio
cuadrdtico con K. conexo. Entonces cada punto periddico repulsor de P, es un
punto de aterrizaje de un numero finito de rayos externos con algun periodo
en comun.

El objetivo principal de esta tesis es mostrar la conexidad local de algunos
conjuntos de Julia. El teorema de Carathéodory ejemplifica la importancia
de este resultado.

Teorema 3.6.2. (Carathéodory) Sea h la aplicacion de Riemann de D sobre
un domino simplemente conexo ). Entonces h puede ser extendida de manera
continua a S* si y solo si la frontera OS2 es localmente conexa.

Si como lo establece Carathéodory, ¢, puede ser extendido continuamen-
te a S', entonces tenemos una tinica funcién continua H : C\D — C\ Int(K,)
tal que Hlgp = ¢oo-

Usando H, podemos definir una relacién de equivalencia en S' como sigue:
21 ~ z9 siy solo si H(z1) = H(z2). Sea [z] la clase de equivalencia de z. En-
tonces Py([z]) = [Py(2)] define una funcién en el espacio cociente y = S\ ~,
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ya que 27 ~ 23 si 21 ~ 2. El sistema dindmico (ﬁ,x) es topoldgicamente
conjugado a (P, J.) por H([z]) = H(2).

3.7. El rompecabezas de Yoccoz

El rompecabezas de Yoccoz es una herramienta muy importante para
demostrar la conexidad local de algunos conjuntos de Julia. Dicho rompeca-
bezas nos ayuda a dar explicitamente un sistema de vecindades anidadas, las
cuales en el capitulo 5 demostraremos que se intersectan en un tnico punto.

Sea P.(z) = z? 4+ ¢ un polinomio cuadrético con conjunto de Julia lleno
K. conexo.

Note que P. fija al rayo externo ry. Ademds, este rayo ry aterriza en
un punto fijo repulsor o parabdlico 5 de P.. Por el teorema 3.6.1 los rayos
externos que aterrizan en [ deben ser un nuimero finito y mas atin con el
mismo periodo. Por tanto ry es el inico rayo que aterriza en 3. Al igual note
que 3 no separa a K., es decir, K.\ {§} sigue siendo conexo.

Sea o # [ el otro punto fijo de P.. Si a es un punto fijo atractor o
superatractor, entonces J. = K. \ U,—, P, "(D(«)) para un disco pequeno
centrado en «a. El conjunto de Julia es una curva de Jordan y por el teorema de
Carathéodory tendriamos la conexidad local de J.. Por lo tanto supongamos
que « es un punto fijo repulsor. Entonces por el teorema 3.6.1 exiten al menos
dos rayos externos peridédicos aterrizando en .

Ahora, estamos listos para hacer la contruccién del rompecabezas de Yoc-
coz, para ello consideremos que 'y 3 son repulsores. Sea Ry(«) la unién de
los rayos externos aterrizando en «. Supongamos que son ¢ rayos los rayos
aterrizando en a. El conjunto Ry(«) corta al plano complejo C al igual que
a K. en ¢ dominios conexos, es decir, K, \ {a} es disconexo con exactamente
q componentes.

Luego, sea E, un equipotencial de P.. Note que la cerradura de la region
acotada por E, es cortada en g componentes por Ry(«). Estos componen-
tes son las piezas de profundidad cero del rompecabezas de Yoccoz y las
denotaremos como

PO(Ci)a
las cuales contienen a los puntos posteriticos ¢; = P(0).

Observacién 3.7.1. Sea U, el dominio acotado por E,. Entonces (U, s, U,, P.)
es una aplicacion de tipo cuadratico.

Note que las piezas de profundidad 0 son exactamente g,

1 2 q
PLP2 . Pl
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Ademés tenemos que P 1(Pi) = P/ con 1 < i < g, donde P/ es una pieza del
rompecabezas de profundidad 1. Estas piezas son exactamente 2¢— 1. De ma-
nera inductiva podemos definir las piezas del rompecabezas de profundidad
d + 1 como, .

Pc_l(Pfi) = ch+1-
El rompecabezas de Yoccoz consiste de la interseccion de las piezas del
rompecabezas de profundidad 0 hasta oo.

‘i\r : :

Figura 3.8: Tlustracién de la construccién del rompecabezas de Yoccoz. Aqui
tomamos el ejemplo con 3 rayos externos aterrizando en el punto fijo a.
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Capitulo 4

Renormalizaciéon de polinomios
cuadraticos

La nocién de renormalizacion compleja fue introducida por Douady y
Hubbard para explicar la aparicion de las pequenas copias del conjunto de
Mandelbrot observadas por computadora.

Diremos que un polinomio cuadrético P.(z) = 2* 4 ¢ es renormalizable
si existe un disco topoldgico cerrado A alrededor del punto critico 0, y un
entero p > 2 (llamado periodo de renormalizacién), campliendo las siguientes
cuatro propiedades.

1.- P. manda a Ag a Ay = P.(Ag), y P. restringido a A es una cubriente
ramificada de grado dos (ver la definicién 4.0.1).

2.- Las siguientes funciones son isomorfismos
Ay = Ay — - = Ay,

donde A; = Pi(Ay). En particular, el punto critico debe ser disjunto
de A1U"'UAP_1.

3.- Ag C Int(Ap).

4.- La érbita completa del punto critico bajo el polinomio PP debe estar
contenida en el disco original A.

Definicién 4.0.1. La aplicacion f : Sy — Sy entre superficies de Riemann,
es un cubriente ramificado de grado d, si cada y € S tiene una vecindad V
tal que
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i) f7H(V) = Uig(Us), donde U; son vecendidades disjuntas del corres-
pondiente punto x; € Sy tal que f(x;) =y, ademds

ii) existen homeomorfismos
P (Ul,ﬂﬁz) — ]D7 Yy wz . (V7 y) — ]D7
tal que ;o f 0 o7 () = 2.
Nota 4.0.1. Los A;, con i = 0,--- ,p, son discos topologicos. Cada A; es

homeomorfo a ID por el teorema de la aplicacion de Riemann. Por lo tanto,
los A; son superficies de Riemann hiperbolicas.

Definicién 4.0.2. El pequenio conjunto de Julia K. = K(PP|a,) se define
como el conjunto compacto y conexo de puntos cuya orbita permanece en A
bajo todas las iteraciones de PP. Este es un subconjunto propio del conjunto
de Julia lleno del polinomio cuadrdtico original P..

Si anexamos la siguiente condiciéon a la definicién de renormalizacidn,
diremos que P, es simplemente renormalizable de periodo p.

5.- Cada interseccién P!(K,) N P!(K,) con 0 < i < j < p es vacfa, o

C
consiste de un solo punto que no desconecta a ninguno de estos dos

conjuntos.
b -
¢ P!
A,

Figura 4.1: Ejemplo de renormalizacién, con periodo de renormalizacién
p=4.
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4.1. Renormalizaciéon de aplicaciones de tipo
cuadratico

Considerando un polinomio cuadratico P.(z) = 22+ ¢ con conjunto de Ju-
lia J., sea U un dominio acotado por un equipotencial de P, y sea V' = P.(U).
Entonces P.: U — V es una aplicacion de tipo cuadréatico cuyo conjunto de
Julia es J..

Cualquier aplicacion de tipo cuadratico con conjunto de julia conexo es
hibridamente equivalente a un 1inico polinomio cuadratico. Se puede consul-
tar [DH2]. Esto por ejemplo nos permite considerar a 0 como el tinico punto
de ramificacién de cualquier aplicacién de tipo cuadratico con conjunto de
Julia conexo.

En esta seccion seguimos la introduccién del articulo Infinitely renor-
malizable quadratic polynomials del autor Yuping Jiang. La idea es dar la
definicién de renormalizacién simple en aplicaciones de tipo cuadratico para
subrayar su relacion con la simple renormalizacion de polinomios cuadraticos
complejos.

Definicién 4.1.1. Una aplicacion de tipo cuadrdtico f : U — V se dice que
es 1—renormalizable si cumple las siguientes propiedades.

1.- Si emiste una vecindad Uy C U, la cual contiene al 0.

2.- Si existe un entero ny > 1 cumpliendo que f, = f™ : Uy — V43 CV es
una aplicacion de tipo cuadrdtico con conjunto de Julia Jy, conexo.

La eleccion de (U, V1) es llamada la ny—renormalizacion de (U, V).

Definicién 4.1.2. Una aplicacion de tipo cuadrdtico f: U — V' se dice que
es 2—renormalizable si cumple las siguientes propiedades.

1.- Si f es 1- renormalizable.
2.- 8i existe una my—renormalizacion (Uy, V1) de (U, V) tal que
fi=":U =W
es 1—renormalizable.

Siguiendo la idea de la definicién 4.1.2 podemos definir de manera induc-
tiva cuando una aplicacién de tipo cuadratico es k—veces renormalizable.
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Definicién 4.1.3. Una aplicacion de tipo cuadrdtico f : U — V se dice que
es k—renormalizable si cumple las siguientes propiedaes.

1.- Si f es 1—renormalizable.

2.- Si cada uno de los elementos del conjunto
{fi =" U= Vi}i,
es m;—renormalizable, donde los m; son enteros cumpliendo que

my <mo:--- < Mmyg.

Para cualquier nj—renormalizacién (U, V;) de una aplicacién de tipo
cuadratico f : U — V, supongamos que f; = f™ : U; — Vj tiene dos
puntos fijos repulsores (digamos o y /) en su conjunto de Julia lleno Ky,. Se
sabe que Ky, \ {8} es conexo, pero Ky, \ {a} es disconexo. Utilizando esto
MacMullen considero diferentes tipos de renormalizacién para la teoria de
renormalizacion de aplicaciones de tipo cuadratico.

Nota 4.1.1. La disconezidad del conjunto Ky, \ {a} es andloga a la de los
polinomios cuadrdticos complejos que estamos analizando. La imdgen 5.2
tlustra esta situacion.

Definicién 4.1.4. Supongamos que fi tiene dos puntos fijos repulsores (di-
gamos a y ) en su conjunto de Julia lleno Ky, .
Sea K (i) = fi(Ky,), con 1 <i < n'. Una n'—renormalizacion es

» a—tipo si K(i) N K(j) = {a} para algin i # 5,0 <14, j <n’;
» S—tipo st K(i) N K(j) = {B} para algin i # j, 0 <14, j <n';
» tipo disjunto si K (i) N K(j) = {¢} para todo i # j, 0 <14, j <n'.

Los a—tipo y los de tipo disjunto también son conocidos como simplemente
renormalizables.

El articulo de Yuping Jiang [7] demuestra la conexidad local para un con-
junto de Julia de un polinomio cuadrético (aplicacién de tipo cuadratico)
infinitamente renormalizable con limite complejo (ver definicién 4.1.5). Este
se puede consultar como material extra para entender mas sobre la conexidad
local de algunos conjuntos de Julia.

Otro resultado importante que da Yuping Jiang en su articulo [7] esta rela-
cionado con el médulo de anillos.



4.1. RENORMALIZACION DE APLICACIONES DE TIPO
CUADRATICO 35

Teorema 4.1.1. Sea f : U — V una aplicacion de tipo cuadrdtico. Considera
cualquier ny—renormalizacion (Uy, V). Entonces

mod(U \ Uy) > %mod(v \ ).

Definicién 4.1.5. Se dice que un polinomio cuadrdtico infinitamente renor-
malizable P.(z) = 2% + ¢ tiene limite complejo (complex bounds) si existe
una constante A > 0 y una infinita sucesion de renormalizaciones simples
{fi. = f™s - U, — Vi, 322, tal que el médulo mod(Vi, \ U;,) es mds grande
que \ para toda s > 1.
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Capitulo 5

Demostracion del teorema de
Yoccoz

Aqui demostraremos el teorema de Yoccoz (Teorema 5.0.1) siguiendo las
notas de John Milnor. En esta demostracién John Milnor agregéd la condi-
cién extra de que el cero no pertenecce a la predrbita del punto fijo repulsor
a. Esto en realidad no es una restriccion, porque ya ha sido demostrada la
conexidad local por otros métodos para este caso. Se puede revisar [3].

Supongamos que los puntos fijos, digamos « y 3, del polinomio cuadratico
P.(z) = 2z + ¢ son repulsores. Sin perdida de generalidad, 3 sera el punto
donde aterriza el rayo externo con angulo cero. Por ende, « serd el punto fijo
donde aterrizan ¢ rayos externos, los cuales deben tener dngulo racional y
con periodo comin (Teorema 3.6.1).

Teorema 5.0.1. (Yoccoz) Sea P.(z) = 2° + ¢ un polinomio cuadrdtico tal
que,

1. su conjunto de Julia asociado J. es conexo,
2. ambos puntos fijos (o y ) son repulsores, y

3. P. es no simplemente renormalizable,

entonces, J,. es localmente conexo.

5.1. ;Qué nos dicen las premisas del Teorema
de Yoccoz?

Las condiciones del teorema de Yoccoz nos indican donde debe estar c en
el espacio de parametros. En primera instancia ¢ no tiene porque pertenecer
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al conjunto de Mandelbrot M. La condiciéon 1 establece que ¢ € M, de lo
contrario J. serfa un cantor (ver teormea 3.3.1). La condicién 2 establece que
¢ no pertenece a la cerradura de la regién acotada por la cardioide principal
(ver ejemplo 3.3.1). La condicién 3 establece que ¢ no pertenece a las pequenias
copias del conjunto de Mandelbrot M (ver figura 5.1).

Como ya lo enunciamos antes tendremos una hipotesis extra. Supondremos
que 0 no es preimagen de «.

Figura 5.1: Pequenas copias del conjunto de Mandelbrot.

5.2. Problema principal

El objetivo principal, ya enunciado, es demostrar la conexidad de los
conjuntos de Julia J.. En general un conjunto en el plano complejo C es
localmente conexo si para toda vencidad abierta de un punto, z € U, existe
una vecindad abierta conexa V de z contenida en U, es decir, z € V C U.
Para demostrar la conexidad local de J. construiremos una sucesién de ve-
cindades anidadas y demostraremos que dichas vecindades se intersectan en
un solo punto.
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Consideremos la dérbita critica, es decir, el conjunto {cy, c; = P.(cp), o =
P.(c1),...}. Recuerde que denotamos a las piezas de profundidad cero del
rompecabezas de Yoccoz como Py(c;), para ¢ = 0,...,q — 1, y cada una de
dichas piezas contiene al punto poscritico ¢; = P/(0). Sabiendo esto podemos
construir de manera inductiva las demds piezas. Si P3, P2, ..., PT* son las pie-
zas del rompecabezas de Yoccoz de profundidad d, entonces las componentes
conexas del conjunto P~*(P%) son las piezas del rompecabezas de Yoccoz de
profundidad d + 1, ver figura 5.2.

Figura 5.2: Rompecabezas de Yoccoz de profundidad 0 y 1, para el conjunto
de Julia asociado al polinomio P;(z) = 2% + 1.

Cabe destacar que los puntos de la predrbita de «,

PO(a) = | P7(),

n>0

tendran trato especial, pues pertenecen a mas de una pieza del rompeca-
bezas de la misma profundidad. Por ejemplo, a pertenece a las ¢ piezas
del rompecabezas de Yoccoz de profundidad cero. Por otra parte los puntos
z € J\PO(«a) pertenecen a una tnica sucesién de piezas del rompecabezas
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de Yoccoz
Po(z) D Pi(z) D Pa(2) D ...,

por tal motivo iniciamos nuestro analisis con este tipo de puntos.

La pregunta que tenemos que responder para demostrar la conexidad local
del conjunto de Julia, nuestro problema principal, es: dada z € J.\PO(«),
ila interseccién (), Pa(z) consiste de exactamente solo el punto z?

Branner y Hubbard modificaron dicho problema principal, transformandolo
en un problema de suma de mddulos. Note que si consideramos dos piezas
de rompecabezas de profundidades consecutivas, digamos Py(z) D Par1(2),
podemos definir un anillo como la diferencia de piezas en el sentido de con-
juntos,

Aa(z) = Int(Pa(z)) \ Pas1(2).-

Teorema 5.2.1. Problema principal modificado (Branner-Hubbard)
Considerando cualquier punto z € J.\ PO(«), si se cumple que la suma de
los modulos de los anillos es infinita, es decir, si

Yq modAy(z) = oo,
entonces [, Pa(z) = {2}

Antes de continuar cabe aclarar que los modulos de anillos estan bien defi-
nidos cuando ellos no son degenerados. Todo anillo aqui definido en términos
de las piezas de rompecabezas de Yoccoz es biholomorfamente equivalente
a un anillo normal, el cual tiene como frontera a dos circulos. Los anillos
biholomorfamente equivalentes tienen modulos iguales. En el caso de anillos
degenerados definimos su médulo como cero. Un anillo degenerado es cuan-
do las fronteras de dos piezas de rompecabezas de Yoccoz de profundidades
continuas se intersectan, como ejemplo, el anillo

AO(CO) = Int(Po(Co)) \Pl(CO)

es degenerado como se puede observar en la figura 5.2.

5.3. El Tableau

Sea {Pa(z0)}, como en las secciones anteriores, el conjunto de piezas del
rompecabezas de Yoccoz de profundidad d las cuales contienen a zy. Para
poder comparar la sucesion {P4(z9)} (donde 2y es un punto arbitrario en J.\
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PO(a)) con la sucesion de piezas criticas {P4(0)}, definimos la profundidad
semicritica de zg como,

d donde d es el nimero méas grande tal que Py(zo) = Pa(0),
S(z9) = ¢ o0 st Pa(z0) = Pa(0) para toda profundidad d,

-1 s Pa(z0) # Pa(0) para toda profundidad d.

Note que a cada punto zy € J. \ PO(«) le podemos asociar la drbita zy +—
P.(z0) = z1 — P., = 23 — ... y lasucesién de nimeros S(zp), S(z1), S(22), ...

Definicién 5.3.1. FEl tableau asociado a la orbita zg, z1, 29, ... €S un arre-
glo de columnas y filas. La primer fila estd formada por la orbita de zy y
la primer columna estda formada por cada profundidad del rompecabezas de
Yoccoz (iniciando desde la profundidad cero). Ademds vamos a dibujar una
linea vertical solida hasta la profundidad d en la j—ésima columna cuando
d<S(j—1), y una doble linea vertical cuando d = S(j — 1).

También se dibujan lineas diagonales punteadas apuntando al noreste. Si la
longitud de una linea diagonal es m, significa que la pieza de rompecabezas
Pa(zj—1) es enviada a Py_m(zj—14m) mediante el polinomio P, el cual es
una funcion cubriente ramificada.
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Orbita

0 Z1 ¥ z3 Z4 z5 Z6 z7 zZ8 Zg Z10 211 Z12 Z13 214 - o- o

o ®» o ~—TQa3c -0 ™D
N

10 4

1

Figura 5.3: Tableau asociado a la érbita del punto z, = 1 para el polinomio
cuadratico P.(z) = 22—1.6.

5.3.1. Clasificacion de anillos

Consideremos una érbita 2o, P.(29) = 21, P.(21) = 22, ... en PO(«). Note
que P. : Py(z;) = Pa—1(ziy1) es un isomorfismo conforme cuando el punto
critico no estd en Py(z;) y una cubriente ramificada de grado dos cuando el
punto critico esta en Py(z;).

Podemos clasificar a los anillos que generamos mediante las piezas del
rompecabezas de Yoccoz en tres casos de la siguiente manera.

Caso Critico
Sid < S(z), es decir, 0 € Pygy1(z) (lo cual esta representado con una linea
en el tableau) entonces es claro que Ay(z;) coincide con Ay(0). Este Aq(2;)
va ser llamado anillo critico.

Lema 5.3.1. Sea Ay(z;) un anillo no degenerado,. Entonces P. : Ay(z;) —
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Ag—1(zi11) es una cubriente ramificada de grado dos. Mds ain,
1
mod(Ad(zz)) = §Ad—1<zi+1)'

Caso No Critico
Sid > S(z), es decir, 0 ¢ Py(z;) (lo cual estd representado con un espacio en
blanco en el tableau). Entonces P. : A4(z;) — Aaq—1(2i+1) es un biholomorfis-

mo, y
mod(Ad(zl)) = Ad,1(2i+1).

En este caso diremos que A4(z;) es un anillo no critico.

Caso Semicritico
Si d = S(z), es decir, 0 € Py(z;) (lo cual esta representado con una doble
linea en el tableau) diremos que A,(z;) es anillo semicritico.

Nota 5.3.1. De la definicion del anillo semicritico tenemos las siguientes
propiedades.

» P, transforma a A4(z;) en toda la pieza de rompecabeza Py_1(ziy1).
w Ay(z) es degenerado siy sdlo si Aq_1(zi11) es degenerado.
w Si Ay(z;) es un anillo no degenerado, entonces es la union de

1.- una cubriente ramificada de grado dos de Ag_1(ziv1), Y

2.- una copia conforme de Py(ziy1).

Ademas,
1
mod(Ad(zl)) > EAd_l (Zi-l-l)'

Anillo critico

Anillo semicritico

Anillo no critico
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Figura 5.4: Bosquejo de los tres tipos de anillos. Caso critico, semicritico y
no critico.

Definicién 5.3.2. El anillo critico Aqr(0) en el rompecabezas de Yoccoz
va a ser llamado hijo del anillo critico A4(0) si y solo si Agrr(0) es una
cubriente no ramificada de Aq4(0) bajo el polinomio P¥.

Figura 5.5: Representacion de la definicion de padre e hijo.

Observemos que el médulo de un hijo siempre es la mitad del moédulo del
padre, esto porque estamos en el caso critico.

Nota 5.3.2. Si localizamos en el tableau un anillo critico (una sola linea
vertical). Tracemos una linea punteada al noreste desde ahi. Entonces, el
algun momento nos encontraremos otro anillo critico, ver figura 5.3.

Dada la teoria anterior el problema principal se reduce a encontrar un
anillo critico de médulo positivo, y probar que tiene un nimero infinito de
descendientes con médulo positivo.

5.3.2. Reglas del Tableau

El objetivo de esta subseccion es demostrar el teorema 5.3.1. Para enten-
der dicho teorema primero demos las siguientes dos definiciones.

Definicién 5.3.3. Un anillo critico Aq4(0) serd llamado excelente si este no
contiene puntos postcriticos. En términos del tableau critico, significa que en
la d—ésima fila no existen anillos semicriticos, es decir, dobles lineas.
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Definicién 5.3.4. Diremos que la tabla critica es recurrente si los niumeros
S(ck) con k > 0 son no acotados. En el caso de que S(cx) = oo para alguna
k >0, diremos que el tableau es periodico.

Teorema 5.3.1. Si el tableau critico es recurrente pero no periodico, enton-
ces:

i) Cada anillo critico tiene al menos un hijo.

ii) Cada anillo critico excelente tiene al menos dos hijos.
iwi) Cada hijo de un padre excelente es excelente.

iv) Cada hijo unico es excelente.

Pero antes de ello analicemos las propiedades del tableau. Gracias a los
trabajos de Branner y Hubbard las propiedades se reducen a tres reglas.

Primer regla del tableau. Cada columna del tableau tiene tres posi-
blidades, 1) es toda critica, 2) es toda no critica, o 3) tiene exactamente una
profundidad semicritica. La profundidad semicritica, que es la ultima pro-
fundidad donde la pieza tratada coincide con la pieza critica, se representa
en el tableau con una doble linea. Hacia a arriba de las dobles lineas solo
prevalecen lineas individuales, las cuales corresponden a los casos criticos, es
decir, donde la pieza tratada coincide con la pieza critica. Debajo de la pro-
fundidad semicritica son espacios vacios, lo cual indica que la pieza tratada
ya no coincide con la piezas criticas. En la figura 5.3 se pueden observar los
tres casos.

Segunda regla del tableau. Considere dos tableaus. Primero, el ta-

bleau correspondiente a la érbita critica {0 = co, P(cy) = ¢1, P(c1) = ca, ...}
Segundo, el tableau correspondiente a alguna 6rbita dada {zp, 22, ...} = {#;}
en PO(«).
Ahora considera alguna profundidad, digamos d, en el segundo tableau, ya
sea critica o semicritica, y dibuja una linea punteada con una inclinacion de
45 grados. Luego ve a el primer tableau (critico) y del mismo modo dibuja
una linea que inicie en la profundidad d. Se afirma entonces, que los dos
tableaus coinciden en esa region. La regiéon limitada por la linea punteada y
las columnas m y m + k (en el segundo tableau), y las columnas 0 y k (en el
primer tableau). Es decir, conociendo el primer tableau podemos visualizar
el segundo y viceversa.
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Primer tableau o tableau critico S do tabl. o tableau iado a la érbita {25}

Co Cp Zm Zm+k

Parte comin " Parte comin
.

Figura 5.6: Bosquejo de la segunda regla del tableau.

Tercer regla del tableau. Consideremos las dos tablas de la regla an-
terior. En el tableau critico, supungamos que en la profundidad d el anillo es
critico e hijo del anillo critico de profundidad d — k. También supongamos
que el anillo en la columna m en la profundidad d es semicritico, esto, en el
tableau de la 6rbta {z;}.

Ahora, situémonos en el anillo semicritico de profundidad d en el tableau de
la 6rbita {z;}. Si seguimos la flecha punteada, esta debe llegar a un anillo
semicritico de profundidad d — k (ver figura 5.6).
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Hijo

Primertabl, ritico bl o tableau do a la érbita {zj}
Co Ck Zm Zm+k
Anillo semicritico
Padre
Ad—k(ck) Ad-r(Zm+r)
’
’
, Ay ,
’ ’
’ 7
’ ’
’ ’
k7 ko oz
r, P,
’ ’
’ ’
’ ’
’ ’
’ ’
’ ’
4 . . ’
7 Anillo semicritico 7
’ ’
’ ’
Ai(zm)

Ag(eo)

Figura 5.7: Bosquejo de la tercer regla del tableau.

Demostracion. (Teorema 5.3.1)
Para entender las demostraciones siguientes, por favor ver la figura 5.8.

i)

ii)

Ubiquemos en el tableau critico la profundidad d en la columna 0.
Luego nos movemos a la derecha hasta encontrar por primera vez otro
anillo critico, digamos hasta la columna k. Podemos encontrar tal anillo
critico gracias a que el tableau es recurrente. Por tltimo nos movemos
en linea recta en direccion 225 grados hasta topar con la columna cero
en la profundidad d+k. Por tanto A4, £(0) es un hijo de A4(0) = Ag(cx).

Empecemos suponiendo que el anillo critico A4(0) es excelente. La de-
mostracion del inciso i) nos establece que Agiy es un hijo de A,4(0).
Enfoquemonos entonces en encontrar otro hijo de A4(0). El tableau
critico es no peridédico. Por lo tanto la k—ésima columna debe tener
una profundidad semicritica, digamos D > d. Tracemos una linea dia-
gonal punteada desde la profundidad D de la k—ésima columna con
direccién noreste (45 grados), hasta la profundidad d. Por la tercer re-
gla del tableau, la profundidad D — k de la columna 2k—ésima debe
ser semicritica, al igual la profundidad D — 2k en la columna 3k debe
ser semicritica y asi sucesivamente hasta llegar a la profundidad d. Mas
aun, note que en la profundidad d dicha linea punteada no se intersec-
ta con un anillo critico o semicritico, esto gracias a que la profundidad
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iii)

iv)

d no tiene dobles lineas por ser excelente. Desde el punto donde nos
quedamos tracemos una linea punteada hacia la derecha, hasta encon-
trar un anillo critico, digamos en la columna m. Dicho anillo critico lo
encontramos porque el tableau es recurrente. Por ltimo, desde el pun-
do donde nos quedamos tracemos una linea punteada en direccion 225
grados hasta intersectar en la columna cero en la profundidad d + m.

Observe que PF(A41(0)) = Aq(0). Ademés, como Azyx(0) tiene un
punto posteritico, también lo tiene A4(0).

Procedamos por contradiccién. Consideremos la profundidad D, la cual
no es excelente, y sea d; = ny —k el padre. Entonces para alguna ky > k
la k;—ésima columna tiene anillo semicritico en la profundidad D. En
la figura 5.6 esta ilustrado el caso k; = k. Siguiendo la diagonal desde
la columna k; y profundidad D, encontramos un anillo semicritico en
la profundidad d; (por la tercera regla del tableau), es decir, el padre
es no excelente. Desde el punto donde nos quedamos procedamos hacia
la derecha hasta encontrar un anillo critico, digamos que es la columna
m. Por lo tanto, tenemos que Ay, 1., es un segundo hijo. En conclusion
Ap(0) no puede ser hijo unico.
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Figura 5.8: Ilustracién del teorema 5.3.1.

5.4. Piezas de rompecabezas engrosadas

Como podemos ver en la figura 5.2, Ay = Int(Py(0)) \ P1(0) es un anillo
degenerado. Para convertir este anillo degenerado en un anillo con moédulo
positivo procedemos a modificar las piezas del rompecabezas de Yoccoz, las
cuales llamaremos piezas de rompecabezas engrosadas.

Fijémonos en las piezas del rompecabezas de Yoccoz de profundad cero,
Po(c;). Ellas como se puede ver en la seccién 3.7, son dominios acotados
por tramos de rayos externos y equipotenciales.

Procedamos a dar un bosquejo de la construccion de las piezas de rompeca-
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bezas engrosadas.

Consideremos un disco abierto, D, alrededor del punto fijo a lo suficiente
mente pequeno. Ahora, a los dangulos, digamos ¢; y t; de los rayos externos
que conforman la pieza Py(c;) sumémosle un dngulo ¢ racional suficientemen-
te pequeno para que sus rayos externos corﬁespondientes intersecten al disco
D.. Entonces la pieza engrosada, digamos Py(c;), consiste de la cerradura de
la regién acotada por los siguientes trazos.

1.- Por los rayos externos de angulo t; + 6 y t; — 0.
2.- Por el arco, exterior a la pieza considerada originalmente, del disco D..

3.- Por el equipotencial que correspondia a Py(c;).

Ver figura 5.9. R

Una de las observaciones inmediatas es que Py(c;) C Po(c;).

Con la siguiente instruccion es claro que podemos construir todas las piezas
de rompecabezas engrosadas. Es decir, si P¥ es una pieza engrosada de pro-

fundidad d, entonces cada componente de Pcfl(ﬁff) es una pieza engrosada
de profundidad d + 1.

Figura 5.9: Tlustracion del engrosamiento del anillo Ag del polinomio
cuadrdtico complejo P;(z) = 2% + 1.

Nota 5.4.1. La pieza del rompecabezas contendrd al punto critico si y solo
si el interior de la pieza del rompecabezas original ya lo contenia.
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Teorema 5.4.1. Si el tableau critico asociado a P, es periodico de periodo
p, entonces P. es simplemente renormalizable.

Demostracion. Elijamos una profundidad d > p lo suficientemente grande de
tal forma que el anillo A4(0) sea un hijo de A;_,(0), y sea P;(0) la pieza del
rompecabezas engrosada de profundidad d. Entonces

PP(Py(0)) = Pa_p(cp) = Pa_p(0),

la cual contiene en su interior a ﬁd(O). Note que los puntos c,, cap, Cp, ..
pertenecen a ﬁd(O). Como p es minimal, todas las piezas del rompecabezas
Py i(¢;), con 0 < i < p, no sufren traslapes, por lo que cualquier punto de
interseccién debe pertenecer a la frontera de las piezas del rompecabezas. Por
lo tanto el pequenio conjunto de Julia es conexo. En conclusién esto demuestra
que P, es simplemente renormalizable. O

Teorema 5.4.2. Si la orbita critica se encuentra completamente dentro de
la union

Pi(co) UPi(c1) U... UPi(cq1),

entonces P, es simplemente renormalizable. Note que son las piezas del rom-
pecabezas de profundidad uno que tienen como punto comiun al punto fijo a
(ver figura 5.2).

De los teoremas anteriores tenemos el siguiente corolario.

Corolario 5.4.1. Si P. no es simplemente renormalizable, entonces existe
un anillo critico de modulo positivo.

Demostracion. Como P, no es simplemente renormalizable, entonces por el
teorema 5.4.2 algtin elemento de la drbita critica, digamos ¢y = P, !(¢;),
debe estar contenido en alguna de las piezas de profundidad uno que tienen
como punto comtn al punto P, (a). Luego es claro que Agy(cg) tiene médulo
positivo. Si observamos la figura 5.2, ese anillo puede ser Int(Py(co) \ Pi(cy)
o Int(Po(co) \ Pi(ca), los cuales claramente no son degenerados. Aplicando
P. las veces necesarias encontramos un anillo A4(0), el cual tendrd médulo
positivo. O

Ahora, damos la soluciéon al problema principal. Cabe aclarar que esta
respuesta ain no engloba todos los casos.

Teorema 5.4.3. Sea zy — z1 — ... una drbita en J. \ PO(«a), la cual es
disjunta de alguna pieza critica del rompecabezas de Yoccoz Py (0). Entonces,

ﬂ Pa(z0) = {20}
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Demostracion. Sea U; = 1 nt(ﬁ}l\,fl), donde las diferentes piezas del rompe-
cabezas de profundidad N — 1 han sido enumeradas de tal forma que el valor
critico ¢; pertenece a PY_;. Cada una de las piezas del romplecabezas de
mayor o igual profundidad que N estan contenidas en alguna pieza Py _;.
Cada Uj; es una superficie de Riemann hiperbdlica. Por lo cual tiene cubriente
universal igual al disco de Poincaré. Sea la distancia de Poincaré dist;(z,y)
asociada a cada U;. Recuerde que P, ! es una cubriente ramificada de grado
2 en U;, para cada 7 > 1, llamemos a cada una ellas g; y g2, y cada g es una
funcién univalente y manda a U; a un subconjunto propio de algtin U;. Por lo
tanto cada g, con k = 1,2, es una distancia de Poincaré decreciente. Como
cada pieza del rompecabezas de profundidad N es un subconjunto compacto
de su conjunto asociado U;, se sigue que

dist; (gx (), g (y)) < Adisti(z, y)

a lo largo de cualquier pieza del rompecabezas, con ¢+ > 1 y donde A < 1 es
una constante uniforme. Ahora, sea ¢ el maximo de los didmetros (Poincaré)
de las piezas del rompecabezas de profundidad N. Entonces para cada h > 0,
tenemos que

PN—f—h(ZO) — PN+h—1(Zl) — - 'PN+1(2h—1) — PN(»Zh);

ya que ninguna de las piezas del rompecabezas puede estar contenida en
la pieza del rompecabezas de valor critico P¥_; (excepto posiblemente la
primera). Por lo cual el didmetro de Py 4(20) es alo mds A", lo cual converge
a 0 cuando h — oo. ]

5.5. Demostracion del teorema de Yoccoz
En esta seccién demostraremos el teorema 5.0.1.

Definicién 5.5.1. Para cada z en el conjunto de Julia sea P}(z) la union
de las piezas del rompecabezas de profundidad d que contienen a z. En la
mayoria de los casos, P;i(z) es igual a la unica pieza del rompecabezas de
profundidad d que contiene a z, Py(z). Sin embargo, si PY(z) = «, entonces
Pi(2) es la union de q piezas distintas del rompecabezas.

La definicién 5.5.1 nos ayuda a tratar el caso cuando P%(z) = a.

Teorema 5.5.1. Sea P.(z) = 2% + ¢ un polinomio cuadrdtico complejo, con
conjunto de Julia conexo, con ambos puntos fijos repulsores (digamos a y (),
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no simplemente renormalizable y con orbita critica disjunta del punto fijo a.
Entonces para cada z € J. tenemos que

(P (2) = {z}.

Demostracion. La demostracién la dividimos en tres casos. En cada caso pri-
mero demostraremos que (| P4(0) ={0}, luego mostramos que (| Py(2) = {z}
para todo punto z € J.\ PO(«) y por ultimo se establece que [ Pa4(z) = {z}
para el caso cuando P (z) = .

Caso critico recurrente.
Como la orbita critica es recurrente es valido el teorema 5.3.1.
Ahora, consideremos la pieza del rompecabezas P;(0) que contiene al punto
critico 0. Por el corolario 5.4.1. sabemos que existe un anillo no degenerado,
digamos A,,, por el hecho de que P, es no simplemente renormalizable. Di-
cho anillo A,, tiene al menos 2* descendientes en la k—ésima generacién para
cada k. Cada uno de esos descendientes contribuye exactamente modA,, /2*
a la suma ), modA4(0). Lo cual implica que dicha suma es infinita, como es
requerido. Por otra parte, si en alguna generacién hay menos descendientes,
entonces uno de ellos debe ser hijo tinico. Este hijo unico es excelente por
el teorema 5.4.1. Luego usando las partes i7) y i) del mismo teorema 5.4.1
podemos concluir que la ), modA4(0) es infinita. Por lo tanto en cada caso
N P4(0) = {0}.
Consideremos ahora un punto zo # 0 de J.. Asumamos que la érbita de z
es disjunta de a, de este modo las piezas del rompecabezas Py(2g) estan bien
definidas. Cuando zy no se acumula en cero tenemos inmediatamente que
(N Pa(z0) = {20}, por el teorema 5.4.3. Supongamos, por otra parte, que el
0 es punto de acumulacién de {z,}. Esto es equivalente a suponer que el ta-
bleau del punto zy tiene un anillo critico que llega a todas las profundidades.
Para cada profundidad d, comencemos en la columna 0 y avanzamos a la
derecha hasta encontrar un anillo critico, digamos en la columna n, entonces
procedemos diagonalmente hasta encontrar la columna 0 en la profundidad
n+d. Se sigue de esta construccion que el anillo A,,14(20) es conformemente
equivalente a A4(0). Por lo tanto, distintos valores de d deben corresponder a
distintos valores de n + d. En conclusién la suma ), modA4(2y) es también
infinita, lo cual concluye en que (" Py(20) = {20}-

Caso critico no recurrente.
En este caso suponemos que la orbita critica es no recurrente. Entonces el
valor critico P,.(0) satisface la hipdtesis del teorema 5.4.3. Del cual se deduce
que (Pa(P:(0)) = P.(0) y se sigue que [ P4(0) = {0}. Ahora, consideremos
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un punto zy # 0. Otra vez podemos asumir que la 6rbita critica se acumu-
la en 2y, ya que de lo contrario la conclusién se seguiria del teorema 5.4.3.
Por el corolario 5.4.1 sabemos que existe una profundidad m tal que A,,(0)
tiene mddulo positivo. La correspondiente profundidad m para el tableau de
zp debe tener infinitas columnas k las cuales son criticas. Para cada una de
ellas procedemos diagonalmente hacia abajo en el tableau de z,, ignorando
cualquier anillo critico o semicritico que podamos encontrar, hasta llegar a
la columna cero en la profundidad m + k. Cada vez que nos encontremos
con un anillo critico o semicritico, perdemos hasta la mitad del médulo. Sin
embargo, la hipdtesis de que la érbita critica no es recurrente garantiza que
tales pérdidas solo ocurriran un nimero limitado de veces. Por lo tanto, la
> modAy(zp) es infinita y tenemos la prueba de que [ Py(z0) = {20} en el
€aso no recurrente.

Caso iteradas de pre-imagenes de «
Ahora, consideremos el caso cuando zy cumple que z, = P?(z) = a. En
este caso, existen ¢ distintas piezas del rompecabezas P! de profundidad
n, las cuales tienen a zg como punto comun en sus fronteras. Cada una
de estas piezas del rompecabezas, P, contiene una sucesién de piezas del
rompecabezas anidadas P, D P. ; D P, las cuales tienen a zy como
punto comun en sus fronteras. Cada una de esas ¢ sucesiones de piezas del
rompecabezas anidadas se tiene que (), P5(20) = {20} (la demostracién de
este resultado es andloga a la prueba del teorema 5.4.3). De lo anterior se

sigue que (), P; = {20} O



Apéndice A

Desigualdades de
Longitud-Area-Moddulo

La idea basica de este apéndice es entender la desigualdad de Grotzsch.
Para iniciar el apéndice demos primero las definiciones de longitud de una
curva diferenciable v (v : (a,b) — I?, con t € (a,b))y 4rea de una regién U.
Para ello consideremos el cuadrado unitario abierto (0,1) x (0,1) :=1*> C C
y definamos una métrica por

ds = p(z)]dz|,
donde p(z) es una funcién continua estrictamente positiva.

Definicion A.0.1. Sea v una curva diferenciable, entonces definimos a la
longitud de v como

L(v) = / oy (8) |y (1))

Definicién A.0.2. Definamos el drea de la region U C I? como

A(U)://p(x+z'y)2dxdy.
U

Ahora, enunciemos un teorema que relaciona las definiciones A.0.1 y
A.0.2.

Teorema A.0.1. Si A(I?) es finita, entonces (por Lebesgue) para casi toda
y € (0,1) la longitud L(~y,) de la linea horizontal 7, : t — (t,y), en la altura
y es finita. Mds aun, existe una y tal que

LP(7y>2 < Ap(j2>-

De hecho, el conjunto que consiste de todas las y € (0,1) para las cuales la
desigualdad es cierta tiene medida de Lebesgue positiva.
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Observemos que para el caso de la métrica Euclideana ds = |dz| tenemos
que
L(y)? = A(I?) = 1.

En general, si consideramos un rectangulo R de base Az y altura Ay, entonces
la correspondiente desigualdad seria

Az
Lp('Yy)z <

—A
— Ay P(R)u

para un conjunto de y con medida positiva.

Demostracion. (Teorema A.0.1)
La desigualdad de Schwarz establece que

(/ bf(z)g(x)dx)2 <(/ bf<x>2dw) ([ starar).

Utilizando dicha desigualdad para el rectangulo R = (0, Az)x (0, Ay), f(z) =
1y g(z) = p(x,y), obtenemos que

(/Omp(:v,y)dﬂs)2 < Az /0A p(x,y)’de,

donde y es fija. Lo anterior quiere decir que

Ax
L) < Ax / ol y)dz,
0

para cada altura constante y.
Por dltimo integrando sobre el intervalo (0, Ay) y dividiendo entre Ay la
desigualdad anterior, tenemos que,

1 oy Ax
— L,(v,)%dy < ——A,(R).
x| < AR

La conclusién del teorema se obtiene de manera inmediata de esta ultima
desigualdad. O]

Ahora, sea C el espacio cociente obtenido de la banda infinita que esta
acotada entre 0 y Ay en el z—plano, al identificar cada punto z = = + iy con
su traslacion z + Az. Note que podemos pensar a este espacio cociente como
un cilindro de circunferencia Ax y altura Ay. También definamos el médulo
de un cilindro por
Ay

mod(C) = E,
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y més ain, definamos al indice (winding number) de una curva cerrada «y en

C por el nimero entero
1 j{d
w=— x.
Az [,

Teorema A.0.2. Para alguna métrica conforme p(z)|dz| sobre el cilindro C,
eziste alguna curva cerrada y con indice +1 cuya longitud L,(y) = fv p(2)|dz]
satisface que

Ly(7)* < A(C)/mod(C).

Mas ain, si usamos la métrica Euclidiana |dz| tenemos que
L(7)* = A(C)/mod(C)

para cada curva 7.

Demostracion. Como en la prueba del teorema A.0.1, podemos encontrar
una curva horizontal v,, que cumpla que

Por otra parte en el caso Euclideano, para alguna curva cerrada ~ con indice

1 tenemos que
L(v) = ?{ |dz| > J(I{dx = Az.
v v

Por lo tanto, L(v)* > (Az)? = A(C)/mod(C). O

Definicién A.0.3. Una superficie de Riemann se dice que es un anillo si es
biholomorfamente equivalente a algun cilindro. Un anillo incrustado A C C
se dice que es esencialmente incrustado si contiene una curva la cual tiene
indice uno alrededor de C.

Ahora, daremos algunas consecuencias importantes del teorema A.0.2.

Corolario A.0.1. (Una desigualdad Area-Médulo) Sea A C C un anillo
esencialmente incrustado en el cilindro C, y supongamos que A es confor-
mentente equivalente a un cilindro C'. Entonces

A(A)

mod(C'") < A0 mod(C).

En particular
mod(C') < mod(C).
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Corolario A.0.2. El modulo de un cilindro es un invariante conforme bien
definido, es decir, C' y C son conformente equivalente si y solo si mod(C") =

mod(C).

La demostracién de los corolarios se pueden deducir facilmente o ser con-
sultadas en [MJ].
De estos corolarios sigue que el médulo de un anillo A puede ser definido
como el moédulo de algtun cilindro conformemente equivalente a él. Ademas,
si A es esencialmene incrustado en algtn otro anillo A’, entonces se satisface
que
mod(A) < mod(A').

Corolario A.0.3. (Desigualdad de Grotzsch) Supongase que A C A y
A" C A son dos anillos disjuntos, cada uno esencialmente incrustado en
A. Entonces

mod(A") + mod(A") < mod(A).

Demostracion. Asumamos que A es un cilindro. Por el corolario A.0.1 tene-
mos que

Note que todas las areas son Euclidianas. Por lo tanto usando
A(A) + A(A") < A(A)

terminamos la demostracion. O
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