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Resumen

Este trabajo se centra en estudiar los cambios dindmicos producidos por un retraso
temporal constante en el comportamiento de sistemas descritos por ecuaciones dife-

renciales.

Para que un sistema pueda tener una dindmica en régimen cadtico es necesario,
pero no suficiente, que por lo menos sea de dimensién tres. Los trabajos pioneros
de Mackey-Glass[28] mostraron que un sistema dindmico de dimensién uno puede
alcanzar una dindmica caédtica al introducir un retraso temporal constante en sus ecua-
ciones. Esto es debido a que el retraso temporal, que también puede verse como una

retroalimentacion en el sistema, provoca que la dimensién del sistema se vuelva infinita.

Basados en las ideas anteriores nos propusimos estudiar la dindmica de un modelo
neuronal con retraso temporal. Este es un problema de relevancia pues la comunica-
cién entre neuronas no se produce de manera inmediata y este pequefio retraso en la
transmisién de informacién puede dar origen, y ayudar a explicar, fenomenos de la
dindmica neuronal.
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Para iniciar con nuestro estudio primeramente reproducimos los resultados del
articulo de Mackey-Glass y de J. Farmer quien estudi6 la dindmica del sistema de
Mackey-Glass desde la perspectiva de atractores en un espacio fase de dimensién
infinita[29]. Después analizamos los cambios de comportamiento en la dindmica del
sistema tipo Rossler considerando cuatro configuraciones distintas: retraso temporal en
una variable, retroalimentacién lineal retrasada, retroalimentacién senoidal retrasada
y finalmente dos sistemas tipo Rossler con acoplamiento difusivo bidireccional con re-
traso. Por tltimo, como modelo neuronal escogimos un sistema tipo Fitzhug-Nagumo,
el cual analizamos con las mismas configuraciones con las que estudiamos el modelo

de Rossler.

En nuestro trabajo reportamos que el retraso temporal puede funcionar no sélo co-
mo generador, sino que también como supresor de caos en un sistema. También puede
generar duplicacién o disminucién de periodo. En el sistema tipo Fitzhug-Nagumo
un retraso temporal puede provocar que el sistema cambie de una dindmica periédica
a una cuasiperiédica, cadtica o tipo rafaga de disparos (bursting). En el caso de dos
sistemas acoplados observamos el fenémeno de muerte de amplitud, fenémeno que ha

sido ya ampliamente estudiado[38][39].

El comportamiento de bursting es el resultado nuevo y mds importante de este

trabajo.
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Introduccion

En 1963 Edward Lorenz[1] publicé un revolucionario estudio numérico sobre un
modelo para el clima atmosférico basado en la conveccién del flujo. En este trabajo
Lorenz identific6 un nuevo tipo de comportamiento dindmico para los sistemas no
lineales llamado caético. A partir de este descubrimiento comenzé la era moderna de la
dindmica no lineal pues se dieron cuenta de la importancia que tenia en otras 4reas de
la ciencia.

A principios de la década de los noventa el estudio de la dindmica no lineal tuvo otro
gran avance gracias a los trabajos de Pecora con Carrol[16] y de Fujisaka con Yamada[17]
los cuales mostraron que en régimen cadtico dos sistemas pueden experimentar sincro-
nizacién al introducir un acoplamiento adecuado entre ellos. Este descubrimiento fue
de gran relevancia no solamente desde el punto de vista teorico sino también por sus
posibles aplicaciones a sistemas reales como, por citar un ejemplo, la interaccion entre
dos neuronas.

Posteriormente, el estudio de la sincronizacién cadtica se volco hacia ensambles con
mas de dos sistemas mostrando que el comportamiento emergente de un ensamble
puede ser explicado por la sincronizacién entre los elementos de la red. De manera

3



4 INTRODUCCION

natural, al estar hablando sobre ensambles de sistemas, los investigadores fijaron su

atenciodn en el estudio de redes neuronales.

En 1952 Hodgkin y Huxley [27]' propusieron un modelo de ecuaciones diferen-
ciales no lineales acopladas capaz de simular el comportamiento excitable del axén
de un calamar gigante. En 1961 R. Fitzhug y J. Nagumo [26] publicaron una versiéon

simplificada del modelo de Hodgkin-Huxley que es més sencillo de analizar y modelar.

Al tener modelos que simulan el comportamiento de una neurona se pudo estudiar
la dindmica de dos neuronas acopladas de distintas formas asi como el comportamiento
de ensambles formados por mds de dos neuronas formando sistemas complejos. La
dindmica de un sistema complejo depende de las propiedades de cada una de sus

unidades y de la interaccién entre ellas.

La transmision de informacién en las redes neuronales no se da de manera instan-
tanea pues existe un pequeno retraso temporal en las sefiales. Por ejemplo, neuronas®
que estan a menos de 1 mm de distancia experimentan un retraso temporal en la in-
formacién que comparten mayor al 4 % de su frecuencia de oscilacién caracteristica
[2].

El retraso temporal es muy importante en la dindmica de un sistema pues puede
dar origen a nuevos comportamientos que tinicamente aparecen por la presencia del
retardo temporal. De los primeros en reportar los efectos del retraso temporal en el

comportamiento dindmico de un sistema fueron Mackey-Glass [28] en 1977 y a partir

'En 1963 recibieron el premio Nobel en fisiologia-medicina por este trabajo.

2con una frecuencia de oscilacién caracteristica de 40 Hz.



INTRODUCCION 5

de su trabajo surgi6é un gran intéres en la comunidad por estudiar los efectos del retraso
temporal en sistemas dindmicos. El campo de los sistemas dindmicos con retraso es un
area de investigacion que se relaciona practicamente con todas las disciplinas de la cien-
cia como la matematica, fisica, ingenieria, biologia, fisiologia, economia, neurociencia
y muchas més.

En este trabajo presentamos un andlisis numérico sobre los efectos del retraso tem-
poral aplicado en distintos arreglos a dos sistemas dindmicos. En el primer capitulo
resumimos la teoria correspondiente a sistemas dindmicos centrandonos en aquellos
con dindmica cadtica y retraso temporal. En el segundo capitulo presentamos las prin-
cipales caracteristicas de los modelos que analizamos asi como las configuraciones
empleadas. Los métodos y herramientas de andlisis se discuten en el capitulo cuatro.
En el capitulo cinco reportamos los resultados obtenidos en cada configuracién estu-
diada. Finalmente, en el capitulo seis hacemos una discusién de nuestros resultados y
presentamos conclusiones sobre el trabajo. También presentamos algunos puntos que

se podrian investigar en un trabajo a futuro.
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Capitulo 1

Sistemas Dinamicos

En este capitulo introduciremos los conceptos basicos que utilizamos a lo largo de

este trabajo.

1.1. Sistemas Dinamicos Continuos y Discretos

Decimos que un sistema dindmico (SD) es aquel representado por ecuaciones au-
ténomas (que no dependen explicitamente del tiempo) y estos son de dos tipos en

general:

a) Sistemas dinamicos continuos, los cuales pueden ser representados utilizando sis-

temas de ecuaciones diferenciales ordinarias auténomas de la forma:

dx .
yri x = F[x(1)], (1.1)

donde x = (x1, X, X3, ...,x5) conx;ei = 1,2,...,d son variables de estado del sistema de

7
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CAPITULO 1. SISTEMAS DINAMICOS

dimension d y F[-]! es una funcién vectorial en general no lineal. Para estos sistemas
podemos realizar integracién numérica para determinar la evolucion temporal del
sistema, estableciendo una condicién inicial xy y generando una trayectoria en el

espacio de d dimensiones llamado espacio fase del sistema.

Sistemas dindmicos discretos, en este caso el tiempo esta discretizado y éste puede
tomar valores enteros n, donden = 0,1, 2, .... Este tipo de sistemas también llamados

mapeos se representan de la forma:
X1 = M(x,). (1.2)

donde x, = (x"1,x"y,x"3,...,x";) con x"; e i = 1,2,...,d son variables de estado del
sistema de dimensién d y M[-]* es una funcién en general no lineal.

Para determinar la evolucién temporal de este tipo de sistemas se itera la ecuacién 1.2
partiendo de un estado inicial xo, generando de esta forma la érbita correspondiente

dada por la sucesién de valores xg, x1, X2, ...

En este trabajo utilizaremos los conceptos y las técnicas desarrolladas para los

sistemas dindmicos continuos. En este tipo de sistemas los llamados puntos fijos x*

cumplen con la condicién de que F[x*] = 0°. Las trayectorias cercanas a estos puntos se

ven atraidas, repelidas o no sufren influencia debida a dichos puntos dependiendo de

su estabilidad. Ademas de estas dindmicas, los SD pueden presentar otros comporta-

mientos, por ejemplo el llamado ciclo limite.

P[] R — RY
M[]: RY — R?
30,0, ...,0)



1.1. SISTEMAS DINAMICOS CONTINUOS Y DISCRETOS 9

Un ciclo limite es una trayectoria cerrada aislada en el espacio fase, se dice que es
aislada porque las trayectorias cercanas a éste son atraidas o repelidas dependiendo de
la estabilidad del ciclo limite*. Los ciclos limite son 6rbitas periddicas, las cuales son
soluciones de la ec. 1.1 que se repiten en el tiempo (Cuando un sistema exhibe 6rbitas
periddicas estables frecuentemente se le llama oscilador periédico). Consideramos el

sistema
x = f(x,t), (1.3)

si su solucién x(t) cumple con

x(t) = x(t + T) (1.4)

siendo T > 0 el valor minimo para el cual se cumple la igualdad, entonces decimos que
el sistema tiene periodo T.

Otra dindmica que pueden presentar los SD es la llamada dindmica cadtica, de la
cual detallaremos sus caracteristicas mas adelante.

En general podemos definir un atractor como el conjunto acotado de puntos en
el espacio fase al cual el sistema evoluciona asintéticamente (después de un tiempo
suficientemente largo). Ejemplos de atractores son los puntos fijos estables, los ciclos
limite estables y los llamados atractores extrafios. Estos tltimos generados en el espacio
fase asociados en especial a dinamicas cadticas las cuales, como principal caracteristica
del sistema, muestran sensibilidad a las condiciones iniciales.

Mas formalmente un atractor[7] lo definimos como un conjunto cerrado A en el

4Por lo que no existen trayectorias cerradas cercanas.



10 CAPITULO 1. SISTEMAS DINAMICOS

espacio fase que cumple con las siguientes propiedades:

1. A es un conjunto invariante: Cualquier trayectoria x(t) que comienza en A se

mantiene en A para cualquier tiempo.

2. A atrae aun conjunto abierto de condiciones iniciales: Existe un conjunto abierto
U que contiene a A tal que si x(0) € U, entonces la distancia de x(¢) a A tiende a
cero cuando t — oo. Esto significa que A atrae todas las trayectorias que empiecen
lo suficientemente cerca de él. Al conjunto U se le conoce como la cuenca de

atraccion del sistema.

3. A es minimal: No existe un subconjunto propio de A que satisfaga las condiciones

ly2.

1.1.1. Fase de un Oscilador

Matematicamente un oscilador se puede describir como un sistema dinamico® en
general no lineal al cual asociamos una trayectoria en el espacio fase que gira claramen-
te alrededor de un centro por el cual la trayectoria nunca intersecta. Para los osciladores
periddicos, el atractor correspondiente es una curva cerrada a la cual podemos asociar
en forma natural un periodo, como el lapso de tiempo que el sistema toma para evolu-
cionar a partir de un punto en el espacio fase y regresar a dicho punto y por tanto hay

una frecuencia asociada.

>No todo sistema dindmico representa un oscilador como se podrd deducir a partir de nuestra

presentacion.
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Por otro lado, a algunos sistemas caéticos podemos asociar una fase ¢ instantdnea
y entonces hablar de un oscilador cadtico, cuando las trayectorias cumplen con la
definicién dada para ser oscilador.

Para asociar una fase a un oscilador, en general existen varios posibles métodos [11].

A continuacion se describen tres de ellos.

1. Método 1. Una definicion intuitiva corresponde a asignar la fase ¢(t) [9] como el
angulo polar de la proyecciéon de la trayectoria del atractor medido en el plano

con coordenadas cartesianas (x(t), y(t)):

y(t) — yo], (15)

¢(t) = arctan [x O =10

donde (xo, yo) son las coordenadas del centro de rotacién y ¢ es una variable real

continua en el rango —co < ¢ < co.

Cuando podemos asociar una fase instantdnea a un sistema caético entonces po-
demos también asociar entonces una frecuencia angular instantdnea del oscilador

de la forma:

d
w(t) = %. (1.6)

2. Método 2. La fase de un oscilador puede estimarse utilizando mapeos de Poin-
caré. Primero se requiere elegir adecuadamente un plano que intersecte trans-
versalmente el flujo del sistema. Determinando este plano subsecuentemente nos
ocupamos en medir el tiempo entre las intersecciones consecutivas correspon-

dientes a un solo sentido de las trayectorias respecto al plano, al cual llamamos
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secciéon de Poincaré, y entonces definimos:

t—t,

n+l — tn

Q(t) = Znt + 2mn, (1.7)

donde t, es el tiempo que tarda en producirse el n-ésimo cruce con la seccién
de Poincaré y t, < t > t,,1. Este método presenta cierta simplicidad, pero debe
usarse con cuidado, pues la eleccién de diferentes sefiales o superficies de Poincaré

pueden dar diferentes resultados para la fase y por tanto para la frecuencia.

. Método 3. Pikovsky et. al [11] propusieron otra definiciéon para la fase de un

oscilador particularmente para cuando el sistema es caético, menos intuitiva pero
mads préctica, inspirada en el trabajo de Gabor [12] en el campo del procesamiento
de sefiales. Este método se puede aplicar a cualquier variable de estado s(t), del

sistema a estudiar. Definimos la sefial analitica como:
z(t) = s(t) + isy(t) = A(t)ei¢(t), (1.8)
donde sy(t) es la transformada de Hilbert de s(t) definida por:

1 sy “s(t)
sh(t)_;lelg&um t_t,dt +Let_t,dt . (1.9)

Notamos que la ecuacién 1.9 es la convolucién de s(t) con la funcién f(t) = 1/¢.

Entonces, en este caso se define ¢(t) de la forma:

o(t) = arctan[ S0 %
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donde (so, sy,) es el centro de giro del oscilador.

Para calcular la fase de un oscilador caético cualquier coordenada puede tomarse

como la sefial s(t). Por ejemplo, para el oscilador tipo Rossler [6] podemos tomar

51(0) = X(H) 6 5>(t) = y(#).

1.2. Teoria del Caos y Exponentes de Lyapunov

1.2.1. Dinamica Cadtica

Se puede decir que el estudio de la dindmica cadtica inicia con los trabajos del
matematico francés Henri Poincaré, al estudiar el problema de los tres cuerpos. En
estos trabajos Poincaré mostr6é que las Orbitas planetarias (descritas por ecuaciones
deterministas) a partir de ciertas condiciones iniciales evolucionan en 6rbitas con com-
portamientos impredecibles, ahora denominadas como caéticas.

Utilizaremos la definicién de trabajo dada por Strogatz[7]: La dindmica caética es
un comportamiento fluctuante aperiédico que ocurre a tiempos largos en un sistema
determinista y que exhibe una fuerte dependencia a las condiciones iniciales.

Explicamos la termologia involucrada:

1. Tiene comportamiento asintético de caracter aperiddico: Las trayectorias que no

tienden a puntos fijos, 6rbitas periddicas u érbitas cuasiperiddicas® para t — oo,

®Definicién de cuasiperiodicidad: Esta dindmica estd caracterizada cuando en el sistema se pueden

identificar 2 0 més frecuencias w; tales que w;/w; € Q parai # j.
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2. Es determinista: El sistema no estd bajo el efecto de leyes de la probabilidad,
por lo que el comportamiento irregular se debe solamente a la no-linealidad del

sistema.

3. Sensibilidad a condiciones iniciales: Trayectorias que inicialmente son cercanas
se separan una de otra exponencialmente, es decir: el sistema tiene asociado al
menos un exponente positivo llamado de Lyapunov. El concepto y la forma de

calular los exponentes de Lyapunov serdan abordados en la siguiente seccion.

Por otro lado, un sistema cadtico tiene asociado un atractor llamado extrafio en el

espacio fase, el término extrafio estd asociado a la fractalidad” del atractor.

1.2.2. Exponentes de Lyapunov

Para cuantificar y caracterizar las dindmicas cadticas es comtn utilizar los llamados
exponentes de Lyapunov. En esta seccién explicaremos los conceptos asociados [15]
usando la metodologia desarrollada por Wolf et al.[25].

Considérese un punto arbitrario x(0) que esté dentro de un atractor y sea S;(0)
una hiperesfera infinitesimal de dimensién d de radio R y centrada en x(0). Todos los
puntos y(0) que estdn dentro de S;(0) son posibles condiciones iniciales que estdn en la
vecindad de x(0). Siguiendo la evolucién temporal de x(t) a partir de x(0) y de los puntos

dentro de S4(0), se crea una trayectoria de referencia que va de x(0) a x(f) mientras que

7Un fractal es un objeto geométrico en el que se repite el mismo patrén a diferentes escalas y diferente

orientaciéon. La dimensién asociada a estos objetos es fraccionaria.
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la evolucién de los puntos y(t) transforma S;(0) en un hiperelipsoide E4(t), debido a que
las trayectorias que inician en los puntos cercanos a y(0) divergen (convergen) a distinta
velocidad, a lo largo de diferentes direcciones. Cada uno de los ejes de E,(t) se asocia a
una direccién principal y la variacion de la longitud de cada eje, Li(t), comparada con su
valor inicial R = 6x;(0), determina el valor del exponente de Lyapunov correspondiente

a la i-ésima direccion de la forma:

|1 [ Oxi(E)
Ai = }Lrg l? ln(éxi(O))]' (1.11)

donde A; es el i-ésimo exponente de Lyapunov.

Para un sistema cuya dindmica ocurre en un espacio fase de dimensién d, el espectro
de Lyapunov, formado por los exponentes de Lyapunov A;, es un conjunto de d ntimeros
reales, A1, Ay, ..., A4, ordenados del méas grande al mas pequefio, que cuantifican el pro-
medio de divergencia a lo largo de las direcciones principales del hiperelipsoide (E;(t)).
El espectro de Lyapunov entonces nos sirve para tener una descripciéon mdas completa y
precisa sobre la estabilidad del sistema dindmico correspondiente.

De la ec. 1.11 se desprende que:

a) Un crecimiento exponencial de L;(t) provoca un A; positivo, asociado a una dindmica

cadtica en 3D 0 mds o a dindmicas inestables en 2D y 1D.

b) Cuando los valores de L;(f) permanecen con valor R, A; es nulo, asociado a un ciclo

limite (2D o mas).

¢) Un decremento exponencial de L;(t) estd asociado a un A; negativo, como en las

dindmicas asociadas a un ciclo limite estable o puntos fijos estables.
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Es importante tener en cuenta las siguientes consideraciones:

= Cada sistema caético tiene un espectro de exponentes de Lyapunov A1 > A, > ... >
Ag4. El nimero de exponentes de Lyapunov es igual a la dimensién d del espacio

fase.

= No existe una direccién estatica definida para cada exponente de Lyapunov, ya

que la direccién de los ejes del elipsoide cambian con el tiempo.

= Los exponentes de Lyapunov son cantidades basadas en mediciones locales (la
hiperesfera y el hiperelipsoide son infinitesimales), para definir una dindmica

global, al menos en la regién donde esta localizado el atractor estudiado.

Los signos de los exponentes de Lyapunov nos proporcionan una idea de cémo
es la dindmica de un sistema. Por ejemplo para un sistema en 3D existen 4 posibles

combinaciones de signo en los exponentes de Lyapunov:

1. (+,0,-): Cuando se tiene, al menos, un exponente positivo el sistema tiene asociado

un atractor extrano.

2. (0,0,-): El atractor correspondiente es un toro de dimensién 2D.

3. (0,--): El sistema tiene un ciclo limite, por tanto estd en régimen peridédico.

4. (-,-,-): El atractor del sistema es un punto fijo.

Entonces, para sistemas con dimensién 3D o mayor, si existe al menos un expo-

nente de Lyapunov positivo las trayectorias, que comienzan con condiciones iniciales



1.2. TEORIA DEL CAOS Y EXPONENTES DE LYAPUNOV 17

muy préximas, divergen exponencialmente en la direccién asociada y decimos que el
sistema es cadtico. De esta forma, los exponentes de Lyapunov nos proporcionan una

caracterizacion de la dindmica del sistema.

Kantz y Schreiber [5] desarrollaron una metodologia equivalente para determinar
los exponentes de Lyapunov, considerando al sistema como un mapeo se llega a que
la divergencia 6,41 entre dos trayectorias cercanas x y y en un espacio de dimensién 4

estd dada por:

On+1 = Z BiAie, (1.12)

donde f; es un coeficiente de e;, correspondiente a un vector propio, y A; es el valor
propio ambos asociados a la matriz jacobiana J, = J(x,) de dimensién d X d evaluada
en x, que resulta al linealizar el sistema.

La ecuacién 1.12 inicamente proporciona una descripcion local del comportamiento
dinamico del sistema, pues J,, depende de la posicién. Para caracterizar todo el sistema
es necesario introducir cantidades que no dependan de la posicién, a estas cantidades
se les llama globales.

El exponente de Lyapunov de un sistema de dimensién d se define como:

.1 N
Ai= Jim —1n |AY, (1.13)
donde A; esta definida por la relacién:
N
[ 7.0 = AYul. (1.14)

n=1
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En la ecuacién 1.13 J, es la matriz jacobiana de dimensién d X d del sistema, u; son
los vectores propios y A; son los valores propios.

De las ecuaciones 1.13 y 1.14 se deduce que:

N
[ [r6au;
n=1

1
Ai = 1515){}0 N In . (1.15)

El conjunto de los d exponentes distintos constituyen el espectro de Lyapunov del
sistema.

Para realizar el calculo de los exponentes se integran las ecuaciones diferenciales
para tiempos suficientemente largos. Pero, para evitar crecimientos demasiado rapidos,
al igual que para el método de Wolf, cada determinado tiempo se renormalizan los
vectores propios (direcciones propias) utilizando el procedimiento de Gram-Schmit.

En algunos casos el calculo del espectro de Lyapunov resulta una tarea que consume
mucho tiempo y recursos computacionales por lo que resulta mucho mds facil y rapido
obtener el exponente maximal de Lyapunov. La forma de calcularlo que resulta mas
atil y menos demandante serd abordado en la metodologia para el caso de ecuaciones

diferenciales con retraso (EDR).

1.2.3. Diagrama de Bifurcacién y Analisis del Exponente Maximal de
Lyapunov

Una bifurcacién, en sistemas dindmicos, es un cambio dramético en la dindmica de

un sistema provocado por la variaciéon de uno o varios paramétros propios del sistema.
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Consideremos el sistema

x = f(x, ), (1.16)

donde A es un pardmetro. Entonces, el diagrama de bifurcacién es un grafico que
muestra los cambios y transiciones de la estabilidad del sistema conforme se varia A
en cierto intervalo. Para nuestro estudio variamos el pardmetro 7, pues nos importa
conocer como evoluciona la dindmica del modelo conforme cambia el retraso temporal
7. Es importante hacer notar que a través de un procedimiento puramente numérico
sOlo las orbitas estables son reflejadas. Se requieren procedimientos analiticos para
poder obtener puntos fijos u 6rbitas inestables o semiestables. En este trabajo s6lo nos

enfocamos a los resultados numéricos.

1.3. Sincronizacion de Sistemas Dindamicos

1.3.1. Acoplamiento entre Sistemas Dindmicos

Se dice que dos o0 mads sistemas estdn acoplados, si mediante algtn proceso, quimico,
fisico o de otra indole se les permite que exista una interaccion entre ellos. Para modelar
la interaccién entre los sistemas se puede emplear una matriz de acoplamiento y, en
los casos mas simples, con elementos de matriz constantes.

Independientemente del proceso que se use para acoplar a los osciladores, podemos
clasificar en forma general al acoplamiento en dos tipos: unidireccional y bidireccional.

Existen varias formas de acoplar dos sistemas [16], nosotros solo trabajaremos con el
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llamado acoplamiento difusivo [17], el cual es utilizado en acoplamientos de sistemas

quimicos y biolégicos, el cual lo detallamos més adelante.

1.3.1.1. Acoplamiento unidireccional

Cuando en un sistema compuesto por dos osciladores 1y 2, el oscilador 1 controla
la dindmica del oscilador 2 mientras que la dindmica del oscilador 1 no es afectada por
el oscilador 2, se dice que existe un acoplamiento unidireccional entre los subsistemas.
En la literatura a este tipo de acoplamiento también se le conoce como configuracién
maestro-esclavo. Si ademads el acoplamiento es de tipo difusivo podemos representar

este acoplamiento de la forma:

X1 Fi(x1, py)

Fa(x2, p,) + y(x1 — x2) (1.17)

)

donde y puede ser una matriz simétrica con elementos constantes que describen la na-
turaleza del acoplamiento entre los osciladores. En el caso de osciladores con dimensién

d = 3, y podemos construirla en la forma:

(5] 0 0
Y=10 Co 01 (118)
0 O C3

donde ¢, c; y c3 son constantes. En el desarrollo de nuestro anélisis el acoplamiento se
aplica haciendo alguno de los valores ¢; (i = 1, 2, 3) diferente de cero y los demads iguales

a cero.
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1.3.1.2. Acoplamiento bidireccional

En este acoplamiento el oscilador 1 tiene influencia sobre el oscilador 2, pero 2
también influye sobre 1. Podemos ahora representar el par de sistemas acoplados, en

el caso difusivo, de la forma [17]:

Fi(x1,p;) + 7 (x2 — x1),

X1

X2 Fo(x2, p,) + y(x1 — x2), (1.19)

donde y es la matriz dada por la ecuacién 1.18. Nuevamente en nuestro analisis pode-

mos considerar por ejemploc; >0y c, =c3 =0.

1.3.2. Clasificacion de la Sincronizacion de Sistemas Dinamicos

Cuando entre dos o més sistemas existe una interaccién débil puede ocurrir que,
mediante procesos internos, cada sistema modifique su dindmica alcanzando un estado
en el que se puede establecer una relaciéon funcional entre ambos sistemas [18]. Cuando
existe dicha relacién funcional decimos que los sistemas estan sincronizados.

Existen varios tipos de sincronizacién, entre los mas importantes tenemos:

a) Sincronizacién Completa. Ocurre cuando dos, o mads, sistemas dindmicos con con-
diciones iniciales diferentes, al interactuar uno con otro tienden en forma asintética
exactamente al mismo comportamiento tanto en amplitud como en fase, si es que
esta tiltima se puede determinar. En el caso de dos sistemas descritos por los vectores

X1 Y Xp, para este tipo de sincronizacién x; = x,.
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b) Sincronizacién de Fase. Cuando la diferencia de fases de dos sistemas cumple con
la condicién de que |m¢1 - nq52| < cteconm, n € Z se dice que los sistemas estan bajo
sincronizaciéon de fase [11]. A este estado también se le conoce como entrelazamiento

de fases.

c) Sincronizacién Retrasada. Ocurre cuando las fases y amplitudes de dos o mas SD
son idénticas pero a un tiempo de retraso 7, mds precisamente x;(f) = x(t + 7). La
sincronizacién lag o de retraso es un comportamiento dindmico que aparece como
estado intermedio al ir aumentando la magnitud del acoplamiento en la transicién

de la sincronizacién de fase a la sincronizacién completa [11].

1.3.3. Sincronizacion de Sistemas Caoticos

Un sistema cadtico tiene un comportamiento impredecible a largo plazo, debido
a su sensibilidad a condiciones iniciales. Aunque la trayectoria de un sistema cadtico
evoluciona en forma acotada dentro de un atractor en el espacio fase, determinar dénde
se encuentra el punto asociado a la trayectoria a un tiempo dado dentro de dicho
atractor, conociendo una posicién en el pasado, es un problema irresoluble debido al
crecimiento exponencial de las soluciones conforme transcurre el tiempo.

Una manera de ilustrar esto es considerar la evolucién en el espacio fase de dos siste-
mas idénticos lado a lado, ambos comenzando con condiciones iniciales muy cercanas
entre ellas. Las trayectorias divergen una de la otra conforme transcurre el tiempo,

aunque se encuentran en el mismo tipo de atractor. Atun bajo estas circunstancias, en
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sistemas cadticos podemos inducir sincronizacién entre los sistemas introduciendo un

acoplamiento entre ellos.

1.3.4. Dinamica Sincronizada

Primero se analizard la sincronizacién de dos sistemas cadticos idénticos con una
dindmica gobernada por un campo vectorial, F(x), en un espacio fase tipo IR>.
Establecemos un acoplamiento difusivo bidireccional entre los dos osciladores de

la forma:

x1 = F(x1) + y(x2 — x1),

X, = F(x2) + y(x1 — x2), (1.20)

con y constante; para el sistema descrito por la ecuacion 1.20 el estado de sincronizaciéon

completa se alcanza cuando:

x1(t) = x2(t) = x(b). (1.21)

La evolucién del sistema descrito por la ecuaciéon 1.20 ocurre inicialmente en un
espacio fase de dimension 6d. Al llegar al estado de sincronizacion el espacio fase
asociado colapsa en un hiperplano ¢ conocido como ”hiperplano de sincronizacién".

Siguiendo el tratamiento de Pecora y Carroll [16], el espacio fase del sistema de los

dos osciladores puede ser visto como la unién de dos subespacios [16]:

1. Elespacio de sincronizacién i de dimensién D definido por la relacion x;; = x, +x;.
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2. Un espacio ortogonal a ¢ llamado espacio transverso, también de dimensién D

definido por x, = x; — x3.

Para que el sistema sea estable los exponentes de Lyapunov transversos deben
ser negativos [16]. Se ha encontrado que después de cruzar el cero cada exponente de
Lyapunov transverso es numéricamente igual a algtin exponente de Lyapunov asociado

directamente al sistema en 64 dimensiones [15].

Todo el procedimiento antes desarrollado se puede extender de manera directa a

sistemas con un nimero n > 2 de sistemas acoplados.



Capitulo 2

Dindmica de Sistemas no Lineales con

Retraso Temporal (EDR’s)

En este capitulo abordaremos algunos conceptos ttiles asociados a los sistemas con
retraso!. Las ecuaciones matematicas que describen este tipo de sistemas, ecuaciones
diferenciales con retraso (EDR), involucran la dependencia del sistema a estados ante-
riores del mismo. Existen varios tipos de EDR. Por ejemplo, consideremos la ecuacion

lineal escalar de primer orden:

£ =™ 4 0 PEZD ey + bt - ), 1)

donde ay, a1, by y by son constantes y f(t) es un forzamiento. Paraay # 0y a; = 0 decimos
que f(t) es una EDR retardada. Si ay # 0 y a; # 0 entonces f(t) es EDR neutral y para

ap = 0,a; # 0 f(t) pertenece al tipo de EDR avanzadas.

Ver Lakshmanan et al[33] para mayor informacién.

25
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En nuestro trabajo usamos ecuaciones diferenciales retrasadas del tipo retardadas a
las que simplemente llamaremos EDR’s.

La evolucién de una variable dindmica correspondiente a un sistema EDR no so-
lamente depende del valor en su estado presente (instantdneo), x(t), sino también del
valor de x(t — 7) con T > 0 el tiempo de retraso. Entonces, la solucién dependiente del
tiempo para un sistema de EDR’s no solamente estd determinada por su estado inicial
en un tnico momento, sino que se tienen que considerar todos los estados iniciales
que se encuentran dentro del intervalo infinito y continuo (t — 7,t). A este conjunto
de estados iniciales le llamamos funcién inicial. Lo anterior provoca que los sistemas
con EDR’s sean de dimensidn infinita, incluso atin cuando el sistema tinicamente esté
descrito por una ecuacién escalar con retraso.

De manera general los sistemas asociados a EDR’s (tipo retardados) se pueden

representar de la forma:

X = F(t, X(t), X(t — 77)), (2.2)

donde X = (x1(t), x2(t), ..., x4(t)) y T > O coni = 1,2, ... Dentro de los sistemas con EDR’s

existen distintas categorias como:
1. Un retraso constante 7 = 7; para alguna y sélo una i.
2. Retrasos discretos t;coni=1,2,...
3. Retrasos distribuidos (representados por integrales de distribuciones temporales).

4. Retrasos dependientes del estado 7 = 7(X).
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5. Retrasos dependientes del tiempo 7 = 7(t).

2.1. Ecuaciones Diferenciales con Retraso Constante

Comenzamos con abordar el problema de una EDR con un solo retraso constante
para después generalizar a sistemas dindmicos descritos por sistemas de EDR’s?. Con-
sideremos la ecuacion diferencial de primer orden con un solo retraso constante de la

forma:

x = F(t, x(t), x(t — 1)). (2.3)

Para generar las soluciones de la ec. 2.3 para t > 0 es necesario definir la funcién inicial
x(t") sobre cada punto del intervalo (-7, 0) lo cual, como ya mencionamos, provoca que
el sistema tenga dimension infinita. En la préctica recurrimos a una discretizacién en
X y en t. De esta forma para cada punto x(f) requerimos la informacién de x(t — h) y
x(t — 7).

Entonces, para calcular la solucién x(t) de la EDR para valores mayores a t definimos
una funcién x(t) arbitraria en el intervalo (—7,0). Esta funcién la aproximamos por N

puntos tomados en intervalos temporales At = 5:

(X1, ooy XN21, XN) = f(x(E = (N = 1)AY), ..., x(t = At), x(t)) (2.4)

Estos N puntos pueden verse como las N variables de un mapeo discreto de dimensién

N.

2Con un sélo retraso constante.
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Escogiendo algtin método de integraciéon como el método de Euler:
x(t + At) = x(t) + F(x, x;)At (2.5)

conx; = (x(t—7)). El procedimiento se puede reducir a un mapeo discreto N-dimensional
iterativo x(k + 1) = G(x(k)). Cada iteracién del mapeo G corresponde a N pasos de tiem-
po At de la ecuacién continua.

Una vez que se tiene el algoritmo numérico para obtener las soluciones de la EDR pode-
mos proceder a calcular por algin método los exponentes de Lyapunov. En general las
EDR exhiben enormes efectos transientes. El niimero de puntos del transiente depende
del paso de integraciéon At, el nimero de ecuaciones acopladas y la naturaleza de la

funcién no lineal.

2.2. Exponentes de Lyapunov para una EDR

Una ecuacion diferencial con retraso (EDR) de la forma

X = F(t, X(t), X(t - 1)) (2.6)

se puede aproximar mediante las iteraciones de un mapeo N-dimensional de la forma
X(K+ 1) = G(X(K)).

Los exponentes de Lyapunov del mapeo N-dimensional se pueden obtener calculando
una trayectoria de referencia y las trayectorias ligeramente separadas a ésta de manera
simultanea para cada una de las condiciones iniciales que definen un marco de refe-

rencia orientado arbitrariamente.
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También se pueden obtener calculando la evoluciéon de una esfera de volumen infi-
nitesimal formada por un conjunto de vectores 6x separados infinitesimalmente que

evolucionan como

X OG(x(k
oxk+1)= ) Six(k))) 2.7)
i=1

Para evitar problemas computacionales relacionados con el cdlculo de las trayectorias
adyacentes la evolucion de las separciones infinitesimales se pueden calcular directa-
mente de la ec. 2.7.

La evolucion de los semiejes de la hiperelipsoide 6x' infinitesimal correspondiente a la

EDR continua se puede escribir como

dox' _ JF(x!, xT)(S - JF(x,x;)

dt ox ax, 0%, 2.8)

Existen N de tales semiejes asociados a cada coordenda del sistema N-dimensional
correspondiente a los N exponentes de Lyapunov.
Si 6x'(k) denota la coleccion de todas las separaciones de la i-ésima coordenada durante

la k-ésima iteracion, el exponente de Lyapunov sera

1 v, lsxi@l
Ai = L_; 1o (k= DI 29)
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Capitulo 3

Modelos

En primer lugar estudiamos el modelo de Mackey-Glass (MG) porque fue uno de
los trabajos pioneros en mostrar que un retraso temporal es capaz de modificar nota-
blemente la dindmica de un sistema[28]. Posteriormente aplicamos los conocimientos
aprendidos, después de trabajar con el modelo MG al modelo de Rossler. Usamos el
modelo de Rossler[6] porque es un modelo muy bien comprendido, con el que es re-
lativamente sencillo comparar y extrapolar resultados. Finalmente trabajamos con el
modelo propuesto por FitzHugh-Nagumo[26] ya que nuestro objetivo final es estudiar

los efectos causados por el retraso temporal en la dindmica de un sistema excitable.

3.1. Modelo de Mackey-Glass

En 1977 Michael Mackey y Leon Glass presentaron un modelo matematico[28] que
permite ilustrar la aparicién de dindmicas complejas en sistemas de control fisiol6gicos

31
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al presentarse bifurcaciones en la dindmica. En su trabajo ellos sugieren que muchos
transtornos fisiologicos, nombrados como enfermedades dindmicas, pueden caracte-
rizarse por cambios en la dindmica del sistema. Es decir, cambios cualitativos en la
dindmica fisiolégica corresponden a bifurcaciones de la dindmica del sistema. Estas
bifurcaciones pueden ser inducidas por cambios en los pardmetros del sistema y que

pueden vincularse con: enfermedades, drogas, cambios en la estructura del sistema, etc.

El modelo de MG[28] esta representado por la EDR adimensional:

dx _ by + 2%
dr 1+x¢"

(3.1)

Originalmente fue propuesto para explicar la produccién de sangre en pacientes
con leucemia donde 4,b y ¢ son constantes positivas, x representa la concentraciéon de
sangre al tiempo t en el flujo sanguineo, x; = x(t — 7) es la concentraciéon de sangre
cuando la médula 6sea da la sefial de que se necesita més sangre y 7 es el tiempo en
que x, tarda en incorporarse al flujo sanguineo.

A pesar de que el modelo de Mackey-Glass es un modelo simple, una séla ecuacién
escalar, puede generar comportamientos dindmicos tan complejos tales como el caético.
La gran diferencia de este modelo, comparado con otros de baja dimensionalidad co-
mo el de Rossler[6], es que las ecuaciones diferenciales con retraso temporal (EDR)
son intrinsecamente de dimensién infinita. Como ya vimos, esto se debe a que para
resolver las EDR’s es necesario especificar una funcién inicial x, definida en el intervalo

de tiempo [—7, 0] para que la solucién esté bien definida y la ecuacién se pueda integrar.
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Doyne Farmer caracterizo6 la dindmica caética del modelo de Mackey-Glass calcu-

lando el espectro de Lyapunov correspondiente [29][30].

-0.3

-0.6 — —]

-0.6

-0.9

Figura 3.1: Proyecciones del atractor de Mackey-Glass en el plano x; vs x para distintos valores

de retraso temporal: a) T = 14,b) T =147 y ¢) T = 23.

En la figura 3.1' se observa que conforme incrementa el valor del retraso temporal
7 la dindmica del sistema se hace mas compleja hasta llegar a un estado caético. Este
sistema también puede ser llevado a una dindmica caédtica al variar el valor de la

constante ¢ de la ec. 3.1 mientras T se mantiene constante.

ICuriosamente para obtener las gréficas presentadas por Mackey-Glass en realidad se grafica —x, vs
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3.2. Modelo de Rossler

En 1976 O. E. Rossler presenté un modelo no lineal de tres ecuaciones acopladas [6]:

X = -y-—-z
Yy = x+ay, (3.2)
z = b+z(x—o),

donde g, b y c son pardmetros del sistema.

Una de las caracteristicas que hace que este modelo sea interesante es que, con-
forme se varfa uno de los parametros, manteniendo los otros fijos, el sistema muestra
diferentes tipos de comportamiento dindmico, alcanzando el caos a través de la ruta
de duplicaciéon de periodo. En la figura 3.2 se muestran proyecciones del atractor en el

plano xy del espacio fase fijando a = b = 0.2 mientras c va tomando diferentes valores.

Figura 3.2: Proyecciones en el plano xy de: Ciclos limite a)-c) y proyeccion del atractor extrafio:

a) periodo 1 (c=2.5), b) periodo 2 (c=3.5), ¢) periodo 4 (c=4), d) atractor extrafio (c=5).
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Para estudiar los efectos que produce el retraso temporal sobre este sistema analiza-
mos cuatro variantes del mismo, las cuales planteamos a continuacién. Cabe mencionar
que para cada variante se estudiaron distintas configuraciones pero aqui sdlo reporta-

mos las que presentaron dindmicas mds interesantes para nuestro estudio.

3.2.1. Retraso Temporal en una Variable

El modelo conserva su forma original pero una de las variables en alguna de las
ecuaciones se cambia por una variable con retraso temporal. Uno de los modelos

estudiados queda descrito por el sistema de ecuaciones:

Jﬁ = —Xp—X3
Xo = X1+ aXy; (33)
X3 = b+ X3(X1 — C).

Notese que en la segunda ecuacion del sistema se intercambia la variable x, por la

variable xp; = x,(t — 7).

3.2.2. Retroalimentacion Lineal Retrasada

Almodelo original de Rossler (ec. 3.2) se le agrega un forzamiento lineal en la primer
ecuacion. Para este forzamiento se introduce un término de la forma ax;,, donde « es

una constante y para evitar que el sistema diverja pedimos a < 1. Las ecuaciones



36 CAPITULO 3. MODELOS

correspondientes son:

X1 = —Xo — X3+ aXq;
X, = Xx1+ax; (34)
X3 = b+ X3(X1 - C).

3.2.3. Retroalimentacion Senoidal Retrasada

Ahora se agrega un forzamiento senoidal a sen(kx;;) con a = 1y k constantes en la

primer ecuacién. Lo anterior queda descrito por el sistema de ecuaciones:

X1 = —Xp—X3+a« sin(kxlT)
X, = x1+4ax; (35)
X3 = b+ x3(x1—0).

3.2.4. Acoplamiento Bidireccional Difusivo con Retraso entre dos SD

Finalmente analizamos el comportamiento dindmico de dos sistemas tipo Rossler
acopalados difusiva y bidireccionalmente, pero con la particularidad de que en el

término de acoplamiento se ha introducido la varible retrasada x;.. Este ensamble
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queda determinado por el conjunto de ecuaciones:

X1 = X2 — X3+ p(xg — X1q)

X = Xx1+4ax;

X3 = b+x3(x1 —0¢)

Xy = —X5—Xe+ V(X1 — X4) (3.6)
X5 = X4 +axs

Xs = b+xs(xs—0),

donde 4,b y c son constantes del sistema, y es la constante de acoplamiento y xi. es
la tinica variable con retraso temporal. Las primeras tres ecuaciones corresponden al

sistema 1 y las restantes al sistema 2.

3.3. Modelo de FitzZHugh-Nagumo

En 1961, R. FitzHugh[26] y J. Nagumo[26] propusieron un modelo para emular la
sefial electroquimica que se observa en las células excitables de un organismo vivo,
particularmente en el axén de un calamar gigante. Este modelo es una versiéon mds
simple del propuesto por Hodgkin-Huxley[27] el cual simula las corrientes de interac-
cion entre neuronas.

A continuacién describimos brevemente el proceso fisiol6gico simulado por el modelo
de Fitzhugh-Nagumo. Las células nerviosas estdn separadas de la regién extracelular

mediante una membrana bicapa lipidica. Cuando las células no estdn conduciendo una
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sefial, existe una diferencia de potencial de aproximadamente -70 mV a través de la
membrana. Esta diferencia se conoce como el potencial de reposo de la célula. Los iones
minerales, como el sodio y el potasio, ademds de los iones proteicos cargados nega-
tivamente, contenidos dentro de la célula, mantienen el potencial de reposo. Cuando
la célula recibe un estimulo externo, su potencial se dispara hacia un valor positivo,
un proceso conocido como despolarizacién acompafiado por la transferencia de iones,
antes de caer de nuevo al potencial de reposo, llamado repolarizacién regresando los
iones a la region inicial.

La concentraciéon de iones de sodio en reposo es mucho més alta en la region
extracelular que dentro de la célula. La membrana contiene canales de acceso que
permiten selectivamente el paso de iones a través de ellos. Cuando se estimula la
célula, los canales de sodio se abren y hay una avalancha de iones de sodio en la célula.
Esta corriente de sodio aumenta el potencial de la célula, dando como resultado la
despolarizacién. Sin embargo, dado que las compuertas del canal son accionadas por
la diferencia de potencial, las compuertas de sodio se cierran después de un tiempo.
Los canales de potasio se abren y fluye una corriente de potasio saliente, que conduce

a la repolarizacion de la célula.

Hodgkin y Huxley implementaron[27] este mecanismo de generacion de potencial
de accién a través de ecuaciones matematicas. Aunque esto fue un gran éxito en el mo-
delado matematico de fendmenos biolégicos, el modelo completo de Hodgkin-Huxley
es bastante complicado. Por otro lado, el modelo FitzHugh-Nagumo es relativamente

simple ya que consta de menos pardmetros y s6lo dos ecuaciones: una para la cantidad
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V, que imita el potencial de accién, y la otra para la variable W, que modula a V. El

modelo queda determinado por el conjunto de ecuaciones:

Y% %
ﬁ = V—?—W-i-l,
”;—Vtv = e(V+a—-bW). (3.7)

El pardmetro I? corresponde a una excitacion, mientras que a y b son parametros
del modelo. La dindmica del sistema evoluciona en dos escalas temporales ya que la
evolucion de W es mas lenta que la evolucién de V debido al pardmetro € que multiplica
los términos del miembro derecho de la segunda ecuacién.

Los puntos de equilibrio de este modelo son las soluciones del sistema de ecuaciones:

3

0 = V—V?—W+I

o
Il

V+a—-bW, (3.8)

donde la curva cabica V - %3 — W + I eslanullclina de V y la linea recta V +a — bW es
la nullclina de W en el plano VIW. La pendiente de la recta V +a — bW se controla para
que las nullclinas se intersecten en un sélo punto, provocando que el sistema tenga un
unico punto fijo.

El pardmetro I simplemente corre la nullclina de V hacia arriba o hacia abajo. Entonces,
cambiando el valor de I se obliga a que el punto fijo esté a la izquiera, a la mitad o a la
derecha de la curva V — V?s -W+1L

El modelo de FitzHugh-Nagumo es un ejemplo de un oscilador excitable, ya que si un

estimulo externo es aplicado instantdneamente considerando como condicién inicial el

2] es el pardmetro de control del sistema,



40 CAPITULO 3. MODELOS

punto fijo, el sistema exhibira una gran excursién en el espacio fase y regresaré al estado
inicial. Por otro lado, al aumentar I manteniéndolo constante en el tiempo y sobrepasar
un valor umbral el punto fijo cambiara de estabilidad dando lugar a la aparicién de un

ciclo limite, como el mostrado en la parte superior de la figura 3.3.

S L L O L

¥}
=3
(S}
W

<
I'I'T'I'I

5e+05 le+06 1.5e+06 2e+06 2.5e+06
Pasos de integracion

o

Figura 3.3: a) Atractor caracteristico (ciclo limite) del modelo FitzHugh-Nagumo. b) Serie de

tiempo de la varible V.

Para simular numéricamente este modelo (fig. 3.3), usamos las ecuaciones 3.7 ha-

ciendo el cambio de variables x; = V'y x, = W, quedando de la forma:

X1 = x1——= —x+1,

(3.9)

Il
o
~
=

S
+
AN

I
S
=

N

\\/

Xo

donde 4, b y c son pardmetros del sistema, mientras que I es el estimulo externo (para-

metro de control).
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Es importante remarcar que dado que el sistema solamente estd dado por dos ecua-
ciones (2D) no puede presentar comportamiento cadtico por si mismo. Esta tiltima es
una de las razones importantes por las que escogimos estudiar este modelo, esperando
ver una transicién al caos debida a un retraso introducido en alguno de los esquemas

planteados y estudiar asi mecanismos correspondientes.

3.3.1. Retraso Temporal en una Variable

Al modelo original de Fitzhug-Nagumo (ecuaciones 3.9) afiadimos un retraso tem-
poral en la variable x;, que denotamos como x;,, en la segunda ecuacién. Esta nueva

configuraciéon queda dada por las ecuaciones:

. 1
X, = xl—gx:f—x2+1,

X c(x1; +a — bx,), (3.10)
donde a, b y ¢ son pardmetros del sistema, mientras que I es el estimulo externo

(pardmetro de control).

También probamos introduciendo el retraso en la primer ecuacién del modelo ori-
ginal, pero esto provocé que el sistema divergiera muy rdpido. Asi mismo, es posible
trabajar con un retraso x,, siempre y cuando se introduzca en la segunda ecuaciéon del

T y

modelo de Fitzhug-Nagumo.
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3.3.2. Retroalimentacion Lineal Retrasada

Estudiamos la dindmica del modelo original de Fitzhug-Nagumo (ecuaciones 3.9)
al introducir un término de retroalimentacion lineal con retraso de la forma ax, donde
0 < a <1 es una constante positiva y x; es la variable con retraso temporal asociada a
X1 6 X7.

Este nuevo modelo resulta ser muy inestable y diverge rdpidamente sin importar
en cual ecuacién se agregue el término de retroalimentacién. Una posible solucién a

este problema, la cual no realizamos, es que la constante a sea menor que cero.

3.3.3. Retroalimentacion Senoidal Retrasada

En la primer ecuacién del modelo original propuesto por Fitzhugh-Naguno (ec. 3.7)
agregamos un término adicional que es una funcién senoidal con retraso temporal en
la variable x (x;) como argumento. Este modelo queda determinado por el conjunto de

ecuaciones:

1 .
X1 = X1 — 53(3? —x+ 1+ asm(ksz),

Xo = c(x1+a-—bxy), (3.11)

tomandoa =0.7,b=0.8,c=0.08,I1 =04, a=10yk =1

3.3.4. Acoplamiento Bidireccional Difusivo con Retraso entre dos SD

Consideramos dos sistemas FitzHugh-Nagumo con un acoplamiento difusivo bidi-

reccional en la primer variable de cada sistema. El término de acoplamiento contiene
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la variable x; que representa un retraso temporal en la variable x del primer sistema,

quedando las ecuaciones de la forma:

X2

X3

X4

tomandoa =0.7,b =0.8,¢; =0.04,¢, =0.08,; =0.2,I, =04 y y = 0.05.

1
X1 — gxi =X+ I + y(x3 — X10),
c1(x1 +a — bxp),

15
X3 = 3X3 ~ X4 + I+ y(x1c — x3),

co(x3 +a — bxy),

(3.12)
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Capitulo 4

Metodologia

Para comenzar a estudiar los efectos producidos por un retraso 7 en la dindmica
de un sistema utilizamos dos herramientas: El diagrama de bifurcacién del sistema
y el exponente maximal de Lyapunov. Posteriormente, para caracterizar cada uno de
los estados presentes en el sistema dindmico usamos otros métodos aplicables a series
de tiempo, los cuales se describen en las siguientes secciones. Generamos las series
de tiempo al integrar numéricamente, utilizando un método de Runge-Kutta de cuarto
orden (RK4), las ecuaciones diferenciales que corresponden al sistema estudiado. Todos
los programas empleados en este trabajo fueron elaborados en Fortran.

45
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4,1. Meétodos de Andlisis

4.1.1. Series de Tiempo y Espacio Fase del Sistema

El espacio fase de un sistema es un concepto que fue desarrollado a finales del siglo
XIX por Ludwig Boltzmann, Henri Poincare y Willard Gibbs[31]. En teoria de sistemas
dindmicos el espacio fase es el espacio que contiene al conjunto de todos los estados
posibles que el sistema puede tener; y cada estado del sistema corresponde a un tinico

punto del espacio fase.

El ntimero de grados de libertad de un sistema dindmico, es decir, el nimero de
variables necesarias para describir completamente al sistema, es igual a la dimensién
de su espacio fase. Por lo tanto un espacio fase puede ser de dimension finita o infinita

como en el caso de los sistemas descritos por ecuaciones diferenciales con retraso (EDR).

Entonces, después de un tiempo suficientemente largo en la evolucion del sistema,
el conjunto de puntos del espacio fase corresponde al atractor del sistema dindmico.
A partir de la topologia del atractor podemos darnos una idea del comportamiento
dindmico del sistema. Por ejemplo, si el atractor muestra trayectorias cerradas definidas

se infiere que el sistema esta en régimen periddico.

Al analizar las series de tiempo del sistema, obtenidas por integracion namerica de
las EDR’s, también podemos clasificar la dindmica del sistema utilizando otras técnicas

que a continuacién abordamos.
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4.1.2. Gréficos x; vs. X1

Estos gréficos nos resultan especialmente ttiles en el estudio de SD’s acoplados
ya que, por ejemplo, cuando dos sistemas logran estar completamente sincronizados
significa que tienen exactamente el mismo comportamiento y por tanto sus series de
tiempo deben ser idénticas. Entonces en una grafica tal como x; vs x; correspondiente
a la serie de tiempo del sistema 2 contra la serie de tiempo del sistema 1, el resultado
debe ser un segmento de la funcién identidad. Cuando en estas gréficas las series
de tiempo aparecen con estructuras cerradas alrededor de la funcién identidad existe
sincronizacién de fase entre los sistemas, o posiblemente sincronizacién retrasada si las

estructuras estdn muy cerca del segmento correspondiente a la diagonal.

4.1.3. Transformada de Fourier y Espectro de Potencias

La transformada de Fourier (TF) es una técnica que permite describir cualquier
funcién f(t), periédica o no, en términos de funciones trigonométricas (senos y cosenos).

La transformada esta definida por la relacién:

F(w) = f ) f(tye ™ dt. (4.1)

Con esta herramienta podemos pasar una funcién que originalmente estd en el
dominio del tiempo a una representacion en el dominio de frecuencia. Esta accién es

reversible aplicando la trasformada inversa de Fourier:

ft) = % I F(w)e™'dw. (4.2)

(o]
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La ecuacion 4.1 f(t) es una transformada continua, pues f(t) se integra sobre todo
el espacio y ademds debe ser integrable en el sentido de la integral de Lebesgue’.
Para implementar nimericamente la ecuacion 4.1 tenemos que considerar su version
discreta ya que nuestras series de tiempo ya son discretas. A esta version se le conoce

como transformada de Fourier discreta (TFD):

N-1
Xy = Z xne'%kn, (4.3)

n=0

donde X representa la amplitud y fase de diferentes componentes sinusoidales de la
sefial discreta de entrada x,. La TFD solamente evaltia los componentes frecuenciales
que son suficientes para reconstruir el segmento finito que se estd analizando. Una
forma de calcular eficientemente la TFD es utilizando el algoritmo de la transformada
rédpida de Fourier (TRF).

El espectro de Fourier se obtiene al graficar la amplitud de cada una de las frecuen-
cias asociadas, obtenidas mediante la TRE. Entonces el espectro de Fourier nos sirve
para determinar si una sefial es periddica, ya que en este caso el espectro es de caracter
discreto al tener frecuencias principales y quizd subarmonicos.

El espectro de potencias se obtiene al graficar el cuadrado de la amplitud de las fre-
cuencias correspondientes contra la frecuencia correspondiente. Entonces, el espectro
de Fourier y el espectro de potencias basicamente proporcionan la misma informacién.

En nuestro anélisis tomamos una serie de tiempo correspondiente al sistema dina-

!La integracién de Riemann no funciona bien al tomar limites de sucesiones de funciones como en el
estudio de las series de Fourier, la transformada de Fourier y otros. La integral de Lebesgue, que es una

extension mas general de la integral de Riemann, resuelve estos problemas.
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mico estudiado y calculamos su espectro de potencias, como ya mencionamos. Si el
sistema estd en régimen periddico su espectro de potencias es discreto. En cambio si
el sistema estd en régimen cadtico el sistema cuenta con una contribucién continua de
frecuencias y por tanto el espectro de potencias es continuo. A este espectro le llamamos
espectro total.

Desafortunadamente, este método no es capaz de distinguir entre un sistema caé-
tico y algunos cuasiperiédicos o un sistema con cardcter estocdstico. Como s6lo nos
interesan en este estudio los sistemas deterministas, es muy ttil poder determinar si

hay dindmica cuasiperiédica en un sistema.

4.1.4. Identificacién de Sistemas Cuasiperiédicos

Como discutimos en la seccién anterior, el espectro de potencias no sirve para dife-
renciar un régimen caético de régimen cuasiperiédico pues ambos régimenes poseen
un espectro de potencias continuo. Para resolver este problema utilizamos un nuevo
método establecido por Suzuki et. al.[32]: Tomamos una serie de tiempo del sistema
dindmico y apartir de ésta creamos una nueva serie de datos que contenga tinicamente
los maximos y minimos de las oscilaciones de la serie de tiempo del sistema. Calcula-
mos el espectro de potencia de la serie que contiene los médximos y minimos respetando
su ordenamiento temporal, al que llamamos espectro maximo-minimo, y si el sistema
es caodtico el espectro de potencias nuevamente serd continuo, pero si el sistema es-
ta en régimen cuasiperiédico el espectro de potencias tendra grandes contribuciones

discretas aunque tenga pequefias contribuciones continuas.
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4.1.5. Diagrama de Bifurcacion y Andlisis del Exponente Maximal de
Lyapunov

Para analizar la periodicidad en series de sistemas continuos daremos una definicién
alternativa que utilizamos en este trabajo. Decimos que un sistema periddico tiene
periodo 1 cuando en cada ciclo de su serie de tiempo aparece un maximo y un minimo.
Asi mismo un sistema periddico serd periodo 2 si posee dos maximos distintos y dos
minimos distintos en cada ciclo. De manera general un sistema periédico tiene periodo
n si para cada ciclo tiene contenidos n maximos distintos y # minimos distintos.

El diagrama de bifurcacion® se obtiene al graficar los maximos y minimos de la serie
de tiempo para cada valor de 7 (7 es el retraso temporal). Por ejemplo, para un sistema
de periodo 1 apareceran dos puntos en el diagrama de bifurcacién: un méximo y un
minimo. Para un periodo 2 pareceran 4 puntos: dos maximos y dos minimos.

Cuando el sistema tiene comportamiento cadtico aparecen zonas densas de puntos
en el diagrama de bifurcacion. Desafortunadamente, para dindmicas cuasiperidédicas
y tipo rafaga de disparos (bursting)® también aparecen zonas densas. Por lo tanto
este diagrama no es util para caracterizar tales dindmicas. El exponente maximal de
Lyapunov se calcula para valores distintos de 7 y asi se obtiene un diagrama donde
podemos localizar las bifurcaciones del sistema. En base a este diagrama se estudian

zonas de intéres, como aquellas donde el exponente cruza por cero.

?De manera formal es un diagrama orbital, pues no consideramos 6rbitas inestables

3Se dice que un sistema exhibe un comportamiento de rafaga de disparos (bursting) cuando su

actividad alterna entre un estado de reposo y un estado de actividad [34].
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Resultados

Para estudiar el papel que juega el retraso temporal en los cambios de la dindmica
asociados consideramos diversas configuraciones y variaciones para cada modelo uti-
lizado. Sin embargo, en este capitulo solamente presentamos aquellos resultados que

son relevantes para nuestro estudio.

5.1. Sistemas Tipo Rossler

Considerando las configuraciones descritas en la seccién 3.2 fijamos los pardmetros
a =02 b = 02y, para que los sistemas tengan diferentes dindmicas iniciales, el
pardmetro ¢ toma diferentes valores: ¢ = 2.5 (periodo 1), ¢ = 3.5 (periodo 2), ¢ = 4
(periodo 4) y ¢ = 5.7 (dindmica cadtica). Se escogieron estos regimenes para estudiar a
profundidad los efectos producidos en la dindmica al introducir un retraso temporal
constante. A continuacién reportamos los resultados obtenidos en cada uno de los

51
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cuatro estados iniciales (valores de c) para cada una de las configuraciones de los

sistemas explorados.

5.1.1. Retraso Temporal en una Variable

5.1.1.1. Estado Inicial: Periodo 1

+

T T T T T T T T T T T T T T T T T
T T T T T AT T T i ] ] 1 T 7]
\ AN :
'o + £y -
b kA
0.02 ’ vV |
+ * kY %
* * * ,
1 5
. "
| L
.
B

+

0.011— . ’ —

A | ’

g,dl- 4M1+--|r/—-fw-\f —r

-0.01 [— . ]

p ; F
4 \/ F.//
002 1 1 | | | | | 1 | 1 | 1 |
0 : 10 12 14 16

Lot Mﬂ’.’fﬁ“
28 30 32 34 36 35 4

[
18 20 22 24 26

T

o]

Figura 5.1: Diagrama de bifurcacién y exponente maximal de Lyapunov para un sistema Rossler

inicialmente periodo 1 con retraso temporal en una variable.

Este sistema estd representado por las ecuaciones 7.1 e inicialmente tiene una di-

ndmica de periodo 1 (¢ = 2.5). A medida que se incrementa el retraso temporal 7 en
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la variable x;, el sistema sufre cambios en su dindmica. En la gréfica 5.1 mostramos el
diagrama de bifurcacién y el exponente maximal de Lyapunov para este sistema. Como
se puede observar el exponente maximal de Lyapunov mantiene un valor constante
desptes de T = 12, con muy pequefias fluctuaciones, alrededor del valor cero. Esto
indica que a partir de este valor, a pesar del incremento de 7, el sistema mantiene una
dindmica no cadtica. Sin embargo aparecen comportamientos interesantes.

En la figura 5.2 mostramos el atractor, panel a), y serie de tiempo, panel b), del
sistema cuando 7 = 12. El sistema esté en periodo 1, lo cual concuerda con el diagrama

de bifurcacion.

a) b)

I | I | I | I | 4 I | I
-4 -2 0 2 4 0 5000 10000

X, Pasos de integracion

Figura 5.2: Diagrama x; vs x1 y series de tiempo para un sistema Rossler inicialmente en un

comportamiento con periodo 1 con retraso temporal en una variable (t = 12.0).

Cuando el sistema tiene un retraso temporal en el rango 7 € [2.4,3.0] la amplitud de
la oscilacién casi desaparece y el exponente de Lyapunov alcanza el minimo global con

A = —-0.16 para T = 3. Posteriormente con 7 € [3.1,3.9] la amplitud de la oscilacién se va
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incrementando pero permaneciendo en una dindmica con periodo 1. Estos cambios en
la magnitud de la amplitud aparecen de forma gradual. Este comportamiento se repite

para 7 € [8.53,9.56] donde para T = 9 hay un minimo local con A = —0.02.
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Figura 5.3: Acercamiento al diagrama de bifurcacién para un sistema Rossler periodo 1 con

retraso temporal en una variable, en el intervalo 7€(20.4, 22.0).

A pesar de que en la regién cercana a T = 21 aparece una zona densa en el diagrama
de bifurcacién el sistema no es cadtico pues el exponente maximal de Lyapunov sigue
siendo cero. Al calcular la transformada de Fourier para estos se obtiene un espectro
discreto con sélo dos picos, lo cual nos dice que el sistema estd en régimen periédico.
En la figura 5.5 mostramos la transformada de Fourier para 7 = 21.2.

En la figura 5.3 se hace un acercamiento a esa regién y la figura 5.4 muestra proyec-
ciones de los atractores y series de tiempo correspondientes. En el panel b) se observa
que para T = 21.2 aparece un comportamiento de bursting en el sistema que desaparece

para T = 21.3.
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Figura 5.4: Diagramas x; vs x1 y series de tiempo paraa) T =21.1,b) 1 =212y ¢) T = 21.3.
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Figura 5.5: Transformada de Fourier para v = 21.2.
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5.1.1.2. Estado Inicial: Periodo 2

CAPITULO 5. RESULTADOS

El sistema descrito por las ecuaciones 7.1 inicialmente tiene una dindmica de periodo

2 (c = 3.5). A medida que aumenta el retraso en x;, (aumenta el valor de 7) el sistema

For T
0.1

experimenta cambios fuertes en su dindmica, como se puede observar en la figura 5.6.
I
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~ |
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Figura 5.6: Diagrama de bifurcacién y exponente maximal de Lyapunov para un sistema Rossler

inicialmente periodo 2 con retraso temporal en una variable.

En la grafica 5.6 podemos notar que, a pesar de los cambios topolégicos, el sistema

describimos a continuacion.

siempre se mantiene en un régimen periédico pues el exponente maximal de Lyapu-
nov nunca es mayor que cero. Aun asi ocurren comportamientos interesantes, que

Al igual que en el caso con ¢ = 2.5 (periodo 1) el sistema presenta dos regiones
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donde la amplitud de la oscilacién practicamente desaparece y el maximal de Lyapunov
alcanza un minimo. La primer regién es 7 € [2.4,3.9] donde A = —0.15 es un minimo
para 7 = 3. La segunda regién es 7 € [8.9,9.7] con A = -0.02 en 7 = 9. Vemos que hay
cambios de periodo 2 a periodo 1 y al revés.

Aunque en el diagrama de bifurcacion existen zonas que se ven densas el sistema
sigue manteniendo una dindmica periédica pues el exponente de Lyapunov es cero y
al calcular la trasformada de Fourier se obtiene un espectro discreto. En la figura 5.7 se

muestran los resultados de los cdlculos correspondientes para 7 = 17.0.

b)

Figura 5.7: a) Atractor y b) transformada de Fourier para v = 17.

5.1.1.3. Estado Inicial: Periodo 4

El sistema estd dado por el sistema de ecuaciones 7.1 pero ahora tiene una dindmica
con periodo 4 (c = 4.0). En la figura 5.8 mostramos que el exponente maximal de Lya-

punov se mantiene muy cerca del valor cero, lo cual indica que a pesar del incremento
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de 7 el sistema siempre se mantiene en régimen no caético.

0.08 T | T | T | T | T | T | T | T | T | T | T | T | T | T | T | T | T | T | T | T
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-0.04
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Figura 5.8: Diagrama de bifurcaciéon y exponente maximal de Lyapunov para un sistema Rossler

inicialmente con periodo 4 y retraso temporal en una variable.

Para ciertos valores de 7, como 7 € [16,18.8] y T € [27.9, 32], aparecen zonas densas
en el diagrama de bifurcacién a pesar de que el sistema estd en régimen periédico pues
el espectro de la transformada de Fourier para las series de tiempo es discreto. Ademds
el exponente maximal de Lyapunov es cero!, como ya se habia mencionado. En la figura
5.9 mostramos una proyeccion del atractor y la transformada de Fourier para el sistema

en una de estas regiones, especificamente para 7 = 31.0.

!dentro de una pequefia incertidumbre +0.002
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Figura 5.9: a) Diagrama x, vs x; y b) transformada de Fourier para un sistema Rossler con

retraso en una variable inicialmente en periodo 4 con 7 = 31.0.

5.1.1.4. Estado Inicial: Dindmica Caética

El sistema ahora se encuentra en estado cadtico (c = 5.7) para T = 0. Al incre-
mentarse el valor de 7 en x;, el sistema sufre cambios drésticos en su dindmica. En la
figura 5.17 reportamos el exponente maximal de Lyapunov y diagrama de bifurcacion

correspondiente a este sistema.
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Figura 5.10: Diagrama de bifurcacién y exponente maximal de Lyapunov para un sistema Ross-

ler inicialmente en estado cadtico con retraso temporal en una variable.

Pasando por una cascada inversa de duplicacién de periodo en la region 7 € [2.0,4.0]
el sistema deja de ser caético y la amplitud de su oscilaciéon comienza a disminuir hasta
practicamente desaparecer. En esta region el exponente maximal de Lyapunov alcanza
un minimo con A = —0.14 para © = 3. Al salir de este intervalo para 7, la amplitud
de la oscilacion aumenta paulatinamente y el sistema evoluciona a una dindmica con
periodo 1. Este comportamiento vuelve a repetirse para 7 € [9,10] donde A = —0.02 es
un minimo para 7 = 9.

A partir de T = 21.0 el sistema alterna entre dindmica cadtica y periddica. En 7 = 26.0

el sistema viene de régimen caético y se bifurca pasando por un régimen periodo 4,
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posteriormente periodo 2 y, antes de regresar al régimen caético, se convierte a periodo
1. Estas transiciones, cualitativamente, se repiten para T mayores.
En este caso 7 funciona como pardmetro de control de tal forma que se puede obligar

al sistema a ser periédico.

a) 10 T T T T T b)]5

0

Figura 5.11: a) Proyeccion del atractor y b) series de tiempo para un sistema Rossler con retraso

en una variable en régimen cadtico, c¢) espectro de potencias.

5.1.2. Retroalimentacién Lineal Retrasada

Este sistema estd descrito por el sistema de ecuaciones 7.2 y a continuacién mostra-
mos los principales resultados obtenidos en nuestra investigacion.
5.1.2.1. Estado Inicial: Periodo 1

Originalmente el sistema se encuentra en una dindmica de periodo 1 y, como se

muestra en la figura 5.12, a pesar del incremento en 7 el sistema se mantiene en ré-
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gimen periddico. Conforme aumenta el retraso temporal el sistema experimenta una

alternancia entre dindmica de periodo 1 y dindmica de periodo 2 en la regién estudiada.

.02 T T T

0.0

-0.01

-0.02
u]

Figura 5.12: Diagrama de bifurcacién y exponente maximal de Lyapunov para un sistema Ross-

ler inicialmente periodo 1 con forzamiento lineal con retraso.

5.1.2.2. Estado Inicial: Periodo 2

En la figura 5.6 mostramos el diagrama de bifurcacién y exponente maximal de
Lyapunov para un sistema Rossler de periodo 2 con retraso lineal para 7 = 0.0. En este

modelo el sistema alterna entre estados peridédicos y caéticos para distintos valores de
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Figura 5.13: Diagrama de bifurcacién y exponente maximal de Lyapunov para un sistema Ross-

ler inicialmente periodo 2 con forzamiento lineal con retraso.

A medida que aumenta la magnitud de 7 el sistema sufre cambios bruscos en su
dindmica. Para 7 = 1 el sistema deja de estar en periodo 2 y aumenta su periodicidad,
pues en el diagrama de bifurcacién aparecen zonas densas pero con exponente ma-
ximal de Lyapunov igual a cero como en el caso para 7 € [1,2]. El sistema pasa por
dindmicas, no necesariamente en este orden, de periodo 2, 3, 4, 6, 8 y caos. En la figura

5.14 reportamos las series de tiempo de estos cambios dindmicos.
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Figura 5.14: Series de tiempo de un sistema Rossler con retraso lineal para a) 7 = 0.2 (periodo 2),

b) © = 7.4 (periodo 3), ¢) tau = 14.5 (periodo 8), d) T = 20.4 (periodo 4), e) T = 22.0

(periodo 6), a) x; = 22.7 (caos).

Tambien observamos que a medida que se incrementa el retraso temporal el sistema

aumenta la frecuencia intrinseca.
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5.1.2.3. Estado Inicial: Periodo 4

Para 7 = 0.0, como mostramos en la figura 5.15, el sistema tiene una dindmica de
periodo 4. En el intervalo temporal 7 € [0.0,27.0] el sistema pasa por distintos estados
periddicos, periodo 1, 2, 3, 4, 6, y tambien alcanza el estado caético. Para valores ma-

yores a T = 28.0 el sistema se mantiene en régimen caético.

I A N A 0 N B SO A WO L A S LI

0.12 | &%

0.08

-0.04

Figura 5.15: Diagrama de bifurcacién y exponente maximal de Lyapunov para un sistema Ross-

ler inicialmente periodo 4 con forzamiento lineal con retraso.

Un punto, que nos ha llamado la atencién, es que el ratraso temporal provoca que
las variables del sistema muestren cierto tipo de sincronizacion entre si. Pues al graficar

x, vs X1 (figura 5.16)se obtiene la recta identidad.
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Figura 5.16: Series de tiempo (columna I) y diagrama x; vs x;1 (columna II) para a) 7 = 1.5

(periodo 3), b) T = 3.0 (Periodo 1) y ¢) T = 38.0 (caos).

5.1.2.4. Estado Inicial: Dindmica Caética

En la figura 5.17 mostramos que cuando 7 = 0.0 el sistema se encuentra en régimen
cadtico pues el exponente maximal de Lyapunov es mayor a cero. Para 7 = 3.0 el siste-
ma cambia su dindmica cadtica por una periddica de periodo 2. En 7 = 5.0 ocurre una
duplicacién de periodo y pasa a periodo 4 para que posteriormente, con 7 = 6.0 regrese

al régimen cadtico. Este comportamiento se repite para valores mayores de 7.

Esto indica que el retraso temporal, que puede ser visto como una retroalimentacién

del sistema, funciona como un control de caos pues puede suprimirlo o provocarlo.
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Figura 5.17: Diagrama de bifurcacién y exponente maximal de Lyapunov para un sistema Ross-

ler inicialmente en estado cadtico con forzamiento lineal con retraso.

5.1.3. Retroalimentacion Senoidal Retrasada

A continuacién presentamos los principales resultados obtenidos al agregar un
forzamiento lineal senoidal con retraso (ecuaciones 7.3) a sistemas tipo Rossler en

distintos régimenes peridédicos o cadticos.
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5.1.3.1. Estado Inicial: Periodo 1
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Figura 5.18: Diagrama de bifurcacion y exponente maximal de Lyapunov para un sistema Ross-

ler inicialmente en periodo 1 con forzamiento senoidal con retraso.

La figura 5.18 muestra el diagrama de bifurcacién y el exponente maximal de Lya-
punov correspondientes al sistema. Para 7 = 0.0 el sistema se encuentra en un régimen
de periodo 1, por tanto su exponente maximal de Lyapunov es igual a cero. A medida
que 7 incrementa en magnitud, el sistema evoluciona a dindmicas de periodo mas alto
pero no alcanza, al menos en la regién reportada, un estado caético pues el exponente
maximal de Lyapunov asociado al sistema se mantiene en valores menores o iguales a

cero.
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5.1.3.2. Estado Inicial: Periodo 2
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Figura 5.19: Diagrama de bifurcacién y exponente maximal de Lyapunov para un sistema Ross-

ler inicialmente en periodo 2 con forzamiento senoidal con retraso.

Cuando el sistema estd sin perturbar, T = 0.0, tiene una dindmica de periodo 2
(figura 5.19). Para retrasos pequefios, como 7 = 2.0, ocurren cambios drésticos en
su dindmica pues pasa de un régimen periédico a uno caético. Para 7 = 3.0 el sistema
abandona el régimen cadtico y pasa a uno periédico de periodo 1. Para valores mayores
de 7 se mantiene en dindmicas periddicas de mayor orden hasta que v = 12.0 el
exponente maximal de Lyapunov (A1) comienza a hacerse mayor que cero indicando
que el sistema nuevamente tiene una dindmica cadtica. Este comportamiento se repite

cualitativamente para valores mayores de x;.
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5.1.3.3. Estado Inicial: Periodo 4

En la figura 5.20 reportamos el diagrama de bifurcacién y exponente maximal
de Lyapunov correspondientes a un sistema Rossler periodo 4, para © = 0.0, con

forzamiento senoidal con retraso.
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Figura 5.20: Diagrama de bifurcaciéon y exponente maximal de Lyapunov para un sistema Ross-

ler inicialmente en periodo 4 con forzamiento senoidal con retraso.

Este sistema rapidamente, 7 = 1.6, abandona el régimen periédico para entrar a una
dindmica caética. Al igual que los sistemas reportados anteriormente en este trabajo, el
sistema presenta una alternancia entre dindmicas peridédicas y cadticas conforme 7 va
creciendo en magnitud.

En la figura 5.20 se observa que entre regiones de caoticidad aparecen ventanas de

periodicidad (como en 7 = 14.5 y 15.0). A partir de 7 = 22.8 el sistema muestra un alto
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grado de caoticidad, comparado con retrasos menores, pues el exponente maximal de
Lyapunov se mantiene alrededor de 0.05 y el diagrama de bifurcacion muestra zonas
densas. Para valores mayores a 7 = 30.0 el sistema sigue alternando entre dindmicas

periddicas y cadticas.

5.1.3.4. Estado Inicial: Caético

0.08 | =

0.04

-0.04 F

-0.08 —

Figura 5.21: Diagrama de bifurcacién y exponente maximal de Lyapunov para un sistema Ross-

ler inicialmente en estado cadtico con forzamiento senoidal con retraso.

Para 7 = 0.0 el sistema posee una dindmica caética, exponente maximal de Lyapunov
mayor que cero.

En 7 = 3.0 el retraso temporal acttia como un supresor de caos pues el sistema pasa a
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un régimen de periodo 2 provocando que su exponente maximal de Lyapunov sea igual
a cero. Esto lo podemos observar en la figura 5.21. En esta misma figura reportamos que
aunque el sistema principalmente se encuentra en régimen caético presenta ventanas
de periodicidad, como en x,; = 19.1 donde tiene un periodo 3. Para valores mayores
de 7 a los reportados en la figura el sistema mantiene, cualitativamente, el mismo

comportamiento dindmico.
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5.1.4. Acoplamiento Bidireccional Difusivo con Retraso

0.1 T | T | T | T | T | T | T | T | T | T | T | T | T | T | T | T | T

Figura 5.22: Diagrama de bifurcacién y exponente maximal de Lyapunov para dos sistemas

Rossler con acoplamiento bidireccional difusivo con retraso.

Este arreglo, descrito por el sistema de ecuaciones 7.4, esta formado por dos sistemas
Rossler idénticos (2 = b = 0.2) que para 7 = 0.0 se encuentran en un régimen periédico
con periodo 1 (c = 2.5y y = 0.05). En la figura 5.22 presentamos la evolucién dindmica
de un sistema, perteneciente al arreglo, a medida que 7 va aumentando en magnitud.

Inicialmente, cuando el arreglo esta sin perturbar (t = 0), su exponente maximal
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de Lyapunov asociado es menor a cero. Al aumentar la magnitud de 7 el sistema sufre
una duplicacién de periodo (7 = 0.4) para posteriormente entrar al régimen cadtico
(t = 2.7). Este proceso de duplicacién de periodo se repite en otros valores mayores de

7. Los sistemas tambien presentan otros periodos; como periodo 3 en 7 = 14.0.

Tambien observamos que el retraso temporal influye en la sincronizacién entre los
sistemas. Para 7 = 0.0 los sistemas presentan sincronizacién completa, pues ambos
sistemas son idénticos y con mismas condiciones iniciales. Al introducir un retraso
temporal ambos sistemas presentan sincronizacion de fase tanto en régimen periddico
como cadtico. En la imagen 5.23 comparamos las series de tiempo de ambos sistemas
asi como sus atractores. Otra cosa que observamos es que el retraso temporal ocaciona

que el sistema aumente su frecuencia.

T

20000 40000 60000

Figura 5.23: Series de tiempo y atractores para dos sistemas Rossler con acoplamiento bide-
reccional difusivo con retraso para a) T = 2.0 (periodo 2) y b) T = 27.0 (dindmica

caobtica).
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5.2. Sistemas Tipo Fitzhug-Nagumo

Para analizar este modelo (ec. 3.9) usamos las mismas configuraciones que con el
modelo de Rossler: Retraso temporal en una variable, retroalimentacion lineal, retroali-
mentacién senoidal y acoplamiento bidireccional difusivo con retraso temporal entre
dos sistemas iguales. Sin embargo, en el estudio nos dimos cuenta que sélo dos de las
cuatro configuraciones exploradas presentaban comportamientos interesantes. Estas
dos configuraciones son las que reportamos con mayor detalle en este trabajo.

En todas las configuraciones se usaron los siguientes pardmetros: a = 0.7, b = 0.8,

c=0.08el=04.

5.2.1. Retraso Temporal en una Variable

a) b)
Sl L I I e B L L BN B B
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Figura 5.24: Atractor para un sistema Fitzhug-Nagumo a) sin retraso temporal y b) con retraso

temporal en una variable (7 = 80.0).
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Esta configuracién, dada por las ecuaciones 7.5, la estudiamos con un retraso tem-
poral en el rango 7 € [0.0,100.0]. En todo este rango el sistema no presenté cambios
significativos en su dindmica, siempre se mantuvo en régimen peridédico con perio-
do 1. El tnico cambio observable es que la amplitud de las oscilaciones aumento, lo

cual provoca que su atractor (figura 5.24) sufra cambios en su topologia més no en su

estabilidad.

5.2.2. Forzamiento Lineal con Retraso

Esta configuraciéon provoca que el sistema diverja rdpidamente, incluso para valo-
res muy pequefios de 7, imposibilitando su anélisis numérico y por consiguiente no

reportamos resultados para él.

5.2.3. Retroalimentacion Senoidal con Retraso

Este sistema esta determinado por el conjunto de ecuaciones 7.6. Inicialmente, con
7 = 0.0, el sistema se encuentra en régimen periédico con periodo 1y por tanto su expo-
nente maximal de Lyapunov asociado es menor a cero. Al incrementar la magnitud de
T ocurren varios cambios interesantes en la dindmica del sistema, los cuales detallamos

a continuacion.
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Figura 5.25: Exponente maximal de Lyapunov para un sistema Fitzhug-Nagumo con retroali-

mentacion senoidal con retraso.

En el intervalo 7 € [0.0,81.0] el sistema se mantiene en régimen periédico pues su
exponente maximal de Lyapunov se mantiene menor a cero, como lo mostramos en la
tigura 5.25. Para 7 € [0.0,38.0] se conserva la dindmica periodo 1, pero a medida que
se incrementa 7 el atractor sufre cambios topolégicos (figura 5.26) hasta que finalmente
en 7 = 40.0 experimenta una duplicacién de periodo y pasa a una dinamica periodo 2.
El sistema se mantiene en ese periodo hasta A = 64.0, donde ocurre otra duplicacién de
periodo y el sistema bifurca a una dindmica periodo 4. Para T = 81.0 el sistema continua

con dindmica periodo 4.
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Figura 5.26: Atractores interesentes del sistema Fitzhug-Nagumo para distintos valores de 7.

Cuando 7 € [82.0,85.0] el exponente maximal de Lyapunov se vuelve positivo,
alcanzando su maximo en 7 = 82.0 con A = 0.00129, indicando que el sistema ahora
se encuentra en régimen caético. La caoticidad del sistema se confirma al graficar las

series de tiempo y obtener un espectro de potencia continuo (figura 5.28).
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Figura 5.27: Atractores interesentes del sistema Fitzhug-Nagumo par distintos valores de .

Para 7 = 85.0 el sistema tiene un exponente maximal de Lyapunov igual a cero,

pero cuando graficamos su atractor observamos que es muy parecido a uno caético
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(figura 5.27). Al calcular el espectro de potencias correspondiente se obtiene un espectro

continuo, lo cual no dice mucho sobre como clasificar el sistema.

Los resultados anteriores nos impulsaron a realizar el anélisis descrito en la seccién
4.1.1 para determinar si el sistema estd en régimen cuasiperiddico. El resultado de
calcular el espectro de potencias, solomante a los maximos y minimos de la serie
de tiempo, es un espectro con contribuciones discretas. Con este resultado podemos
concluir que para T = 85.0 el sistema se encuentra en un régimen cuasiperiédico.
La figura 5.28 contiene dos columnas: la primera para 7 = 85.0 (cuasiperiédico) y
la segunda para T = 83.0 (caos). La primer fila muestra los atractores, la segunda el
espectro de potencias correspondiente a la serie de tiempo completa y la tercera el
espectro de potencias obtenido al utilizar tnicamente los maximos y minimos de la

serie de tiempo.
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Figura 5.28: Método para identificar régimen cuasiperiédico y caético. A la izquierda sistema

Fitzhug-Nagumo cuasiperiddico y a la derecha caético.
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En la figura 5.29 mostramos un zoom del diagrama de bifurcacién en las zonas

de mayor intéres. No se aprecia gran diferencia entre 7 = 83.0 (caos) y 7 = 85.0

(cuasiperitdico).
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Figura 5.29: Ampliacién en la region 7 € [75,100] del diagrama de bifurcacién para un sistema

Fitzhug-Nagumo con retroalimentacién senoidal con retraso.

5.2.4. Acoplamiento Bidireccional Difusivo con Retraso

Este arreglo, dado porlasec.?7.7, estd conformado por dos sistemas Fitzhug-Nagumo
en régimen periédico con periodo 1. Escogimos que fueran sistemas peridédicos por-
que queremos estudiar como el retraso temporal puede inducir un comportamiento
cadtico. Solamente una variable de uno de los sistemas Fitzhug-Nagumo tiene retraso
temporal en el término de acoplamiento, al cual llamamos sistema 1, La constante de
acoplamiento, y = 0.05, se escoge con un valor pequefio para que no influya demasiado

en la dindmica del sistema y se pierda la influencia del retraso.
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Figura 5.30: Exponente maximal de Lyapunov para dos sistemas Fltzhug-Nagumo con acopla-

miento bidireccional difusivo con retraso temporal.

En la figura 5.30 reportamos los cambios que sufre el exponente maximal de Lya-
punov del arreglo conforme 7 va incrementando. Para 7 = 0.0 este exponente es menor
que cero, como era de esperar. En la region 7€[0.0,82.0] el arreglo experimenta varios
cambios dindmicos, como duplicacién de periodo, en régimen periddico similares a
los de un sistema Fitzhug-Nagumo con retroalimentacién senoidal con retraso. En esta
seccién nos centramos en discutir los cambios dindmicos que ocurren en valores de t
cercanos a aquellos donde el arreglo presenta dindmica cadtica.

En 7 = 82.0 ambos sistemas tienen periodo 4. La figura 5.31 muestra los atracto-
res correspondientes. Aunque los atractores presentan distinta topologia los sistemas
presentan sincronizacién de fase. Esta sincronizacién la conservan incluso en régimen

caodtico.
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En la figura 5.30 se observa que para 7 = 83.0 la grafica presenta un pico positivo,
que indica que el arreglo tiene una dindmica cadtica alrededor de este valor de 7. Al
analizar los series de tiempo correspondientes a cada sistema (figura 5.31) nos damos
cuenta que ambos sistemas presentan atractor caético. En 7 = 84.0 el arreglo regresa
a régimen periddico (ambos sistemas con periodo 1) mostrando nuevamente que el
retraso temporal puede funcionar como un generador o supresor de caos.

La grafica del maximo exponente de Lyapunov presenta otros picos, indicando que

el arreglo tiene dindmica cadtica alrededor de 7 = 120,126 y 129.

Sistema 1

Sistema 2
T T T ‘ ‘

T=82 o2

T=83 o2

=84 .,

0.6

0.4
T=116 o2
0

02

N\‘\‘\‘\‘\

|
N ‘\‘\‘\‘\‘\

Figura 5.31: Graficas x, vs x1 de los atractores interesentes de dos sistemas Fitzhug-Nagumo con

acoplamiento bidireccional difusivo con retraso temporal para distintos valores de

Cuando 7 = 116.0 el arreglo sigue en régimen periddico y los sistemas presentan un
aumento en sus periodos pues partiendo de un periodo 1 bifurcan hasta un periodo 9.

Ent =117.0y 7 = 118.0 los sistemas conservan un periodo alto pero, como mostramos



5.2. SISTEMAS TIPO FITZHUG-NAGUMO 83

en la figura 5.32, sus series de tiempo parecen indicar que estamos en el umbral para

una dindmica tipo bursting hasta que en 7 = 118.0 es mas evidente.
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[ 1000 0 1000 2000 0 1000 2000
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Figura 5.32: Series de tiempo de dos sistemas Fltzhug-Nagumo con acoplamiento bidireccional

difusivo con retraso temporal.

En la misma grafica (figura 5.32) reportamos las series de tiempo de ambos sistemas
(sistema 1 linea continua y sistema 2 linea punteada) con distintos valores de 7 y por
tanto distintos régimenes dindmicos. Podemos observar que los sistemas conservan
sincronizacién de fase en todo momento, tanto en comportamiento periédico (t = 84.0),
de bursting (7 = 119.0) y caético (7 = 120.0).

El comportamiento de bursting, para ambos sistemas, aparece tanto en régimen
periédico como céotico. En la figura 5.33 reportamos el atractor (primer columna)
y serie de tiempo (segunda columna) correspondientes al sistema 1. En el primer
rengléon (1 = 83.0) y segundo (7 = 120.0) el sistema estd en régimen cadtico, pues su

exponente maximal de Lyapunov es positivo, pero en 7 = 120.0 el sistema presenta



84

CAPITULO 5. RESULTADOS

comportamiento tipo bursting similar a cuando 7 = 119.0 (régimen periédico).
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Figura 5.33: Distintos régimenes de bursting para dos sistemas Fitzhug-Nagumo con acopla-

miento bidireccional difusivo con retraso temporal.

En la figura 5.34 mostramos el diagrama de bifurcaciéon correspondiente en las
zonas donde se presentan los mayores cambios dindmicos. En este diagrama es dificil

distinguir donde se presenta el comportamiento de bursting.
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0.2 — —

88 92 96 100 104 108 112 116 120

Figura 5.34: Diagrama de bifurcaciéon para un arreglo formado por dos sistemas Fitzhug-

Nagumo con acoplamiento bidireccional difusivo con retraso.
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También investigamos el comportamiento dindmico de este arreglo cuando la cons-
tante de acomplamiento y es mayor. Al valor reportado en las secciones anteriores

(y = 0.05) le llamaremos y; y y, al valor y = 0.8.

a) b)

lfll'l'l'l'l'l'l'l'l'_ 12'|'|'|'|-|-|-|-|.,.|

05 — 05 —

L -0.5

Figura 5.35: Diagrama de bifurcacién para un arreglo formado por dos sistemas Fitzhug-
Nagumo con acoplamiento bidireccional difusivo con retraso y constante de aco-

plamiento a) 1 = 0.05, b) > = 0.8.

En la figura 5.35a) mostramos que en el rango 7 € [0, 10] con 4 la dindmica de los
sistemas alterna entre periodo 1y 2. Con y,, que es 16 veces mayor que )1, en el rango
7 € [0.3,3.6] el diagrama de bifurcacién no muestra puntos, lo cual indica que las series

de tiempo de los sistemas no presentan maximos ni minimos.

Al analizar las series de tiempo de los sistemas con 7 = 2.0 (figura 5.36) nos damos

cuenta que con y; el arreglo experimenta muerte de amplitud.
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Figura 5.36: Series de tiempo para un arreglo formado por dos sistemas Fitzhug-Nagumo con
acoplamiento bidireccional difusivo con retraso. Renglén 1 y1 y renglén 2 y5, a)

sistema 1y b) sistema 2.
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Capitulo 7

Discusion y Conclusiones

En este capitulo presentamos un resumen de los resultados obtenidos asi como la
discusién correspondiente estableciendo conclusiones. También planteamos una pers-
pectiva sobre los temas que no abordamos a detalle en la tesis y que podrian ser

desarrollados en un trabajo a futuro.

Todas las simulaciones se corrieron en una méquina de 64 bits, este dato es im-
portante porque, como es de esperarse y durante nuestras simulaciones numéricas fue

obvio, influye en la precisioén de los datos.

Para cada uno de los modelos analizados: Rossler y Fitzhug-Nagumo, estudiamos
cuatro configuraciones distintas que se logran al introducir un retraso temporal cons-
tante en formas diferentes en las ecuaciones del mismo. A continuacién explicamos por
qué elegimos estas configuraciones.

89
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. Retraso temporal en una variable. Con esta configuraciéon podemos estudiar los

efectos que produce en la dindmica del sistema un retraso temporal en una varible
propia del sistema. Es decir, el retraso se introduce como un parametro dentro de

una variable intrinseca del sistema.

. Retroalimentacién lineal con retrasada. El retraso temporal se introduce como

un forzamiento externo, lo cual puede ser ttil en el estudio de algunos sistemas

electronicos de control o en l4seres, por mencionar un ejemplo.

Retroalimentacién senoidal retrasada. Nuevamente el retraso aparece como un
forzamiento externo al sistema pero al tener forma senoidal resulta interesante

por sus aplicaciones al tratamiento de sefiales.

. Acoplamiento bidireccional difusivo con retraso en dos SD. Introducimos un

término de retraso temporal en el acoplamiento entre dos sistemas. Este arreglo
es de especial intéres porque con él podemos simular la interaccién que existe
entre dos sistemas conectados entre si por medio de sefiales producidas por ellos
pero con retraso. Esto nos permite generarnos hipoétesis para el comportamiento

de dos neuronas o dos celdas electroquimicas.

Sistemas Tipo Rossler

Este modelo ha sido ampliamente estudiado desde su publicacién en 1976, por esta

razén lo usamos en nuestra investigacion ya que es relativamente facil de manipular
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y se conocen muchos aspectos dindmicos de él. Para las tres primeras configuraciones
partimos de cuatro régimenes dindmicos distintos: periodo 1, 2, 4 y régimen cadtico.
Utilizamos sistemas en régimen periédico porque nos interesa investigar como un
sistema en estado periédico puede cambiar a dindmicas mds complejas como por
ejemplo la cadtica, tinicamente por el efecto de retraso temporal. También estudiamos

el efecto del retraso sobre un sistema en régimen caético por completes del estudio.

7.1.1. Retraso Temporal en una Variable

Se estudié el modelo:

X’l = —Xp—X3
Xo = X1+ axy (71)
X3 = b+ X3(X1 — C).

dondea = 0.2,b = 0.2y c son parametros propios del sistema mientras que x, representa

la variable x con retraso temporal 7.

7.1.1.1. Estado Inicial: Periodo 1 (c = 2.5)

Estudiamos el comportamiento del sistema con retraso temporal 7 en el rango
7 € [0,100]. En todo este rango el sistema siempre se mantuvo en régimen periddico.
Para 7 € [2.4,3.9] y T € [8.53,9.56] el sistema sufre una bifurcacién gradual de ciclo

limite periodo 1 a punto fijo y viceversa.
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En 7 = 21.2 el sistema adquiere una dindmica de rafagas de disparo (tipo bursting)
en régimen no cadtico, pues su exponente maximal de Lyapunov es cero. Al analizar
la serie de tiempo correspondiente nos damos cuenta que el sistema en realidad se
encuentra en régimen cuasiperiédico (el cual frecuentemente luce similar al bursting)

y por tanto tiene un atractor toroidal asociado [35].

7.1.1.2. Estado Inicial: Periodo 2 (¢ = 3.5)

Cuando el sistema estd sin perturbar (7 = 0.0) muestra una dindmica periédica de
periodo 2. Durante todo el intervalo que analizamos (7 € [0, 100]) el sistema siempre se
mantuvo en régimen periédico pero presentando transiciones entre periodo 1y periodo
2.

El diagrama de bifurcacién del sistema (fig. 5.6) muestra zonas densas donde el expo-
nente maximal de Lyapunov sigue siendo cero y en el espectro de Fourier aparecen
contribuciones discretas. Todo lo anterior indica que el sistema no estd en régimen

cadtico pero da el indicio de que podria tener una dindmica cuasiperiédica.

7.1.1.3. Estado Inicial: Periodo 4 (c = 4)

La dindmica del sistema en 7 = 0 es de periodo 4. En el diagrama de bifurcacén (fig.
5.8) pareciese que el sistema es periodo 2 en 7 = 0,lo cual indica que para ratrasos muy

pequenios (T = 0.01) el sistema ya experimenta cambios drésticos en su dindmica.

Durante todo el intervalo de estudio (7 € [0, 100] ) el sistema se mantiene en régimen
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periddico al tener un exponente maximal de Lyapunov en cero (fig. 5.8). El diagrama de
bifurcaciéon muestra zonas densas que podrian indicar que el sistema esta en régimen

cuasiperiddico.

7.1.1.4. Estado Inicial: Dindmica Caética (c=5.7)

Para t = 0 el sistema tiene un exponente maximal de Lyapunov mayor a cero, lo
cual indica que se encuentra en régimen cadtico. Al aumentar el valor de 7 su compor-

tamiento dindmico experimenta varios cambios.

En el diagrama de bifurcacién (fig. 5.10) mostramos que un retraso temporal puede
actuar como supresor de caos. Este control de caos, de acuerdo a nuestros resultados,
puede ocurrir en dos formas: la amplitud de la oscilacién del sistema empieza a dismi-
nuir gradualmente hasta hacerse cero 6 que el sistema bifurca de un régimen caético a
uno periédico. En cualquier caso habria que estudiar cuél es el mecanismo que provoca

la supresion de caos.

7.2. Retroalimentacion Lineal Retrasada

El modelo estudiado:

X1 = —Xp— X3+ aXig,

X5 X1 + axp, (72)

X3 = b +X3(X1 - C)
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dondea = 0.2,b = 0.2 y c son pardmetros propios del sistema mientras que x, representa

la variable x con retraso temporal 7.

7.2.0.1. Estado Inicial: Periodo 1 (c = 2.5)

Estudiamos los cambios dindmicos de este sistema en el rango 7 € [0.100]. Durante
todo el intervalo el sistema siempre se mantuvo en régimen periddico alternando entre
periodo 1 y periodo 2 (fig. 5.12), lo cual muestra que para esta condicion inicial un

retraso temporal 7 no es capaz de provocar dindmicas cadticas.

7.2.0.2. Estado Inicial: Periodo 2 (¢ = 3.5)

En este sistema el retraso temporal 7 influye drasticamente en el comportamiento
dindmico del mismo. Conforme se incrementa el valor de 7 el sistema alterna entre el
régimen periddico (con periodo: 2, 3, 4, 6 y 8) y caético. En la figura 5.13 mostramos las

bifurcaciones que experimenta el sistema asi como el exponente maximal de Lyapunov.

7.2.0.3. Estado Inicial: Periodo 4 (c = 4)

Los efectos del retraso en este sistema (fig. 5.15) se pueden clasificar en dos interva-
los: 1) T € [0.0,27.0]: El sistema alterna entre un régimen periédico ( periodo: 1, 2, 3, 4

y 6) y uno caético y 2)7 € [28.0,100.0]: El sistema conserva una dindmica cadtica.
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7.2.0.4. Estado Inicial: Dindmica Caética (c = 5.7)

En la figura 5.17 mostramos el comportamiento dindmico de este sistema conforme
T se incrementa y podemos concluir que el retraso temporal puede actuar como un

mecanismo de control de caos: puede suprimirlo o provocarlo.

7.2.1. Retroalimentacion Senoidal Retrasada

Ahora el sistema estd dado por las ecuaciones:

X1 = —Xo— X3+ asin(kxy,),
Xo = X1 +axp, (73)
X3 = b+X3(X1 —C),

donde a = 0.2, b = 0.2 y c son pardmetros propios del sistema, @« = 1, k = 1y x;

representa la variable x con retraso temporal 7.

7.2.1.1. Estado Inicial: Periodo 1 (c = 2.5)

En ausencia de retraso temporal el sistema se encuentra en régimen periédico con
periodo 1. Estudiamos el comportamiento del sistema en el rango 7 € [0, 100], dentro
de este rango el sistema siempre se mantuvo en régimen periédico. El diagrama de
bifurcacion (fig. 5.18) muestra zonas densas que indican que el sistema puede tener

régimenes periédicos més altos.
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7.2.1.2. Estado Inicial: Periodo 2 (¢ = 3.5)

Dentro del rango 7 € [0,100] el sistema alterna entre régimen periédico y cadtico
mostrando nuevamente que el retraso temporal puede actuar como un control para el

caos.

7.2.1.3. Estado Inicial: Periodo 4 (c = 4)

Nuevamente el sistema alterna su dindmica entre el régimen periédico y el caético.

7.2.1.4. Estado Inicial: Dindmica caética (c = 5.7)

Para esta configuracion el retraso temporal T tambien funciona como un control de
caos. Valores pequerios de 7 (t = 0.01) provocan cambios en la dindmica del sistema
de tal forma que en el diagrama de bifurcacion (fig. 5.21) pareciese que el sistema tiene

periodo 4 para 7 = 0.0.

7.2.2. Acoplamiento Bidireccional Difusivo con Retraso entre dos SD

Analizamos un ensamble formado por dos sistemas idénticos tipo Rossler periodo

1 con acoplamiento bidireccional difusivo con retraso. Este ensamble esta dado por las
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ecuaciones

X1

X2

X3

X4

Xs

X6

—Xx3 — X3 + Y(Xg — X10),
X1 + ax,,

b+ x3(x1 —¢),

—X5 — X¢ + Y(X10 — X4),
X4 + axs,

b+ x¢(x4 —©),
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(7.4)

donde 4,b y c son constantes del sistema, ) es la constante de acoplamiento y x;. es

la tinica variable con retraso temporal. Las primeras tres ecuaciones corresponden al

sistema 1 y las restantes al sistema 2.

Como ambos sistemas tienen los mismos pardmetros e inician con condiciones

iniciales idénticas presentan sincronizacién completa en 7 = 0.0. A medida que incre-

mentamos el valor de 7 y los sistemas sufren cambios en su dindmica, como duplicacién

de periodo o transicién a dindmicas cadticas, mantienen una sincronizacién de fase en

todo momento (fig. 5.23). Este cambio en el tipo de sincronizacién tinicamente se debe

al retraso temporal pues la constante de acoplamiento y permanece constante. Entonces

concluimos que para este arreglo el retraso temporal favorece la sincronizacién de fase

incluso en régimen caético.
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7.3. Sistemas Tipo Fitzhug-Nagumo

Analizamos el sistema Fitzhug-Nagumo por tres razones principales: es excitable,
de baja dimensionalidad (2D) y porque modela de manera relativamente sencilla el
comportamiento de una neurona. Estudiamos el comportamiento dindmico de este
sistema usando las mismas configuraciones que con el modelo de Rossler y en esta

seccidon discutimos los resultados obtenidos.

7.3.1. Retraso Temporal en una variable

Este arreglo esta determinado por las ecuaciones

) 1
X1 = X1—§X§)—x2+l,

X2 c(x1r +a—bxy), (7.5)
dondea = 0.7,b = 0.8 y ¢ = 0.08 son parametros del sistema, mientras que I = 0.4 es el
estimulo externo.

Dentro del intervalo 7 € [0,100] el sistema no sufrié bifurcaciones que provocaran
alguna variacién en su comportamiento dinamico. El tinico cambio onservable es un
aumento en la amplitud de la oscilacién lo que fisiol6gicamente significa un aumento en
el estimulo externo I. Es decir, al introducir un retraso temporal en el sistema se produce

un efecto similar al de aumentar la intensidad del estimulo externo de corriente I.
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7.3.2. Retroalimentacion Lineal Retrasada

Analizamos la dindmica del modelo original de Fitzhug-Nagumo (ecuaciones 3.9)
al introducir un termino de retroalimentacion lineal con retraso de la forma ax, donde

@ < 1 es una constante positiva y x es la variable con retraso temporal asociada a x; 6 x».

Para esta configuracion el sistema diverge rapidamente imposibilitando su estudio.
Una posible solucién, que no realizamos en este estudio pero nos gustaria analizar en

un futuro, es que la constante o sea negativa.

7.3.3. Retroalimentacion Senoidal Retrasada

Estudiamos la dindmica del sistema determinado por el conjunto de ecuaciones

. 1 .
X1 = X1 -— gxi’ — Xp + [ + asin(kx,,),

X c(x1 +a— bxy), (7.6)

tomandoa =0.7,b=0.8,c=0.081=04,a=10yk=1.

Este arreglo result6 ser el més interesante y rico en cuanto a comportamiento diné-
mico para un s6lo sistema Fitzhug-Nagumo. Para T = 0.0 el sistema posee una dindmica
periodo 1. Aunque durante el intervalo 7 € [0.0, 38.0] el sistema se mantiene en periodo
1 el atractor correspondiente experimenta cambios topdlogicos (fig. 5.26) indicando que
los puntos fijos del sistema estan cambiando de posiciéon en el espacio fase debido al

retraso temporal.
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El retraso temporal también provoca que el sistema experimente una cascada de bi-
furcacién pasando por periodo 1, 2 y 4 para posteriormente bifurcar a una dindmica
cadtica. Esta cascada de duplicacién antes del caos nos dice que el mecanismo por el
que se llega al caos es la ruta de duplicacién de periodo debida al incremento del retraso

temporal.

Al aumentar el valor de 7 el sistema pasa del régimen caético a uno cuasiperiédico
mostrando nuevamente que 7 puede actuar como un supresor de caos. Para valores
mayores de 7 el sistema abandona la dindmica cuasiperiédica y regresa a comporta-
miento periddico. Aqui no hay un comportamiento que nos indique una ruta al caos

por cuasiperiodicidad.

7.3.4. Acoplamiento Bidireccional Difusivo con Retraso entre dos SD

El arreglo estd dado por las siguientes ecuaciones:

X1 = X - %xi’ —X2+ I+ (3 — x10),

X = a(x +a-bxy),

. 14

X3 = X3— §x3 —x3 + L+ y(xi: —x3), (7.7)
Xy = C(x3+a—bxy),

dondea =0.7,b=0.8,¢; =0.04,¢c, =0.08,[; =0.2,1, =04y y = 0.05.

Escogimos dos sistemas Fitzhug-Nagumo con pardmetros distintos para analizar
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con mds detalle los efectos del retraso temporal en la sincronizacién de los mismos. La
constante de acoplamiento y se escoge con valor pequefio para que no influya dema-
siado en la dindmica de los sistemas restandole importancia a los efectos producidos
por retrasos temporales pequefios.

Para 7 = 0.0 ambos sistemas tienen una dindmica periodo 1. Al aumentar el valor
de 7 los dos sistemas bifurcan a dindmicas de periodo mas alto. El arreglo adquiere

dindmica cadtica para los valores alrededor de 7 = 83,120,126 y 129.

Un comportamiento interesante es que para ciertos valores de 7 los sistemas presen-
tan una dindmica tipo rafaga de disparo (bursting) y por la topologia que presentan sus
series de tiempo pareciese que el bursting ocurre por una bifurcacién tipo silla-nodo
homoclinica [35]'. Este comportamiento de bursting aparece tanto en régimen periodi-

co como cadtico.

En nuestras simulaciones observamos que al introducir un retraso temporal en
el acoplamiento los dos sistemas presentan sincronizacién de fase durante todas las
bifurcaciones que experimentan (fig. 5.32). Es decir, el retraso temporal favorece la sin-

cronizacion entre los sistemas.

Finalmente, al aumentar el valor de la constante de acoplamiento y entre los siste-

mas observamos el fenémeno llamado muerte de amplitud [36] (fig. 5.35), el cual por

Mecanismo que tiene que ser verificado analiticamente en un trabajo a futuro
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cuestiones topoldgicas es diferente, aunque con similitud, a la muerte de oscilacién[40].

7.4. Conclusiones Generales

En este trabajo mostramos, mediante simulacién numérica, que el retraso temporal
influye drédsticamente en el comportamiento dindmico de un sistema. El retraso puede
actuar como generador o supresor de caos, puede inducir o reprimir dindmicas cuasi-
periddicas, provocar estados de bursting y en el caso de sistemas acoplados favorece
el estado de sincronizacion. Ademas el retraso también puede inducir la muerte de

amplitud.

En nuestro trabajo mostramos que en dos sistemas tipo Fitzhug-Nagumo con aco-
plamiento difusivo bidireccional con retraso se puede inducir el bursting inicamente
por la introduccién de un retraso temporal. También que el estado de bursting se puede
tener en régimen peridédico y cadtico y que los sistemas presentan sincronizacién de

fase en el estado de bursting.

Como trabajo futuro podriamos calcular la diferencia de fase que hay entre los
sistemas que presentan sincronizacién de fase. También falta investigar cudles son los

mecanismos que provocan las transiciones en la dindmica de los sistemas?. De igual

2A través de analisis de estabilidad. Especialmente de los casos de rifagas de disparo y muerte de

amplitud.
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manera podriamos profundizar mds en las implicaciones y relevancia fisi6logica de los

fendmenos obtenidos.
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