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Glosario

brillantez Se define como la intensidad del haz de fotones dividida por su volumen en el

espacio de fase [5]. (Ver pag. 1)

DBA Celda magnética que consiste en dos imanes dipolares que curvan la trayectoria
del haz de electrones en una seccién de arco. Entre ellos se ubican cuadrupolos que
enfocan el haz para lograr la acromaticidad, que es la condiciéon donde la dispersion
y su derivada se anulan a la salida de la celda, logrando que la posicion y el angulo

del haz sean independientes de las variaciones de energia de las particulas first. (Ver
pég. 8)

DESY Centro de investigacién aleméan de fisica de particulas y fotones localizado en

Hamburgo, Alemania. (Ver pag. 10, 11)

evolucidn diferencial Algoritmo de evolucion diferencial (Differential Evolution), técni-
ca de optimizacion evolutiva que utiliza operadores de mutacién basados en diferen-

cias vectoriales y cruce binomial para generar nuevas soluciones. (Ver pag. 25)



0.0 Glosario

Korea-4GSR Sincrotréon coreano de cuarta generaciéon actualmente en desarrollo, dise-

nado para ser una fuente de luz de ultrabaja emitancia. (Ver pag. 12)

LGB Imén dipolar disenado con un campo magnético variable a lo largo de su eje longi-
tudinal. A diferencia de un dipolo convencional de campo uniforme, el LGB ajusta
la intensidad del campo para que coincida con la evolucion de la funciéon de disper-
sién a lo largo del imédn, optimizando asi la radiacion (synchrotron radiation) para

minimizar la emitancia natural del anillo de almacenamiento. (Ver pag. 7, 36)

MAX IV Sincrotrén de cuarta generacion ubicado en Lund, Suecia. (Ver pag. 6)

MBA EIl Multi-bend achromat Estructura magnética compuesta por una serie de milti-
ples dipolos y cuadrupolos que mantiene la acromaticidad del sistema (dispersién
nula en las secciones rectas). Su disefio reduce el angulo de deflexién por cada
dipolo, lo cual es fundamental para disminuir la emitancia natural del haz de elec-
trones de forma proporcional al cubo del dngulo de giro. (Ver pag. , 2, 5, 6, 8, 12,

14, 29, 36, 37)

NanoTerasu Sincrotrén 3 GeV ubicado en el New Industry Creation Hatchery Center

(NICHe) de la Universidad de Tohoku, Japon. (Ver pag. 7)

OPA Herramienta de software para el diseno y simulacién de sistemas Opticos de par-
ticulas cargadas. Permite el modelado de diversos arreglos magnéticos y lineas de
transporte con un enfoque particular en la visualizacion en tiempo real y la interac-
tividad para la optimizacién de pardmetros del haz. (Ver pag. , 27, 35, 39, 40, 41,
44, 45, 46, 51)

particle swarm Algoritmo de optimizacion basado en el comportamiento estocéastico y
social de grupos de individuos. Se fundamenta en el movimiento de un conjunto de
particulas (candidatos de solucién) que exploran el espacio de bisqueda ajustando su
trayectoria en funciéon de su mejor experiencia propia y la del grupo para converger

a un 6ptimo. (Ver pag. 25)



0.0 Glosario

PEP-X Diseno conceptual de un acelerador de particulas tipo sincrotréon de electrones
propuesto como fuente de luz de cuarta generaciéon. No estd en funcionamiento ni
construido - representa una propuesta de actualizacion de PEP-II ubicado en el
SLAC National Accelerator Laboratory en Menlo Park, California, Estados Unidos.
(Ver pag. 26)

PETRA III Sincrotrén de tercera generacién en DESY (Alemania). (Ver pag. 6, 10, 11)

RB El Reverse bend es un iman dipolar cuyo campo magnético desvia el haz de electrones
en la direccién opuesta a la de los dipolos principales del arco. Esta configuracion
permite un control independiente de la funcién de dispersion, facilitando la reduccién

de la emitancia natural en celdas magnéticas compactas. (Ver pag. 12, 36)

skew Término utilizado en fisica de aceleradores para describir componentes del cam-
po magnético que presentan una simetria rotada 45° respecto a los componentes
normales. En espanol se traduce como Sesgadoo asimétrico: Los componentes skew
generan campos que no son simétricos ni antisimétricos respecto al plano medio del

acelerador. (Ver pag. 66)

SPring-8-I1 Fuente de luz sincrotrén de cuarta generacién ubicada en Japoén, que re-
presenta una actualizacion en proceso del sincrotrén SPring-8 original. (Ver pag.

6)

VUV Region del espectro electromagnético entre aproximadamente 10 nm y 200 nm. Se
denomina "de vacio" porque esta radiacion es fuertemente absorbida por el oxigeno
molecular del aire y por la mayoria de los medios 6pticos sélidos (como el vidrio o
el cuarzo), lo que exige el uso de sistemas de vacio y épticas especiales de reflexion

para su manipulacién y transporte. (Ver pag. 8)

wigglers Es un dispositivo que consiste en una serie de imanes dipolares dispuestos en una
secuencia alternante de polaridades opuestas. A medida que un haz de electrones pasa
a través de este arreglo, experimenta una serie de oscilaciones forzadas, o zigzagueos,

debido a los campos magnéticos [6]. (Ver pag. 8)



0.0 Siglas

XFEL Acelerador de particulas lineal tipo laser de electrones libres de rayos X (X-ray
Free-Electron Laser). (Ver pag. 6)

Siglas
AD apertura dindmica. (Ver pag. , 2, 5, 7, 9, 18, 19, 20, 25, 26, 27, 28, 38)

APS Advanced Photon Source. (Ver pag. 6)
BA Bend Achromat. (Ver pag. 6)

CB Complex Bend. (Ver pag. , 8, 9)

CBA Complex Bend Achromat. (Ver pag. 8)

ESRF-EBS European Synchrotron Radiation Facility - Extreme Brilliance Source. (Ver
pag. 6, 36, 37)

FLS fuente de luz sincrotron. (Ver pag. , 25, 29, 42, 47, 48, 49)

MOGA Multi-Objective Genetic Algorithm. (Ver pag. 25)

MOGO Multi-Objective Genetic Optimization. (Ver pag. , 26)

NSGA-IT Non-dominated Sorting Genetic Algorithm II. (Ver pag. 25, 26)

NSLS National Synchrotron Light Source. (Ver pag. 8)

PLS-IT Pohang Light Source II. (Ver pag. 12)

PMQ Permanent Magnet Quadrupole. (Ver pag. 8)

SLS-2 Swiss Light Source 2. (Ver pag. 36, 37)
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Resumen

Las fuentes de luz sincrotréon de iltima generacion requieren actualizaciones constantes
en sus arreglos magnéticos para responder a la creciente demanda de experimentos de
alta precision. Esta evolucion plantea retos importantes en el disefio y la optimizacion de
la dindmica no lineal de los aceleradores modernos. En este contexto, la presente tesis
estudia la extensiéon a segundo orden en la desviaciéon de momento del formalismo de
cuasi-invariantes polinomiales, con el propdsito de mejorar la descripcion analitica de la
estabilidad transversal del haz y su aplicacion a la optimizacion de la apertura dinamica.
Como base conceptual, se revisan los fundamentos de la dinamica de particulas en acelera-
dores y el marco tedrico que sustenta los métodos utilizados. Posteriormente, se desarrolla
la construccion del cuasi-invariante y se analiza su aplicaciéon en un sincrotrén de baja
emitancia. La validez del modelo se examina mediante comparaciones entre superficies
analiticas sobre el espacio fase y simulaciones de seguimiento de particulas.

Los resultados muestran que la incorporacién de términos en 62 mejora la representacién
de la dindmica fuera del momento de referencia y favorece una optimizacién més precisa
de la apertura dinamica. En conjunto, estos hallazgos indican que este nivel de aproxi-
macién constituye un avance relevante para el andlisis y diseno de aceleradores de cuarta

generacion.
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Capitulo 1

Introduccion

La contribucién de las fuentes de luz sincrotrén a la fisica experimental abarca una amplia
gama de disciplinas, desde la investigacion en fisica de materiales hasta la biologia es-
tructural. Estas instalaciones destacan por el gran y diverso nimero de experimentos que
se realizan anualmente. La mayoria de estas investigaciones han demostrado un impacto
significativo tanto a nivel académico como social. Un ejemplo destacado es el desarrollo de
farmacos mediante cristalografia de rayos X, técnica que permite estudiar la interaccién
de compuestos con moléculas asociadas a enfermedades especificas, incrementando asi la
eficacia terapéutica al elucidar los mecanismos de interaccién a nivel molecular [7].

El namero de usuarios de estas instalaciones ha aumentado considerablemente en la iltima
década, gracias en parte a las actualizaciones tecnologicas que permiten realizar experi-
mentos de vanguardia. Un caso emblemaético fue su rol durante la pandemia de COVID-19,
donde las fuentes de luz sincrotrén demostraron su valor como herramienta indispensable
para la comunidad cientifica frente a crisis globales [8].

Para mantener los experimentos a la vanguardia en instalaciones sincrotrén, es esencial
contar con lineas de experimentacion actualizadas que integren mejoras continuas en la
instrumentacion, adaptadas a las necesidades especificas de cada comunidad cientifica.
Un factor igualmente critico es la calidad y la brillantez de la luz emitida, ya que estos
parametros determinan directamente la resolucién y la eficiencia de las técnicas empleadas.

El tema central de esta tesis es estudiar la dindmica de particulas que viajan por el



acelerador, las cuales son responsables de generar los rayos X que alimentan cada linea de
experimentacion.

En la actualidad, una parte de las fuentes de luz sincrotrén esta en proceso de redisefio o
planea actualizaciones importantes. Estas mejoras suelen incluir una mayor compactacion
entre los arreglos magnéticos, lo que conlleva un aumento en la intensidad de los campos
magnéticos. Este disenio es conocido como celdas MBA [9], que se caracterizan por tener
un numero mayor de dipolos por celda. Sin embargo, este incremento genera efectos no
lineales intensos en la dinamica del haz, los cuales presentan desafios técnicos considerables
para su correccién y control.

El principal desafio es encontrar una amplitud transversal suficiente que permita la su-
pervivencia de un mayor nimero de particulas durante multiples vueltas en el anillo de
almacenamiento [10].

Generalmente, los problemas no lineales se abordan con herramientas de simulacion de
particulas que requieren una gran capacidad de computo. En esta investigacion, se bus-
ca explorar un método novedoso basado en cuasi-invariantes polinomiales, el cual, al no
utilizar simulacion de particulas, reduce significativamente los tiempos de computo. Este
método ha demostrado ser efectivo en la optimizacién de las intensidades sextupolares y
octupolares.

El método emplea una expansién en la desviacion de momento, validada hasta primer
orden. En este trabajo se propone extenderla a segundo orden y evaluar si ello mejora la
descripcion de la dinamica y, en consecuencia, la optimizacion.

Este método estd pensado para ser particularmente 1til en el estudio y la fase de diseno
de sincrotrones modernos, complementando los métodos existentes como una herramienta
para abordar el régimen no lineal e incrementar la apertura dindmica (AD) del haz de
electrones

Ademas, proporciona una base tedrica y herramientas matematicas sencillas para analizar
y comprender la dindmica no lineal, visualizar la deformacién del espacio de fase, predecir
resonancias y encontrar trayectorias estables sin recurrir a simulacién de seguimiento de
particulas.

Una de las principales limitaciones es la precision en la descripcion de los efectos no lineales
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y cromaticos. El uso de funciones de primer orden (A™) puede ser insuficiente cuando la
desviacién relativa de momento de las particulas excede 2 %. Por ello, se requiere explorar
extensiones que mejoren la precisiéon de los resultados, por ejemplo, incluir funciones de

segundo orden (A®).

1.1. Objetivos del trabajo y organizacién de la tesis

1.1.1. Objetivo general

Desarrollar y evaluar una extensién a segundo orden en la desviacién de momento (%) del
formalismo de cuasi-invariantes polinomiales, con el fin de mejorar la descripcion analitica
de la dindmica no lineal y su aplicacion a la optimizacion de la apertura dindmica en

sincrotrones de baja emitancia.

1.1.2. Objetivos especificos

= Construir la extensién a segundo orden del formalismo de cuasi-invariantes polino-
miales, incorporando efectos cromaticos relevantes para el analisis de la dinamica no

lineal.

» Evaluar la capacidad del modelo extendido para describir la estructura del espacio

de fase y la apertura dinamica en un sincrotréon de baja emitancia.

= Validar los resultados del modelo mediante la comparacién entre las superficies ana-
liticas obtenidas en MATLAB y simulaciones numeéricas de seguimiento de particulas

realizadas con OPA.

= Analizar la utilidad del formalismo extendido en la optimizacién de una red magné-
tica tipo MBA, en particular mediante el ajuste de elementos no lineales y el estudio

de su efecto sobre la estabilidad del haz.

Para cumplir con estos objetivos, la tesis se organiza de la siguiente manera.



1.1 Objetivos del trabajo y organizacion de la tesis 4

En el Capitulo 2 se describen las tendencias actuales en el diseno de fuentes de luz
sincrotrén y los retos asociados a las redes magnéticas de ultra-baja emitancia. El Ca-
pitulo 3 presenta los fundamentos tedricos de la dindmica de particulas y el formalismo
hamiltoniano necesario para el estudio de los efectos no lineales. La metodologia prin-
cipal del trabajo se desarrolla en el Capitulo 4, donde se expone la construccion del
cuasi-invariante y la incorporacién de los términos de segundo orden en la desviacién de
momento. Los resultados, incluyendo las comparaciones con seguimiento de particulas y
las pruebas de optimizacion, se presentan en el Capitulo 5. Finalmente, en el capitulo
de Discusion y conclusiones se analizan los alcances del método, sus limitaciones y sus

posibles extensiones.



Capitulo 2

Tendencia de diseno en fuentes de

luz sincrotron de ultrabaja emitancia

Como marco de referencia para nuestro trabajo se revisan algunos nuevos avances en el
diseno de fuentes de luz y sus logros en la reducciéon de emitancia. La creciente demanda de
brillantez por parte de los usuarios de fuentes de luz sincrotréon ha impulsado el desarrollo
de variantes del diseno de celda MBA [9], el cual se ha consolidado como estdndar para
reducir la emitancia en sincrotrones de ltima generacion. Sin embargo, los sincrotrones en
operacion enfrentan el desafio de adaptar estas variantes a sus infraestructuras existentes.
Un reto critico en el diseno de celdas de baja emitancia es la necesidad de emplear sextu-
polos de alta intensidad para corregir la elevada cromaticidad generada por cuadrupolos
de gran gradiente, lo que introduce no linealidades fuertes y reduce la AD. Garantizar una
AD suficiente para la inyeccion y una vida util adecuada del haz de electrones constituye
un objetivo esencial en estos proyectos. En este capitulo se exploraran algunos disenos de
actualizacién basados en celdas MBA que se desarrollan a nivel mundial y que permiten
alcanzar configuraciones de ultra baja emitancia.

El Cuadro 2.1 presenta una comparativa de los principales parametros de diseno para cua-
tro instalaciones de sincrotrén de tltima generacion en desarrollo o actualizacion. El Cua-
dro incluye caracteristicas fundamentales como la energia de operacién (FE), circunferencia

(C), corriente (I), emitancias horizontales y verticales (e,, €,), dispersiéon de momentum
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(05) y funciones beta en los centros de las secciones rectas (f;, 5,). En las siguientes sec-
ciones se describiran brevemente las caracteristicas particulares de cada sincrotron listado

en el Cuadro.

Cuadro 2.1: Comparativa de instalaciones de sincrotréon [4]

Instalacion Ao E (GeV) C (m) I(mA) e, (pmrad) ¢, (pmrad) o5 (%) B, (m) B, (m)

SPring8-II 2030 6 1435 200 50 5 0.098 8.2 2.8
NSLS-IIU 2032 4 792 400 16 16 0.109 1.9 2.0
PETRA-IV 2032 6 2304 200 20 ) 0.090 4.0 4.0
K4GSR 2028 4 799 400 o8 5.8 0.120 8.6 2.5

2.1. Actualizacion a SPring-8-11

La primera fuente de luz sincrotrén en Japén, SPring-8, ha estado en funcionamiento desde
1997. Se trata de un sincrotrén de tercera generacion con una energia de 8 GeV en su anillo
de almacenamiento, una circunferencia de 1436 m y una emitancia de 2.4 nmrad. Debido
a su gran tamano, cuenta con 62 lineas de experimentacion y alberga un laser de rayos X
de electrones libres (XFEL) conocido como SACLA, cuya construccién finaliz6 en 2011.
Desde sus inicios, SPring-8 ha mantenido colaboraciones con instalaciones lideres como
el ESRF, APS y PETRA III, lo que ha permitido mantenerla a la vanguardia mediante
el intercambio de métodos y desarrollos conceptuales. Tras la inauguracion de SACLA,
se comenz6 a considerar la actualizacién de SPring-8 a un modelo de cuarta generacion.
Para esta actualizacién, se adopto la decisién de utilizar celdas de MBA [9], siguiendo los
disenios conceptuales del ESRF-EBS y MAX IV. El proyecto de actualizacion, denominado
Spring8-I1, se llevard a cabo durante un periodo de cuatro afios, con conclusién prevista
para 2028 y una inversi6n estimada de 330 millones de délares estadounidenses [11,12].

La actualizacién consiste en reducir la energia del anillo de almacenamiento a 6 GeV y
alcanzar una emitancia de 50 pm-rad, lo que clasifica la instalacién como un sincrotrén
de ultrabaja emitancia. Para lograr este objetivo, el disefio implementa un diseno de tipo

5-Bend Achromat (BA) , que utiliza cinco dipolos por celda base; cuatro dipolos con
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gradiente longitudinal (LGB) y un dipolo central de 0.953 T [13]. La Fig. (2.1) muestra
los puntos de la celda entre los cuales se busca que la diferencia de fase cumpla la condicion:
Ay = (2n+1)m, siendo n un entero. En estos puntos la dispersion n;, alcanza su maximo
valor.

Este ajuste mitiga los efectos no lineales dominantes generados por los sextupolos que
corrigen la cromaticidad. Los valores especificos de Ay, = 2.987 (horizontal) y Ay, =
0.997 (vertical) permiten, tras la optimizacién no lineal, alcanzar una AD de ~10-12 mm

en el plano horizontal y ~2-3 mm en el vertical para el anillo ideal [14].

Figura 2.1: Funciones Sy, So, y dispersién 71, de una celda unitaria en el SPring-8-II [13]. Los cuadra-
dos que se muestran en la parte inferior de la figura representan dipolos (azules), cuadrupolos (verdes),
sextupolos (naranjas) y octupolos (rojos). Los cuadrados rellenos de azul son imanes de curvatura del tipo

de funcién combinada.

Debido a los estragos causados por el terremoto de Tohoku en 2011, se propuso la construc-
cién de una fuente de luz sincrotréon de cuarta generacion en dicha region como memorial
del desastre. Asi nacié el proyecto NanoTerasu que tiene como objetivo proporcionar un
rango espectral desde el ultravioleta hasta rayos X suaves y que se ha desarrollado en

paralelo con SPring-8-11 que se enfocara principalmente en rayos X duros.
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2.2. Actualizacion a NSLS-11IU

La Fuente Nacional de Luz de Sincrotron NSLS, fue la primera instalacién disenada y cons-
truida especificamente para producir y aprovechar la radiacién de sincrotrén. La NSLS,
fue un proyecto de 24 millones de ddlares que naci6 alrededor de 1970, fue propuesto ofi-
cialmente en 1976 e inici6 su construccion en 1978. El NSLS era una instalacién dividida
en dos aceleradores comparativamente pequenos, con el anillo de rayos X midiendo apro-
ximadamente 170 metros de circunferencia y el anillo VUV alrededor de 51 metros [15].
Su edificacion fue un episodio clave en la historia de Brookhaven y un punto de inflexién
de los cientificos que trabajan con radiacion de sincrotrén, que pasaron del uso parasito
de las instalaciones a ser auténomos [16].

La circunferencia del NSLS-IT es de 792 m, con una energia de 3 GeV y una emitancia de
2086 pm-rad. Este sincrotron de tercera generacion, fue disefiado con una celda magnética
de Doble Bend Achromat (DBA) [17]. La combinacién de su gran circunferencia, que
permite multiples secciones rectas para dispositivos de insercion (onduladores y wigglers),
y su emitancia, se traduce en un brillo mdximo superior a 10*! fotones/s, siendo 10.000
veces mas brillante que la fuente original National Synchrotron Light Source (NSLS). Este
rendimiento colocé al NSLS-II entre las fuentes de luz sincrotron lideres a nivel mundial
para la investigacion en ciencia de materiales y biologia estructural a escala atémica.
Para su actualizacién a NSLS-ITU, las emitancia se reducira hasta 23 pm - rad. Una varian-
te de diseno MBA que se estudia en la literatura es denominada Complex Bend Achromat
(CBA) [9], que incorpora cuatro unidades CB. Cada CB consiste en un arreglo de 4 a
10 dipolos-cuadrupolos hibridos con iman permanente (Hybrid PM quadrupole) [18]. La
funcién combinada de estos elementos es fundamental: un CBA es un iman curvo y largo
disenado para proporcionar simultineamente una fuerte curvatura (campo dipolar) y un
fuerte enfoque (campo cuadrupolar) en un solo dispositivo. Este enfoque se logra integran-
do el campo cuadrupolar en el campo dipolar mediante el uso de Cuadrupolos de Iman

Permanente (Permanent Magnet Quadrupole (PMQ)), como se ilustra en la Fig. (2.2).



2.2 Actualizacién a NSLS-1TU 9

Figura 2.2: Diagrama del dipolo complejo CB [1].

La disposicién y la intensidad de estos elementos CB dentro de la celda del acelerador
son criticas para el desemperio 6ptimo de la maquina. Como se muestra en la Fig. (2.3),
donde se presenta el arreglo magnético y las funciones beta del diseno NSLS-IIU, se puede
apreciar la ubicacion estratégica y las intensidades de campo de los distintos elementos
CB. Estas modificaciones innovan principalmente en la superposicion de campos dipolares
y cuadrupolares dentro de segmentos mas cortos, optimizando asi la éptica del acelerador
[19]. En su fase inicial, en la literatura [19] se reporta que la optimizacién de la dindmica

no lineal alcanza aproximadamente -9/49 mm de AD en el punto de inyeccién.
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Figura 2.3: En la grafica superior se muestran las funciones /3, 8, y dispersiéon 7, de una celda unitaria
del NSLS-TIU [20]. Los cuadrados que se muestran en la parte inferior de la figura representan dipolos
(azules), cuadrupolos (rojos), sextupolos (verdes) y octupolos (morado). Los cuadrados rellenos de azul
son imanes de curvatura del tipo de funcién combinada. En la grafica inferior se muestran los campos

magnéticos y gradientes.

2.3. Actualizacion de PETRA 111

PETRA III se encuentra en el centro de investigacién DESY (Deutsches Elektronen-
Synchrotron, Hamburgo, Alemania). Tiene una circunferencia enorme (2304 m, la mas
grande del mundo para fuentes de luz) y opera a 6 GeV de energia. Ofrece 25 lineas de luz
que utilizan rayos X duros de alta energia.

Atiende a una amplia comunidad cientifica internacional (mas de 3150 usuarios en 2019)
con investigaciones en energia, salud, materiales y nanotecnologia orientadas a resolver los
grandes desafios sociales actuales. Esta gestionado principalmente por DESY, con lineas
de luz operadas por instituciones asociadas como el Laboratorio Europeo de Biologia

Molecular (EMBL) y el Helmholtz-Zentrum Hereon [21].
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En 2016, DESY propuso el proyecto PETRA 1V para actualizar PETRA III y convertirla
en una fuente de cuarta generacion de emitancia ultrabaja. La primera fase del diseno
consiste en el arreglo Hybrid Six-Bend Achromat (H6BA) que se muestra en la Fig. (2.4),
tiene como elementos centrales onduladores de amortiguacion de radiacion. La segunda
parte conlleva la modernizacién de las lineas de haz existentes y la construccién de nue-
vas, optimizadas para explotar al maximo las propiedades tnicas del haz. Debido a la
gran circunferencia del anillo de almacenamiento, un requisito crucial para lograr haces
mas brillantes, se prevé que PETRA IV supere en rendimiento a todas las instalaciones
similares actualmente planificadas o en operacion, colocandola asi en una posicion pri-
vilegiada para impulsar la ciencia y la innovacién. Funcionando como el microscopio 3D
in situ definitivo para procesos bioldgicos, quimicos y fisicos, se espera que la instalacién

realice contribuciones cruciales para resolver los grandes desafios sociales.

6.0 ,

Dx (cm)

Bx.y (m)

Figura 2.4: Funciones 3, 8, y dispersién 7 de una celda unitaria en PETRA-IV-H6BA [22]. Los cuadra-
dos que se muestran en la parte inferior de la figura representan dipolos (azules), cuadrupolos (rojos),
sextupolos (verdes) y octupolos (rosa). Los demés elementos en la figura son correctores y dispositivos de

insercién.
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2.4. Korea-4GSR

Corea del Sur cuenta con el PLS-II (Pohang Light Source II), que constituye la quinta
instalacion a nivel mundial en alcanzar la tercera generacion de fuentes de luz sincrotron.
Esta instalacion, con 280 m de circunferencia y una emitancia de 5.8 nm - rad, inici6
operaciones en 2012 tras una actualizacién que incremento6 su energia de 2 GeV a 3 GeV
después de 14 anos de servicio de su predecesor.

Dado que el Pohang Light Source II (PLS-II) se especializa en generar radiacion sincrotrén
de alto brillo en el rango del infrarrojo a los rayos X blandos, se aprobé el proyecto Korea-
4GSR (Fourth-Generation Storage Ring) para satisfacer la demanda de rayos X duros de
la comunidad cientifica. Este nuevo sincrotron, ubicado en la regiéon de O’chan, empleara
un diseno MBA con 799 m de circunferencia y alcanzara una emitancia de 58 pm - rad a
4 GeV, con fecha de terminacién proyectada para 2027.

El diseio magnético del Korea-4GSR utiliza arreglo de siete dipolos acroméaticos de tipo
hibrido (H7BA) [23], cuyas funciones pticas resultantes se muestran en la Fig. 2.5. Una
caracteristica destacable de este disefio es la incorporacién de un super-bend en el centro
de la celda, el cual genera un campo magnético de 2 T para la produccion especifica de
rayos X duros [24]. En la dindmica lineal, se amplié deliberadamente la dispersion entre
el primer y segundo dipolo, y entre el sexto y séptimo dipolo.

Los sextupolos croméaticos se ubicaron estratégicamente en estas regiones de alta dispersion
para reducir la intensidad requerida en el control de la cromaticidad. Para minimizar
adicionalmente los efectos no lineales, los avances de fase betatréon entre los dos picos
de dispersion se configuraron en A1), ~ 37 en el plano horizontal y Ay, ~ 7 en el
plano vertical. Como resultado, los efectos no cromaticos de los sextupolos se reducen
naturalmente. Finalmente, se incorporaron dipolos con gradiente longitudinal en cinco

pasos e imanes RB para minimizar la emitancia natural.
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Figura 2.5: Funciones 6pticas del arreglo magnético HTBA para el Korea-4GSR, mostrando las funciones

beta (35, By) v la dispersién (7,) a lo largo de una celda [23].



Capitulo 3

Elementos tedricos pertinentes

El estudio de la dindmica de los electrones en un sincrotrén requiere una comprension sélida
de los principios tedricos que gobiernan su movimiento y estabilidad dentro del anillo de
almacenamiento. En este capitulo se presentan los elementos teéricos mas relevantes que
sustentan el analisis de la dinamica de los electrones, con el propdsito de establecer el
marco conceptual necesario para interpretar el comportamiento del haz bajo la accion de
los campos magnéticos de enfoque y de curvatura. Se discute cémo pequenas desviaciones
del momento de referencia introducen efectos adicionales que modifican la trayectoria ideal
de las particulas, dando lugar a fendmenos cromaticos y a la aparicién de no linealidades
que afectan la estabilidad a largo plazo del haz. Estos aspectos se vuelven particularmente
importantes en el diseno de fuentes de luz sincrotréon de cuarta generacion, donde la
adopcién de configuraciones MBA [9] ha permitido alcanzar emitancias extremadamente
bajas, al costo de una mayor intensidad de efectos no lineales. La comprensién y el control
de estos efectos constituyen, por tanto, un paso esencial para garantizar la operacién

estable y eficiente de los sincrotrones modernos.

3.1. Dinamica lineal

Como punto de partida, se examina el caso lineal en una sola dimensién, que representa

la aproximacién basica para comprender el comportamiento transversal de las particulas

14
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cargadas en un acelerador. Este modelo es fundamental para entender el enfoque fuer-
te, donde los campos magnéticos cuadrupolares proporcionan el confinamiento radial. El
hamiltoniano para este sistema es

1

H= P2+ K (5)a”] (3.1)

donde z representa la coordenada transversal de la particula (desviacion del eje del disefio),
px es el momento conjugado correspondiente, y K (s) es una funcién periédica en s (la
coordenada longitudinal a lo largo del anillo) que estd directamente relacionada con el
gradiente de campo magnético de los cuadrupolos. La periodicidad, K(s + L) = K(s),
donde L es la longitud del periodo del anillo, refleja la estructura repetitiva del sistema
de imanes en el acelerador.

En sistemas hamiltonianos con periodicidad espacial, la bisqueda de invariantes de mo-
vimiento es crucial para demostrar la estabilidad del haz. El invariante correspondiente a

este hamiltoniano, analogo a la accién en sistemas integrables, tiene la forma

I(s) = y(s)a” + 20(s)zp, + B(s)p; (3-2)

donde a(s), 5(s), y v(s) son las funciones peridédicas de Courant-Snyder (también conoci-
das como funciones Twiss), que permiten calcular propiedades lineales del sistema. Estas
funciones no son independientes, sino que satisfacen la relacién v = (1+a?)/3, que asegura
la preservaciéon del area del espacio fase.

Las trayectorias en el espacio fase para este sistema en un punto dado s = sy pueden
visualizarse como una familia de elipses, cada una de las cuales corresponde a un valor
dado del invariante (Fig. 3.1). La forma y orientacion de estas elipses estan determinadas
por los valores de o, 5 y v en ese punto especifico. Este es un caso muy simple donde no
se requiere hacer ninguna simulacién de trayectoria de particulas porque la existencia del
invariante garantiza que todos los puntos de su dindmica se encuentran en el espacio fase

sobre una elipse que corresponde a este invariante.
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S3

Figura 3.1: La distribucién de particulas "gira.e™ el espacio de fase longitudinal (el drea se conserva). No
solo se muestra la elipse en el punto s = sg, sino cémo esta evoluciona a lo largo de varias posiciones

s [25].

La conservacién del invariante de Courant-Snyder puede mostrarse de manera formal uti-
lizando la mecanica hamiltoniana. La evolucién de la variable fisica Icg con respecto a s
viene dada por

0lcg
08 _ fpeg, HY + 298
ds s, H} + 0s

donde {-,-} denota el corchete de Poisson, H es el hamiltoniano [Ec. (3.1)], e Icg es el

(3.3)

invariante [Ec. (3.2)]. Calculando explicitamente los corchetes de Poisson y la derivada

parcial temporal, tenemos

dlcs
ds
Para que Igs sea realmente invariante (es decir, dIcg/ds = 0 para cualquier x y p,),

= (7 —2aK)2? + [2(d/ — BK +7)] 2p, + (8" + 2a) p. (3.4)

los coeficientes de x?, xp, y p2 deben anularse independientemente. Esto nos conduce al

sistema de ecuaciones

o =K — 7, (3.5)
f=-2a y (3.6)
v = 2aK (3.7)

que son las conocidas ecuaciones diferenciales de las funciones de Courant-Snyder, que
gobiernan la evolucién de los parametros Twiss a lo largo del sistema de transporte del
haz. La extension de este procedimiento se hara mas adelante en la introduccién de cuasi

invariantes para el problema no lineal.
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3.2. La cromaticidad y su correccién

Una vez introducidas las funciones de Courant-Snyder («, /3,7) y su papel en la descripcion
del movimiento transversal, estas resultan fundamentales para caracterizar otros aspectos
clave de la dinamica lineal de particulas. Un concepto donde su utilidad resulta evidente
es en el estudio de la cromaticidad.

La cromaticidad lineal (o natural) cuantifica la sensibilidad de las frecuencias de oscila-
cién transversal de las particulas ante variaciones en su momento . Esto se debe a que
las particulas con diferente momento experimentan fuerzas de enfoque diferentes en cua-
drupolos. Este parametro se define mediante la integral del producto de la intensidad de

los cuadrupolos bs(s) y la funcién beta 3(s) a lo largo del anillo

afy = A(SQ ZJFlj{

gy Cbg(s)ﬁ(s)x/yds. (3.8)
Si no se corrige la cromaticidad, la dispersion del haz de electrones provocara un creci-
miento de su tamano transversal, lo que eventualmente lleva a la pérdida de particulas.
Este efecto es mds significativo en la generacién actual de FLS [26]. La correccion de la
cromaticidad se implementa mediante la insercién de sextupolos en el diseno del acelera-

dor. Estos elementos magnéticos permiten anular el valor de la cromaticidad cuando se

ajustan adecuadamente sus intensidades (b3(s)), como muestra la condicién

€y = ijﬂ . 265(5)D(s) = bals)] B (s)ds = 0. (3.9)

Sin embargo, la seleccién de los dos sextupolos crométicos adecuados para corregir la cro-
maticidad constituye solo la primera etapa del tratamiento no lineal. Tras esta correccién
primaria, es necesario compensar las aberraciones cromaticas residuales mediante multi-
ples pares de sextupolos adicionales, estratégicamente distribuidos a lo largo de la celda
del acelerador. Estos elementos adicionales (sextupolos geométricos) permiten corregir los

efectos no lineales inducidos por la propia correccién cromatica inicial.
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3.3. Espacio fase y Apertura Dinamica

El espacio fase y la AD son conceptos importantes en la fisica de aceleradores, particular-
mente en el estudio de la estabilidad del haz de particulas en anillos de almacenamiento,

especialmente aquellos con dinamica no lineal con efectos importantes.

3.3.1. Espacio fase

El espacio fase constituye el marco conceptual fundamental para describir y analizar el
movimiento de las particulas en aceleradores. En este dominio, el estado dinamico de cada
particula queda completamente determinado por sus coordenadas de posiciéon y momento.
En el caso del movimiento transversal, cuando una particula se desplaza en un régimen
de energia constante y bajo fuerzas puramente conservativas, su trayectoria en el espacio
fase describe un contorno cerrado (que en el régimen lineal de transporte es generalmen-
te eliptico) cuya area permanece constante. Debido a que el sistema es dindmicamente
conservativo, el area delimitada por este contorno permanece constante a lo largo de la
evolucién temporal.

Sin embargo, la presencia de campos magnéticos no lineales, como aquellos generados por
elementos sextupolares, introducen distorsiones significativas en estas trayectorias. Las

elipses simples se deforman, pudiendo aparecer estructuras complejas como:
= Regiones de inestabilidad donde las particulas se pierden
» Islas de estabilidad secundarias
= Puntos fijos estables e inestables

La principal consecuencia de estos efectos no lineales es la reduccién de la region estable
en el espacio fisico transversal (x,y) accesible para el movimiento de las particulas. Esta
regién, denominada como AD [27] define el area efectiva donde el movimiento permanece
acotado. Maximizar esta AD es uno de los desafios centrales en el disenio y optimizacién
de aceleradores modernos, ya que determina directamente la cantidad de particulas que

pueden circular de manera estable en el anillo.
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Figura 3.2: Estructura de dos celdas de un anillo de un modelo tipo ESRF-EBS. La disposicién peridédica de
elementos magnéticos incluye: dipolos (azul) para curvar la trayectoria de los electrones y cerrar el camino
circular; cuadrupolos (naranja) para confinar el haz alrededor de la érbita mediante oscilaciones betatrén;
y sextupolos (verde) para corregir efectos crométicos inducidos por los cuadrupolos. Adicionalmente, se
muestra el sistema de referencia local que viaja con los electrones, permitiendo estudiar la dindmica en el

plano transversal (horizontal y vertical) y visualizar los espacios fase en un punto fijo de la circunferencia

[28].

La Fig. 3.2 ilustra cémo se deforma el espacio fase horizontal debido a los efectos no

lineales, mostrando las regiones estables e inestables para el movimiento de las particulas.

3.3.2. Apertura dinamica

La amplitud de las oscilaciones betatronicas determina la calidad del haz en el anillo de
almacenamiento, caracterizando el espacio fisico disponible para el movimiento transver-
sal mediante un parametro fundamental conocido como AD. Esta apertura, que define
el limite de la region estable en el espacio fase transversal, estd fuertemente influenciada
por campos multipolares—particularmente aquellos generados por sextupolos y octupo-
los—cuya intensidad critica modifica directamente los limites de estabilidad del haz a
través de efectos no lineales. A diferencia de sistemas ideales, en maquinas reales la AD
es finita debido a la presencia inevitable de campos no lineales, lo que establece el umbral
a partir del cual las particulas dejan de mantener un movimiento estable y transitan a

regimenes cadticos.
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Debido a que el movimiento de las particulas cerca del limite de estabilidad suele ser caético
y sensible a las condiciones iniciales, no existe una métrica analitica que defina la AD de
manera unica. En la practica, su caracterizacion requiere métodos numéricos de rastreo
de particulas (tracking) durante miles de revoluciones, lo que convierte la evaluacién y
optimizacién de la AD en un proceso computacionalmente intensivo y en un desafio central

para el disefio de aceleradores [27].

Figura 3.3: Representaciéon esquemédtica de la AD [2] en el espacio fase transversal. La region central
(azul) indica el drea de estabilidad donde las particulas mantienen trayectorias confinadas. Las zonas
exteriores (gris) representan regiones de inestabilidad donde ocurre pérdida de particulas. Los limites

estan determinados por los efectos no lineales de los multipolos magnéticos.

La Fig. 3.3 muestra la regién estable de la AD en azul. Maximizar esta regién es un objetivo

fundamental del diseno de aceleradores modernos, dado que una mayor AD permite:

Mayor capacidad de almacenamiento de particulas

Mejor estabilidad temporal del haz

Reduccion de pérdidas por efectos no lineales

Mayor tolerancia a imperfecciones magnéticas

La optimizaciéon de esta apertura requiere un balance cuidadoso entre la correccién de
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aberraciones cromaticas (generalmente mediante sextupolos) y la minimizacién de sus

efectos no lineales adversos.

3.3.3. Apertura de momento

El concepto de apertura de momento [27] se refiere a la capacidad de un acelerador para
confinar particulas que se desvian del momento ideal (py), lo cual se relaciona directamente
con el espacio fisico requerido en la apertura transversal para albergar estas desviaciones.
En aceleradores circulares, las particulas con momento diferente al ideal (p # pg) siguen
6rbitas cerradas distintas a la 6rbita de referencia, fendmeno que surge del principio fisico
donde particulas con mayor momento son desviadas un angulo menor al atravesar ima-
nes dipolares. El desplazamiento de estas orbitas cerradas se describe cuantitativamente
mediante la funcién de dispersion (D), que determina el espacio fisico transversal que de-
be reservarse para acomodar la propagacion de particulas con desviaciones de momento,

definiendo asi la apertura de momento necesaria para garantizar la estabilidad del haz.
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Figura 3.4: Representaciéon esquemdtica de la apertura de momento [2] en el espacio transversal de un
sincrotrén. La regién central (blanca) indica el drea de estabilidad donde las particulas con desviaciones
de momento p # po mantienen trayectorias confinadas. Las zonas exteriores (gris) representan regiones
de inestabilidad donde ocurre pérdida de particulas. La aceptancia geométrica (linea azul) delimita el
espacio fisico disponible, calculada mediante proyeccién lineal y superposicién de las aberturas de todos
los elementos hasta el punto de seguimiento. Los limites de estabilidad estdan determinados por las érbitas

cerradas restringidas por las curvas rojas.

Como se ilustra en la Fig. 3.4, la apertura de momento influye directamente en el diseno
fisico del acelerador. El desplazamiento de la 6rbita de una particula debido a su desviacién

de momento esta descrito, en primera aproximacion, por la relaciéon:

Ap
Po
donde Az es el desplazamiento transversal de la érbita cerrada, D es la funcién de disper-

Az=D- (3.10)

sién de momento, Ap/p, es la desviacion relativa de momento

Es importante notar que, si bien esta ecuacion gobierna el desplazamiento nominal del haz,
la region de estabilidad mostrada en la Fig. 3.4 se obtiene mediante el rastreo numérico de
particulas (particle tracking). Este método permite determinar el limite real de aceptacion
al considerar las no linealidades del sistema que no estan presentes en la descripcién lineal
de la dispersion.

La maximizacién de la apertura de momento permite acomodar un rango mas amplio
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de desviaciones de momento, mejorando la estabilidad longitudinal del haz y reduciendo
las pérdidas de particulas. Sin embargo, esto implica requisitos mas estrictos en el diseno

mecanico del tubo de vacio y los componentes magnéticos.

3.4. Derivacion del Hamiltoniano no lineal con
efectos cromaticos

Siguiendo la descripcién dada en [29-31], el sistema no lineal bidimensional con efectos
cromaticos se describe mediante el hamiltoniano apropiado. En el Apéndice A se incluye
el desarrollo para obtener su expresion.

Al adoptar un sistema de referencia curvo con radio de curvatura p = 1/h, el hamiltoniano

toma la forma general

H <x7px7y7py70-7pa; S) = Do — (1 + Z) <pqOAS(8) + \/(1 + 5>2 _p:% _pZ/) ) (311)

donde:

s: coordenada longitudinal independiente

(x, p.): par candnico transversal horizontal; x es la coordenada transversal horizontal

y p. €s el momento conjugado

(y,py): par canodnico transversal vertical; y es la coordenada transversal vertical y p,

es el momento conjugado

(0, ps): par canénico longitudinal; o es la coordenada longitudinal relativa a la par-

ticula de referencia y p, es el momento conjugado longitudinal

p: radio de curvatura de la trayectoria de referencia
= ¢: carga de la particula
= po: momento de referencia de la particula

» A (s): componente longitudinal del potencial vectorial
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m )= p;%: desviacién relativa del momento, donde p es el momento de la particula y

po es el momento de referencia

En el contexto de las condiciones normales en las que operan las fuentes de luz sincrotrén,
la desviaciéon de momento es muy pequeno, de modo que para cualquier particula se
cumple 0 < 1. Asimismo, bajo la aproximacién paraxial, se asume que los momentos
transversales son despreciables (p., p, < 1) y que la variable longitudinal p, se mantiene
cercana a cero, lo que indica una desviacién minima respecto al momento de referencia
po- Bajo estas consideraciones, es posible expandir en serie de Taylor el término de la raiz

cuadrada en el hamiltoniano, resultando en

2 2
z Py + P q
H=—|14—- 1+0— —/——L 4+ ZA(s)| +0O(4). 3.12
< p) 2(1+4) Do (5) 4) (812)
—— ——
Término cinético Potencial

El potencial longitudinal A(s) se desarrolla en una expansion multipolar

;AS(S) = —Re i i [ian(s) + bu(s)] (z + iy)", (3.13)

donde los coeficientes b,,(s) describen los campos normales dipolar, cuadrupolar, sextupolar
y octupolar, respectivamente. Usualmente no se consideran los términos a,(s) porque
representan elementos magnéticos rotados [32].

Tras expandir el término cinético en potencias de § < 1y conservar los términos relevantes
para la dindmica transversal, se obtiene la forma final del hamiltoniano con contribuciones

cromaticas del acelerador

1

H (2,02, y: 0y, 8) = 5 (P2 +p2) (1—0+0*+)
~ bils)ed & b%;S)“”Q * bzéS) (=" =) (3.14)
+ bsés) (x3 — 3my2> + b4fl8) (x4 — 627y + y4)
—|— RN

donde z,y son las coordenadas transversales, p,,p, son los momentos conjugados, s es

la variable longitudinal y ¢ es la dispersién en momento y los coeficientes b,(s) con n =
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1,2,3,---, corresponden a:
» by(s): Campo dipolar (desviacién)
» by(s): Campo cuadrupolar (enfoque)
= b3(s): Campo sextupolar (correccién croméatica)

» by(s): Campo octupolar (correcciones de tonos dependientes de amplitud)

3.5. Simulacién de trayectorias de particulas: una
técnica para aumentar la AD

Las estrategias actuales de optimizacién para FLS de baja emitancia combinan varios en-
foques complementarios. La optimizacién directa basada en tracking ajusta sextupolos (y
multipolos de orden superior) mediante simulaciones multiparticula para maximizar la AD
y de momento, la vida media y la eficiencia de inyeccion. Los algoritmos evolutivos mul-
tiobjetivo—como NSGA-II/MOGA, particle swarm y evolucién diferencial—se emplean
ampliamente para explorar los compromisos entre emitancia, AD, vida media y robustez,
produciendo redes 6pticas adecuadas. Los métodos hibridos analitico-numéricos utilizan
términos resonantes, formas normales, herramientas algebraicas de Lie para ajustar las
familias de imanes y suprimir resonancias daninas antes del tracking intensivo.

Un problema importante en el diseno de anillos de almacenamiento de cuarta generacion
es la aparicién de efectos no lineales mayores que limitan severamente la AD. Esto resulta
en que usualmente se requiere de sextupolos de gran intensidad, necesarios para lograr la
correccién cromatica en configuraciones de celda que priorizan una emitancia ultrabaja.
Dado que alcanzar una AD suficiente amplia es fundamental para garantizar la inyeccion
del haz y una vida 1til adecuada, se requiere un proceso de acondicionamiento no lineal
que parte del disenio lineal inicial.

Para abordar este problema, las metodologias de optimizacién se centran en equilibrar
la disyuntiva inseparable entre tener una baja emitancia y el conseguir una gran AD.

Las técnicas en uso emplean principalmente algoritmos genéticos multiobjetivo para una
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correcciéon rigurosa de los efectos no lineales inducidos por los sextupolos. La necesidad
de dicha optimizacién surge como consecuencia de una emitancia muy baja que exige
funciones beta y dispersién pequenas, logradas mediante cuadrupolos intensos. Esto, a
su vez, requiere el uso de sextupolos cromaticos intensos que introducen no linealidades
criticas, haciendo necesario un enfoque sistematico para maximizar el rendimiento global

del anillo.

3.5.1. Optimizacién Genética Multiobjetivo (MOGO)

En la literatura se reportan diversas implementaciones de algoritmos genéticos para abor-
dar el problema de optimizaciéon multiobjetivo en anillos de almacenamiento. Por ejemplo,
la referencia [33] describe la aplicacion de un Optimizador Genético Multiobjetivo acopla-
do con el codigo elegant para el disenio del anillo de almacenamiento PEP-X ultimate. En
este trabajo, los investigadores optimizaron simultdneamente la vida util del haz (beam
lifetime) y el area total de la AD proyectada en el plano transversal (x,y). La estrategia de
correccion implementada involucré el ajuste de diez familias de sextupolos: cuatro familias
cromdticas y seis geométricas (o armonicas), especificamente anadidas para corregir las
tonos cromaticos y los términos dependientes de la amplitud.

De manera complementaria, en la referencia [34] se propone el uso del Algoritmo Genético
de Ordenacién No Dominada II (NSGA-II) para optimizar simultaneamente la emitancia
y la AD. Este estudio destaca que el NSGA-II permite una optimizacion global basada en
el seguimiento directo de la AD, lo que constituye un enfoque mas directo y eficiente. Los
autores definen criterios cuantitativos especificos para evaluar y optimizar el rendimiento
no lineal del anillo. En este contexto, la maximizacion de la AD se cuantifica mediante
el uso de dos radios: el radio promedio (Rq.g), que representa la distancia media desde el
origen hasta las particulas perdidas en el limite de la AD, y el radio minimo (R,.,), que
corresponde al radio mas pequefio entre todas esas particulas. La métrica combinada que
formaliza este objetivo se define como AD = kR,,;n+ R4y4, donde la optimizacién mediante
el algoritmo NSGA-II busca maximizar este valor compuesto. Una caracteristica notable
de esta metodologia es la optimizacion simultanea de las intensidades de cuadrupolos y

sextupolos. Se reconoce que la variacion de los avances de fase betatron, determinada por
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los cuadrupolos, define la proximidad a resonancias impulsadas por los sextupolos. De este
modo, la configuracién cuadrupolar influye indirectamente en la magnitud de los efectos

no lineales que degradan la AD.

3.5.2. Optimizacién basada en la correccion de términos no

lineales resonantes

En esta seccion se describen métodos enfocados en minimizar los términos de excitacion
no lineales con el fin de maximizar la AD [33]. Como parte del acondicionamiento inicial
del disenio de PEP-X, el ajuste de fases por celda se emplea para cancelar las resonancias
geométricas de tercer y cuarto orden en cada arco de 8 celdas.Este procedimiento elimina
los términos generadores de resonancias betatronicas geométricas de tercer y cuarto orden,
con excepcion de la resonancia 2v, — 2u,,.

Las resonancias de tercer orden contienen términos que impulsan cinco resonancias distin-
tas, mientras que las de cuarto orden involucran ocho, ademas de inducir desplazamientos
de tono dependientes de la amplitud. La minimizacion de estos términos no lineales es
esencial para maximizar la AD, ya que su cancelacion simplifica la etapa de optimizacién
posterior al permitir concentrarse principalmente en los desplazamientos de tono depen-
dientes de la amplitud, los tonos crométicos y la resonancia residual 2v, — 2v,,.

En la referencia anterior se reporta que este método de ajuste de fases no siempre resulta
suficiente en las fuentes de luz sincrotrén de nueva generacién, donde se requiere un en-
foque de optimizacion mas integral. Por ello, se complementa con herramientas como el
programa de diseno de aceleradores OPA [2], utilizado para la optimizacién interactiva del
hamiltoniano con contribuciones a primer y segundo orden en intensidad de sextupolos.
Con OPA se corrigen especificamente los tonos cromaticos, los desplazamientos de tono
dependientes de la amplitud —principales responsables de la amplia dispersiéon de tono—
y la resonancia 2v, — 2v,, empleando pesos adecuados. La técnica incorpora seis familias
de sextupolos geométricos ademas de las cuatro familias cromaticas, con el fin de reducir
de manera directa los desplazamientos de tono dependientes de la amplitud.

Usualmente este tipo de optimizacion se realizaba en dos etapas independientes: primero
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se ajustaba la Optica lineal (emitancia y tonos) y posteriormente se abordaba la dindmica
no lineal mediante la minimizacion analitica de términos de excitacion, ya sea basados en
algebras de Lie o en la teoria de formas normales. Sin embargo, este procedimiento resulta
iterativo, lento y con limitaciones claras, pues en anillos de emitancia ultrabaja no existe
una correspondencia directa entre la AD y los términos de excitacién no lineales. Esto
ha motivado la adopcién de enfoques de optimizacién global y multiobjetivo, los cuales
permiten evaluar simultaneamente parametros lineales y no lineales —ya sea mediante
indicadores analiticos o rastreo numérico— para encontrar un equilibrio éptimo entre

parametros en conflicto, como la emitancia y la apertura dinamica.



Capitulo 4

Construccion de un Cuasi-invariante

Los trabajos que condujeron al desarrollo del concepto de cuasi-invariante aplicado a la
dindmica de particulas [3,28,35-38], muestran que éste constituye una extensiéon de la
teoria lineal y puede utilizarse para describir la dinamica de particulas en FLS.

Esta técnica de optimizaciéon, que incorpora explicitamente efectos cromaticos, busca me-
jorar significativamente la estabilidad del haz en sincrotrones modernos al abordar no
linealidades complejas usando multiples parametros de disefio presentes en aceleradores

de ultima generacién, como aquellos basados en celdas MBA [9].

4.1. Estudios anteriores del cuasi-invariante hasta
orden 9

Retomemos el hamiltoniano de la Ec. (3.14). Este contiene la informacién de las dos

direcciones transversales e incluye los efectos cromaticos que se pueden desarrollar de la

29
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siguiente forma
1
—bi(s)xd + 2+

(
2 2
b3(s) ba(s
3

4
+oen

bi(s) 5 | ba(s) (xQ —y2>

_l_

(333 — 3933/2) +

donde b (s), ba(s), bs(s) y bs(s) son funciones periédicas que describen, respectivamente,
la curvatura de los dipolos y las intensidades de los cuadrupolos, sextupolos y octupolos

del acelerador. En general, estos parametros se calculan como

1 1 9" VB, (z,y)

Bp(n—1)!  9an! y—0

(4.2)

donde Bp es la rigidez magnética del haz, B,(z,y) es la componente vertical del campo
magnético total v x e y representan las coordenadas transversales horizontal y vertical,
respectivamente.

La derivada se evaltia en y = 0, lo que corresponde al plano medio del iman, asumiendo
que el campo es puramente vertical en el eje de disenio para imanes normales (normal
magnets).

La variable 6 = Ap/po representa la desviacion del momento de la particula con respecto
al momento de disefio py. En la expansion del campo, los coeficientes b, con n > 4
representan las contribuciones de multipolos de orden superior; por ejemplo, el término by
cuantifica la componente octupolar del campo. Estas contribuciones, ya sean introducidas
deliberadamente o derivadas de errores sistematicos en los imanes, generan fuerzas no
lineales que afectan la estabilidad del haz para grandes amplitudes de oscilacion.

En relacion a la dindmica no lineal la literatura propone el siguiente invariante aproximado,

Iz, P2, Y, Dy, 5, 0) = > S AW (s)xiplytp o (4.3)

it h+H>2,i,,k,1=0 n=0
Las funciones AZ%I(S) dependen del punto s sobre la circunferencia del acelerador. En
un punto fijo del anillo, estos términos poseen una representacion numérica y actiian

como coeficientes de los monomios del cuasi-invariante. Estos coeficientes representan una
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extension de las funciones de Courant-Snyder o, 5, y .. Por lo que es importante resaltar
que, mientras las trayectorias de las particulas individuales no son periddicas, las funciones
de Courant-Snyder si lo son, ya que describen a la celda que tiene una estructura periodica.
Dado que las funciones Ag?,zl(s) son una generalizaciéon de estos pardmetros, heredan su

periodicidad respecto a s

Al (s +C) = AL (5) (4.4)

donde C es la circunferencia del acelerador. Tanto las funciones de Courant-Snyder como
los coeficientes Ag;,zl(s) dependen criticamente del arreglo magnético particular de cada sin-
crotrén y esta periodicidad es fundamental para garantizar la estabilidad del movimiento
de las particulas en el acelerador.
Para encontrar las ecuaciones de movimiento que satisfacen las funciones Aﬁ?,ﬂl(s), se im-
pone la siguiente condicién de invarianza

dl or

Siguiendo la metodologia planteada en el estudio previo [3], el andlisis se centro en las

0 (4.5)

contribuciones hasta el orden § en la Ec. (4.3) y expandiendo el polinomio hasta octavo
orden. El sistema de ecuaciones diferenciales resultante, en este caso 418, surge de la
combinacién de las potencias del espacio fase (z, p,) que conforman el polinomio. El sistema
fueron obtenidas mediante el programa de manipulacién simbélica wxMaxima aplicando la
Ec. (4.5).

Una forma eficiente de abordarlo es mediante una solucion numérica que aprovecha las con-
diciones periddicas del sistema. Cabe destacar que la cantidad de ecuaciones no representa
un obstaculo, dada la naturaleza del método propuesto para su resolucion.

Las primeras ecuaciones que se derivan del sistema corresponden a las funciones de Courant-
Snyder: «, 5y . En el formalismo del cuasi-invariante, estas funciones se relacionan con

los términos Ag%o, A(()g)oo y Ag%)oo, mostrados en las Ec. (4.6), (4.7) y (4.8), respectivamente.

dA

0= —2A50 + 2 (b + b3) Alghe (4.6)
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dA(O)
d(;200 = —A&%O (4.7)
dAY
7;9000 = (b2 + bf) Ag%o (4.8)

Conociendo los valores de cada elemento magnético involucrado en el modelo de sincrotron,
se construye una matriz cuadrada M que depende de las intensidades de los dipolos,
cuadrupolos y sextupolos, las cuales se consideran constantes para cada elemento.

El conjunto de ecuaciones diferenciales se representa con W (s) y se puede escribir mediante

el sistema de ecuaciones diferenciales de primer grado

W(s) = MW (s) (4.9)
donde W (s) representa el vector columna

(0)
W(s) = {Aijkl(s)} (4.10)

(1)
{Aijk:l(s)}
Para cada elemento magnético se obtiene una matriz M;, constante, la solucién general de

la Ec. (4.9) es

W (s2) = Ty(s2,51)W(s1) (4.11)

Ti(s2,51) = exp (Mg(s2 — s1)) (4.12)

Las matrices T} representan las matrices de transporte de cada elemento presente en
la celda del sincrotrén y sy — s su longitud. Multiplicando estas matrices en el orden

apropiado se obtiene la matriz de transporte para toda la celda de p elementos

Tc == Tpr,1 e T2T1 (413)
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Considerando las condiciones de contorno periédicas Agy,zl(s) = Agﬁl(s + C) para n =

0,1, 2, donde C es la circunferencia del acelerador, puede escribirse

W(C) = TLW(0) = W(0) (4.14)

Lo que representa un problema de eigenvalores que puede resolverse para W (0) si

det[T, — 1] =0 (4.15)

En estudios previos [3], el andlisis se ha centrado en los términos 6° y §', ya que estas
contribuciones de la desviacion de momento § presentan el mayor impacto en la dinamica
del haz. En las secciones siguientes se describiran en detalle los resultados obtenidos en

dichos trabajos.

4.1.1. Visualizacién geométrica del cuasi-invariante

Una vez calculados los coeficientes, los primeros trabajos basados en la descripcion del
cuasi-invariante [38] analizaron el polinomio mediante la clasificacién de sus raices para
determinar el espacio fase. No obstante, dado que el polinomio del cuasi-invariante es de
grado 8, este enfoque presenta dificultades en la interpretacion de las raices complejas son
menos directas de interpretar.

Por esta razén, en este trabajo, en analogia a los trabajos [3,39] se centra el andlisis en
el estudio de las superficies no lineales definidas para valores fijos de ¢. En la Fig. 4.1 se
ilustra un ejemplo comparativo entre la superficie de Courant-Snyder (sistema lineal) y

una superficie no lineal tipica generada por el cuasi-invariante.
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Figura 4.1: Comparacién entre la superficie de Courant-Snyder (paraboloide eliptico) y una superficie no
lineal sobre el plano horizontal (z,p,) para 6 = 0. Las curvas de nivel de la superficie no lineal muestran

distorsiones caracteristicas debidas a las no linealidades del sistema. [3].

En un sistema lineal, el invariante de Courant-Snyder [Ec. (3.2)] describe un paraboloide
eliptico en el espacio fase, conocido como superficie de Courant-Snyder. Sus curvas de nivel
forman elipses cerradas que representan oOrbitas acotadas, y el area encerrada por estas
curvas se conserva a lo largo del anillo.

En sistemas no lineales, el cuasi-invariante genera superficies que dependen paramétrica-
mente de la desviacion de momento . Las 6rbitas no lineales corresponden a proyecciones
de estas superficies en un espacio fase (por ejemplo, el plano horizontal) para un valor
fijo de 0. Estas proyecciones permiten visualizar las érbitas y analizar las distorsiones

caracteristicas introducidas por las no linealidades del sistema.

4.1.2. Lineas de contorno y trayectorias en el espacio fase

Debido a las no linealidades introducidas por elementos magnéticos multipolares de orden
superior (como sextupolos y octupolos), las lineas de contorno de las superficies no lineales
pueden adoptar formas complejas, e incluso pueden corresponder a movimiento no acotado.
Sin embargo, bajo condiciones especificas y para amplitudes de oscilacién limitadas, es
posible obtener curvas de contorno cerradas en estas proyecciones, correspondientes a
movimientos acotados. El area encerrada por dichas curvas se conserva aproximadamente
para amplitudes pequenas.

La forma de la superficie no lineal es altamente sensible a la configuracién de los elemen-

tos magnéticos no lineales en la celda del acelerador. Su definicién matemaética involucra
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funciones Agl,zl(s), que generalizan los coeficientes del polinomio lineal y estan sujetas a
condiciones de periodicidad. Los coeficientes cromaticos Agﬁzl(s) incorporan correcciones
especificas para particulas con desviaciones de momento 9.

En la Fig. 4.2 se compara un ejemplo representativo de curvas de contorno no lineales (ted-
ricas) con las generadas mediante simulaciones numéricas usando el cédigo OPA [2]). Esta

comparacion permite validar la precision del modelo tedrico frente a resultados numéricos.

x 103 I (m rad) x 105
% 12
1
10
0.5
—_ 8
®
=0 6
a
-0.5 4
1 \j\\ 2

8 6 4 2 0 2 4 6 8
X (m) x 1073
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8 6 -4 -20 2 4 6 8
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Figura 4.2: Comparacion entre curvas de contorno no lineales teéricas (arriba) y resultados de simulacién
con OPA (abajo). Se observa la correspondencia en la forma de las curvas cerradas para amplitudes

moderadas, asi como las distorsiones no lineales para amplitudes mayores.

4.1.3. Propuesta de una funcién objetivo geométrica

A continuacion, se define una funcién objetivo que permita optimizar las intensidades
de los sextupolos mediante la minimizaciéon de dicha funcién. La funciéon objetivo fbj,
definida en la Ec. (4.16), cuantifica la diferencia entre superficies lineales y no lineales en

el espacio fase

Forg = 030 8w, ag) — Solwi, pay)| (4.16)

j=14i=1
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Las superficies So(z;, psj) v S°(%i, puj) representan la superficie lineal y no lineal que se
evaliian sobre puntos de una malla sobre el espacio fase y n es el nimero de puntos de
muestreo de la malla del espacio fase (x y p,). Para el caso 6 = 0, las superficies lineales
corresponden a la superficie de Courant-Snyder Sy(x, p,), dada por la Ec. (3.2). Para com-
parar una superficie no lineal con § # 0 con la superficie lineal de 6 = 0, todos los valores
x de la malla (z, p,) se desplazan a x + D(s)d, donde D(s) es la funcién de dispersién. La
superficie no lineal se evalta utilizando esta malla desplazada y posteriormente se centra

en el origen, donde se realiza la comparacion.

)

La definicion de fp,

en la Ec. (4.16) incluye tanto el caso para la particula de referencia con
momento nominal (6 = 0) como términos correspondientes a particulas fuera de momento
(6 #0).

La minimizacién de f(fbj permite encontrar soluciones del problema no lineal que se apro-
ximen lo mas posible a la superficie lineal. Este enfoque se basa en el principio de que la

superficie no lineal debe asemejarse a la del caso lineal para amplitudes pequenas.

)
obj

La funcion objetivo considera la suma de distancias entre las superficies lineal y no
lineal para cada punto de la malla, en un espacio fase con ¢ fijo. Dado que estas distancias
dependen de las funciones no lineales Agg,ll(s) y Ag,il(s), los términos que producen mayores
deformaciones en el espacio fase reciben penalizaciones mas severas. Al tratarse de la inica
funcion considerada en el proceso de optimizacion, no se requiere la inclusién de pesos

adicionales en el problema.

4.1.4. Aplicacién de la funciéon objetivo a un sincrotrén tipo

MBA

La referencia [3] describe un modelo para la futura fuente de luz mexicana, el cual emplea
un disefio hibrido con caracteristicas de sincrotrones de cuarta generacién. Este diseno
incorpora de manera coherente conceptos innovadores de dos instalaciones internacionales:
los dipolos con gradiente longitudinal (LGB) del sincrotrén europeo ESRF-EBS [40] y el
esquema de dipolos RB del proyecto SLS-2 del sincrotrén suizo [41].

En el diseno revisado, la seccién que contiene el pico de dispersion se adapta del esquema
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de ESRF-EBS, mientras que la configuracion de celdas internas con dipolos de flexion
inversa proviene del diseno de SLS-2. Ambos disenos base, con emitancias del orden de
130 pm - rad, son considerados referentes internacionales para anillos de almacenamiento
de cuarta generacion [4]. La Fig. 4.3 muestra la configuracién de celda completa resultante

de esta integracion conceptual.
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Figura 4.3: Reconstruccién del disefio de celda MBA reportado en [3]. Funciones épticas lineales. Dispo-

sicién magnética con dipolos (azul), cuadrupolos (rojo), sextupolos (verde) y octupolos (café)

El andlisis de las funciones 6pticas lineales (Fig. 4.3) muestra el comportamiento periédico
caracteristico de las celdas MBA. La disposicién magnética inferior ilustra la distribucion
de elementos que conforman la celda. El diseno completo del anillo consta de 20 celdas
idénticas, alcanzando una circunferencia total de 485.016 m.

Los parametros fundamentales reportados para este diseno se resumen en el Cuadro 4.1.
Las cromaticidades naturales (£, = -86.70, £, = -64.01) indican que se requieren intensi-
dades moderadas de sextupolos para la correcciéon cromatica, lo que sugiere que los efectos
no lineales pueden mantenerse dentro de limites manejables.

Este diseno representa una contribucién significativa al campo, proporcionando un caso
de estudio valioso para metodologias de optimizacién no lineal debido a su baja emitancia

(113 pm - rad) y alta complejidad en el diseno de la celda MBA.
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Cuadro 4.1: Parametros reportados para el diseno del anillo de almacenamiento

Parametro Valor
Energia 3 GeV
Circunferencia 485.016 m
Nimero de celdas 20
Ttnicas betatron (v, v,) 48.802, 27.653
Cromaticidades naturales (&, &,) -86.70, -64.01
Emitancia (e,) 113 pm - rad
Factor de compactacién de momento («..) 1x 1074

4.1.5. Ejemplo de optimizaciéon usando tres desviaciones

relativas de momento

0
obj

El método de optimizaciéon implementado utiliza la funcién objetivo para optimi-
zar simultdneamente tres espacios fase correspondientes a desviaciones de momento de
0 =—-2%, 0% vy 2%. Este esquema fue disenado para mejorar la AD de fuentes de luz
sincrotron mediante la inclusion de efectos crométicos de primer orden y posteriormente
sera extendido en este trabajo de tesis.

El procedimiento busca promover la similitud entre las geometrias de los espacios fase no

lineales (descritos por el cuasi-invariante) y los espacios fase de la dindmica lineal (descritos

)
obj

por el invariante de Courant-Snyder). La funcién objetivo se define geométricamente
para cuantificar la separacion entre la superficie no lineal Ss(z,p,) (construida a partir
del cuasi-invariante) y la superficie lineal Sy(x, p,) (superficie de Courant-Snyder) en cada
punto de una cuadricula definida en el espacio fase horizontal.

Para un espacio fase con desviaciéon de momento fija §, la funciéon objetivo se calcula me-
diante la expresion dada en la Ec. (4.16). La minimizacién de f3; tiene como objetivo
que las soluciones del problema no lineal se aproximen lo maximo posible a la superficie
lineal, condicion que se busca cumplir para amplitudes pequenas. El proceso de optimiza-

cién empled algoritmos genéticos y consideré la funcién objetivo de la Ec. (4.16) con tres
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valores de 6, —2,0,2 %.
La amplitud de oscilacion utilizada en la optimizacién fue de g = 7mm. Los parametros
libres fueron las intensidades de los sextupolos y octupolos, mientras que los sextupolos

cromaticos se ajustaron para mantener las cromaticidades cercanas a cero (§,,§, ~ 0).

Comparacién Teérica vs. Seguimiento de Particulas (Tracking)

.. . o : . (0) (1)
El cuasi-invariante (Ec. 4.3) fue disefiado para incorporar las funciones A;j;; y Ajr;, que re-
presentan la primera contribucién en ¢ al cuasi-invariante polinomial, resultando cruciales

para describir particulas fuera de momento. Los resultados obtenidos revelan:

s Para 0 = 0%, se observé una superposicién muy precisa entre las curvas cerradas del

cuasi-invariante (teorfa) y las simulaciones de seguimiento de particulas (OPA [2]).

= A medida que |d] se aleja de 0%, la calidad de la superposicién disminuyé pro-
. . . . .z ;. 1 . . .

gresivamente, indicando que la contribucién tedrica de Agjlz,*l pierde eficiencia en la

descripcion de érbitas con grandes desviaciones de momento, aunque sigue propor-

cionando una medida valida de la no linealidad del sistema.

. . . . . 2
= Se plantea que contribuciones de orden superior, particularmente las funciones Agj,)cl
(proporcionales a 6%), podrian ser necesarias para mejorar la superposicién tedrico-

experimental en valores grandes de |d].
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Figura 4.4: Espacios fase para varios valores de §. La primera columna de esta figura muestra las superficies
S9%(x4,pyj) correspondientes, por filas, a § = —2%, —1%, 0%, 1% y 2%. Las trayectorias cerradas,
confinadas por la cuenca, con amplitudes alrededor de 4 mm se muestran en rojo. La segunda columna
muestra las trayectorias cerradas en el espacio fase y su comparaciéon con la simulacién de tracking con
OPA, en azul. La optimizacién se realiz6 incluyendo los espacios fase correspondientes a 6 = —2%, 0% y

2%, utilizando la funcién objetivo fgbj de la Ec. (4.16) [3] .
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Aunque la optimizacion se centro especificamente en § = —2 %, 0% y 2 %, como se muestra
en la Fig. 4.4, se evalud la estabilidad en un rango extendido § € [—3 %, 3 %] mediante
simulaciones de seguimiento de particulas (OPA). Los valores de amplitud méxima de

estabilidad obtenidos se resumen en la Tabla 4.2.

Cuadro 4.2: Amplitud maxima de estabilidad en funcién de

d  Amplitud méxima xy (mm)
3% 4.7
—2% 5.9
1% 7.0
0% 8.7
1% 10.0
2% 9.7
3% 7.5

La optimizacion de los tres espacios fase resulté en una estabilidad de hasta 5.9 mm en el
rango optimizado ¢ € [—2 %, 2 %]. Se observd que esta estrategia produjo ligeras mejoras
en la estabilidad en ciertas zonas del espacio de fase, pero afecté negativamente otras
regiones en comparacion con la optimizaciéon de un tinico espacio de fase. Estos resultados
sugieren que la condicion de similitud entre las superficies lineales y no lineales permite
un margen de flexibilidad mayor al esperado, indicando que no es necesario alcanzar una

linealidad absoluta para garantizar que sea viable en las aplicaciones practicas.



Capitulo 5

Resultados

En esta seccién se presentaran resultados sobre la descripcion de los espacios de fase y
la optimizacién de los elementos no lineales para dos casos de interés: (i) calculos hasta
términos lineales en §. y (ii) cdlculos que incluyen términos hasta orden §2. Para ello, fue
necesario ampliar tanto el desarrollo analitico como el computacional, a fin de incorporar
las ecuaciones diferenciales correspondientes a la parte cuadratica en 0. El andlisis parte
del calculo de las ecuaciones que describen la dinamica a segundo orden en la desviacién de
momento; posteriormente, estos términos se integran en la matriz de transporte correspon-
diente, se implementan numéricamente en el programa local y se aplican a un modelo de
FLS. Finalmente, se comparan las nuevas correcciones derivadas de la ampliacion tedrica

con los resultados previos de primer orden en la desviaciéon de momento.

5.1. Incorporacién de 4 al cuasi-invariante

La primera fase de este trabajo consistié en derivar un sistema de 110 ecuaciones di-
ferenciales que, complementado con las 418 ecuaciones para AE?,)CI y Agjl-,)d(s) reportadas
en [3], permite describir la dindmica del sistema hasta segundo orden en §. La obtencién
de este conjunto completo de ecuaciones se realizé6 mediante el programa de manipulacién
simbdlica wxMaxima [42] siguiendo el procedimiento descrito en la Secc. 4.1.

La forma analitica del cuasi-invariante es un polinomio de octavo grado de acuerdo con

42
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la metodologia establecida en [3,28,35-38]. Se le adiciona al cuasi invariante los términos
AZ(-]Q-,)CZ(S) asociados a contribuciones de segundo orden en 9, tal como se muestra en la

siguiente ecuacion

8
I, pas v, 0y 5,0) = >0 (AQu(s) + AGu(s)8" + AGL()8%) a'plypl,  (5.1)
i+j+k+1>2
,j=0

Aplicando la condicién de invarianza expresada en la Ec. (4.5), que utiliza el hamiltoniano
cromatico previamente definido en la Ec. (4.1), se obtiene el correspondiente sistema de
ecuaciones diferenciales. El conjunto de ecuaciones diferenciales se muestra en el Apéndice
B. A continuacién, se presenta el cdlculo numérico de los eigenvalores descritos en las

ecuaciones (4.12)—(4.15), asociados con la dindmica no lineal del sistema.

5.1.1. Ambigiiedad en la elecciéon de los eigenvalores

La solucién de la Ec. (4.14) presenta sutilezas en la seleccién de los valores y vectores
propios. Como ya se ha descrito en la Ec. (4.10), las componentes del vector W son las
funciones lineales y no lineales. Sus valores numéricos pueden obtenerse de la soluciéon de
la ecuacién de eigenvalores (T, — I)W(0) = 0, con eigenvalor cero. En la practica existen
varios eigenvalores numéricamente cercanos a cero. La eleccion del eigenvalor adecuado es
crucial para el problema, pues de ello depende que las funciones periddicas de la Ec. (5.1)
describan apropiadamente la dindmica no lineal. Para analizar las opciones disponibles, la
Fig. 5.1 muestra los eigenvalores calculados numéricamente con la funcién eig de MATLAB
para el modelo de la Secc. 4.1.4 que satisfacen la condicién de la Ec. (4.15). Los eigenvalores
se normalizaron al mayor valor en el rango de eigenvalores seleccionado, para facilitar la
visualizacién de su distribucion y magnitud relativa, resaltandose los mas cercanos a cero.
Esta transformacion resalta los valores cercanos a cero, permitiendo una comparacion entre

los diferentes 6rdenes de magnitud presentes .
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Figura 5.1: Eigenvalores normalizados obtenidos para el modelo de sincrotrén tipo MBA que se muestra
en la Fig. 4.3. Los eigenvalores se normalizaron al mayor eigenvalor del rango seleccionado para facilitar
su comparacién y andlisis. A la izquierda, eigenvalores normalizados mostrando en rojo los méas cercanos

a cero. A la derecha, se visualiza la magnitud de los eigenvalores sin normalizar en escala logaritmica.

A diferencia de los trabajos previos, en los cuales la exploracion de los eigenvalores fue
limitada, en este estudio se consideré ampliar el rango para investigar configuraciones
alternativas que podrian ofrecer una descripcion més precisa del sistema.

La distribucion completa de estos eigenvalores se presenta en la Fig. 5.1, donde se em-
plea una escala logaritmica (derecha) para resaltar el rango de magnitudes. Los valores
considerados estdn en el rango de 1 x 107% a 1 x 10713, Aquellos por debajo de 1 x 1078
se resaltan en rojo, ya que su identificacion serd relevante méas adelante en el proceso de
optimizacion (Secc. 5.2).

En principio, se esperaba que los eigenvalores mas pequenios proporcionaran una descrip-
ciéon mas adecuada de la dindmica no lineal y, en consecuencia, un mejor acuerdo entre el
espacio fase calculado en Matlab y la simulacion de seguimiento de particulas realizada
con OPA. Por ello, se realizaron comparaciones entre los diferentes eigenvalores mostrados
en la Fig. 5.1, seleccionando los valores extremos y el valor medio para ejemplificar los
resultados obtenidos.

En la Fig. 5.2 se observa que el eigenvalor mas pequeno no necesariamente produce un
mejor acuerdo entre el espacio fase calculado con Matlab (negro) y la simulacién (azul).
El caso mostrado corresponde a 6 = —1%. En contraste, para § = 1%, la Fig. 5.3 muestra

una mayor similitud de espacios fase entre la descripcion tedrica y simulaciéon para el
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eigenvalor con menor valor.

Esta discrepancia sugiere la presencia de una degeneracién en los valores propios para
diferentes desviaciones de momento, lo cual dificulta la identificacién de un tnico para-
metro representativo para describir la dindmica no lineal en todo el rango analizado. Este
comportamiento aparece de manera sistematica en todos los casos estudiados, y podria de-
pender de las condiciones particulares de cada configuracién del modelo, o de la descripcion

perturbativa en la desviaciéon de momento en el hamiltoniano descrito en la Ec. (4.1).

3.1x107%

Figura 5.2: Comparacion de los espacios fase obtenidos con el cuasi-invariante (negro) y con la simulacién
de OPA (azul) para § = —1 %, correspondientes a distintos eigenvalores indicados en la parte superior de

cada subfigura.
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Figura 5.3: Comparacion de los espacios fase obtenidos con el cuasi-invariante (negro) y con la simulacion
de OPA (azul) para § = 1%, correspondientes a distintos eigenvalores indicados en la parte superior de

cada subfigura.
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5.1.2. Comparacién de los espacios fase que se derivan del

cuasi-invariante, a orden § y §?

La comparacién entre las aproximaciones del cuasi-invariante polinomial revela una me-
jora notable al incluir términos de segundo orden en la desviacion de momento. Como se
muestra en la Fig. (5.4), las curvas correspondientes al segundo orden (negras) presentan
un ajuste significativamente mejor a los resultados de la simulaciéon OPA (azules) en com-
paracién con la aproximacién de primer orden (naranjas). Esta mejoria se da en regiones
donde las desviaciones de momento son diferentes de cero, donde los efectos no lineales
se vuelven dominantes. El desarrollo hasta 62 muestra que en la regién de xg = 6 mm
tomada en el calculo, se tiene un buen ajuste en comparacién a la distorsion que se muestra

en las figuras hasta primer orden de desviacion de momento.

1% 0% 1%

Px
[mrad]

Figura 5.4: Comparacién entre espacios fase del cuasi-invariante polinomial a orden § (arriba) y 6 (abajo).
Las curvas naranjas representan la aproximacién hasta primer orden en ¢, las curvas negras corresponden
al desarrollo hasta segundo orden en 62, y las curvas azules muestran los resultados de la simulacién
numérica con OPA. Se observa que resultados correspondientes al segundo orden describen con mayor
precision la simulacién en todas las regiones del espacio de fase, particularmente para desviaciones de
momento mayores. Fig. 5.1 se seleccionaron los eigenvalores que mostraron la mayor concordancia con la

simulaciéon para este ejemplo.
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5.2. Optimizaciéon no lineal con términos hasta ¢ y

5° en el modelo elegido de FLS

Para evaluar el beneficio de incluir el segundo término de la desviaciéon de momento en
la descripcién de la dindmica no lineal, se implement6 una estrategia de optimizacién de
elementos no lineales orientada a incrementar la estabilidad en el espacio de momentos.
Esta metodologia se aplico al modelo que cuenta con 22 sextupolos y 7 octupolos, cuyas
caracteristicas se detallan en la Cuadro 5.1 y en la Secc. 4.1.4.

Inicialmente, la optimizacion que se realizé en la literatura [3] consideraba unicamente
§ = —2%,0,2% utilizando el desarrollo del invariante hasta A y como referencia se
muestra su apertura de momento en la Fig. 5.5. Para comparar adecuadamente con el
desarrollo extendido hasta A®), se consideré apropiado expandir el rango de estudio a
0 = £4 % con 33 particiones del intervalo, lo que permitiria identificar las limitaciones del
modelo tedrico y de la optimizacion.

El procedimiento de optimizacion consistié en la seleccion de las configuraciones de sextu-
polo que estaban asociados a los eigenvectores con valores minimos de la funcién objetivo
[Ec. (4.16)], con el objetivo de mitigar los problemas descritos en la Seccién 5.1.1 y evaluar
simultaneamente la eficacia de la funcién objetivo propuesta.

Partiendo de las intensidades mostradas en el Cuadro 5.1, la optimizacién mediante A
revel6 un incremento en la estabilidad para la region positiva de §, aunque surgieron
inestabilidades en regiones adyacentes al aumento en dp/p = 4%. Esta configuracion
optimizada genera la apertura de momento mostrada en la Fig. 5.6, donde el andlisis en el
intervalo § = +4 % confirma que la estabilidad en la cota inferior resulta considerablemente
menor que en la superior.

La optimizacién con los términos no lineales de segundo orden A® expandio significativa-
mente la apertura de momento en x, particularmente en la regiéon de dp/p = —4 % donde
el rango de estabilidad horizontal se amplié de 40,5 mm a £2 mm respecto del modelo
original, como se aprecia en la Fig. 5.6 (derecha). Aunque este incremento podria perci-

birse como marginal y la ganancia resulte cuantitativamente modesta para la aplicacién,
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confirmar el beneficio de incluir términos de orden superior es valioso en la practica, donde

uniformizar la zona de estabilidad constituye un desafio importante.

4

o
X [mm]

Figura 5.5: Apertura de momento del modelo estudiado en [3], correspondiente al conjunto de sextupolos
originales. La figura se obtuvo usando el programa OPA [2], considerando el seguimiento de particulas
colocadas sobre una malla en el espacio x — §. Se definen dos regiones. Las particulas con condiciones

iniciales en la zona blanca sobreviven 100 vueltas en el acelerador y particulas con condiciones iniciales

en la zona gris no sobreviven.
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4] 0
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Figura 5.6: Apertura de momento del modelo, usando una optimizacién no lineal hasta A" (izquierda)

y A®) (derecha), con 33 particiones en el intervalo § = +4 %. La figura fue obtenida mediante simulacién

de particula tinica en el programa OPA.
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Cuadro 5.1: Elementos de la celda del modelo de la Fig. 4.3 bajo estudio. L es la longitud del

elemento y K es su intensidad. Los valores de los octupolos son las intensidades integradas,

cuyas unidades son m 3.

Elemento Tipo L(m) K (m™3)
SD2 Sextupolo 0.100000 -96.7516
FD2 Sextupolo 0.094502  99.1462
FD3 Sextupolo 0.001710 -26.0529
SD3 Sextupolo 0.010176  13.4109
S1 Sextupolo 0.100000 -144.2313
S2 Sextupolo 0.100000 -31.2021
SE1 Sextupolo 0.100000 -35.3559
SE2 Sextupolo 0.100000  17.4226
S1S Sextupolo 0.002964  86.5796
S2S Sextupolo 0.172130  40.1972
S1SH Sextupolo 0.001379  42.1650
SEF2 Sextupolo 0.220440 113.9431
S3 Sextupolo 0.100000 -100.1985
S4 Sextupolo 0.100000 -153.6085
FD22 Sextupolo 0.094502  -23.5760
FD32 Sextupolo 0.001775  23.3468
SD32 Sextupolo 0.010176  87.6073
S1SH2 Sextupolo 0.001379  -10.9265
5252 Sextupolo 0.172130  80.7719
S152 Sextupolo 0.002964 -67.8258
SD1 Sextupolo 0.100000 -15.3932
SF1 Sextupolo 0.220440 102.6627
o1 Octupolo — -12.2012
02 Octupolo — 11.1181
03 Octupolo - 27.3077
o11 Octupolo - -17.8795
021 Octupolo — 6.6910
031 Octupolo — 47.1552




Capitulo 6

Discusion y conclusiones

El objetivo de este trabajo fue analizar los efectos de incorporar el segundo término per-
turbativo de la desviacién de momento en el formalismo de cuasi-invariantes polinomiales.
Los resultados obtenidos muestran que esta extension mejora la descripcion de la dindmica
transversal fuera del momento de referencia y permite representar con mayor robustez la
estructura del espacio fase en comparacién con la aproximaciéon de primer orden.

En la Seccién 5.1.2 se presenté una comparacion entre los espacios fase calculados en
MATLAB y las simulaciones de particulas. Dicha comparacion mostro que la inclusion del
término A® reproduce de manera més adecuada la dindmica del sistema bajo desviaciones
de momento. En particular, dentro del modelo analizado, la incorporacion de este segundo
término conduce a una mayor amplitud en el espacio de momentos y, por consiguiente, a
una descripcion mas robusta de la dindmica en presencia de perturbaciones de energia.
Un resultado importante del presente estudio fue identificar que la construccién de super-
ficies cuasi-invariantes no conduce, en general, a un eigenvalor tinico asociado de manera
natural al comportamiento fisico deseado. Los calculos numéricos producen miiltiples so-
luciones que satisfacen simultaneamente la condicién de periodicidad, sin que emerja un
criterio fisico univoco para privilegiar una de ellas. Aunque se identificaron eigenvectores
capaces de describir con precision los resultados de simulacién, no se encontré un patréon
regular en los eigenvalores asociados que permitiera anticipar cual de ellos seria el més ade-

cuado para realizar comparaciones con tracking. Por esta razon, la seleccion del eigenvalor
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se llevo a cabo mediante un criterio numeérico: se eligié aquel cuyo eigenvector asociado, al
ser empleado para describir la superficie no lineal, minimizaba la funcién objetivo definida
en la Seccién 4.1.3.

Con el fin de evaluar el alcance de dicha funcién objetivo, se realiz6 un analisis de magni-
tudes en el que se exploraron aleatoriamente distintos valores de los parametros no lineales
sometidos a optimizacion. Para cada conjunto de pardmetros se calculé el valor de la fun-
cién y, mediante OPA, se cuantificé el desempeno del sistema a través de la apertura de
momento. La hipotesis de trabajo establecia que una disminucién en el valor de la funcién
objetivo debia correlacionarse con una mejora en la apertura de momento, manifestada
como un incremento en su amplitud.

Los resultados muestran que esta relacién se cumple de manera global, pero no de forma
estricta ni monétona. Como se observa en la Fig. 6.1, la reduccion de fq; conduce inicial-
mente a configuraciones con mejor apertura de momento; sin embargo, esta tendencia no
se mantiene cuando la minimizacién de la funcién se lleva al extremo. En particular, el
valor minimo de f,,; dentro del conjunto analizado, mostrado en el panel inferior derecho,
no corresponde a la maxima estabilidad, sino a una configuracién con apertura dindmica

mas reducida que otras asociadas a valores mayores de la funcién.
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Figura 6.1: Muestreo aleatorio de diferentes aperturas de momento en la optimizacién. Cada panel mues-
tra un valor distinto de la funcién objetivo (fop;), junto con la apertura de momento del conjunto de
sextupolos y octupolos asociado. Nétese que el valor minimo seleccionado de fo; (figura inferior derecha)

no corresponde a la maxima estabilidad, en comparacién con valores mayores de la funcion.

La Fig. 6.1 muestra que la correlaciéon entre f,,; y la apertura de momento debe inter-
pretarse como una tendencia global y no como un criterio de ordenamiento fino entre
configuraciones cercanas. Los paneles intermedios exhiben soluciones con regiones estables

mas amplias que la correspondiente al minimo absoluto de la funcién. Esto indica que la
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funcién objetivo si es util para conducir la busqueda hacia una region favorable del espacio
de parametros, pero no basta por si sola para identificar la configuracién éptima desde el
punto de vista dindmico.

En este contexto, una apertura dinamica degradada significa que, a pesar de presentar un
valor pequeno de la funcién objetivo, la configuraciéon correspondiente exhibe una region
estable mas estrecha en el espacio de momentos que otras soluciones asociadas a valores
algo mayores de la funcion. Desde el punto de vista fisico, este comportamiento sugiere
que la cercania al régimen lineal, medida a través de la funcién objetivo actual, no basta
para capturar todos los mecanismos relevantes de estabilidad en presencia de desviaciones
de momento. Desde el punto de vista metodoldgico, la figura pone en evidencia que una
optimizacion basada exclusivamente en la minimizacién de la f,; como estd definida,
puede conducir a soluciones que son matematicamente atractivas, pero dindmicamente
suboptimas.

Una explicacién plausible de este comportamiento radica en la propia estructura de los
cuasi-invariantes. En el sistema considerado, éstos se asocian a un conjunto de polinomios
cuya forma depende de los eigenvalores seleccionados. Dado que varios de estos eigenvalores
pueden encontrarse proximos al valor deseado —cero, en este caso—, la funcién objetivo
no discrimina adecuadamente entre soluciones fisicamente distintas. En otras palabras,
pueden existir multiples configuraciones que produzcan valores similares, e incluso peque-
nos, de la funciéon objetivo, pero que difieran significativamente en su estabilidad dinamica.
La dispersion observada en la Fig. 6.1 es consistente con esta ambigiiedad asociada a la
seleccion de eigenvalores.

A partir de estos resultados, puede concluirse que la inclusién del término A® representa
una mejora real del formalismo de cuasi-invariantes polinomiales, ya que fortalece la des-
cripcién de la dinamica transversal bajo desviaciones de momento y amplia la capacidad
del método para reproducir la estructura del espacio fase. Sin embargo, los resultados
también muestran que la consolidacién de este enfoque requiere resolver dos problemas
fundamentales: la formulacién de un criterio sistemético para la seleccion de eigenvalores
y el disenio de una funcién objetivo méas robusta, capaz de distinguir con mayor fidelidad

entre soluciones matematicamente cercanas y configuraciones dinamicamente favorables.
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En este sentido, la presente tesis establece dos aportaciones principales. En primer lugar,
muestra que la inclusién del segundo término perturbativo en la desviaciéon de momento
mejora la caracterizacion de la dinamica transversal y de las regiones de estabilidad en
el modelo estudiado. En segundo lugar, identifica con claridad una limitacién central del
enfoque actual, relacionada con la ambigiiedad en la seleccion de eigenvalores y con el
alcance limitado de la funciéon objetivo utilizada en la optimizacién.

Finalmente, los resultados obtenidos permiten afirmar que el enfoque basado en cuasi-
invariantes polinomiales constituye una herramienta prometedora para el andlisis de la
dindmica no lineal en sincrotrones de baja emitancia. Al mismo tiempo, esta tesis delimita
con precision los aspectos que deberan desarrollarse para fortalecer su capacidad predic-
tiva y su utilidad en procesos de optimizaciéon mas generales. En particular, el siguiente
paso natural consiste en enriquecer la funcién objetivo con criterios adicionales de esta-
bilidad y en formular un método sistematico que permita identificar aquellos eigenvalores
que den lugar a superficies cuasi-invariantes con comportamiento mas favorable frente a

perturbaciones en la desviacion de momento.
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Apéndice A

Derivacion del Hamiltoniano

El lagrangiano para una particula de masa mg y carga ¢ que se mueve en un campo

electromagnético con velocidad v es

L(x,%x,t) = —mOCQ\/ 1— |>c(22 —qo(x,t) + g% - A(x, 1), (A.1)

donde A es el potencial vectorial magnético y ¢ el potencial escalar. A partir de ellos, los

campos eléctrico y magnético, E y B, se obtienen como

A
E=—-V¢— a—,

ot (A.2)
B=V xA.

Consideremos un sistema coordenado cartesiano (z,y, z) donde la particula se mueve prin-

cipalmente en la direccién z. El hamiltoniano H se obtiene del lagrangiano mediante

H(x,P) = Y P — £(x,%1), (A.3)

en donde P; es el momento candnico y p; es el momento mecanico de la particula

60



61

oL
P = oz, (A.4)
Mo,
= pi + qA;. (A‘5)
usando Ec. (A.5) y (A.1) en la Ec. (A.3) resulta
H=v-P-1L (A.6)
2
=v-p+aqv-Ax,t)+mcl - 2—2 —qv - A(x,t) + qp(x, 1)
02
= ymv® +mc* |1 — = + qo(x,t)
= (v8* + 1/7) mc® + qo(x. 1)
= yme® + qo(x, )
— Bt gd(x.h) (A7)

De la expresién relativista £ = E2 + (pc)? y usando la Ec. (A.7) podemos encontrar la

siguiente expresion para el hamiltoniano

H(x,P) = c\/(P — qA(x,1))% + m2c® + qo(x,1). (A.8)
Mas adelante utilizaremos una serie de transformaciones canénicas para cambiar las coor-
denadas y la variable independiente. Una funcién generadora es ttil para crear las trans-
formaciones candnicas desde las coordenadas antiguas (¢, p) a un nuevo conjunto (Q, P).

Hay cuatro tipos de funciones generadoras:

_OF L, OF

Fy = Fi(q,Q,t) P—aa :—%
oF. oF
F2:F2(q,P,t) p:a—2, Q:TP?
oF OF (A-9)
3 3(p7Q7t) q ap ) 8Q
oF, B or,

F4:F4(paPat) q= Q

" T op
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El nuevo hamiltoniano K(Q, P,t) se calcula mediante:

K(Q P.1) = H(a(Q P),p(Q P)) + o

El primer paso necesario consiste en cambiar del sistema de coordenadas cartesiano r =

(A.10)

rT+yy+ 22 al sistema de Frenet—Serret adaptado a la 6rbita de referencia. En este sistema

la posicién se escribe como
r(s,z,y) = ro(s) + ,2(s) + v, 9(s), (A.11)
mediante la funcién generadora de tipo 3:

F3(P,s,z,y,t) = =P - [ro(s) +xZ(s) + y §(s)]. (A.12)

Las relaciones de transformacion son:

OF; . R
r= “op ro(s) +x2(s) +yi(s),
Psz—%ﬁé:P-§<1+x>,
a; P (A.13)
P, = —a—;’ =P 2(s),
OF;
=23 P .j(s).
Py ay y(S)

El hamiltoninano en el sistema coordenado Frenet-Serret

H= CJ (me)? + (Pe — qA:)* + (Py — qA,)* + ( - f; e qu> +qp  (A14)

El potencial vector ahora también toma sus componentes del sistema de coordenadas
Frenet-Serret como A, = A -2, A, =A-Jy A, =A-5.

A continuacién, necesitamos cambiar la coordenada independiente del tiempo a ’s’, la posi-
cién en la 6rbita de referencia. El Hamiltoniano anterior es funcién de (x, Py, y, Py, s, Ps, t)

y las ecuaciones Hamiltonianas son:

OH : oH |
o o,
OH : oH .
oH P oH _ :

0s OP,
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Para cambiar la coordenada independiente a s, primero observamos la derivada:

. dr dx (ds\ ' OH (0H\ '
! ds_dt<dt> ~ P, (an) (A.16)

Usando la regla de la cadena diferencial de la ecuacion implicita H (z, Py, y, Py, s, Ps, t) —

f(t) =0, tenemos:

, dx 0P,

x =% op (A.17)
Usando un truco similar, encontraremos que
, _ dP, 0P
*= ds Oz
,_dy P
V=10 ~op, (A.18)
= @ _ JPs
Y ds oy
También encontramos facilmente las otras dos relaciones:
gt _ <8H>_1 _ 0P,
 ds JP; oH (A.19)
7= dH _ _8735
~ ds ot
Por lo tanto, podemos elegir el nuevo hamiltoniano K = —P;, (z, Py, y, Py, H,t,s), que sa-

isfara la relacion hamiltoniana. Sin embargo, es incomodo establecer H como ’coordenada
tisfara la rel hamilt S b , do establ H ’ denada’
y t como 'momento general’. Para solucionar esto, podemos establecer el par conjugado

como (t,—H). Por lo tanto, el nuevo hamiltoniano queda:
K (x,Py,y, Py, t,—H,s) = =P
2
== (1 2)(552) — mep — (P — g - (P —qA) (A20)
—aA. (1+3)

Dado que el nuevo hamiltoniano tiene una forma muy complicada, usaremos las siguientes

simplificaciones.

1. Hemos visto que para campos magnéticos 2-D, solo se necesita el potencial vector
longitudinal. Podemos establecer ambos potenciales transversales a cero: A, = A, =

0.
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2. Supongamos que el potencial ¢ no depende del tiempo, entonces podemos hacer la
transformacién canénica (t,—H) a (t,—h) con h = H — q¢. h es justo la energia
total de la particula y los dos primeros términos dan el momento de la particula

p* = (h/c)* — (mc)*.

3. Definamos un momento de referencia de la particula py, y cada particula tendra
una desviacion de la referencia, p = po(1 + 9). § se llama desviacion fraccional del
momento. Escalamos el hamiltoniano K por un factor de pg y consideramos que no

existe un potencial ¢, asi obtenemos el nuevo K.

K - . R
EK(ZL‘, ~x:7)7y7p~y:7py7ta_h:>

Po Po Po Po (A21)
T n\’ me2\® 5 o A, T '
=—|1+= —| == P =P —a— |1+~
p c Po Do P
Cambiamos h = E/py, en donde E es la energia total de la particula
~¢ 2 2
i 2 E2 — m2cA 2 2
() ) <m> = = = (1) (A22)
c Po poc Poc

en donde la desviacidon relativa de momento es § = p;% and 1+ = p%. El hamiltoniano

es entonces

i A,
K (xaﬁx7yvﬁyvt7E’ S) = - (1 + i) \/(1 + 5)2 _p~552 _p~y2 - €7p7 (1 + i) (A23>
0

El par de variables candnicas (—t, ) no es muy conveniente de usar, ya que ¢ es una
cantidad que aumenta constantemente. Por lo tanto, se introduce la funcién generadora

para una transformacién canoénica desde las variables antiguas (z,ps,y, py, —t, ) hacia

las variables nuevas (x, Dy Yy Py, 0 = 8 — Poct, py = g{;}fg) como
Ey
Fy = xp, +ypy + (s — foct) | po + (A.24)
Bopoc
Las nuevas coordenadas de posicion y el nuevo hamiltoniano se obtienen a partir de
oF,
€Tr; =
Opi - (A.25)
K=K+=2

0s
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Las variables del momento transversal se dejan sin cambios pero la relacion entre la antigua

y la nueva variable del momento longitudinal p, se convierte en

E E,
]70 = 600 (60])00 —l—pU) (A26>

El nuevo hamiltoniano renombrando K — H es

H (‘Tapx7y7py707pa; 3) = Po — (1 + z) X (];JOAS(S) + \/(1 + 5)2 —pg —p?/) . (AQ?)

En el contexto de las condiciones normales en las que operan las fuentes de luz sincrotrén,
la desviacion de momento es muy pequeno, de modo que para cualquier particula se cumple
0 < 1. Asimismo, en la aproximacién paraxial se asume que el momento longitudinal p,
es cercano al de referencia y que p,, p, < 1. Con estas consideraciones, se puede expandir

en serie de Taylor el término bajo la raiz cuadrada, obteniendo

2 2
P+ P
— 4
21t9) TOW

lo que permite simplificar el hamiltoniano conservando tnicamente los términos necesarios

VD =~ (1+6) — (A.28)

para realizar la descripcion teorica.
Sustituyendo los terminos de mayor contribucién de la Ec. (A.28) en la Ec. (A.27), encon-

tramos el hamiltoniano aproximado H

2 2
T P tp q
H=—|1+="|x|14+6—- =L 4+ ZA(s)|+04 A.29
( P) 2(1+9) Do (5) ) ( )
— N—
Término cinético Potencial

El potencial vectorial A(s) se puede expresar como serie multipolar:

;IOAS(S) ~ _Re il 711 lian (5) + ba(s)] (z + ig)" (A.30)

La eleccién de eliminar los coeficientes a,(s) (o equivalentemente, considerar a,(s) = 0)

se debe a que se busca que el campo magnético sea normal (o dipolar, cuadrupolar, etc.,
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segun el término n), sin componentes skew [32].

q _ Sx_b2(5)$2_2
L) = —hi(s)r = 226~ y) e

bs(s by(s
. 35)(1‘3_31:92)_ 451)(x4—6x2y2+y4)+
donde los coeficientes b, (s) con n = 1,2,3,---, corresponden a:

= b;(s): Campo dipolar (dipolos)

» by(s): Campo cuadrupolar (enfoque)

» b3(s): Campo sextupolar (correccién cromética)

» y(s): Campo octupolar (no linealidades superiores)

Como tultima consideracién, la curvatura del sistema de referencia local se elige de tal

manera que

1
po(s)
Al sustituir (A.32) y el termino término potencial de la Ec. (A.31) en la Ec. (A.29)

bi(s) = (A.32)

_ 5{11?) — by (s)ad + blés)aﬂ + b2é8) (2 — %) + bgés) (a7 = 3xy®) + O(4)  (A.33)

Solo queda expandir § < 1, que del término cinético:

1

— — 2_3 . e
=10t (A.34)

Resultando en el Hamiltoniano final:

H($apx>?/,py,8) :1<pi—|—p§> (1—5+52+)

2

b% $) o, ba(s 2 2
—bi(s)zd + ; >3c + é ) (m -y ) (A.35)
n 53:(;’) (933 _ 3$y2> i 64513) (934 _ 6:B2y2 i y4)

_|_



67

donde z,y son las coordenadas transversales, p,, p, son los momentos conjugados, s es la
variable longitudinal, § es la dispersién en momento y by (s), ba(s), ... son las intensidades

de dipolos, cuadrupolos, sextupolos y octupolos.
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Apéndice B

Ecuaciones Diferenciales para funciones A?

ds

ds

d 2 1 0 1 2 2
A(l)OO + 2Ago)oo - 2Ago)oo + 2Aéo)oo + 251/452)00 - 2b2A(()2)00 - 25%14(()2)00 =0

d (2 2 1 0 1
%A(()z)oo + Agl)OO - Agl)OO + A§1)00 + 351/4(()3)00 =
d ) (1) @ 1242
£A 000 T 0143100 — b2Ag100 — 01 AG100 =

d
Ag%))oo + blAgll)oo - 5214521)00 - b%Aﬁ)oo - b3A(()21)00 =0

(B.3)

(B.4)



d

s Aliho + b1 Afihg — baASThy — B ASTh, — bsAfThy — baAfihy = 0 (B.5)
D A@ b AD L b AB — 12AR — b AR — 5 AR, — b AR, (B.6)

ds 4000 1414100 2413100 1413100 3412100 4411100 5410100 —
A+ 5y Ay — 048 — BRAGh — by ARy — ALy — bsAT =0 (B.7)
A+ b Ay + b A + 02 AR — baAChy — AR + 35, A + 205A%, — 0 (B.8)

ds

d
s A%)m + blAgl)Qo + b3A§21)00 + b2Aé%)11 b2A1120 b%Aﬁ)zo + 31741‘1521)00 + 25314%)11 b3A0120 + 65514(()21)00

+3b, AP, =0 (B.9)

d

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
ds Ago)zo + b1A§11)20 + b3Ag1)00 + 52A§,0)11 - b2A§1)20 - b%AéBzo + 3541451)00 + QbsAéo)n - b3A§1)20 + 6551451)00 + 3541450)11

—byAfithy + b5 Al = 0 (B.10)

d
Al + b Ao + baAfTho — bsAtibe + b2 ATy — baAigy — baAGTh — B ARk + 30aAGThg + 20aAlGy — 4bsAfGL =0 (B.11)
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d
Al + 3Aioh — 3A5abo + 34800 + 261 Aph — 2ba A0 — 267 Af300 — 25 Aho = 0 (B.12)

jSAgflim +AAZ), — 4AD ) + 440 + 26, AL — 26,42 — 202 AZ), — 26343, — 26, A%, = 0 (B.13)
;9144(51)00 + 514%)00 5145000 + 5A5ooo + 2b1A4(112)00 - 252Aé22)()0 252143200 25314%22)00 - 2b4A522)00 - 2b5A(()22)00 =0 (B.14)
D A@) L AG AW A0 ob AD 1 2b AR + AR, = (B.15)

75 10120 T AHo20 = Aioz0 T Aioz0 140220 340200 1 0240111 =
c;iAmn + b AR + 2480 — 245, + 2400, + 20, AT, — b ASY, — DRA), + 403 A5, = 0 (B-16)

d
%Aﬁ)zo + 2/4%)20 - 214%))20 + 2A§%)20 =+ 251/192)20 + 2b3A§22)00 + 52A§21)11 - 2b2A(()22)20 - 2b%A(()22)20 + 65414(()22)00 + QbSA(()Zl)n =0 (B.17)

d
£A§%)11 + blAgll)ll + 214%)20 - 214;))20 + 2145%)20 + 25214%)02 - b2A§21)11 - b%Aﬁ)n + 4b3A%)02 — b3A(()21)11 + 6b4A(()%)02 =0 (B.18)

0L



d
TS + 3AGh — 3Afgn + 3AG + 201 AL, + 203 At + ba AL — 262 Ay — 261 Ay + 6baAiihn + 2baAf

—2b3 Alh + 12b5 Al + 3by Al = 0

d o 2 1 0 2 2 2 2 2 2
%A(o)n + blAgll)n + 2141(),0)20 - 2Agzo)m + QAzgo)zo + 2b2A§:0)02 - b2A§1)11 — b%Aéfn + 4b3A§0)02 — 53A§1)11 + 6b4A50)02

_b4A621)11 + 85514820)02 =0

d (2 2 1 0 1 2 2 2 2
%A((n)zio + Ago)zxo — Ago)zxo =+ Ago)zm + leA(()2)40 + 25314(()2)20 - 25514(()2)00 + 5214(()1)31 - b4A(()1)11 =0

d (o 1 2 2 1 0 2 2 2 2 2
%Ago):ﬂ + blAgl)?)l + 53A§1)11 + 4145840 - 4A§0)40 + 4A§o)40 + 252A§0)22 - 2541450)02 - b2A(()1)31 - b%A(()l)Sil + 354/4(()1)11

b3 ALy — 8bs Alpty = 0

d 2 1 1
£A81)00 + A(lo)oo - Ago)oo + 2511482)00 =0

d
s A(22)00 + 214521)00 - 2A§11)()0 + 214&?)00 + 35114%)00 — 3b2A(()?3)00 - 35%14(()?00 =0

(B.19)

(B.20)

(B.21)

(B.22)

(B.23)

(B.24)

1L



d 2 1 2 2 2 2 2
Ao + 01 G0 — b2ASiho — VY ASTh0 — badit — badfing — bs Aty = 0

d
s Az(j))m + b1A4120 + b3A4100 + b2A4011 b2A:(a21)20 - b%A:(ﬁ)zo + 3b4A:(a21)00 + 25314:(’,20)11 b3A2120 + 65514521)00 + 3b4A§%)11

—b4A§2120 + 4b5A%)11 - b5A(()21)20 =0

d 2
ds A2040 + b1A2140 + b3Ag2l)20 - b5A521)00 + bQAg%))Sl - b4A§%)11 b2A114O b2A1140 + 3b4/41120 + 2b3A§0)31 4b5/41011

—b3A0140 + 655140120 + 3b4AE)%?31 =

d
s A§22)00 + 314:(5)00 - 31419800 + 3A(loo + 351142300 35214%)00 - 3b%A%)00 — 35314(300 =0

d (o 2 1 2 2 2

s A:(n)oo + 4Az(11)00 — 4/4:(11)00 + 4Az(8)00 + 3b1A:(zl3)00 - 3b2A§3)00 - 3b%A§3)00 3b3A1300 3b4A(()3)()0 =0
d 0) (1) )
s A0111 + A1011 A1011 + Ajgry + 2b1 Agopy + 2140120 2A0120 + 2140120 + 202 Ag1p2 = 0

d 2
%A(()zz)m + A§21)20 - A1120 + Agmo =+ 3blA(()320 + 3b3A0300 + 52A02)11 =

(B.25)

(B.26)

(B.27)

(B.28)

(B.29)

(B.30)

(B.31)

GL



d
£A(21)11 + 214520)11 - 2Ag%))n + 2A§%)11 + 2b1A§12)11 + 214521)20 - 2Ag11)20 + 2145(;)20 + 25214521)02 — 2b2A(()22)11 - Qb%A(()Qz)n

14, AR, =0

d 2 1 0 2 2 2 2 2
%A(z)zo + 21451)20 - 2Ag1)20 + 2A§1)20 + 351A%)20 + 3b3A§3)00 + b2A§2)11 - 3b2A83)20 - 35314(()3)20 + 9b4A(()3)00

+2b, 4%, =0

d 2 1 0 1 2 1 0 2 2 2
%Agl)n + 314:(30)11 - 314:(),0)11 + 3Az(2,0)11 + leAgz)n + 21451)20 - 2Aé1)20 + 2A§1)20 + 2b2Ag1)02 - 2b2A§2)11 - 25%1452)11

+4b3A§21)02 — 253/4(()22)11 + 65414(()21)02 =0

d 2 2 1 0 1 2 2 1 0 2 2
= A + Afhy — Al + AlGhy + 200 A + 25 AGk + 44T — 4450 + 44 + 252 AT, — 214G, = 0

d 2 1
7d A(()O)OO + blA(()l)OO =0
S

d (o 1 2 1 0 2 2
%Ago)(m =+ blAg1)02 + Ago)n - Ago)n + Ago)n - bQA(()l)OQ - b%A(()l)OQ =0

(B.32)

(B.33)

(B.34)

(B.35)

(B.36)

(B.37)

€L



d

d

d
ds

%Ag?oo +6A

d

ds

(2)
6000

ds

d
T Ao + b1 Afi + bsA
d

—~Abono + b1 Afigo + bsA

(2)

2 2 2
(()1)40 — b5A(()1)20 + b2A(()0)51 -

1) 0
/420%2 + b1/42102 + f12011 - f1§011 + figoal

A3002 + blAéwz + A3011 - A3o11 + A3011

6A6000 + 6A6000 + leAgIQ)()o -

2b2Az(;22)()0

2
by ASThy —

b2141102

2
—22A%0, —

d
*A(()%)éo + blA(()ll)zo + bSA(()21)00 + bQA((]%))ll =0

0120 — bSA(()21)00 + bZA(()%)?,l - b4A(()%)11 =0

b4Aé%))31 =0

62A521)02 b3A621)02 =0

2
ALY, — by AL, —

205 A3 —

bsASThy = 0

25414%22)00 -

d
5A1022 + blAgmz + b3A1102 + 3A1031 314%)31 + 3A§%)31 + 3b2A%)13 - b2A((le)22 b2A0122 + 3b4A0102 + 653/4(013 =0

25514522)00 =0

(B.38)

(B.39)

(B.40)

(B.41)

(B.42)

(B.43)

(B.44)

2



d
%A((]?OO + Agzz)oo - A1200 + A1200 + 451/4(()11)00 =0

d
s Ag1)20 +4 - 4A4020 + 4144020 + 251/4512)20 + 263A§2200 + b2A3111 252142220 2b%A§22)20 + 6b4Ag22)00 + 25314521)11

_2b3A12220 + 12b5Ag22)00 + 3174/4321)11 2[)4/40220 + 417514(111 =0

d 2 2 0 2 2 2 2 2 2
%Aflo)ll + blAZ(ﬁ)ll + QAELO)QO - 2Ag%))20 + 2"41(10)20 + 2b2A1(10)02 - bQAél)ll - b%Agl)ll + 4b3A2(30)02 - b3Aé1)11 + 6b4A;O)02

—b4A1111 + 8b5A1002 5514(()21)11 =0

d 2 2 2
disA(ll)ZLO + 2"42040 2142040 + 2‘42040 + 261A1240 + 2b3A52)20 2b5"4(1200 + b2Ag1)31 b4A5111 2b2140240 2b2140240

+6b4A0220 + 2b3A021)31 — 4551402111 =0

d (o 1 2 2 2 2 2 2
£A§0)31 + blAgl)?)l + b3Aé1)11 + 4Ag0)40 4142040 + 4142040 + 2[)21450)22 - 2b414§0)02 b2A1131 b%Ag1):),1 + 31741451)11

+4b3A%)22 8175141002 b3A((J21)31 + 6b5A(()21)11 + 65414(()%)22 =0

d (2 2 1 0 1 2
£A§3)00 + 21452)00 — 2A§2)()0 + 21452)00 + 4b1A§4)00 - 4b2A(()4)00 452140400 =

(B.45)

(B.46)

(B.47)

(B.48)

(B.49)

(B.50)

)



d
Al + 3Aih — 3AG00 + 34800 + 4bi Al — 4b ATy — 467 Al — 4bs Al = 0 (B.51)

CZA(()%)?)I + by Afih + b3 AGD + 4AR — 4AT 0 + 4AR + 262 Aty — 204 AT, = 0 (B.52)
OZAé%)m + by Afsy + bsASy — bs AT + 6ATos — 6 Aok + 64560 + 202454, — 204 Afgh, = 0 (B.53)
zSAEi)OQ + A%)OQ - A%)oz + Ag%)oz + 25114612)02 + Aggl)n - Agll)n + Agol)n =0 (B.54)

© AN+ 01 AR+ 248 — 240 + 2,A = 0 (5.55)

ZSA(%)H + Agzl)n - Agll)n + Ag?)n + 35114(()?11 + 214(()22)20 - 2A((le)20 + 214(()%)20 + 25214(()22)02 = (B.56)
£A521)02 + 2450 — 2A50s + 2A50, + 261 Aloh, + ATy — AT + A — 202450, — Qb%A(()ZQ)(m =0 (B.57)

ds

9.



d (2 2 1 0 1
A(()3)20 + A§2)20 - A§2)20 + A52)20 + 4511484)20 + 4b3A0400 + b2A0311 =0

ds
d 2 1 2 0 2 2 2
s A1211 + 214%1)11 - 21451)11 + 2142111 + 3b1A1311 + 21452)20 2141220 + 2A§2)20 + 252Ag2)()2 - 3521463)11 - 35%1463)11
+4b, AR, =0
d

s A2102 + 3A3002 3A3002 + 3A3002 + 2b1A2202 =+ A2111 Ag?n + Agi)n 21721‘11202 2[72141202 2b3A(()22)()2 =0

d 2 1 2 2 1 0 2
s A0122 + A§0)22 - A1022 + A1022 + 2b1A(()2)22 + 2531482)02 + 31481)31 - 31461)31 + 314(()1)31 + 3521481)13 =0

d

1 2 2 2
Al + DA + 2410 — 2410, + 2410 + 4ba ATy, — baAGTLs — BAG, + 8bsAGG, = 0

d 2 2 1 2 2 2 2
Ao + 5AGh — 5AS00 + 5 ATi0 + 3b1 Ao — 3b2 A0 — 30 Ao — 3bsA%ie — 3baAY0 — 305 AT = 0

d

oAb + 3 = 3Afhy + 3A5thy + 3b1 Ay + 3bs A + ba AR — 3ba Al — 3T AL + 9baAihg + 20y

—353140%20 + 1855146?00 + 35414822)11 =0

(B.58)

(B.59)

(B.60)

(B.61)

(B.62)

(B.63)

(B.64)

L.



d
%A:(’i)n + 4Az(1%))11 4A4o11 + 4A4011 + 201 + 2Az(a21)20 2A3120 + 2A3120 + 2b2A§21)02 — 2b2Ag22)11 252A2211

+4bs AR, — 25 + 6,42, — 26, 4B, + 8bs AL, = 0

d 2 1 0 1 2 2 2 2
%A62)40 + A§1)40 - A§1)40 + A§1)40 + 35114(()3)40 + 3b3A83)20 - 35514(()3)00 + bQA((JQ)Sl - b4A§)2)11 =0

d (2 1 0 1 2 1 0 2 2
£Agl)31 + 2142031 21450)31 + 2Ag0?31 + 2b1AgQ)31 =+ 2b?>141211 + 41451)40 - 41451)40 + 414(11)40 + 2521451)22 — 264Ag1)()2

_2b2A(()22)31 252140231 + 65414822)11 + 45314(()21)22 — 85514(()21)02 =0

d
ds A(002 + b1A4102 + Al(l?))ll - Al(llo)ll + Aé(l((]])ll - bQAi(%QI)(H - b%Agzl)OQ - b3A§21)()2 b4A1102 bSA((]21)02 =0

d

2 1 2 2 1 0 2
%Aé0)22 + blAél)22 + b3Ag1)02 + 3"450)31 - 3Ag0)31 + 3A§O)i’;l + 3b2Ag0)13 bQAllQ2 b2A1122 + 3b4A§102 +

653141013 b3A0122 + 6b5A0102 + 9b4A(()?))13 =

d (2 2
%A((M)OO + Ags)oo - A1300 + A1300 + 5b1A(()500 =0

(B.65)

(B.66)

(B.67)

(B.68)

(B.69)

(B.70)

8L



d
At + 248500 — 24850 + 245500 + 5b1 Al — 5ba Al — 50 Afze = 0 (B.71)

jSA(()%))QQ + by Afihy + b3 ASThs + BAG — BAG + BARY, + 3, Al =0 (B.72)

OZA%)AQ + by ALy + b3 AShy — bsAfihy + 5AGGs — 5Aok + 5ANk + 3b2Alths — 3b4AfGLs = 0 (B.73)

L Afthy + 0 S+ AR — Alfhy =0 (B.74)

jsAé% + A{Tbs — Althy + Al + 3b1Afis + Al — Al + A =0 (B.75)

dCiA(%)ll + A — A+ AL + b1 AGY + 24500 — 24500 + 2400 + 20, A5, = (B.76)
£A522)02 + 2450, — 24510 + 2A50, + 301 ASgh, + AB) — ADh + AQ) — 302450, — 3b%14(()?02 =0 (B.77)

ds

6.



d (2 2 1 0 1 2 1 0 2
£A61)13 + A§0)13 - Ag0)13 + Ago)l?) + leA(()2)13 + 214(()1)22 - 2AE)1)22 + 214(()1)22 + 45214(()1)04 =0

d 1 0 2 2
d5A1004 =+ b1A1104 + A1013 Ago)l?, + Ago)m - b2A(()1)04 - b%A((n)(m =0

d 2 1 0 1 2 2 2
£A:(a3)00 + 4144(12)00 - 4144(12)00 + 4144(12)00 + 4b1A:(1,4)00 — 4b2A§4)()0 - 4b%A§4)00 4b3A1400 4b4A(()4)00 =0

d

2 2 1 2 2 2
T Ao + 24550 — 2480 + 2455 + 401 AV + 4bs AT + b AR, — by A — 46 AT, +

12[)414(()%1)00 + QbsA(()?n =0

d 2 0 2 2
s A2211 + 314:(%1)11 3A3111 + 3A5111 + 3b1A2311 + 2A2220 2142220 + 21452)20 + 252A§2)()2 3b2A1311 3b§A53)11 +

453141202 3531402311 + 6b4A(()22)02 =0

d 2 0 2 2
£A82)31 + A§1)31 Ag131 + A1131 + 351140331 + 3b3A0311 + 4A0240 A0240 + 41482)40 + 2b2A(()2)22 - 25414(()2)02 =0

(B.78)

(B.79)

(B.80)

(B.81)

(B.82)

(B.83)

08



a
ds

d
AL A

a
ds

2 2 1 0 1 2 1
A + 4AG, — 4AG, + 4A0N + 20 Aly, + AT — A, + A

(0)
3111

—2

2 2 1 0 1 2 2
A§1)22 + 2/450)22 - 2A§0)22 + 21450)22 + 2b1A§2)22 + 2b3Ag2)02 + 31451)31

— 2by Aoy — 262 A5,

by Ay — 20, A5, = 0

3A1131 =+ 3145?)31

+352A§21)13 - 2b2A(()22)22 - Qb%A(()Qz)zz + 654/4(()22)02 + 653A021)13 =0

1 2
gl)ls + 2A(20)22 2A2022 + 2A2022 + 45214%004 b2A1113 biA

d
ds

d
ds

d (2
ds

d o 2
s A(()3)02 =+ A§2)02

2 2
*A(()s)oo + Agzx)oo -

2 1 2
7/480)13 + blA(()1)13 + 214(()0)22 —

Aooss + b1A0153 + b3A(113 + 4A0042

1 0 1 2
- AgQ)OQ + A§2)02 + 45114(()4)02 + A(()3)11

gns + 853141004 53A8113 + 12b4A00)04 =0

—A(()

A1400 + A1400 + 6b1A(()600 =0

1)
311

QA&))M + 2A(()((J))22 + 452/4(()%)()4 =0

Ago42 + 4A0042 + 41921‘10024 45414(004 =0

+ A(()(:]%)n =0

(B.84)

(B.85)

(B.86)

(B.87)

(B.88)

(B.89)

(B.90)

18



d 1 0 1 2 1
£A((Jl)04 + A1004 Ago)ozx + Ago)(m + 2511482)04 + A(()1)13 - A(()1)13 + A0113 =

d 2 1 0 2 2 2
- Abiho + 3A5ib0 — 3Alho + 3Af0 + 5b1 Ay — Sb2Afhn — 5HTATS — 5bs Az = 0

d 1 0 1
s A0420 + A1320 Ags)zo + A§3)20 + 5b1Aé5)20 + 5b3Ao5oo + b2A0411 =

d 2 2 1 0 1 2 1 0 2
oA+ 248 — 240 + 2450 + 4bi ATy + 24150 — 241 + 2410 + 25 Atk

_45214(()%1)11 - 45%14(()?11 + 45314(()?02 =0

d

ds A(202 + 3"43102 Agll)()Q + 3"43102 + 3b1Ag302 + Aé22)11 - A2211 + A2211 - 3b2Ag302 3b%Ag?02 3b3A(()302 =0

d

1 2 2
ds A0222 + A1122 A1122 + Ag122 + 3b1A83)22 + 3b3Aé302 + 3A82)31 3A0231 A(231 + 3b2A£]2)13 =0

d

2 2 1 0 1 2 1 0 2
AT + 2450 — 2450 + 2450, + 201 Ay, + 2410, — 2411 + 2410, + 4b Ay,

_25214(()22)13 - 25314822)13 + 8b3A(()21)04 =0

(B.91)

(B.92)

(B.93)

(B.94)

(B.95)

(B.96)

(B.97)

¢8



ds

d

ds

d

ds

ds

d
ds

d 1 2 1 0 2 2 2
*Ago)(m + 51A§1)04 + Ag0)13 - Ag0)13 + Ago)ls - bZAgl)(M - b%Agl)(M — bSA(()l)O4 =0

2 1 2 1 0
714(()0)04 + blA((]l)O4 + A(()o)13 - A(()0)13 + A(()0)13 =0

d o 1 2 2 1 0 2
£A(()0)24 + b1A81)24 + bSA((n)o4 + 3A80)33 - 314(()0)33 + 3A(()0)33 + 5b2A(()0)15 =0

d
ds

2 2 1 0 1 2 2
*Ags)oo + 21454)00 - 2Ag4)00 + 2A§4)()0 + 6b1A§6)00 - 6521466)00 - 6b%A§)6)00 =0

2 2 1 0 1 2 1 0 2
A+ AG — AR+ A 450, AT+ 2450 — 24500 + 248 + 20, A5, = 0

2 2 1
A[()2)13 + A§1)13 - A§1)13 +A

(0)
111

d (2 2 1 0 1 2 1 0 2 2
A(3)02 + 2A§2)02 - 2A§2)02 + 2A§2)02 + 4571/454)02 + Ags)n - Ag3)11 + Ag:s)n - 46214(()4)02 - 4b%A(()4)02 =0

1 2 1 0 2
3+ 3b1A(()3)13 + 214(()2)22 - 214(()2)22 + 214(()2)22 + 45214(()2)04 =0

(B.98)

(B.99)

(B.100)

(B.101)

(B.102)

(B.103)

(B.104)

€8



ds

d (2 2 1 0 1 2 1 0 2 2
Agl)ozl + 2A§0)04 - 2Ago)o4 + 2A§0)04 + 2b1A§2)04 + A§1)13 - Ag1)13 + A§1)13 - 26214(()2)04 - 2b%A(()2)04 =0

d 1 2 1 0 2
£A(()0)15 + b1A(()1)15 + 214(()0)24 - 214(()0)24 + 214(()0)24 + 6b2A(()0)06 =0

d (2 2 1 0 1
%A(()G)OO + A§5)00 - A§5)00 + Ag5)oo + 7b1A87)00 =0

d 2 2 1 0 1 2 1 0
T At + A — Al + Alghs + 5 Ay + AGTh — AGhy + AG =0

d o 2 1 0 1 2 1 0
%AE)Q)(M + Ag1)o4 - Ag1)04 + Agl)o4 + 3b1A§)3)04 + A((JQ)13 - A((JQ)13 + A(()2)13 =0

d (2 1 2 1 0
%A(()O)OG + blA((n)()G + A(()0)15 - A(()0)15 + A(()o)15 =0

(B.105)

(B.106)

(B.107)

(B.108)

(B.109)

(B.110)

78
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