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Glosario

brillantez Se define como la intensidad del haz de fotones dividida por su volumen en el

espacio de fase [5]. (Ver pág. 1)

DBA Celda magnética que consiste en dos imanes dipolares que curvan la trayectoria

del haz de electrones en una sección de arco. Entre ellos se ubican cuadrupolos que

enfocan el haz para lograr la acromaticidad, que es la condición donde la dispersión

y su derivada se anulan a la salida de la celda, logrando que la posición y el ángulo

del haz sean independientes de las variaciones de energía de las partículas first. (Ver

pág. 8)

DESY Centro de investigación alemán de física de partículas y fotones localizado en

Hamburgo, Alemania. (Ver pág. 10, 11)

evolución diferencial Algoritmo de evolución diferencial (Differential Evolution), técni-

ca de optimización evolutiva que utiliza operadores de mutación basados en diferen-

cias vectoriales y cruce binomial para generar nuevas soluciones. (Ver pág. 25)



0.0 Glosario

Korea-4GSR Sincrotrón coreano de cuarta generación actualmente en desarrollo, dise-

ñado para ser una fuente de luz de ultrabaja emitancia. (Ver pág. 12)

LGB Imán dipolar diseñado con un campo magnético variable a lo largo de su eje longi-

tudinal. A diferencia de un dipolo convencional de campo uniforme, el LGB ajusta

la intensidad del campo para que coincida con la evolución de la función de disper-

sión a lo largo del imán, optimizando así la radiación (synchrotron radiation) para

minimizar la emitancia natural del anillo de almacenamiento. (Ver pág. 7, 36)

MAX IV Sincrotrón de cuarta generación ubicado en Lund, Suecia. (Ver pág. 6)

MBA El Multi-bend achromat Estructura magnética compuesta por una serie de múlti-

ples dipolos y cuadrupolos que mantiene la acromaticidad del sistema (dispersión

nula en las secciones rectas). Su diseño reduce el ángulo de deflexión por cada

dipolo, lo cual es fundamental para disminuir la emitancia natural del haz de elec-

trones de forma proporcional al cubo del ángulo de giro. (Ver pág. , 2, 5, 6, 8, 12,

14, 29, 36, 37)

NanoTerasu Sincrotrón 3 GeV ubicado en el New Industry Creation Hatchery Center

(NICHe) de la Universidad de Tohoku, Japón. (Ver pág. 7)

OPA Herramienta de software para el diseño y simulación de sistemas ópticos de par-

tículas cargadas. Permite el modelado de diversos arreglos magnéticos y líneas de

transporte con un enfoque particular en la visualización en tiempo real y la interac-

tividad para la optimización de parámetros del haz. (Ver pág. , 27, 35, 39, 40, 41,

44, 45, 46, 51)

particle swarm Algoritmo de optimización basado en el comportamiento estocástico y

social de grupos de individuos. Se fundamenta en el movimiento de un conjunto de

partículas (candidatos de solución) que exploran el espacio de búsqueda ajustando su

trayectoria en función de su mejor experiencia propia y la del grupo para converger

a un óptimo. (Ver pág. 25)



0.0 Glosario

PEP-X Diseño conceptual de un acelerador de partículas tipo sincrotrón de electrones

propuesto como fuente de luz de cuarta generación. No está en funcionamiento ni

construido - representa una propuesta de actualización de PEP-II ubicado en el

SLAC National Accelerator Laboratory en Menlo Park, California, Estados Unidos.

(Ver pág. 26)

PETRA III Sincrotrón de tercera generación en DESY (Alemania). (Ver pág. 6, 10, 11)

RB El Reverse bend es un imán dipolar cuyo campo magnético desvía el haz de electrones

en la dirección opuesta a la de los dipolos principales del arco. Esta configuración

permite un control independiente de la función de dispersión, facilitando la reducción

de la emitancia natural en celdas magnéticas compactas. (Ver pág. 12, 36)

skew Término utilizado en física de aceleradores para describir componentes del cam-

po magnético que presentan una simetría rotada 45° respecto a los componentes

normales. En español se traduce como s̈esgadoö äsimétricö. Los componentes skew

generan campos que no son simétricos ni antisimétricos respecto al plano medio del

acelerador. (Ver pág. 66)

SPring-8-II Fuente de luz sincrotrón de cuarta generación ubicada en Japón, que re-

presenta una actualización en proceso del sincrotrón SPring-8 original. (Ver pág.

6)

VUV Región del espectro electromagnético entre aproximadamente 10 nm y 200 nm. Se

denomina "de vacío" porque esta radiación es fuertemente absorbida por el oxígeno

molecular del aire y por la mayoría de los medios ópticos sólidos (como el vidrio o

el cuarzo), lo que exige el uso de sistemas de vacío y ópticas especiales de reflexión

para su manipulación y transporte. (Ver pág. 8)

wigglers Es un dispositivo que consiste en una serie de imanes dipolares dispuestos en una

secuencia alternante de polaridades opuestas. A medida que un haz de electrones pasa

a través de este arreglo, experimenta una serie de oscilaciones forzadas, o zigzagueos,

debido a los campos magnéticos [6]. (Ver pág. 8)



0.0 Siglas

XFEL Acelerador de partículas lineal tipo láser de electrones libres de rayos X (X-ray

Free-Electron Laser). (Ver pág. 6)

Siglas

AD apertura dinámica. (Ver pág. , 2, 5, 7, 9, 18, 19, 20, 25, 26, 27, 28, 38)

APS Advanced Photon Source. (Ver pág. 6)

BA Bend Achromat. (Ver pág. 6)

CB Complex Bend. (Ver pág. , 8, 9)

CBA Complex Bend Achromat. (Ver pág. 8)

ESRF-EBS European Synchrotron Radiation Facility - Extreme Brilliance Source. (Ver

pág. 6, 36, 37)

FLS fuente de luz sincrotrón. (Ver pág. , 25, 29, 42, 47, 48, 49)

MOGA Multi-Objective Genetic Algorithm. (Ver pág. 25)

MOGO Multi-Objective Genetic Optimization. (Ver pág. , 26)

NSGA-II Non-dominated Sorting Genetic Algorithm II. (Ver pág. 25, 26)

NSLS National Synchrotron Light Source. (Ver pág. 8)

PLS-II Pohang Light Source II. (Ver pág. 12)

PMQ Permanent Magnet Quadrupole. (Ver pág. 8)

SLS-2 Swiss Light Source 2. (Ver pág. 36, 37)
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Resumen

Las fuentes de luz sincrotrón de última generación requieren actualizaciones constantes

en sus arreglos magnéticos para responder a la creciente demanda de experimentos de

alta precisión. Esta evolución plantea retos importantes en el diseño y la optimización de

la dinámica no lineal de los aceleradores modernos. En este contexto, la presente tesis

estudia la extensión a segundo orden en la desviación de momento del formalismo de

cuasi-invariantes polinomiales, con el propósito de mejorar la descripción analítica de la

estabilidad transversal del haz y su aplicación a la optimización de la apertura dinámica.

Como base conceptual, se revisan los fundamentos de la dinámica de partículas en acelera-

dores y el marco teórico que sustenta los métodos utilizados. Posteriormente, se desarrolla

la construcción del cuasi-invariante y se analiza su aplicación en un sincrotrón de baja

emitancia. La validez del modelo se examina mediante comparaciones entre superficies

analíticas sobre el espacio fase y simulaciones de seguimiento de partículas.

Los resultados muestran que la incorporación de términos en δ2 mejora la representación

de la dinámica fuera del momento de referencia y favorece una optimización más precisa

de la apertura dinámica. En conjunto, estos hallazgos indican que este nivel de aproxi-

mación constituye un avance relevante para el análisis y diseño de aceleradores de cuarta

generación.

iii



Capítulo 1

Introducción

La contribución de las fuentes de luz sincrotrón a la física experimental abarca una amplia

gama de disciplinas, desde la investigación en física de materiales hasta la biología es-

tructural. Estas instalaciones destacan por el gran y diverso número de experimentos que

se realizan anualmente. La mayoría de estas investigaciones han demostrado un impacto

significativo tanto a nivel académico como social. Un ejemplo destacado es el desarrollo de

fármacos mediante cristalografía de rayos X, técnica que permite estudiar la interacción

de compuestos con moléculas asociadas a enfermedades específicas, incrementando así la

eficacia terapéutica al elucidar los mecanismos de interacción a nivel molecular [7].

El número de usuarios de estas instalaciones ha aumentado considerablemente en la última

década, gracias en parte a las actualizaciones tecnológicas que permiten realizar experi-

mentos de vanguardia. Un caso emblemático fue su rol durante la pandemia de COVID-19,

donde las fuentes de luz sincrotrón demostraron su valor como herramienta indispensable

para la comunidad científica frente a crisis globales [8].

Para mantener los experimentos a la vanguardia en instalaciones sincrotrón, es esencial

contar con líneas de experimentación actualizadas que integren mejoras continuas en la

instrumentación, adaptadas a las necesidades específicas de cada comunidad científica.

Un factor igualmente crítico es la calidad y la brillantez de la luz emitida, ya que estos

parámetros determinan directamente la resolución y la eficiencia de las técnicas empleadas.

El tema central de esta tesis es estudiar la dinámica de partículas que viajan por el

1
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acelerador, las cuales son responsables de generar los rayos X que alimentan cada línea de

experimentación.

En la actualidad, una parte de las fuentes de luz sincrotrón está en proceso de rediseño o

planea actualizaciones importantes. Estas mejoras suelen incluir una mayor compactación

entre los arreglos magnéticos, lo que conlleva un aumento en la intensidad de los campos

magnéticos. Este diseño es conocido como celdas MBA [9], que se caracterizan por tener

un número mayor de dipolos por celda. Sin embargo, este incremento genera efectos no

lineales intensos en la dinámica del haz, los cuales presentan desafíos técnicos considerables

para su corrección y control.

El principal desafío es encontrar una amplitud transversal suficiente que permita la su-

pervivencia de un mayor número de partículas durante múltiples vueltas en el anillo de

almacenamiento [10].

Generalmente, los problemas no lineales se abordan con herramientas de simulación de

partículas que requieren una gran capacidad de cómputo. En esta investigación, se bus-

ca explorar un método novedoso basado en cuasi-invariantes polinomiales, el cual, al no

utilizar simulación de partículas, reduce significativamente los tiempos de cómputo. Este

método ha demostrado ser efectivo en la optimización de las intensidades sextupolares y

octupolares.

El método emplea una expansión en la desviación de momento, validada hasta primer

orden. En este trabajo se propone extenderla a segundo orden y evaluar si ello mejora la

descripción de la dinámica y, en consecuencia, la optimización.

Este método está pensado para ser particularmente útil en el estudio y la fase de diseño

de sincrotrones modernos, complementando los métodos existentes como una herramienta

para abordar el régimen no lineal e incrementar la apertura dinámica (AD) del haz de

electrones

Además, proporciona una base teórica y herramientas matemáticas sencillas para analizar

y comprender la dinámica no lineal, visualizar la deformación del espacio de fase, predecir

resonancias y encontrar trayectorias estables sin recurrir a simulación de seguimiento de

partículas.

Una de las principales limitaciones es la precisión en la descripción de los efectos no lineales
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y cromáticos. El uso de funciones de primer orden (A(1)) puede ser insuficiente cuando la

desviación relativa de momento de las partículas excede 2 %. Por ello, se requiere explorar

extensiones que mejoren la precisión de los resultados, por ejemplo, incluir funciones de

segundo orden (A(2)).

1.1. Objetivos del trabajo y organización de la tesis

1.1.1. Objetivo general

Desarrollar y evaluar una extensión a segundo orden en la desviación de momento (δ2) del

formalismo de cuasi-invariantes polinomiales, con el fin de mejorar la descripción analítica

de la dinámica no lineal y su aplicación a la optimización de la apertura dinámica en

sincrotrones de baja emitancia.

1.1.2. Objetivos específicos

Construir la extensión a segundo orden del formalismo de cuasi-invariantes polino-

miales, incorporando efectos cromáticos relevantes para el análisis de la dinámica no

lineal.

Evaluar la capacidad del modelo extendido para describir la estructura del espacio

de fase y la apertura dinámica en un sincrotrón de baja emitancia.

Validar los resultados del modelo mediante la comparación entre las superficies ana-

líticas obtenidas en MATLAB y simulaciones numéricas de seguimiento de partículas

realizadas con OPA.

Analizar la utilidad del formalismo extendido en la optimización de una red magné-

tica tipo MBA, en particular mediante el ajuste de elementos no lineales y el estudio

de su efecto sobre la estabilidad del haz.

Para cumplir con estos objetivos, la tesis se organiza de la siguiente manera.
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En el Capítulo 2 se describen las tendencias actuales en el diseño de fuentes de luz

sincrotrón y los retos asociados a las redes magnéticas de ultra-baja emitancia. El Ca-

pítulo 3 presenta los fundamentos teóricos de la dinámica de partículas y el formalismo

hamiltoniano necesario para el estudio de los efectos no lineales. La metodología prin-

cipal del trabajo se desarrolla en el Capítulo 4, donde se expone la construcción del

cuasi-invariante y la incorporación de los términos de segundo orden en la desviación de

momento. Los resultados, incluyendo las comparaciones con seguimiento de partículas y

las pruebas de optimización, se presentan en el Capítulo 5. Finalmente, en el capítulo

de Discusión y conclusiones se analizan los alcances del método, sus limitaciones y sus

posibles extensiones.



Capítulo 2

Tendencia de diseño en fuentes de

luz sincrotrón de ultrabaja emitancia

Como marco de referencia para nuestro trabajo se revisan algunos nuevos avances en el

diseño de fuentes de luz y sus logros en la reducción de emitancia. La creciente demanda de

brillantez por parte de los usuarios de fuentes de luz sincrotrón ha impulsado el desarrollo

de variantes del diseño de celda MBA [9], el cual se ha consolidado como estándar para

reducir la emitancia en sincrotrones de última generación. Sin embargo, los sincrotrones en

operación enfrentan el desafío de adaptar estas variantes a sus infraestructuras existentes.

Un reto crítico en el diseño de celdas de baja emitancia es la necesidad de emplear sextu-

polos de alta intensidad para corregir la elevada cromaticidad generada por cuadrupolos

de gran gradiente, lo que introduce no linealidades fuertes y reduce la AD. Garantizar una

AD suficiente para la inyección y una vida útil adecuada del haz de electrones constituye

un objetivo esencial en estos proyectos. En este capítulo se explorarán algunos diseños de

actualización basados en celdas MBA que se desarrollan a nivel mundial y que permiten

alcanzar configuraciones de ultra baja emitancia.

El Cuadro 2.1 presenta una comparativa de los principales parámetros de diseño para cua-

tro instalaciones de sincrotrón de última generación en desarrollo o actualización. El Cua-

dro incluye características fundamentales como la energía de operación (E), circunferencia

(C), corriente (I), emitancias horizontales y verticales (εx, εy), dispersión de momentum

5



2.1 Actualización a SPring-8-II 6

(σδ) y funciones beta en los centros de las secciones rectas (βx, βy). En las siguientes sec-

ciones se describirán brevemente las características particulares de cada sincrotrón listado

en el Cuadro.

Cuadro 2.1: Comparativa de instalaciones de sincrotrón [4]

Instalación Año E (GeV) C (m) I (mA) εx (pm rad) εy (pm rad) σδ ( %) βx (m) βy (m)

SPring8-II 2030 6 1435 200 50 5 0.098 8.2 2.8

NSLS-IIU 2032 4 792 400 16 16 0.109 1.9 2.0

PETRA-IV 2032 6 2304 200 20 5 0.090 4.0 4.0

K4GSR 2028 4 799 400 58 5.8 0.120 8.6 2.5

2.1. Actualización a SPring-8-II

La primera fuente de luz sincrotrón en Japón, SPring-8, ha estado en funcionamiento desde

1997. Se trata de un sincrotrón de tercera generación con una energía de 8 GeV en su anillo

de almacenamiento, una circunferencia de 1436 m y una emitancia de 2.4 nmrad. Debido

a su gran tamaño, cuenta con 62 líneas de experimentación y alberga un láser de rayos X

de electrones libres (XFEL) conocido como SACLA, cuya construcción finalizó en 2011.

Desde sus inicios, SPring-8 ha mantenido colaboraciones con instalaciones líderes como

el ESRF, APS y PETRA III, lo que ha permitido mantenerla a la vanguardia mediante

el intercambio de métodos y desarrollos conceptuales. Tras la inauguración de SACLA,

se comenzó a considerar la actualización de SPring-8 a un modelo de cuarta generación.

Para esta actualización, se adoptó la decisión de utilizar celdas de MBA [9], siguiendo los

diseños conceptuales del ESRF-EBS y MAX IV. El proyecto de actualización, denominado

Spring8-II, se llevará a cabo durante un período de cuatro años, con conclusión prevista

para 2028 y una inversión estimada de 330 millones de dólares estadounidenses [11, 12].

La actualización consiste en reducir la energía del anillo de almacenamiento a 6 GeV y

alcanzar una emitancia de 50 pm·rad, lo que clasifica la instalación como un sincrotrón

de ultrabaja emitancia. Para lograr este objetivo, el diseño implementa un diseño de tipo

5-Bend Achromat (BA) , que utiliza cinco dipolos por celda base; cuatro dipolos con
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gradiente longitudinal (LGB) y un dipolo central de 0.953 T [13]. La Fig. (2.1) muestra

los puntos de la celda entre los cuales se busca que la diferencia de fase cumpla la condición:

∆ψarc = (2n+1)π, siendo n un entero. En estos puntos la dispersión η1x alcanza su máximo

valor.

Este ajuste mitiga los efectos no lineales dominantes generados por los sextupolos que

corrigen la cromaticidad. Los valores específicos de ∆ψx = 2.98π (horizontal) y ∆ψy =

0.99π (vertical) permiten, tras la optimización no lineal, alcanzar una AD de ∼10-12 mm

en el plano horizontal y ∼2-3 mm en el vertical para el anillo ideal [14].

Figura 2.1: Funciones β0x, β0y y dispersión η1x, de una celda unitaria en el SPring-8-II [13]. Los cuadra-

dos que se muestran en la parte inferior de la figura representan dipolos (azules), cuadrupolos (verdes),

sextupolos (naranjas) y octupolos (rojos). Los cuadrados rellenos de azul son imanes de curvatura del tipo

de función combinada.

Debido a los estragos causados por el terremoto de Tohoku en 2011, se propuso la construc-

ción de una fuente de luz sincrotrón de cuarta generación en dicha región como memorial

del desastre. Así nació el proyecto NanoTerasu que tiene como objetivo proporcionar un

rango espectral desde el ultravioleta hasta rayos X suaves y que se ha desarrollado en

paralelo con SPring-8-II que se enfocará principalmente en rayos X duros.
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2.2. Actualización a NSLS-IIU

La Fuente Nacional de Luz de Sincrotrón NSLS, fue la primera instalación diseñada y cons-

truida específicamente para producir y aprovechar la radiación de sincrotrón. La NSLS,

fue un proyecto de 24 millones de dólares que nació alrededor de 1970, fue propuesto ofi-

cialmente en 1976 e inició su construcción en 1978. El NSLS era una instalación dividida

en dos aceleradores comparativamente pequeños, con el anillo de rayos X midiendo apro-

ximadamente 170 metros de circunferencia y el anillo VUV alrededor de 51 metros [15].

Su edificación fue un episodio clave en la historia de Brookhaven y un punto de inflexión

de los científicos que trabajan con radiación de sincrotrón, que pasaron del uso parásito

de las instalaciones a ser autónomos [16].

La circunferencia del NSLS-II es de 792 m, con una energía de 3 GeV y una emitancia de

2086 pm·rad. Este síncrotron de tercera generación, fue diseñado con una celda magnética

de Doble Bend Achromat (DBA) [17]. La combinación de su gran circunferencia, que

permite múltiples secciones rectas para dispositivos de inserción (onduladores y wigglers),

y su emitancia, se traduce en un brillo máximo superior a 1021 fotones/s, siendo 10.000

veces más brillante que la fuente original National Synchrotron Light Source (NSLS). Este

rendimiento colocó al NSLS-II entre las fuentes de luz síncrotron líderes a nivel mundial

para la investigación en ciencia de materiales y biología estructural a escala atómica.

Para su actualización a NSLS-IIU, las emitancia se reducirá hasta 23 pm·rad. Una varian-

te de diseño MBA que se estudia en la literatura es denominada Complex Bend Achromat

(CBA) [9], que incorpora cuatro unidades CB. Cada CB consiste en un arreglo de 4 a

10 dipolos-cuadrupolos híbridos con imán permanente (Hybrid PM quadrupole) [18]. La

función combinada de estos elementos es fundamental: un CBA es un imán curvo y largo

diseñado para proporcionar simultáneamente una fuerte curvatura (campo dipolar) y un

fuerte enfoque (campo cuadrupolar) en un solo dispositivo. Este enfoque se logra integran-

do el campo cuadrupolar en el campo dipolar mediante el uso de Cuadrupolos de Imán

Permanente (Permanent Magnet Quadrupole (PMQ)), como se ilustra en la Fig. (2.2).
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Figura 2.2: Diagrama del dipolo complejo CB [1].

La disposición y la intensidad de estos elementos CB dentro de la celda del acelerador

son críticas para el desempeño óptimo de la máquina. Como se muestra en la Fig. (2.3),

donde se presenta el arreglo magnético y las funciones beta del diseño NSLS-IIU, se puede

apreciar la ubicación estratégica y las intensidades de campo de los distintos elementos

CB. Estas modificaciones innovan principalmente en la superposición de campos dipolares

y cuadrupolares dentro de segmentos más cortos, optimizando así la óptica del acelerador

[19]. En su fase inicial, en la literatura [19] se reporta que la optimización de la dinámica

no lineal alcanza aproximadamente -9/+9 mm de AD en el punto de inyección.
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‘

Figura 2.3: En la gráfica superior se muestran las funciones βx, βy y dispersión ηx de una celda unitaria

del NSLS-IIU [20]. Los cuadrados que se muestran en la parte inferior de la figura representan dipolos

(azules), cuadrupolos (rojos), sextupolos (verdes) y octupolos (morado). Los cuadrados rellenos de azul

son imanes de curvatura del tipo de función combinada. En la grafica inferior se muestran los campos

magnéticos y gradientes.

2.3. Actualización de PETRA III

PETRA III se encuentra en el centro de investigación DESY (Deutsches Elektronen-

Synchrotron, Hamburgo, Alemania). Tiene una circunferencia enorme (2304 m, la más

grande del mundo para fuentes de luz) y opera a 6 GeV de energía. Ofrece 25 líneas de luz

que utilizan rayos X duros de alta energía.

Atiende a una amplia comunidad científica internacional (más de 3150 usuarios en 2019)

con investigaciones en energía, salud, materiales y nanotecnología orientadas a resolver los

grandes desafíos sociales actuales. Está gestionado principalmente por DESY, con líneas

de luz operadas por instituciones asociadas como el Laboratorio Europeo de Biología

Molecular (EMBL) y el Helmholtz-Zentrum Hereon [21].
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En 2016, DESY propuso el proyecto PETRA IV para actualizar PETRA III y convertirla

en una fuente de cuarta generación de emitancia ultrabaja. La primera fase del diseño

consiste en el arreglo Hybrid Six-Bend Achromat (H6BA) que se muestra en la Fig. (2.4),

tiene como elementos centrales onduladores de amortiguación de radiación. La segunda

parte conlleva la modernización de las líneas de haz existentes y la construcción de nue-

vas, optimizadas para explotar al máximo las propiedades únicas del haz. Debido a la

gran circunferencia del anillo de almacenamiento, un requisito crucial para lograr haces

más brillantes, se prevé que PETRA IV supere en rendimiento a todas las instalaciones

similares actualmente planificadas o en operación, colocándola así en una posición pri-

vilegiada para impulsar la ciencia y la innovación. Funcionando como el microscopio 3D

in situ definitivo para procesos biológicos, químicos y físicos, se espera que la instalación

realice contribuciones cruciales para resolver los grandes desafíos sociales.

Figura 2.4: Funciones βx, βy y dispersión η de una celda unitaria en PETRA-IV-H6BA [22]. Los cuadra-

dos que se muestran en la parte inferior de la figura representan dipolos (azules), cuadrupolos (rojos),

sextupolos (verdes) y octupolos (rosa). Los demás elementos en la figura son correctores y dispositivos de

inserción.
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2.4. Korea-4GSR

Corea del Sur cuenta con el PLS-II (Pohang Light Source II), que constituye la quinta

instalación a nivel mundial en alcanzar la tercera generación de fuentes de luz sincrotrón.

Esta instalación, con 280 m de circunferencia y una emitancia de 5.8 nm·rad, inició

operaciones en 2012 tras una actualización que incrementó su energía de 2 GeV a 3 GeV

después de 14 años de servicio de su predecesor.

Dado que el Pohang Light Source II (PLS-II) se especializa en generar radiación sincrotrón

de alto brillo en el rango del infrarrojo a los rayos X blandos, se aprobó el proyecto Korea-

4GSR (Fourth-Generation Storage Ring) para satisfacer la demanda de rayos X duros de

la comunidad científica. Este nuevo sincrotrón, ubicado en la región de O’chan, empleará

un diseño MBA con 799 m de circunferencia y alcanzará una emitancia de 58 pm·rad a

4 GeV, con fecha de terminación proyectada para 2027.

El diseño magnético del Korea-4GSR utiliza arreglo de siete dipolos acromáticos de tipo

híbrido (H7BA) [23], cuyas funciones ópticas resultantes se muestran en la Fig. 2.5. Una

característica destacable de este diseño es la incorporación de un super-bend en el centro

de la celda, el cual genera un campo magnético de 2 T para la producción específica de

rayos X duros [24]. En la dinámica lineal, se amplió deliberadamente la dispersión entre

el primer y segundo dipolo, y entre el sexto y séptimo dipolo.

Los sextupolos cromáticos se ubicaron estratégicamente en estas regiones de alta dispersión

para reducir la intensidad requerida en el control de la cromaticidad. Para minimizar

adicionalmente los efectos no lineales, los avances de fase betatrón entre los dos picos

de dispersión se configuraron en ∆ψx ≈ 3π en el plano horizontal y ∆ψy ≈ π en el

plano vertical. Como resultado, los efectos no cromáticos de los sextupolos se reducen

naturalmente. Finalmente, se incorporaron dipolos con gradiente longitudinal en cinco

pasos e imanes RB para minimizar la emitancia natural.
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Figura 2.5: Funciones ópticas del arreglo magnético H7BA para el Korea-4GSR, mostrando las funciones

beta (βx, βy) y la dispersión (ηx) a lo largo de una celda [23].



Capítulo 3

Elementos teóricos pertinentes

El estudio de la dinámica de los electrones en un sincrotrón requiere una comprensión sólida

de los principios teóricos que gobiernan su movimiento y estabilidad dentro del anillo de

almacenamiento. En este capítulo se presentan los elementos teóricos más relevantes que

sustentan el análisis de la dinámica de los electrones, con el propósito de establecer el

marco conceptual necesario para interpretar el comportamiento del haz bajo la acción de

los campos magnéticos de enfoque y de curvatura. Se discute cómo pequeñas desviaciones

del momento de referencia introducen efectos adicionales que modifican la trayectoria ideal

de las partículas, dando lugar a fenómenos cromáticos y a la aparición de no linealidades

que afectan la estabilidad a largo plazo del haz. Estos aspectos se vuelven particularmente

importantes en el diseño de fuentes de luz sincrotrón de cuarta generación, donde la

adopción de configuraciones MBA [9] ha permitido alcanzar emitancias extremadamente

bajas, al costo de una mayor intensidad de efectos no lineales. La comprensión y el control

de estos efectos constituyen, por tanto, un paso esencial para garantizar la operación

estable y eficiente de los sincrotrones modernos.

3.1. Dinámica lineal

Como punto de partida, se examina el caso lineal en una sola dimensión, que representa

la aproximación básica para comprender el comportamiento transversal de las partículas

14
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cargadas en un acelerador. Este modelo es fundamental para entender el enfoque fuer-

te, donde los campos magnéticos cuadrupolares proporcionan el confinamiento radial. El

hamiltoniano para este sistema es

H =
1

2

[

p2
x +K(s)x2

]

(3.1)

donde x representa la coordenada transversal de la partícula (desviación del eje del diseño),

px es el momento conjugado correspondiente, y K(s) es una función periódica en s (la

coordenada longitudinal a lo largo del anillo) que está directamente relacionada con el

gradiente de campo magnético de los cuadrupolos. La periodicidad, K(s + L) = K(s),

donde L es la longitud del período del anillo, refleja la estructura repetitiva del sistema

de imanes en el acelerador.

En sistemas hamiltonianos con periodicidad espacial, la búsqueda de invariantes de mo-

vimiento es crucial para demostrar la estabilidad del haz. El invariante correspondiente a

este hamiltoniano, análogo a la acción en sistemas integrables, tiene la forma

I(s) = γ(s)x2 + 2α(s)xpx + β(s)p2
x (3.2)

donde α(s), β(s), y γ(s) son las funciones periódicas de Courant-Snyder (también conoci-

das como funciones Twiss), que permiten calcular propiedades lineales del sistema. Estas

funciones no son independientes, sino que satisfacen la relación γ = (1+α2)/β, que asegura

la preservación del área del espacio fase.

Las trayectorias en el espacio fase para este sistema en un punto dado s = s0 pueden

visualizarse como una familia de elipses, cada una de las cuales corresponde a un valor

dado del invariante (Fig. 3.1). La forma y orientación de estas elipses están determinadas

por los valores de α, β y γ en ese punto específico. Este es un caso muy simple donde no

se requiere hacer ninguna simulación de trayectoria de partículas porque la existencia del

invariante garantiza que todos los puntos de su dinámica se encuentran en el espacio fase

sobre una elipse que corresponde a este invariante.
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Figura 3.1: La distribución de partículas "gira.en el espacio de fase longitudinal (el área se conserva). No

solo se muestra la elipse en el punto s = s0, sino cómo esta evoluciona a lo largo de varias posiciones

s [25].

La conservación del invariante de Courant-Snyder puede mostrarse de manera formal uti-

lizando la mecánica hamiltoniana. La evolución de la variable física ICS con respecto a s

viene dada por

dICS

ds
= {ICS, H} +

∂ICS

∂s
(3.3)

donde {·, ·} denota el corchete de Poisson, H es el hamiltoniano [Ec. (3.1)], e ICS es el

invariante [Ec. (3.2)]. Calculando explícitamente los corchetes de Poisson y la derivada

parcial temporal, tenemos

dICS

ds
= (γ′ − 2αK)x2 + [2 (α′ − βK + γ)]xpx + (β′ + 2α) p2

x. (3.4)

Para que ICS sea realmente invariante (es decir, dICS/ds = 0 para cualquier x y px),

los coeficientes de x2, xpx y p2
x deben anularse independientemente. Esto nos conduce al

sistema de ecuaciones

α′ = βK − γ, (3.5)

β′ = −2α y (3.6)

γ′ = 2αK (3.7)

que son las conocidas ecuaciones diferenciales de las funciones de Courant-Snyder, que

gobiernan la evolución de los parámetros Twiss a lo largo del sistema de transporte del

haz. La extensión de este procedimiento se hara más adelante en la introducción de cuasi

invariantes para el problema no lineal.
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3.2. La cromaticidad y su corrección

Una vez introducidas las funciones de Courant-Snyder (α, β, γ) y su papel en la descripción

del movimiento transversal, estas resultan fundamentales para caracterizar otros aspectos

clave de la dinámica lineal de partículas. Un concepto donde su utilidad resulta evidente

es en el estudio de la cromaticidad.

La cromaticidad lineal (o natural) cuantifica la sensibilidad de las frecuencias de oscila-

ción transversal de las partículas ante variaciones en su momento δ. Esto se debe a que

las partículas con diferente momento experimentan fuerzas de enfoque diferentes en cua-

drupolos. Este parámetro se define mediante la integral del producto de la intensidad de

los cuadrupolos b2(s) y la función beta β(s) a lo largo del anillo

ξx/y :=
∆Q

δ
= ∓ 1

4π

∮

C
b2(s)β(s)x/yds. (3.8)

Si no se corrige la cromaticidad, la dispersión del haz de electrones provocará un creci-

miento de su tamaño transversal, lo que eventualmente lleva a la pérdida de partículas.

Este efecto es más significativo en la generación actual de FLS [26]. La corrección de la

cromaticidad se implementa mediante la inserción de sextupolos en el diseño del acelera-

dor. Estos elementos magnéticos permiten anular el valor de la cromaticidad cuando se

ajustan adecuadamente sus intensidades (b3(s)), como muestra la condición

ξx/y = ± 1

4π

∮

C
[2b3(s)D(s) − b2(s)] βx/y(s)ds ≈ 0. (3.9)

Sin embargo, la selección de los dos sextupolos cromáticos adecuados para corregir la cro-

maticidad constituye sólo la primera etapa del tratamiento no lineal. Tras esta corrección

primaria, es necesario compensar las aberraciones cromáticas residuales mediante múlti-

ples pares de sextupolos adicionales, estratégicamente distribuidos a lo largo de la celda

del acelerador. Estos elementos adicionales (sextupolos geométricos) permiten corregir los

efectos no lineales inducidos por la propia corrección cromática inicial.
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3.3. Espacio fase y Apertura Dinámica

El espacio fase y la AD son conceptos importantes en la física de aceleradores, particular-

mente en el estudio de la estabilidad del haz de partículas en anillos de almacenamiento,

especialmente aquellos con dinámica no lineal con efectos importantes.

3.3.1. Espacio fase

El espacio fase constituye el marco conceptual fundamental para describir y analizar el

movimiento de las partículas en aceleradores. En este dominio, el estado dinámico de cada

partícula queda completamente determinado por sus coordenadas de posición y momento.

En el caso del movimiento transversal, cuando una partícula se desplaza en un régimen

de energía constante y bajo fuerzas puramente conservativas, su trayectoria en el espacio

fase describe un contorno cerrado (que en el régimen lineal de transporte es generalmen-

te elíptico) cuya área permanece constante. Debido a que el sistema es dinámicamente

conservativo, el área delimitada por este contorno permanece constante a lo largo de la

evolución temporal.

Sin embargo, la presencia de campos magnéticos no lineales, como aquellos generados por

elementos sextupolares, introducen distorsiones significativas en estas trayectorias. Las

elipses simples se deforman, pudiendo aparecer estructuras complejas como:

Regiones de inestabilidad donde las partículas se pierden

Islas de estabilidad secundarias

Puntos fijos estables e inestables

La principal consecuencia de estos efectos no lineales es la reducción de la región estable

en el espacio físico transversal (x, y) accesible para el movimiento de las partículas. Esta

región, denominada como AD [27] define el área efectiva donde el movimiento permanece

acotado. Maximizar esta AD es uno de los desafíos centrales en el diseño y optimización

de aceleradores modernos, ya que determina directamente la cantidad de partículas que

pueden circular de manera estable en el anillo.
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Figura 3.2: Estructura de dos celdas de un anillo de un modelo tipo ESRF-EBS. La disposición periódica de

elementos magnéticos incluye: dipolos (azul) para curvar la trayectoria de los electrones y cerrar el camino

circular; cuadrupolos (naranja) para confinar el haz alrededor de la órbita mediante oscilaciones betatrón;

y sextupolos (verde) para corregir efectos cromáticos inducidos por los cuadrupolos. Adicionalmente, se

muestra el sistema de referencia local que viaja con los electrones, permitiendo estudiar la dinámica en el

plano transversal (horizontal y vertical) y visualizar los espacios fase en un punto fijo de la circunferencia

[28].

La Fig. 3.2 ilustra cómo se deforma el espacio fase horizontal debido a los efectos no

lineales, mostrando las regiones estables e inestables para el movimiento de las partículas.

3.3.2. Apertura dinámica

La amplitud de las oscilaciones betatrónicas determina la calidad del haz en el anillo de

almacenamiento, caracterizando el espacio físico disponible para el movimiento transver-

sal mediante un parámetro fundamental conocido como AD. Esta apertura, que define

el límite de la región estable en el espacio fase transversal, está fuertemente influenciada

por campos multipolares—particularmente aquellos generados por sextupolos y octupo-

los—cuya intensidad crítica modifica directamente los límites de estabilidad del haz a

través de efectos no lineales. A diferencia de sistemas ideales, en máquinas reales la AD

es finita debido a la presencia inevitable de campos no lineales, lo que establece el umbral

a partir del cual las partículas dejan de mantener un movimiento estable y transitan a

regimenes caóticos.
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Debido a que el movimiento de las partículas cerca del límite de estabilidad suele ser caótico

y sensible a las condiciones iniciales, no existe una métrica analítica que defina la AD de

manera única. En la práctica, su caracterización requiere métodos numéricos de rastreo

de partículas (tracking) durante miles de revoluciones, lo que convierte la evaluación y

optimización de la AD en un proceso computacionalmente intensivo y en un desafío central

para el diseño de aceleradores [27].

Figura 3.3: Representación esquemática de la AD [2] en el espacio fase transversal. La región central

(azul) indica el área de estabilidad donde las partículas mantienen trayectorias confinadas. Las zonas

exteriores (gris) representan regiones de inestabilidad donde ocurre pérdida de partículas. Los límites

están determinados por los efectos no lineales de los multipolos magnéticos.

La Fig. 3.3 muestra la región estable de la AD en azul. Maximizar esta región es un objetivo

fundamental del diseño de aceleradores modernos, dado que una mayor AD permite:

Mayor capacidad de almacenamiento de partículas

Mejor estabilidad temporal del haz

Reducción de pérdidas por efectos no lineales

Mayor tolerancia a imperfecciones magnéticas

La optimización de esta apertura requiere un balance cuidadoso entre la corrección de
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aberraciones cromáticas (generalmente mediante sextupolos) y la minimización de sus

efectos no lineales adversos.

3.3.3. Apertura de momento

El concepto de apertura de momento [27] se refiere a la capacidad de un acelerador para

confinar partículas que se desvían del momento ideal (p0), lo cual se relaciona directamente

con el espacio físico requerido en la apertura transversal para albergar estas desviaciones.

En aceleradores circulares, las partículas con momento diferente al ideal (p 6= p0) siguen

órbitas cerradas distintas a la órbita de referencia, fenómeno que surge del principio físico

donde partículas con mayor momento son desviadas un ángulo menor al atravesar ima-

nes dipolares. El desplazamiento de estas órbitas cerradas se describe cuantitativamente

mediante la función de dispersión (D), que determina el espacio físico transversal que de-

be reservarse para acomodar la propagación de partículas con desviaciones de momento,

definiendo así la apertura de momento necesaria para garantizar la estabilidad del haz.
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Figura 3.4: Representación esquemática de la apertura de momento [2] en el espacio transversal de un

sincrotrón. La región central (blanca) indica el área de estabilidad donde las partículas con desviaciones

de momento p 6= p0 mantienen trayectorias confinadas. Las zonas exteriores (gris) representan regiones

de inestabilidad donde ocurre pérdida de partículas. La aceptancia geométrica (línea azul) delimita el

espacio físico disponible, calculada mediante proyección lineal y superposición de las aberturas de todos

los elementos hasta el punto de seguimiento. Los límites de estabilidad están determinados por las órbitas

cerradas restringidas por las curvas rojas.

Como se ilustra en la Fig. 3.4, la apertura de momento influye directamente en el diseño

físico del acelerador. El desplazamiento de la órbita de una partícula debido a su desviación

de momento está descrito, en primera aproximación, por la relación:

∆x = D · ∆p

p0

(3.10)

donde ∆x es el desplazamiento transversal de la órbita cerrada, D es la función de disper-

sión de momento, ∆p/p0 es la desviación relativa de momento

Es importante notar que, si bien esta ecuación gobierna el desplazamiento nominal del haz,

la región de estabilidad mostrada en la Fig. 3.4 se obtiene mediante el rastreo numérico de

partículas (particle tracking). Este método permite determinar el límite real de aceptación

al considerar las no linealidades del sistema que no están presentes en la descripción lineal

de la dispersión.

La maximización de la apertura de momento permite acomodar un rango más amplio
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de desviaciones de momento, mejorando la estabilidad longitudinal del haz y reduciendo

las pérdidas de partículas. Sin embargo, esto implica requisitos más estrictos en el diseño

mecánico del tubo de vacío y los componentes magnéticos.

3.4. Derivación del Hamiltoniano no lineal con

efectos cromáticos

Siguiendo la descripción dada en [29–31], el sistema no lineal bidimensional con efectos

cromáticos se describe mediante el hamiltoniano apropiado. En el Apéndice A se incluye

el desarrollo para obtener su expresión.

Al adoptar un sistema de referencia curvo con radio de curvatura ρ = 1/h, el hamiltoniano

toma la forma general

H (x, px, y, py, σ, pσ; s) = pσ −
(

1 +
x

ρ

)(

q

p0

As(s) +
√

(1 + δ)2 − p2
x − p2

y

)

, (3.11)

donde:

s: coordenada longitudinal independiente

(x, px): par canónico transversal horizontal; x es la coordenada transversal horizontal

y px es el momento conjugado

(y, py): par canónico transversal vertical; y es la coordenada transversal vertical y py

es el momento conjugado

(σ, pσ): par canónico longitudinal; σ es la coordenada longitudinal relativa a la par-

tícula de referencia y pσ es el momento conjugado longitudinal

ρ: radio de curvatura de la trayectoria de referencia

q: carga de la partícula

p0: momento de referencia de la partícula

As(s): componente longitudinal del potencial vectorial
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δ = p−p0

p0

: desviación relativa del momento, donde p es el momento de la partícula y

p0 es el momento de referencia

En el contexto de las condiciones normales en las que operan las fuentes de luz sincrotrón,

la desviación de momento es muy pequeño, de modo que para cualquier partícula se

cumple δ ≪ 1. Asimismo, bajo la aproximación paraxial, se asume que los momentos

transversales son despreciables (px, py ≪ 1) y que la variable longitudinal pσ se mantiene

cercana a cero, lo que indica una desviación mínima respecto al momento de referencia

p0. Bajo estas consideraciones, es posible expandir en serie de Taylor el término de la raíz

cuadrada en el hamiltoniano, resultando en

H = −
(

1 +
x

ρ

)









1 + δ − p2
x + p2

y

2(1 + δ)
︸ ︷︷ ︸

Término cinético

+
q

p0

As(s)
︸ ︷︷ ︸

Potencial









+ O(4). (3.12)

El potencial longitudinal As(s) se desarrolla en una expansión multipolar

q

p0

As(s) = −Re
∞∑

n=1

1

n
[ian(s) + bn(s)] (x+ iy)n, (3.13)

donde los coeficientes bn(s) describen los campos normales dipolar, cuadrupolar, sextupolar

y octupolar, respectivamente. Usualmente no se consideran los términos an(s) porque

representan elementos magnéticos rotados [32].

Tras expandir el término cinético en potencias de δ ≪ 1 y conservar los términos relevantes

para la dinámica transversal, se obtiene la forma final del hamiltoniano con contribuciones

cromáticas del acelerador

H (x, px, y, py, s) =
1

2

(

p2
x + p2

y

) (

1 − δ + δ2 + · · ·
)

− b1(s)xδ +
b2

1(s)

2
x2 +

b2(s)

2

(

x2 − y2
)

+
b3(s)

3

(

x3 − 3xy2
)

+
b4(s)

4

(

x4 − 6x2y2 + y4
)

+ · · · ,

(3.14)

donde x, y son las coordenadas transversales, px, py son los momentos conjugados, s es

la variable longitudinal y δ es la dispersión en momento y los coeficientes bn(s) con n =
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1, 2, 3, · · · , corresponden a:

b1(s): Campo dipolar (desviación)

b2(s): Campo cuadrupolar (enfoque)

b3(s): Campo sextupolar (corrección cromática)

b4(s): Campo octupolar (correcciones de tonos dependientes de amplitud)

3.5. Simulación de trayectorias de partículas: una

técnica para aumentar la AD

Las estrategias actuales de optimización para FLS de baja emitancia combinan varios en-

foques complementarios. La optimización directa basada en tracking ajusta sextupolos (y

multipolos de orden superior) mediante simulaciones multipartícula para maximizar la AD

y de momento, la vida media y la eficiencia de inyección. Los algoritmos evolutivos mul-

tiobjetivo—como NSGA-II/MOGA, particle swarm y evolución diferencial—se emplean

ampliamente para explorar los compromisos entre emitancia, AD, vida media y robustez,

produciendo redes ópticas adecuadas. Los métodos híbridos analítico-numéricos utilizan

términos resonantes, formas normales, herramientas algebraicas de Lie para ajustar las

familias de imanes y suprimir resonancias dañinas antes del tracking intensivo.

Un problema importante en el diseño de anillos de almacenamiento de cuarta generación

es la aparición de efectos no lineales mayores que limitan severamente la AD. Esto resulta

en que usualmente se requiere de sextupolos de gran intensidad, necesarios para lograr la

corrección cromática en configuraciones de celda que priorizan una emitancia ultrabaja.

Dado que alcanzar una AD suficiente amplia es fundamental para garantizar la inyección

del haz y una vida útil adecuada, se requiere un proceso de acondicionamiento no lineal

que parte del diseño lineal inicial.

Para abordar este problema, las metodologías de optimización se centran en equilibrar

la disyuntiva inseparable entre tener una baja emitancia y el conseguir una gran AD.

Las técnicas en uso emplean principalmente algoritmos genéticos multiobjetivo para una
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corrección rigurosa de los efectos no lineales inducidos por los sextupolos. La necesidad

de dicha optimización surge como consecuencia de una emitancia muy baja que exige

funciones beta y dispersión pequeñas, logradas mediante cuadrupolos intensos. Esto, a

su vez, requiere el uso de sextupolos cromáticos intensos que introducen no linealidades

criticas, haciendo necesario un enfoque sistemático para maximizar el rendimiento global

del anillo.

3.5.1. Optimización Genética Multiobjetivo (MOGO)

En la literatura se reportan diversas implementaciones de algoritmos genéticos para abor-

dar el problema de optimización multiobjetivo en anillos de almacenamiento. Por ejemplo,

la referencia [33] describe la aplicación de un Optimizador Genético Multiobjetivo acopla-

do con el código elegant para el diseño del anillo de almacenamiento PEP-X ultimate. En

este trabajo, los investigadores optimizaron simultáneamente la vida útil del haz (beam

lifetime) y el área total de la AD proyectada en el plano transversal (x, y). La estrategia de

corrección implementada involucró el ajuste de diez familias de sextupolos: cuatro familias

cromáticas y seis geométricas (o armónicas), específicamente añadidas para corregir las

tonos cromáticos y los términos dependientes de la amplitud.

De manera complementaria, en la referencia [34] se propone el uso del Algoritmo Genético

de Ordenación No Dominada II (NSGA-II) para optimizar simultáneamente la emitancia

y la AD. Este estudio destaca que el NSGA-II permite una optimización global basada en

el seguimiento directo de la AD, lo que constituye un enfoque más directo y eficiente. Los

autores definen criterios cuantitativos específicos para evaluar y optimizar el rendimiento

no lineal del anillo. En este contexto, la maximización de la AD se cuantifica mediante

el uso de dos radios: el radio promedio (Ravg), que representa la distancia media desde el

origen hasta las partículas perdidas en el límite de la AD, y el radio mínimo (Rmin), que

corresponde al radio más pequeño entre todas esas partículas. La métrica combinada que

formaliza este objetivo se define como AD = kRmin+Ravg, donde la optimización mediante

el algoritmo NSGA-II busca maximizar este valor compuesto. Una característica notable

de esta metodología es la optimización simultánea de las intensidades de cuadrupolos y

sextupolos. Se reconoce que la variación de los avances de fase betatrón, determinada por
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los cuadrupolos, define la proximidad a resonancias impulsadas por los sextupolos. De este

modo, la configuración cuadrupolar influye indirectamente en la magnitud de los efectos

no lineales que degradan la AD.

3.5.2. Optimización basada en la corrección de términos no

lineales resonantes

En esta sección se describen métodos enfocados en minimizar los términos de excitación

no lineales con el fin de maximizar la AD [33]. Como parte del acondicionamiento inicial

del diseño de PEP-X, el ajuste de fases por celda se emplea para cancelar las resonancias

geométricas de tercer y cuarto orden en cada arco de 8 celdas.Este procedimiento elimina

los términos generadores de resonancias betatrónicas geométricas de tercer y cuarto orden,

con excepción de la resonancia 2νx − 2νy.

Las resonancias de tercer orden contienen términos que impulsan cinco resonancias distin-

tas, mientras que las de cuarto orden involucran ocho, además de inducir desplazamientos

de tono dependientes de la amplitud. La minimización de estos términos no lineales es

esencial para maximizar la AD, ya que su cancelación simplifica la etapa de optimización

posterior al permitir concentrarse principalmente en los desplazamientos de tono depen-

dientes de la amplitud, los tonos cromáticos y la resonancia residual 2νx − 2νy.

En la referencia anterior se reporta que este método de ajuste de fases no siempre resulta

suficiente en las fuentes de luz sincrotrón de nueva generación, donde se requiere un en-

foque de optimización más integral. Por ello, se complementa con herramientas como el

programa de diseño de aceleradores OPA [2], utilizado para la optimización interactiva del

hamiltoniano con contribuciones a primer y segundo orden en intensidad de sextupolos.

Con OPA se corrigen específicamente los tonos cromáticos, los desplazamientos de tono

dependientes de la amplitud —principales responsables de la amplia dispersión de tono—

y la resonancia 2νx − 2νy, empleando pesos adecuados. La técnica incorpora seis familias

de sextupolos geométricos además de las cuatro familias cromáticas, con el fin de reducir

de manera directa los desplazamientos de tono dependientes de la amplitud.

Usualmente este tipo de optimización se realizaba en dos etapas independientes: primero
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se ajustaba la óptica lineal (emitancia y tonos) y posteriormente se abordaba la dinámica

no lineal mediante la minimización analítica de términos de excitación, ya sea basados en

álgebras de Lie o en la teoría de formas normales. Sin embargo, este procedimiento resulta

iterativo, lento y con limitaciones claras, pues en anillos de emitancia ultrabaja no existe

una correspondencia directa entre la AD y los términos de excitación no lineales. Esto

ha motivado la adopción de enfoques de optimización global y multiobjetivo, los cuales

permiten evaluar simultáneamente parámetros lineales y no lineales —ya sea mediante

indicadores analíticos o rastreo numérico— para encontrar un equilibrio óptimo entre

parámetros en conflicto, como la emitancia y la apertura dinámica.



Capítulo 4

Construcción de un Cuasi-invariante

Los trabajos que condujeron al desarrollo del concepto de cuasi-invariante aplicado a la

dinámica de partículas [3, 28, 35–38], muestran que éste constituye una extensión de la

teoría lineal y puede utilizarse para describir la dinámica de partículas en FLS.

Esta técnica de optimización, que incorpora explícitamente efectos cromáticos, busca me-

jorar significativamente la estabilidad del haz en sincrotrones modernos al abordar no

linealidades complejas usando múltiples parámetros de diseño presentes en aceleradores

de última generación, como aquellos basados en celdas MBA [9].

4.1. Estudios anteriores del cuasi-invariante hasta

orden δ

Retomemos el hamiltoniano de la Ec. (3.14). Este contiene la información de las dos

direcciones transversales e incluye los efectos cromáticos que se pueden desarrollar de la

29
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siguiente forma

H (x, px, y, py, s) =
1

2

(

p2
x + p2

y

) (

1 − δ + δ2 + · · ·
)

− b1(s)xδ +
b2

1(s)

2
x2 +

b2(s)

2

(

x2 − y2
)

+
b3(s)

3

(

x3 − 3xy2
)

+
b4(s)

4

(

x4 − 6x2y2 + y4
)

+ · · · ,

(4.1)

donde b1(s), b2(s), b3(s) y b4(s) son funciones periódicas que describen, respectivamente,

la curvatura de los dipolos y las intensidades de los cuadrupolos, sextupolos y octupolos

del acelerador. En general, estos parámetros se calculan como

bn =
1

Bρ

1

(n− 1)!

∂(n−1)By(x, y)

∂xn−1

∣
∣
∣
∣
∣
y=0

, (4.2)

donde Bρ es la rigidez magnética del haz, By(x, y) es la componente vertical del campo

magnético total y x e y representan las coordenadas transversales horizontal y vertical,

respectivamente.

La derivada se evalúa en y = 0, lo que corresponde al plano medio del imán, asumiendo

que el campo es puramente vertical en el eje de diseño para imanes normales (normal

magnets).

La variable δ = ∆p/p0 representa la desviación del momento de la partícula con respecto

al momento de diseño p0. En la expansión del campo, los coeficientes bn con n ≥ 4

representan las contribuciones de multipolos de orden superior; por ejemplo, el término b4

cuantifica la componente octupolar del campo. Estas contribuciones, ya sean introducidas

deliberadamente o derivadas de errores sistemáticos en los imanes, generan fuerzas no

lineales que afectan la estabilidad del haz para grandes amplitudes de oscilación.

En relación a la dinámica no lineal la literatura propone el siguiente invariante aproximado,

I(x, px, y, py, s, δ) =
∑

i+j+k+l≥2,i,j,k,l=0

∑

n=0

A
(n)
ijkl(s)x

ipj
xy

kpl
yδ

n (4.3)

Las funciones A
(n)
ijkl(s) dependen del punto s sobre la circunferencia del acelerador. En

un punto fijo del anillo, estos términos poseen una representación numérica y actúan

como coeficientes de los monomios del cuasi-invariante. Estos coeficientes representan una
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extensión de las funciones de Courant-Snyder αx, βx y γx. Por lo que es importante resaltar

que, mientras las trayectorias de las partículas individuales no son periódicas, las funciones

de Courant-Snyder sí lo son, ya que describen a la celda que tiene una estructura periódica.

Dado que las funciones A
(n)
ijkl(s) son una generalización de estos parámetros, heredan su

periodicidad respecto a s

A
(n)
ijkl(s+ C) = A

(n)
ijkl(s) (4.4)

donde C es la circunferencia del acelerador. Tanto las funciones de Courant-Snyder como

los coeficientes A
(n)
ijkl(s) dependen críticamente del arreglo magnético particular de cada sin-

crotrón y esta periodicidad es fundamental para garantizar la estabilidad del movimiento

de las partículas en el acelerador.

Para encontrar las ecuaciones de movimiento que satisfacen las funciones A
(n)
ijkl(s), se im-

pone la siguiente condición de invarianza

dI

ds
= {I,H} +

∂I

∂s
= 0 (4.5)

Siguiendo la metodología planteada en el estudio previo [3], el análisis se centro en las

contribuciones hasta el orden δ en la Ec. (4.3) y expandiendo el polinomio hasta octavo

orden. El sistema de ecuaciones diferenciales resultante, en este caso 418, surge de la

combinación de las potencias del espacio fase (x, px) que conforman el polinomio. El sistema

fueron obtenidas mediante el programa de manipulación simbólica wxMaxima aplicando la

Ec. (4.5).

Una forma eficiente de abordarlo es mediante una solución numérica que aprovecha las con-

diciones periódicas del sistema. Cabe destacar que la cantidad de ecuaciones no representa

un obstáculo, dada la naturaleza del método propuesto para su resolución.

Las primeras ecuaciones que se derivan del sistema corresponden a las funciones de Courant-

Snyder: α, β y γ. En el formalismo del cuasi-invariante, estas funciones se relacionan con

los términos A
(0)
1100, A

(0)
0200 y A

(0)
2000, mostrados en las Ec. (4.6), (4.7) y (4.8), respectivamente.

dA
(0)
1100

ds
= −2A

(0)
2000 + 2

(

b2 + b2
1

)

A
(0)
0200 (4.6)
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dA
(0)
0200

ds
= −A(0)

1100 (4.7)

dA
(0)
2000

ds
=
(

b2 + b2
1

)

A
(0)
1100 (4.8)

Conociendo los valores de cada elemento magnético involucrado en el modelo de sincrotrón,

se construye una matriz cuadrada M que depende de las intensidades de los dipolos,

cuadrupolos y sextupolos, las cuales se consideran constantes para cada elemento.

El conjunto de ecuaciones diferenciales se representa con W (s) y se puede escribir mediante

el sistema de ecuaciones diferenciales de primer grado

Ẇ (s) = MW (s) (4.9)

donde W (s) representa el vector columna

W (s) =






{A(0)
ijkl(s)}

{A(1)
ijkl(s)}




 (4.10)

Para cada elemento magnético se obtiene una matriz Mk constante, la solución general de

la Ec. (4.9) es

W (s2) = Tk(s2, s1)W (s1) (4.11)

Tk(s2, s1) = exp (Mk(s2 − s1)) (4.12)

Las matrices Tk representan las matrices de transporte de cada elemento presente en

la celda del sincrotrón y s2 − s1 su longitud. Multiplicando estas matrices en el orden

apropiado se obtiene la matriz de transporte para toda la celda de p elementos

Tc = TpTp−1 · · ·T2T1 (4.13)
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Considerando las condiciones de contorno periódicas A
(n)
ijkl(s) = A

(n)
ijkl(s + C) para n =

0, 1, 2, donde C es la circunferencia del acelerador, puede escribirse

W (C) = TcW (0) = W (0) (4.14)

Lo que representa un problema de eigenvalores que puede resolverse para W (0) si

det[Tc − I] = 0 (4.15)

En estudios previos [3], el análisis se ha centrado en los términos δ0 y δ1, ya que estas

contribuciones de la desviación de momento δ presentan el mayor impacto en la dinámica

del haz. En las secciones siguientes se describirán en detalle los resultados obtenidos en

dichos trabajos.

4.1.1. Visualización geométrica del cuasi-invariante

Una vez calculados los coeficientes, los primeros trabajos basados en la descripción del

cuasi-invariante [38] analizaron el polinomio mediante la clasificación de sus raíces para

determinar el espacio fase. No obstante, dado que el polinomio del cuasi-invariante es de

grado 8, este enfoque presenta dificultades en la interpretación de las raíces complejas son

menos directas de interpretar.

Por esta razón, en este trabajo, en analogía a los trabajos [3, 39] se centra el análisis en

el estudio de las superficies no lineales definidas para valores fijos de δ. En la Fig. 4.1 se

ilustra un ejemplo comparativo entre la superficie de Courant-Snyder (sistema lineal) y

una superficie no lineal típica generada por el cuasi-invariante.
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Figura 4.1: Comparación entre la superficie de Courant-Snyder (paraboloide elíptico) y una superficie no

lineal sobre el plano horizontal (x, px) para δ = 0. Las curvas de nivel de la superficie no lineal muestran

distorsiones características debidas a las no linealidades del sistema. [3].

En un sistema lineal, el invariante de Courant-Snyder [Ec. (3.2)] describe un paraboloide

elíptico en el espacio fase, conocido como superficie de Courant-Snyder. Sus curvas de nivel

forman elipses cerradas que representan órbitas acotadas, y el área encerrada por estas

curvas se conserva a lo largo del anillo.

En sistemas no lineales, el cuasi-invariante genera superficies que dependen paramétrica-

mente de la desviación de momento δ. Las órbitas no lineales corresponden a proyecciones

de estas superficies en un espacio fase (por ejemplo, el plano horizontal) para un valor

fijo de δ. Estas proyecciones permiten visualizar las órbitas y analizar las distorsiones

características introducidas por las no linealidades del sistema.

4.1.2. Líneas de contorno y trayectorias en el espacio fase

Debido a las no linealidades introducidas por elementos magnéticos multipolares de orden

superior (como sextupolos y octupolos), las líneas de contorno de las superficies no lineales

pueden adoptar formas complejas, e incluso pueden corresponder a movimiento no acotado.

Sin embargo, bajo condiciones específicas y para amplitudes de oscilación limitadas, es

posible obtener curvas de contorno cerradas en estas proyecciones, correspondientes a

movimientos acotados. El área encerrada por dichas curvas se conserva aproximadamente

para amplitudes pequeñas.

La forma de la superficie no lineal es altamente sensible a la configuración de los elemen-

tos magnéticos no lineales en la celda del acelerador. Su definición matemática involucra
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funciones A
(n)
ijkl(s), que generalizan los coeficientes del polinomio lineal y están sujetas a

condiciones de periodicidad. Los coeficientes cromáticos A
(n)
ijkl(s) incorporan correcciones

específicas para partículas con desviaciones de momento δ.

En la Fig. 4.2 se compara un ejemplo representativo de curvas de contorno no lineales (teó-

ricas) con las generadas mediante simulaciones numéricas usando el código OPA [2]). Esta

comparación permite validar la precisión del modelo teórico frente a resultados numéricos.

Figura 4.2: Comparación entre curvas de contorno no lineales teóricas (arriba) y resultados de simulación

con OPA (abajo). Se observa la correspondencia en la forma de las curvas cerradas para amplitudes

moderadas, así como las distorsiones no lineales para amplitudes mayores.

4.1.3. Propuesta de una función objetivo geométrica

A continuación, se define una función objetivo que permita optimizar las intensidades

de los sextupolos mediante la minimización de dicha función. La función objetivo f δ
obj,

definida en la Ec. (4.16), cuantifica la diferencia entre superficies lineales y no lineales en

el espacio fase

f δ
obj =

n∑

j=1

n∑

i=1

∣
∣
∣Sδ(xi, pxj) − S0(xi, pxj)

∣
∣
∣ (4.16)
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Las superficies S0(xi, pxj) y Sδ(xi, pxj) representan la superficie lineal y no lineal que se

evalúan sobre puntos de una malla sobre el espacio fase y n es el número de puntos de

muestreo de la malla del espacio fase (x y px). Para el caso δ = 0, las superficies lineales

corresponden a la superficie de Courant-Snyder S0(x, px), dada por la Ec. (3.2). Para com-

parar una superficie no lineal con δ 6= 0 con la superficie lineal de δ = 0, todos los valores

x de la malla (x, px) se desplazan a x+D(s)δ, donde D(s) es la función de dispersión. La

superficie no lineal se evalúa utilizando esta malla desplazada y posteriormente se centra

en el origen, donde se realiza la comparación.

La definición de f δ
obj en la Ec. (4.16) incluye tanto el caso para la partícula de referencia con

momento nominal (δ = 0) como términos correspondientes a partículas fuera de momento

(δ 6= 0).

La minimización de f δ
obj permite encontrar soluciones del problema no lineal que se apro-

ximen lo más posible a la superficie lineal. Este enfoque se basa en el principio de que la

superficie no lineal debe asemejarse a la del caso lineal para amplitudes pequeñas.

La función objetivo f δ
obj considera la suma de distancias entre las superficies lineal y no

lineal para cada punto de la malla, en un espacio fase con δ fijo. Dado que estas distancias

dependen de las funciones no lineales A
(0)
ijkl(s) y A

(1)
ijkl(s), los términos que producen mayores

deformaciones en el espacio fase reciben penalizaciones más severas. Al tratarse de la única

función considerada en el proceso de optimización, no se requiere la inclusión de pesos

adicionales en el problema.

4.1.4. Aplicación de la función objetivo a un sincrotrón tipo

MBA

La referencia [3] describe un modelo para la futura fuente de luz mexicana, el cual emplea

un diseño híbrido con características de sincrotrones de cuarta generación. Este diseño

incorpora de manera coherente conceptos innovadores de dos instalaciones internacionales:

los dipolos con gradiente longitudinal (LGB) del sincrotrón europeo ESRF-EBS [40] y el

esquema de dipolos RB del proyecto SLS-2 del sincrotrón suizo [41].

En el diseño revisado, la sección que contiene el pico de dispersión se adapta del esquema
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de ESRF-EBS, mientras que la configuración de celdas internas con dipolos de flexión

inversa proviene del diseño de SLS-2. Ambos diseños base, con emitancias del orden de

130 pm·rad, son considerados referentes internacionales para anillos de almacenamiento

de cuarta generación [4]. La Fig. 4.3 muestra la configuración de celda completa resultante

de esta integración conceptual.

Figura 4.3: Reconstrucción del diseño de celda MBA reportado en [3]. Funciones ópticas lineales. Dispo-

sición magnética con dipolos (azul), cuadrupolos (rojo), sextupolos (verde) y octupolos (café)

El análisis de las funciones ópticas lineales (Fig. 4.3) muestra el comportamiento periódico

característico de las celdas MBA. La disposición magnética inferior ilustra la distribución

de elementos que conforman la celda. El diseño completo del anillo consta de 20 celdas

idénticas, alcanzando una circunferencia total de 485.016 m.

Los parámetros fundamentales reportados para este diseño se resumen en el Cuadro 4.1.

Las cromaticidades naturales (ξx = -86.70, ξy = -64.01) indican que se requieren intensi-

dades moderadas de sextupolos para la corrección cromática, lo que sugiere que los efectos

no lineales pueden mantenerse dentro de límites manejables.

Este diseño representa una contribución significativa al campo, proporcionando un caso

de estudio valioso para metodologías de optimización no lineal debido a su baja emitancia

(113 pm·rad) y alta complejidad en el diseño de la celda MBA.
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Cuadro 4.1: Parámetros reportados para el diseño del anillo de almacenamiento

Parámetro Valor

Energía 3 GeV

Circunferencia 485.016 m

Número de celdas 20

Túnicas betatrón (νx, νy) 48.802, 27.653

Cromaticidades naturales (ξx, ξy) -86.70, -64.01

Emitancia (εx) 113 pm·rad

Factor de compactación de momento (αc) 1 × 10−4

4.1.5. Ejemplo de optimización usando tres desviaciones

relativas de momento

El método de optimización implementado utiliza la función objetivo f δ
obj para optimi-

zar simultáneamente tres espacios fase correspondientes a desviaciones de momento de

δ = −2 %, 0 % y 2 %. Este esquema fue diseñado para mejorar la AD de fuentes de luz

sincrotrón mediante la inclusión de efectos cromáticos de primer orden y posteriormente

será extendido en este trabajo de tesis.

El procedimiento busca promover la similitud entre las geometrías de los espacios fase no

lineales (descritos por el cuasi-invariante) y los espacios fase de la dinámica lineal (descritos

por el invariante de Courant-Snyder). La función objetivo f δ
obj se define geométricamente

para cuantificar la separación entre la superficie no lineal Sδ(x, px) (construida a partir

del cuasi-invariante) y la superficie lineal S0(x, px) (superficie de Courant-Snyder) en cada

punto de una cuadrícula definida en el espacio fase horizontal.

Para un espacio fase con desviación de momento fija δ, la función objetivo se calcula me-

diante la expresión dada en la Ec. (4.16). La minimización de f δ
obj tiene como objetivo

que las soluciones del problema no lineal se aproximen lo máximo posible a la superficie

lineal, condición que se busca cumplir para amplitudes pequeñas. El proceso de optimiza-

ción empleó algoritmos genéticos y consideró la función objetivo de la Ec. (4.16) con tres
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valores de δ,−2, 0, 2 %.

La amplitud de oscilación utilizada en la optimización fue de x0 = 7 mm. Los parámetros

libres fueron las intensidades de los sextupolos y octupolos, mientras que los sextupolos

cromáticos se ajustaron para mantener las cromaticidades cercanas a cero (ξx, ξy ≈ 0).

Comparación Teórica vs. Seguimiento de Partículas (Tracking)

El cuasi-invariante (Ec. 4.3) fue diseñado para incorporar las funciones A
(0)
ijkl y A

(1)
ijkl, que re-

presentan la primera contribución en δ al cuasi-invariante polinomial, resultando cruciales

para describir partículas fuera de momento. Los resultados obtenidos revelan:

Para δ = 0 %, se observó una superposición muy precisa entre las curvas cerradas del

cuasi-invariante (teoría) y las simulaciones de seguimiento de partículas (OPA [2]).

A medida que |δ| se aleja de 0 %, la calidad de la superposición disminuyó pro-

gresivamente, indicando que la contribución teórica de A
(1)
ijkl pierde eficiencia en la

descripción de órbitas con grandes desviaciones de momento, aunque sigue propor-

cionando una medida válida de la no linealidad del sistema.

Se plantea que contribuciones de orden superior, particularmente las funciones A
(2)
ijkl

(proporcionales a δ2), podrían ser necesarias para mejorar la superposición teórico-

experimental en valores grandes de |δ|.



4.1 Estudios anteriores del cuasi-invariante hasta orden δ 40

Figura 4.4: Espacios fase para varios valores de δ. La primera columna de esta figura muestra las superficies

Sδ(xi, pxj) correspondientes, por filas, a δ = −2 %, −1 %, 0 %, 1 % y 2 %. Las trayectorias cerradas,

confinadas por la cuenca, con amplitudes alrededor de 4 mm se muestran en rojo. La segunda columna

muestra las trayectorias cerradas en el espacio fase y su comparación con la simulación de tracking con

OPA, en azul. La optimización se realizó incluyendo los espacios fase correspondientes a δ = −2 %, 0 % y

2 %, utilizando la función objetivo fδ
obj de la Ec. (4.16) [3] .
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Aunque la optimización se centró específicamente en δ = −2 %, 0 % y 2 %, como se muestra

en la Fig. 4.4, se evaluó la estabilidad en un rango extendido δ ∈ [−3 %, 3 %] mediante

simulaciones de seguimiento de partículas (OPA). Los valores de amplitud máxima de

estabilidad obtenidos se resumen en la Tabla 4.2.

Cuadro 4.2: Amplitud máxima de estabilidad en función de δ

δ Amplitud máxima x0 (mm)

−3 % 4.7

−2 % 5.9

−1 % 7.0

0 % 8.7

1 % 10.0

2 % 9.7

3 % 7.5

La optimización de los tres espacios fase resultó en una estabilidad de hasta 5.9 mm en el

rango optimizado δ ∈ [−2 %, 2 %]. Se observó que esta estrategia produjo ligeras mejoras

en la estabilidad en ciertas zonas del espacio de fase, pero afectó negativamente otras

regiones en comparación con la optimización de un único espacio de fase. Estos resultados

sugieren que la condición de similitud entre las superficies lineales y no lineales permite

un margen de flexibilidad mayor al esperado, indicando que no es necesario alcanzar una

linealidad absoluta para garantizar que sea viable en las aplicaciones prácticas.



Capítulo 5

Resultados

En esta sección se presentarán resultados sobre la descripción de los espacios de fase y

la optimización de los elementos no lineales para dos casos de interés: (i) cálculos hasta

términos lineales en δ. y (ii) cálculos que incluyen términos hasta orden δ2. Para ello, fue

necesario ampliar tanto el desarrollo analítico como el computacional, a fin de incorporar

las ecuaciones diferenciales correspondientes a la parte cuadrática en δ. El análisis parte

del cálculo de las ecuaciones que describen la dinámica a segundo orden en la desviación de

momento; posteriormente, estos términos se integran en la matriz de transporte correspon-

diente, se implementan numéricamente en el programa local y se aplican a un modelo de

FLS. Finalmente, se comparan las nuevas correcciones derivadas de la ampliación teórica

con los resultados previos de primer orden en la desviación de momento.

5.1. Incorporación de δ2 al cuasi-invariante

La primera fase de este trabajo consistió en derivar un sistema de 110 ecuaciones di-

ferenciales que, complementado con las 418 ecuaciones para A
(0)
ijkl y A

(1)
ijkl(s) reportadas

en [3], permite describir la dinámica del sistema hasta segundo orden en δ. La obtención

de este conjunto completo de ecuaciones se realizó mediante el programa de manipulación

simbólica wxMaxima [42] siguiendo el procedimiento descrito en la Secc. 4.1.

La forma analítica del cuasi-invariante es un polinomio de octavo grado de acuerdo con

42
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la metodología establecida en [3,28,35–38]. Se le adiciona al cuasi invariante los términos

A
(2)
ijkl(s) asociados a contribuciones de segundo orden en δ, tal como se muestra en la

siguiente ecuación

I(x, px, y, py, s, δ) =
8∑

i+j+k+l≥2
i,j=0

(

A
(0)
ijkl(s) + A

(1)
ijkl(s)δ

1 + A
(2)
ijkl(s)δ

2
)

xipj
xy

kpl
y, (5.1)

Aplicando la condición de invarianza expresada en la Ec. (4.5), que utiliza el hamiltoniano

cromático previamente definido en la Ec. (4.1), se obtiene el correspondiente sistema de

ecuaciones diferenciales. El conjunto de ecuaciones diferenciales se muestra en el Apéndice

B. A continuación, se presenta el cálculo numérico de los eigenvalores descritos en las

ecuaciones (4.12)–(4.15), asociados con la dinámica no lineal del sistema.

5.1.1. Ambigüedad en la elección de los eigenvalores

La solución de la Ec. (4.14) presenta sutilezas en la selección de los valores y vectores

propios. Como ya se ha descrito en la Ec. (4.10), las componentes del vector W son las

funciones lineales y no lineales. Sus valores numéricos pueden obtenerse de la solución de

la ecuación de eigenvalores (Tc − I)W (0) = 0, con eigenvalor cero. En la práctica existen

varios eigenvalores numéricamente cercanos a cero. La elección del eigenvalor adecuado es

crucial para el problema, pues de ello depende que las funciones periódicas de la Ec. (5.1)

describan apropiadamente la dinámica no lineal. Para analizar las opciones disponibles, la

Fig. 5.1 muestra los eigenvalores calculados numéricamente con la función eig de MATLAB

para el modelo de la Secc. 4.1.4 que satisfacen la condición de la Ec. (4.15). Los eigenvalores

se normalizaron al mayor valor en el rango de eigenvalores seleccionado, para facilitar la

visualización de su distribución y magnitud relativa, resaltándose los más cercanos a cero.

Esta transformación resalta los valores cercanos a cero, permitiendo una comparación entre

los diferentes órdenes de magnitud presentes .
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Figura 5.1: Eigenvalores normalizados obtenidos para el modelo de sincrotrón tipo MBA que se muestra

en la Fig. 4.3. Los eigenvalores se normalizaron al mayor eigenvalor del rango seleccionado para facilitar

su comparación y análisis. A la izquierda, eigenvalores normalizados mostrando en rojo los más cercanos

a cero. A la derecha, se visualiza la magnitud de los eigenvalores sin normalizar en escala logarítmica.

A diferencia de los trabajos previos, en los cuales la exploración de los eigenvalores fue

limitada, en este estudio se consideró ampliar el rango para investigar configuraciones

alternativas que podrían ofrecer una descripción más precisa del sistema.

La distribución completa de estos eigenvalores se presenta en la Fig. 5.1, donde se em-

plea una escala logarítmica (derecha) para resaltar el rango de magnitudes. Los valores

considerados están en el rango de 1 × 10−6 a 1 × 10−13. Aquellos por debajo de 1 × 10−8

se resaltan en rojo, ya que su identificación será relevante más adelante en el proceso de

optimización (Secc. 5.2).

En principio, se esperaba que los eigenvalores más pequeños proporcionaran una descrip-

ción más adecuada de la dinámica no lineal y, en consecuencia, un mejor acuerdo entre el

espacio fase calculado en Matlab y la simulación de seguimiento de partículas realizada

con OPA. Por ello, se realizaron comparaciones entre los diferentes eigenvalores mostrados

en la Fig. 5.1, seleccionando los valores extremos y el valor medio para ejemplificar los

resultados obtenidos.

En la Fig. 5.2 se observa que el eigenvalor más pequeño no necesariamente produce un

mejor acuerdo entre el espacio fase calculado con Matlab (negro) y la simulación (azul).

El caso mostrado corresponde a δ = −1 %. En contraste, para δ = 1 %, la Fig. 5.3 muestra

una mayor similitud de espacios fase entre la descripción teórica y simulación para el
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eigenvalor con menor valor.

Esta discrepancia sugiere la presencia de una degeneración en los valores propios para

diferentes desviaciones de momento, lo cual dificulta la identificación de un único pará-

metro representativo para describir la dinámica no lineal en todo el rango analizado. Este

comportamiento aparece de manera sistemática en todos los casos estudiados, y podría de-

pender de las condiciones particulares de cada configuración del modelo, o de la descripción

perturbativa en la desviación de momento en el hamiltoniano descrito en la Ec. (4.1).

Figura 5.2: Comparación de los espacios fase obtenidos con el cuasi-invariante (negro) y con la simulación

de OPA (azul) para δ = −1 %, correspondientes a distintos eigenvalores indicados en la parte superior de

cada subfigura.

Figura 5.3: Comparación de los espacios fase obtenidos con el cuasi-invariante (negro) y con la simulación

de OPA (azul) para δ = 1 %, correspondientes a distintos eigenvalores indicados en la parte superior de

cada subfigura.
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5.1.2. Comparación de los espacios fase que se derivan del

cuasi-invariante, a orden δ y δ2

La comparación entre las aproximaciones del cuasi-invariante polinomial revela una me-

jora notable al incluir términos de segundo orden en la desviación de momento. Como se

muestra en la Fig. (5.4), las curvas correspondientes al segundo orden (negras) presentan

un ajuste significativamente mejor a los resultados de la simulación OPA (azules) en com-

paración con la aproximación de primer orden (naranjas). Esta mejoría se da en regiones

donde las desviaciones de momento son diferentes de cero, donde los efectos no lineales

se vuelven dominantes. El desarrollo hasta δ2 muestra que en la región de x0 = ±6 mm

tomada en el cálculo, se tiene un buen ajuste en comparación a la distorsión que se muestra

en las figuras hasta primer orden de desviación de momento.

Figura 5.4: Comparación entre espacios fase del cuasi-invariante polinomial a orden δ (arriba) y δ2 (abajo).

Las curvas naranjas representan la aproximación hasta primer orden en δ, las curvas negras corresponden

al desarrollo hasta segundo orden en δ2, y las curvas azules muestran los resultados de la simulación

numérica con OPA. Se observa que resultados correspondientes al segundo orden describen con mayor

precisión la simulación en todas las regiones del espacio de fase, particularmente para desviaciones de

momento mayores. Fig. 5.1 se seleccionaron los eigenvalores que mostraron la mayor concordancia con la

simulación para este ejemplo.
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5.2. Optimización no lineal con términos hasta δ y

δ2 en el modelo elegido de FLS

Para evaluar el beneficio de incluir el segundo término de la desviación de momento en

la descripción de la dinámica no lineal, se implementó una estrategia de optimización de

elementos no lineales orientada a incrementar la estabilidad en el espacio de momentos.

Esta metodología se aplicó al modelo que cuenta con 22 sextupolos y 7 octupolos, cuyas

características se detallan en la Cuadro 5.1 y en la Secc. 4.1.4.

Inicialmente, la optimización que se realizó en la literatura [3] consideraba únicamente

δ = −2 %, 0, 2 % utilizando el desarrollo del invariante hasta A(1) y como referencia se

muestra su apertura de momento en la Fig. 5.5. Para comparar adecuadamente con el

desarrollo extendido hasta A(2), se consideró apropiado expandir el rango de estudio a

δ = ±4 % con 33 particiones del intervalo, lo que permitiría identificar las limitaciones del

modelo teórico y de la optimización.

El procedimiento de optimización consistió en la selección de las configuraciones de sextu-

polo que estaban asociados a los eigenvectores con valores mínimos de la función objetivo

[Ec. (4.16)], con el objetivo de mitigar los problemas descritos en la Sección 5.1.1 y evaluar

simultáneamente la eficacia de la función objetivo propuesta.

Partiendo de las intensidades mostradas en el Cuadro 5.1, la optimización mediante A(1)

reveló un incremento en la estabilidad para la región positiva de δ, aunque surgieron

inestabilidades en regiones adyacentes al aumento en dp/p = 4 %. Esta configuración

optimizada genera la apertura de momento mostrada en la Fig. 5.6, donde el análisis en el

intervalo δ = ±4 % confirma que la estabilidad en la cota inferior resulta considerablemente

menor que en la superior.

La optimización con los términos no lineales de segundo orden A(2) expandió significativa-

mente la apertura de momento en x, particularmente en la región de dp/p = −4 % donde

el rango de estabilidad horizontal se amplió de ±0,5 mm a ±2 mm respecto del modelo

original, como se aprecia en la Fig. 5.6 (derecha). Aunque este incremento podría perci-

birse como marginal y la ganancia resulte cuantitativamente modesta para la aplicación,
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confirmar el beneficio de incluir términos de orden superior es valioso en la práctica, donde

uniformizar la zona de estabilidad constituye un desafío importante.

Figura 5.5: Apertura de momento del modelo estudiado en [3], correspondiente al conjunto de sextupolos

originales. La figura se obtuvo usando el programa OPA [2], considerando el seguimiento de partículas

colocadas sobre una malla en el espacio x − δ. Se definen dos regiones. Las partículas con condiciones

iniciales en la zona blanca sobreviven 100 vueltas en el acelerador y partículas con condiciones iniciales

en la zona gris no sobreviven.

Figura 5.6: Apertura de momento del modelo, usando una optimización no lineal hasta A(1) (izquierda)

y A(2) (derecha), con 33 particiones en el intervalo δ = ±4 %. La figura fue obtenida mediante simulación

de partícula única en el programa OPA.
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Cuadro 5.1: Elementos de la celda del modelo de la Fig. 4.3 bajo estudio. L es la longitud del

elemento y K es su intensidad. Los valores de los octupolos son las intensidades integradas,

cuyas unidades son m−3.

Elemento Tipo L (m) K (m−3)

SD2 Sextupolo 0.100000 -96.7516

FD2 Sextupolo 0.094502 99.1462

FD3 Sextupolo 0.001710 -26.0529

SD3 Sextupolo 0.010176 13.4109

S1 Sextupolo 0.100000 -144.2313

S2 Sextupolo 0.100000 -31.2021

SE1 Sextupolo 0.100000 -35.3559

SE2 Sextupolo 0.100000 17.4226

S1S Sextupolo 0.002964 86.5796

S2S Sextupolo 0.172130 40.1972

S1SH Sextupolo 0.001379 42.1650

SF2 Sextupolo 0.220440 113.9431

S3 Sextupolo 0.100000 -100.1985

S4 Sextupolo 0.100000 -153.6085

FD22 Sextupolo 0.094502 -23.5760

FD32 Sextupolo 0.001775 23.3468

SD32 Sextupolo 0.010176 87.6073

S1SH2 Sextupolo 0.001379 -10.9265

S2S2 Sextupolo 0.172130 80.7719

S1S2 Sextupolo 0.002964 -67.8258

SD1 Sextupolo 0.100000 -15.3932

SF1 Sextupolo 0.220440 102.6627

O1 Octupolo – -12.2012

O2 Octupolo – 11.1181

O3 Octupolo – 27.3077

O11 Octupolo – -17.8795

O21 Octupolo – 6.6910

O31 Octupolo – 47.1552
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Discusión y conclusiones

El objetivo de este trabajo fue analizar los efectos de incorporar el segundo término per-

turbativo de la desviación de momento en el formalismo de cuasi-invariantes polinomiales.

Los resultados obtenidos muestran que esta extensión mejora la descripción de la dinámica

transversal fuera del momento de referencia y permite representar con mayor robustez la

estructura del espacio fase en comparación con la aproximación de primer orden.

En la Sección 5.1.2 se presentó una comparación entre los espacios fase calculados en

Matlab y las simulaciones de partículas. Dicha comparación mostró que la inclusión del

término A(2) reproduce de manera más adecuada la dinámica del sistema bajo desviaciones

de momento. En particular, dentro del modelo analizado, la incorporación de este segundo

término conduce a una mayor amplitud en el espacio de momentos y, por consiguiente, a

una descripción más robusta de la dinámica en presencia de perturbaciones de energía.

Un resultado importante del presente estudio fue identificar que la construcción de super-

ficies cuasi-invariantes no conduce, en general, a un eigenvalor único asociado de manera

natural al comportamiento físico deseado. Los cálculos numéricos producen múltiples so-

luciones que satisfacen simultáneamente la condición de periodicidad, sin que emerja un

criterio físico unívoco para privilegiar una de ellas. Aunque se identificaron eigenvectores

capaces de describir con precisión los resultados de simulación, no se encontró un patrón

regular en los eigenvalores asociados que permitiera anticipar cuál de ellos sería el más ade-

cuado para realizar comparaciones con tracking. Por esta razón, la selección del eigenvalor
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se llevó a cabo mediante un criterio numérico: se eligió aquel cuyo eigenvector asociado, al

ser empleado para describir la superficie no lineal, minimizaba la función objetivo definida

en la Sección 4.1.3.

Con el fin de evaluar el alcance de dicha función objetivo, se realizó un análisis de magni-

tudes en el que se exploraron aleatoriamente distintos valores de los parámetros no lineales

sometidos a optimización. Para cada conjunto de parámetros se calculó el valor de la fun-

ción y, mediante OPA, se cuantificó el desempeño del sistema a través de la apertura de

momento. La hipótesis de trabajo establecía que una disminución en el valor de la función

objetivo debía correlacionarse con una mejora en la apertura de momento, manifestada

como un incremento en su amplitud.

Los resultados muestran que esta relación se cumple de manera global, pero no de forma

estricta ni monótona. Como se observa en la Fig. 6.1, la reducción de fobj conduce inicial-

mente a configuraciones con mejor apertura de momento; sin embargo, esta tendencia no

se mantiene cuando la minimización de la función se lleva al extremo. En particular, el

valor mínimo de fobj dentro del conjunto analizado, mostrado en el panel inferior derecho,

no corresponde a la máxima estabilidad, sino a una configuración con apertura dinámica

más reducida que otras asociadas a valores mayores de la función.
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Figura 6.1: Muestreo aleatorio de diferentes aperturas de momento en la optimización. Cada panel mues-

tra un valor distinto de la función objetivo (fobj), junto con la apertura de momento del conjunto de

sextupolos y octupolos asociado. Nótese que el valor mínimo seleccionado de fobj (figura inferior derecha)

no corresponde a la máxima estabilidad, en comparación con valores mayores de la función.

La Fig. 6.1 muestra que la correlación entre fobj y la apertura de momento debe inter-

pretarse como una tendencia global y no como un criterio de ordenamiento fino entre

configuraciones cercanas. Los paneles intermedios exhiben soluciones con regiones estables

más amplias que la correspondiente al mínimo absoluto de la función. Esto indica que la
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función objetivo sí es útil para conducir la búsqueda hacia una región favorable del espacio

de parámetros, pero no basta por sí sola para identificar la configuración óptima desde el

punto de vista dinámico.

En este contexto, una apertura dinámica degradada significa que, a pesar de presentar un

valor pequeño de la función objetivo, la configuración correspondiente exhibe una región

estable más estrecha en el espacio de momentos que otras soluciones asociadas a valores

algo mayores de la función. Desde el punto de vista físico, este comportamiento sugiere

que la cercanía al régimen lineal, medida a través de la función objetivo actual, no basta

para capturar todos los mecanismos relevantes de estabilidad en presencia de desviaciones

de momento. Desde el punto de vista metodológico, la figura pone en evidencia que una

optimización basada exclusivamente en la minimización de la fobj como está definida,

puede conducir a soluciones que son matemáticamente atractivas, pero dinámicamente

subóptimas.

Una explicación plausible de este comportamiento radica en la propia estructura de los

cuasi-invariantes. En el sistema considerado, éstos se asocian a un conjunto de polinomios

cuya forma depende de los eigenvalores seleccionados. Dado que varios de estos eigenvalores

pueden encontrarse próximos al valor deseado —cero, en este caso—, la función objetivo

no discrimina adecuadamente entre soluciones físicamente distintas. En otras palabras,

pueden existir múltiples configuraciones que produzcan valores similares, e incluso peque-

ños, de la función objetivo, pero que difieran significativamente en su estabilidad dinámica.

La dispersión observada en la Fig. 6.1 es consistente con esta ambigüedad asociada a la

selección de eigenvalores.

A partir de estos resultados, puede concluirse que la inclusión del término A(2) representa

una mejora real del formalismo de cuasi-invariantes polinomiales, ya que fortalece la des-

cripción de la dinámica transversal bajo desviaciones de momento y amplía la capacidad

del método para reproducir la estructura del espacio fase. Sin embargo, los resultados

también muestran que la consolidación de este enfoque requiere resolver dos problemas

fundamentales: la formulación de un criterio sistemático para la selección de eigenvalores

y el diseño de una función objetivo más robusta, capaz de distinguir con mayor fidelidad

entre soluciones matemáticamente cercanas y configuraciones dinámicamente favorables.
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En este sentido, la presente tesis establece dos aportaciones principales. En primer lugar,

muestra que la inclusión del segundo término perturbativo en la desviación de momento

mejora la caracterización de la dinámica transversal y de las regiones de estabilidad en

el modelo estudiado. En segundo lugar, identifica con claridad una limitación central del

enfoque actual, relacionada con la ambigüedad en la selección de eigenvalores y con el

alcance limitado de la función objetivo utilizada en la optimización.

Finalmente, los resultados obtenidos permiten afirmar que el enfoque basado en cuasi-

invariantes polinomiales constituye una herramienta prometedora para el análisis de la

dinámica no lineal en sincrotrones de baja emitancia. Al mismo tiempo, esta tesis delimita

con precisión los aspectos que deberán desarrollarse para fortalecer su capacidad predic-

tiva y su utilidad en procesos de optimización más generales. En particular, el siguiente

paso natural consiste en enriquecer la función objetivo con criterios adicionales de esta-

bilidad y en formular un método sistemático que permita identificar aquellos eigenvalores

que den lugar a superficies cuasi-invariantes con comportamiento más favorable frente a

perturbaciones en la desviación de momento.
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Apéndice A

Derivación del Hamiltoniano

El lagrangiano para una partícula de masa m0 y carga q que se mueve en un campo

electromagnético con velocidad v es

L(x, ẋ, t) = −m0c
2

√

1 − |ẋ|2
c2

− qφ(x, t) + qẋ · A(x, t), (A.1)

donde A es el potencial vectorial magnético y φ el potencial escalar. A partir de ellos, los

campos eléctrico y magnético, E y B, se obtienen como

E = −∇φ− ∂A
∂t

,

B = ∇ × A.
(A.2)

Consideremos un sistema coordenado cartesiano (x, y, z) donde la partícula se mueve prin-

cipalmente en la dirección z. El hamiltoniano H se obtiene del lagrangiano mediante

H(x,P) =
∑

i

ẋiPi − L(x, ẋ, t), (A.3)

en donde Pi es el momento canónico y pi es el momento mecánico de la partícula
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Pi =
∂L
∂ẋi

(A.4)

=
mẋi

√

1 − v2

c2

+ qAi

= pi + qAi. (A.5)

usando Ec. (A.5) y (A.1) en la Ec. (A.3) resulta

H = v · P − L (A.6)

= v · p + qv · A(x, t) +mc2

√

1 − v2

c2
− qv · A(x, t) + qφ(x, t)

= γmv2 +mc2

√

1 − v2

c2
+ qφ(x, t)

=
(

γβ2 + 1/γ
)

mc2 + qφ(x, t)

= γmc2 + qφ(x, t)

= E + qφ(x, t). (A.7)

De la expresión relativista E2 = E2
0 + (pc)2 y usando la Ec. (A.7) podemos encontrar la

siguiente expresión para el hamiltoniano

H(x,P) = c
√

(P − qA(x, t))2 +m2c2 + qφ(x, t). (A.8)

Más adelante utilizaremos una serie de transformaciones canónicas para cambiar las coor-

denadas y la variable independiente. Una función generadora es útil para crear las trans-

formaciones canónicas desde las coordenadas antiguas (q, p) a un nuevo conjunto (Q,P).

Hay cuatro tipos de funciones generadoras:

F1 = F1(q,Q, t) p =
∂F1

∂q
, P = −∂F1

∂Q

F2 = F2(q,P, t) p =
∂F2

∂q
, Q =

∂F2

∂P

F3 = F3(p,Q, t) q = −∂F3

∂p
, P = −∂F3

∂Q

F4 = F4(p,P, t) q = −∂F4

∂p
, Q =

∂F4

∂P

(A.9)
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El nuevo hamiltoniano K(Q,P, t) se calcula mediante:

K(Q,P, t) = H(q(Q,P),p(Q,P)) +
∂F

∂t
(A.10)

El primer paso necesario consiste en cambiar del sistema de coordenadas cartesiano r =

xx̂+yŷ+zẑ al sistema de Frenet–Serret adaptado a la órbita de referencia. En este sistema

la posición se escribe como

r(s, x, y) = r0(s) + x, x̂(s) + y, ŷ(s), (A.11)

mediante la función generadora de tipo 3:

F3(P, s, x, y, t) = −P · [r0(s) + x x̂(s) + y ŷ(s)] . (A.12)

Las relaciones de transformación son:

r = −∂F3

∂P
= r0(s) + x x̂(s) + y ŷ(s),

Ps = −∂F3

∂s
= P · ŝ

(

1 +
x

ρ

)

,

Px = −∂F3

∂x
= P · x̂(s),

Py = −∂F3

∂y
= P · ŷ(s).

(A.13)

El hamiltoninano en el sistema coordenado Frenet-Serret

H = c

√
√
√
√(mc)2 + (Px − qAx)2 + (Py − qAy)2 +

(

Ps

1 + x/ρ
− qAs

)2

+ qφ (A.14)

El potencial vector ahora también toma sus componentes del sistema de coordenadas

Frenet-Serret como Ax = A · x̂, Ay = A · ŷ y As = A · ŝ.
A continuación, necesitamos cambiar la coordenada independiente del tiempo a ’s’, la posi-

ción en la órbita de referencia. El Hamiltoniano anterior es función de (x,Px, y,Py, s,Ps, t)

y las ecuaciones Hamiltonianas son:

∂H

∂x
= −Ṗx

∂H

∂Px

= ẋ

∂H

∂y
= −Ṗy

∂H

∂Py

= ẏ

∂H

∂s
= −Ṗs

∂H

∂Ps

= ṡ

(A.15)
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Para cambiar la coordenada independiente a s, primero observamos la derivada:

x′ ≡ dx

ds
=
dx

dt

(

ds

dt

)−1

=
∂H

∂Px

(

∂H

∂Ps

)−1

(A.16)

Usando la regla de la cadena diferencial de la ecuación implícita H (x,Px, y,Py, s,Ps, t) −
f(t) = 0, tenemos:

x′ ≡ dx

ds
= −∂Ps

∂Px

(A.17)

Usando un truco similar, encontraremos que

P ′
x ≡ dPx

ds
=
∂Ps

∂x

y′ ≡ dy

ds
= −∂Ps

∂Py

P ′
y ≡ dPy

ds
=
∂Ps

∂y

(A.18)

También encontramos fácilmente las otras dos relaciones:

t′ ≡ dt

ds
=

(

∂H

∂Ps

)−1

=
∂Ps

∂H

H ′ ≡ dH

ds
= −∂Ps

∂t

(A.19)

Por lo tanto, podemos elegir el nuevo hamiltoniano K = −Ps (x,Px, y,Py, H, t, s), que sa-

tisfará la relación hamiltoniana. Sin embargo, es incómodo establecer H como ’coordenada’

y t como ’momento general’. Para solucionar esto, podemos establecer el par conjugado

como (t,−H). Por lo tanto, el nuevo hamiltoniano queda:

K (x,Px, y,Py, t,−H, s) = −Ps

= −
(

1 + x
ρ

)
√
(

H−qφ
c

)2 − (mc)2 − (Px − qAx)2 − (Py − qAy)2

−qAs

(

1 + x
ρ

)

(A.20)

Dado que el nuevo hamiltoniano tiene una forma muy complicada, usaremos las siguientes

simplificaciones.

1. Hemos visto que para campos magnéticos 2-D, solo se necesita el potencial vector

longitudinal. Podemos establecer ambos potenciales transversales a cero: Ax = Ay =

0.
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2. Supongamos que el potencial φ no depende del tiempo, entonces podemos hacer la

transformación canónica (t,−H) a (t,−h) con h = H − qφ. h es justo la energía

total de la partícula y los dos primeros términos dan el momento de la partícula

p2 = (h/c)2 − (mc)2.

3. Definamos un momento de referencia de la partícula p0, y cada partícula tendrá

una desviación de la referencia, p = p0(1 + δ). δ se llama desviación fraccional del

momento. Escalamos el hamiltoniano K por un factor de p0 y consideramos que no

existe un potencial φ, así obtenemos el nuevo K̃.

K

p0

≡ K̃

(

x, p̃x =
Px

p0

, y, p̃y =
Py

p0

, t,−h̃ =
−H
p0

)

= −
(

1 +
x

ρ

)
√
√
√
√

(

h̃

c

)2

−
(

mc2

p0

)2

− p̃x
2 − p̃y

2 − q
As

p0

(

1 +
x

ρ

) (A.21)

Cambiamos h̃ = E/p0, en donde E es la energía total de la partícula

(

h̃

c

)2

−
(

mc2

p0

)2

=
E2 −m2c4

p2
0c

2
=
p2c2

p2
0c

2
= (1 + δ)2 (A.22)

en donde la desviación relativa de momento es δ = p−p0

p0

and 1 + δ = p
p0

. El hamiltoniano

es entonces

K̃ (x, p̃x, y, p̃y, t, E, s) = −
(

1 +
x

ρ

)
√

(1 + δ)2 − p̃x
2 − p̃y

2 − q
As

p0

(

1 +
x

ρ

)

(A.23)

El par de variables canónicas (−t, E) no es muy conveniente de usar, ya que t es una

cantidad que aumenta constantemente. Por lo tanto, se introduce la función generadora

para una transformación canónica desde las variables antiguas (x, p̃x, y, p̃y,−t, E) hacia

las variables nuevas
(

x, px, y, py, σ = s− β0ct, pσ = E−E0

β0p0c

)

como

F2 = xpx + ypy + (s− β0ct)

(

pσ +
E0

β0p0c

)

(A.24)

Las nuevas coordenadas de posición y el nuevo hamiltoniano se obtienen a partir de

xi =
∂F2

∂pi

K = K̃ +
∂F2

∂s

(A.25)
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Las variables del momento transversal se dejan sin cambios pero la relación entre la antigua

y la nueva variable del momento longitudinal pσ se convierte en

E

p0

= β0c

(

E0

β0p0c
+ pσ

)

(A.26)

El nuevo hamiltoniano renombrando K → H es

H (x, px, y, py, σ, pσ; s) = pσ −
(

1 +
x

ρ

)

×
(

q

p0

As(s) +
√

(1 + δ)2 − p2
x − p2

y

)

. (A.27)

En el contexto de las condiciones normales en las que operan las fuentes de luz sincrotrón,

la desviación de momento es muy pequeño, de modo que para cualquier partícula se cumple

δ ≪ 1. Asimismo, en la aproximación paraxial se asume que el momento longitudinal pσ

es cercano al de referencia y que px, py ≪ 1. Con estas consideraciones, se puede expandir

en serie de Taylor el término bajo la raíz cuadrada, obteniendo

√
D ≈ (1 + δ) − p2

x + p2
y

2(1 + δ)
+ O(4) (A.28)

lo que permite simplificar el hamiltoniano conservando únicamente los términos necesarios

para realizar la descripción teórica.

Sustituyendo los terminos de mayor contribución de la Ec. (A.28) en la Ec. (A.27), encon-

tramos el hamiltoniano aproximado H

H = −
(

1 +
x

ρ

)

×









1 + δ − p2
x + p2

y

2(1 + δ)
︸ ︷︷ ︸

Término cinético

+
q

p0

As(s)
︸ ︷︷ ︸

Potencial









+ O(4) (A.29)

El potencial vectorial As(s) se puede expresar como serie multipolar:

q

p0

As(s) = −Re
∞∑

n=1

1

n
[ian(s) + bn(s)] (x+ iy)n (A.30)

La elección de eliminar los coeficientes an(s) (o equivalentemente, considerar an(s) = 0)

se debe a que se busca que el campo magnético sea normal (o dipolar, cuadrupolar, etc.,
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según el término n), sin componentes skew [32].

q

p0

As(s) = −b1(s)x− b2(s)

2
(x2 − y2)

− b3(s)

3
(x3 − 3xy2) − b4(s)

4
(x4 − 6x2y2 + y4) + · · ·

(A.31)

donde los coeficientes bn(s) con n = 1, 2, 3, · · · , corresponden a:

b1(s): Campo dipolar (dipolos)

b2(s): Campo cuadrupolar (enfoque)

b3(s): Campo sextupolar (corrección cromática)

b4(s): Campo octupolar (no linealidades superiores)

Como última consideración, la curvatura del sistema de referencia local se elige de tal

manera que

b1(s) ≡ 1

ρb(s)
(A.32)

Al sustituir (A.32) y el termino término potencial de la Ec. (A.31) en la Ec. (A.29)

H =
p2

x + p2
y

2(1 + δ)
− b1(s)xδ +

b2
1(s)

2
x2 +

b2(s)

2
(x2 − y2) +

b3(s)

3
(x3 − 3xy2) + O(4) (A.33)

Solo queda expandir δ ≪ 1, que del término cinético:

1

1 + δ
= 1 − δ + δ2 − δ3 + · · · (A.34)

Resultando en el Hamiltoniano final:

H (x, px, y, py, s) =
1

2

(

p2
x + p2

y

) (

1 − δ + δ2 + · · ·
)

− b1(s)xδ +
b2

1(s)

2
x2 +

b2(s)

2

(

x2 − y2
)

+
b3(s)

3

(

x3 − 3xy2
)

+
b4(s)

4

(

x4 − 6x2y2 + y4
)

+ · · · ,

(A.35)
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donde x, y son las coordenadas transversales, px, py son los momentos conjugados, s es la

variable longitudinal, δ es la dispersión en momento y b1(s), b2(s), . . . son las intensidades

de dipolos, cuadrupolos, sextupolos y octupolos.



Apéndice B

Ecuaciones Diferenciales para funciones A2

d

ds
A

(2)
1100 + 2A

(2)
2000 − 2A

(1)
2000 + 2A

(0)
2000 + 2b1A

(1)
1200 − 2b2A

(2)
0200 − 2b2

1A
(2)
0200 = 0 (B.1)

d

ds
A

(2)
0200 + A

(2)
1100 − A

(1)
1100 + A

(0)
1100 + 3b1A

(1)
0300 = 0 (B.2)

d

ds
A

(2)
1000 + b1A

(1)
1100 − b2A

(2)
0100 − b2

1A
(2)
0100 = 0 (B.3)

d

ds
A

(2)
2000 + b1A

(1)
2100 − b2A

(2)
1100 − b2

1A
(2)
1100 − b3A

(2)
0100 = 0 (B.4)

68
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d

ds
A

(2)
3000 + b1A

(1)
3100 − b2A

(2)
2100 − b2

1A
(2)
2100 − b3A

(2)
1100 − b4A

(2)
0100 = 0 (B.5)

d

ds
A

(2)
4000 + b1A

(1)
4100 − b2A

(2)
3100 − b2

1A
(2)
3100 − b3A

(2)
2100 − b4A

(2)
1100 − b5A

(2)
0100 = 0 (B.6)

d

ds
A

(2)
5000 + b1A

(1)
5100 − b2A

(2)
4100 − b2

1A
(2)
4100 − b3A

(2)
3100 − b4A

(2)
2100 − b5A

(2)
1100 = 0 (B.7)

d

ds
A

(2)
1020 + b1A

(1)
1120 + b3A

(2)
1100 + b2A

(2)
1011 − b2A

(2)
0120 − b2

1A
(2)
0120 + 3b4A

(2)
0100 + 2b3A

(2)
0011 = 0 (B.8)

d

ds
A

(2)
2020 + b1A

(1)
2120 + b3A

(2)
2100 + b2A

(2)
2011 − b2A

(2)
1120 − b2

1A
(2)
1120 + 3b4A

(2)
1100 + 2b3A

(2)
1011 − b3A

(2)
0120 + 6b5A

(2)
0100

+3b4A
(2)
0011 = 0 (B.9)

d

ds
A

(2)
3020 + b1A

(1)
3120 + b3A

(2)
3100 + b2A

(2)
3011 − b2A

(2)
2120 − b2

1A
(2)
2120 + 3b4A

(2)
2100 + 2b3A

(2)
2011 − b3A

(2)
1120 + 6b5A

(2)
1100 + 3b4A

(2)
1011

−b4A
(2)
0120 + 4b5A

(2)
0011 = 0 (B.10)

d

ds
A

(2)
1040 + b1A

(1)
1140 + b3A

(2)
1120 − b5A

(2)
1100 + b2A

(2)
1031 − b4A

(2)
1011 − b2A

(2)
0140 − b2

1A
(2)
0140 + 3b4A

(2)
0120 + 2b3A

(2)
0031 − 4b5A

(2)
0011 = 0 (B.11)
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d

ds
A

(2)
2100 + 3A

(2)
3000 − 3A

(1)
3000 + 3A

(0)
3000 + 2b1A

(1)
2200 − 2b2A

(2)
1200 − 2b2

1A
(2)
1200 − 2b3A

(2)
0200 = 0 (B.12)

d

ds
A

(2)
3100 + 4A

(2)
4000 − 4A

(1)
4000 + 4A

(0)
4000 + 2b1A

(1)
3200 − 2b2A

(2)
2200 − 2b2

1A
(2)
2200 − 2b3A

(2)
1200 − 2b4A

(2)
0200 = 0 (B.13)

d

ds
A

(2)
4100 + 5A

(2)
5000 − 5A

(1)
5000 + 5A

(0)
5000 + 2b1A

(1)
4200 − 2b2A

(2)
3200 − 2b2

1A
(2)
3200 − 2b3A

(2)
2200 − 2b4A

(2)
1200 − 2b5A

(2)
0200 = 0 (B.14)

d

ds
A

(2)
0120 + A

(2)
1020 − A

(1)
1020 + A

(0)
1020 + 2b1A

(1)
0220 + 2b3A

(2)
0200 + b2A

(2)
0111 = 0 (B.15)

d

ds
A

(2)
1011 + b1A

(1)
1111 + 2A

(2)
1020 − 2A

(1)
1020 + 2A

(0)
1020 + 2b2A

(2)
1002 − b2A

(2)
0111 − b2

1A
(2)
0111 + 4b3A

(2)
0002 = 0 (B.16)

d

ds
A

(2)
1120 + 2A

(2)
2020 − 2A

(1)
2020 + 2A

(0)
2020 + 2b1A

(1)
1220 + 2b3A

(2)
1200 + b2A

(2)
1111 − 2b2A

(2)
0220 − 2b2

1A
(2)
0220 + 6b4A

(2)
0200 + 2b3A

(2)
0111 = 0 (B.17)

d

ds
A

(2)
2011 + b1A

(1)
2111 + 2A

(2)
2020 − 2A

(1)
2020 + 2A

(0)
2020 + 2b2A

(2)
2002 − b2A

(2)
1111 − b2

1A
(2)
1111 + 4b3A

(2)
1002 − b3A

(2)
0111 + 6b4A

(2)
0002 = 0 (B.18)
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d

ds
A

(2)
2120 + 3A

(2)
3020 − 3A

(1)
3020 + 3A

(0)
3020 + 2b1A

(1)
2220 + 2b3A

(2)
2200 + b2A

(2)
2111 − 2b2A

(2)
1220 − 2b2

1A
(2)
1220 + 6b4A

(2)
1200 + 2b3A

(2)
1111

−2b3A
(2)
0220 + 12b5A

(2)
0200 + 3b4A

(2)
0111 = 0 (B.19)

d

ds
A

(2)
3011 + b1A

(1)
3111 + 2A

(2)
3020 − 2A

(1)
3020 + 2A

(0)
3020 + 2b2A

(2)
3002 − b2A

(2)
2111 − b2

1A
(2)
2111 + 4b3A

(2)
2002 − b3A

(2)
1111 + 6b4A

(2)
1002

−b4A
(2)
0111 + 8b5A

(2)
0002 = 0 (B.20)

d

ds
A

(2)
0140 + A

(2)
1040 − A

(1)
1040 + A

(0)
1040 + 2b1A

(1)
0240 + 2b3A

(2)
0220 − 2b5A

(2)
0200 + b2A

(2)
0131 − b4A

(2)
0111 = 0 (B.21)

d

ds
A

(2)
1031 + b1A

(1)
1131 + b3A

(2)
1111 + 4A

(2)
1040 − 4A

(1)
1040 + 4A

(0)
1040 + 2b2A

(2)
1022 − 2b4A

(2)
1002 − b2A

(2)
0131 − b2

1A
(2)
0131 + 3b4A

(2)
0111

+4b3A
(2)
0022 − 8b5A

(2)
0002 = 0 (B.22)

d

ds
A

(2)
0100 + A

(2)
1000 − A

(1)
1000 + 2b1A

(1)
0200 = 0 (B.23)

d

ds
A

(2)
1200 + 2A

(2)
2100 − 2A

(1)
2100 + 2A

(0)
2100 + 3b1A

(1)
1300 − 3b2A

(2)
0300 − 3b2

1A
(2)
0300 = 0 (B.24)
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d

ds
A

(2)
6000 + b1A

(1)
6100 − b2A

(2)
5100 − b2

1A
(2)
5100 − b3A

(2)
4100 − b4A

(2)
3100 − b5A

(2)
2100 = 0 (B.25)

d

ds
A

(2)
4020 + b1A

(1)
4120 + b3A

(2)
4100 + b2A

(2)
4011 − b2A

(2)
3120 − b2

1A
(2)
3120 + 3b4A

(2)
3100 + 2b3A

(2)
3011 − b3A

(2)
2120 + 6b5A

(2)
2100 + 3b4A

(2)
2011

−b4A
(2)
1120 + 4b5A

(2)
1011 − b5A

(2)
0120 = 0 (B.26)

d

ds
A

(2)
2040 + b1A

(1)
2140 + b3A

(2)
2120 − b5A

(2)
2100 + b2A

(2)
2031 − b4A

(2)
2011 − b2A

(2)
1140 − b2

1A
(2)
1140 + 3b4A

(2)
1120 + 2b3A

(2)
1031 − 4b5A

(2)
1011

−b3A
(2)
0140 + 6b5A

(2)
0120 + 3b4A

(2)
0031 = 0 (B.27)

d

ds
A

(2)
2200 + 3A

(2)
3100 − 3A

(1)
3100 + 3A

(0)
3100 + 3b1A

(1)
2300 − 3b2A

(2)
1300 − 3b2

1A
(2)
1300 − 3b3A

(2)
0300 = 0 (B.28)

d

ds
A

(2)
3200 + 4A

(2)
4100 − 4A

(1)
4100 + 4A

(0)
4100 + 3b1A

(1)
3300 − 3b2A

(2)
2300 − 3b2

1A
(2)
2300 − 3b3A

(2)
1300 − 3b4A

(2)
0300 = 0 (B.29)

d

ds
A

(2)
0111 + A

(2)
1011 − A

(1)
1011 + A

(0)
1011 + 2b1A

(1)
0211 + 2A

(2)
0120 − 2A

(1)
0120 + 2A

(0)
0120 + 2b2A

(2)
0102 = 0 (B.30)

d

ds
A

(2)
0220 + A

(2)
1120 − A

(1)
1120 + A

(0)
1120 + 3b1A

(1)
0320 + 3b3A

(2)
0300 + b2A

(2)
0211 = 0 (B.31)
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d

ds
A

(2)
1111 + 2A

(2)
2011 − 2A

(1)
2011 + 2A

(0)
2011 + 2b1A

(1)
1211 + 2A

(2)
1120 − 2A

(1)
1120 + 2A

(0)
1120 + 2b2A

(2)
1102 − 2b2A

(2)
0211 − 2b2

1A
(2)
0211

+4b3A
(2)
0102 = 0 (B.32)

d

ds
A

(2)
1220 + 2A

(2)
2120 − 2A

(1)
2120 + 2A

(0)
2120 + 3b1A

(1)
1320 + 3b3A

(2)
1300 + b2A

(2)
1211 − 3b2A

(2)
0320 − 3b2

1A
(2)
0320 + 9b4A

(2)
0300

+2b3A
(2)
0211 = 0 (B.33)

d

ds
A

(2)
2111 + 3A

(2)
3011 − 3A

(1)
3011 + 3A

(0)
3011 + 2b1A

(1)
2211 + 2A

(2)
2120 − 2A

(1)
2120 + 2A

(0)
2120 + 2b2A

(2)
2102 − 2b2A

(2)
1211 − 2b2

1A
(2)
1211

+4b3A
(2)
1102 − 2b3A

(2)
0211 + 6b4A

(2)
0102 = 0 (B.34)

d

ds
A

(2)
0131 + A

(2)
1031 − A

(1)
1031 + A

(0)
1031 + 2b1A

(1)
0231 + 2b3A

(2)
0211 + 4A

(2)
0140 − 4A

(1)
0140 + 4A

(0)
0140 + 2b2A

(2)
0122 − 2b4A

(2)
0102 = 0 (B.35)

d

ds
A

(2)
0000 + b1A

(1)
0100 = 0 (B.36)

d

ds
A

(2)
1002 + b1A

(1)
1102 + A

(2)
1011 − A

(1)
1011 + A

(0)
1011 − b2A

(2)
0102 − b2

1A
(2)
0102 = 0 (B.37)
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d

ds
A

(2)
0020 + b1A

(1)
0120 + b3A

(2)
0100 + b2A

(2)
0011 = 0 (B.38)

d

ds
A

(2)
0040 + b1A

(1)
0140 + b3A

(2)
0120 − b5A

(2)
0100 + b2A

(2)
0031 − b4A

(2)
0011 = 0 (B.39)

d

ds
A

(2)
0060 + b1A

(1)
0160 + b3A

(2)
0140 − b5A

(2)
0120 + b2A

(2)
0051 − b4A

(2)
0031 = 0 (B.40)

d

ds
A

(2)
2002 + b1A

(1)
2102 + A

(2)
2011 − A

(1)
2011 + A

(0)
2011 − b2A

(2)
1102 − b2

1A
(2)
1102 − b3A

(2)
0102 = 0 (B.41)

d

ds
A

(2)
3002 + b1A

(1)
3102 + A

(2)
3011 − A

(1)
3011 + A

(0)
3011 − b2A

(2)
2102 − b2

1A
(2)
2102 − b3A

(2)
1102 − b4A

(2)
0102 = 0 (B.42)

d

ds
A

(2)
1022 + b1A

(1)
1122 + b3A

(2)
1102 + 3A

(2)
1031 − 3A

(1)
1031 + 3A

(0)
1031 + 3b2A

(2)
1013 − b2A

(2)
0122 − b2

1A
(2)
0122 + 3b4A

(2)
0102 + 6b3A

(2)
0013 = 0 (B.43)

d

ds
A

(2)
5100 + 6A

(2)
6000 − 6A

(1)
6000 + 6A

(0)
6000 + 2b1A

(1)
5200 − 2b2A

(2)
4200 − 2b2

1A
(2)
4200 − 2b3A

(2)
3200 − 2b4A

(2)
2200 − 2b5A

(2)
1200 = 0 (B.44)
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d

ds
A

(2)
0300 + A

(2)
1200 − A

(1)
1200 + A

(0)
1200 + 4b1A

(1)
0400 = 0 (B.45)

d

ds
A

(2)
3120 + 4 − 4A

(1)
4020 + 4A

(0)
4020 + 2b1A

(1)
3220 + 2b3A

(2)
3200 + b2A

(2)
3111 − 2b2A

(2)
2220 − 2b2

1A
(2)
2220 + 6b4A

(2)
2200 + 2b3A

(2)
2111

−2b3A
(2)
1220 + 12b5A

(2)
1200 + 3b4A

(2)
1111 − 2b4A

(2)
0220 + 4b5A

(2)
0111 = 0 (B.46)

d

ds
A

(2)
4011 + b1A

(1)
4111 + 2A

(2)
4020 − 2A

(1)
4020 + 2A

(0)
4020 + 2b2A

(2)
4002 − b2A

(2)
3111 − b2

1A
(2)
3111 + 4b3A

(2)
3002 − b3A

(2)
2111 + 6b4A

(2)
2002

−b4A
(2)
1111 + 8b5A

(2)
1002 − b5A

(2)
0111 = 0 (B.47)

d

ds
A

(2)
1140 + 2A

(2)
2040 − 2A

(1)
2040 + 2A

(0)
2040 + 2b1A

(1)
1240 + 2b3A

(2)
1220 − 2b5A

(2)
1200 + b2A

(2)
1131 − b4A

(2)
1111 − 2b2A

(2)
0240 − 2b2

1A
(2)
0240

+6b4A
(2)
0220 + 2b3A

(2)
0131 − 4b5A

(2)
0111 = 0 (B.48)

d

ds
A

(2)
2031 + b1A

(1)
2131 + b3A

(2)
2111 + 4A

(2)
2040 − 4A

(1)
2040 + 4A

(0)
2040 + 2b2A

(2)
2022 − 2b4A

(2)
2002 − b2A

(2)
1131 − b2

1A
(2)
1131 + 3b4A

(2)
1111

+4b3A
(2)
1022 − 8b5A

(2)
1002 − b3A

(2)
0131 + 6b5A

(2)
0111 + 6b4A

(2)
0022 = 0 (B.49)

d

ds
A

(2)
1300 + 2A

(2)
2200 − 2A

(1)
2200 + 2A

(0)
2200 + 4b1A

(1)
1400 − 4b2A

(2)
0400 − 4b2

1A
(2)
0400 = 0 (B.50)
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d

ds
A

(2)
2300 + 3A

(2)
3200 − 3A

(1)
3200 + 3A

(0)
3200 + 4b1A

(1)
2400 − 4b2A

(2)
1400 − 4b2

1A
(2)
1400 − 4b3A

(2)
0400 = 0 (B.51)

d

ds
A

(2)
0031 + b1A

(1)
0131 + b3A

(2)
0111 + 4A

(2)
0040 − 4A

(1)
0040 + 4A

(0)
0040 + 2b2A

(2)
0022 − 2b4A

(2)
0002 = 0 (B.52)

d

ds
A

(2)
0051 + b1A

(1)
0151 + b3A

(2)
0131 − b5A

(2)
0111 + 6A

(2)
0060 − 6A

(1)
0060 + 6A

(0)
0060 + 2b2A

(2)
0042 − 2b4A

(2)
0022 = 0 (B.53)

d

ds
A

(2)
0102 + A

(2)
1002 − A

(1)
1002 + A

(0)
1002 + 2b1A

(1)
0202 + A

(2)
0111 − A

(1)
0111 + A

(0)
0111 = 0 (B.54)

d

ds
A

(2)
0011 + b1A

(1)
0111 + 2A

(2)
0020 − 2A

(1)
0020 + 2b2A

(2)
0002 = 0 (B.55)

d

ds
A

(2)
0211 + A

(2)
1111 − A

(1)
1111 + A

(0)
1111 + 3b1A

(1)
0311 + 2A

(2)
0220 − 2A

(1)
0220 + 2A

(0)
0220 + 2b2A

(2)
0202 = 0 (B.56)

d

ds
A

(2)
1102 + 2A

(2)
2002 − 2A

(1)
2002 + 2A

(0)
2002 + 2b1A

(1)
1202 + A

(2)
1111 − A

(1)
1111 + A

(0)
1111 − 2b2A

(2)
0202 − 2b2

1A
(2)
0202 = 0 (B.57)
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d

ds
A

(2)
0320 + A

(2)
1220 − A

(1)
1220 + A

(0)
1220 + 4b1A

(1)
0420 + 4b3A

(2)
0400 + b2A

(2)
0311 = 0 (B.58)

d

ds
A

(2)
1211 + 2A

(2)
2111 − 2A

(1)
2111 + 2A

(0)
2111 + 3b1A

(1)
1311 + 2A

(2)
1220 − 2A

(1)
1220 + 2A

(0)
1220 + 2b2A

(2)
1202 − 3b2A

(2)
0311 − 3b2

1A
(2)
0311

+4b3A
(2)
0202 = 0 (B.59)

d

ds
A

(2)
2102 + 3A

(2)
3002 − 3A

(1)
3002 + 3A

(0)
3002 + 2b1A

(1)
2202 + A

(2)
2111 − A

(1)
2111 + A

(0)
2111 − 2b2A

(2)
1202 − 2b2

1A
(2)
1202 − 2b3A

(2)
0202 = 0 (B.60)

d

ds
A

(2)
0122 + A

(2)
1022 − A

(1)
1022 + A

(0)
1022 + 2b1A

(1)
0222 + 2b3A

(2)
0202 + 3A

(2)
0131 − 3A

(1)
0131 + 3A

(0)
0131 + 3b2A

(2)
0113 = 0 (B.61)

d

ds
A

(2)
1013 + b1A

(1)
1113 + 2A

(2)
1022 − 2A

(1)
1022 + 2A

(0)
1022 + 4b2A

(2)
1004 − b2A

(2)
0113 − b2

1A
(2)
0113 + 8b3A

(2)
0004 = 0 (B.62)

d

ds
A

(2)
4200 + 5A

(2)
5100 − 5A

(1)
5100 + 5A

(0)
5100 + 3b1A

(1)
4300 − 3b2A

(2)
3300 − 3b2

1A
(2)
3300 − 3b3A

(2)
2300 − 3b4A

(2)
1300 − 3b5A

(2)
0300 = 0 (B.63)

d

ds
A

(2)
2220 + 3 − 3A

(1)
3120 + 3A

(0)
3120 + 3b1A

(1)
2320 + 3b3A

(2)
2300 + b2A

(2)
2211 − 3b2A

(2)
1320 − 3b2

1A
(2)
1320 + 9b4A

(2)
1300 + 2b3

−3b3A
(2)
0320 + 18b5A

(2)
0300 + 3b4A

(2)
0211 = 0 (B.64)
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d

ds
A

(2)
3111 + 4A

(2)
4011 − 4A

(1)
4011 + 4A

(0)
4011 + 2b1 + 2A

(2)
3120 − 2A

(1)
3120 + 2A

(0)
3120 + 2b2A

(2)
3102 − 2b2A

(2)
2211 − 2b2

1A
(2)
2211

+4b3A
(2)
2102 − 2b3 + 6b4A

(2)
1102 − 2b4A

(2)
0211 + 8b5A

(2)
0102 = 0 (B.65)

d

ds
A

(2)
0240 + A

(2)
1140 − A

(1)
1140 + A

(0)
1140 + 3b1A

(1)
0340 + 3b3A

(2)
0320 − 3b5A

(2)
0300 + b2A

(2)
0231 − b4A

(2)
0211 = 0 (B.66)

d

ds
A

(2)
1131 + 2A

(2)
2031 − 2A

(1)
2031 + 2A

(0)
2031 + 2b1A

(1)
1231 + 2b3A

(2)
1211 + 4A

(2)
1140 − 4A

(1)
1140 + 4A

(0)
1140 + 2b2A

(2)
1122 − 2b4A

(2)
1102

−2b2A
(2)
0231 − 2b2

1A
(2)
0231 + 6b4A

(2)
0211 + 4b3A

(2)
0122 − 8b5A

(2)
0102 = 0 (B.67)

d

ds
A

(2)
4002 + b1A

(1)
4102 + A

(2)
4011 − A

(1)
4011 + A

(0)
4011 − b2A

(2)
3102 − b2

1A
(2)
3102 − b3A

(2)
2102 − b4A

(2)
1102 − b5A

(2)
0102 = 0 (B.68)

d

ds
A

(2)
2022 + b1A

(1)
2122 + b3A

(2)
2102 + 3A

(2)
2031 − 3A

(1)
2031 + 3A

(0)
2031 + 3b2A

(2)
2013 − b2A

(2)
1122 − b2

1A
(2)
1122 + 3b4A

(2)
1102 +

6b3A
(2)
1013 − b3A

(2)
0122 + 6b5A

(2)
0102 + 9b4A

(2)
0013 = 0 (B.69)

d

ds
A

(2)
0400 + A

(2)
1300 − A

(1)
1300 + A

(0)
1300 + 5b1A

(1)
0500 = 0 (B.70)
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d

ds
A

(2)
1400 + 2A

(2)
2300 − 2A

(1)
2300 + 2A

(0)
2300 + 5b1A

(1)
1500 − 5b2A

(2)
0500 − 5b2

1A
(2)
0500 = 0 (B.71)

d

ds
A

(2)
0022 + b1A

(1)
0122 + b3A

(2)
0102 + 3A

(2)
0031 − 3A

(1)
0031 + 3A

(0)
0031 + 3b2A

(2)
0013 = 0 (B.72)

d

ds
A

(2)
0042 + b1A

(1)
0142 + b3A

(2)
0122 − b5A

(2)
0102 + 5A

(2)
0051 − 5A

(1)
0051 + 5A

(0)
0051 + 3b2A

(2)
0033 − 3b4A

(2)
0013 = 0 (B.73)

d

ds
A

(2)
0002 + b1A

(1)
0102 + A

(2)
0011 − A

(1)
0011 = 0 (B.74)

d

ds
A

(2)
0202 + A

(2)
1102 − A

(1)
1102 + A

(0)
1102 + 3b1A

(1)
0302 + A

(2)
0211 − A

(1)
0211 + A

(0)
0211 = 0 (B.75)

d

ds
A

(2)
0311 + A

(2)
1211 − A

(1)
1211 + A

(0)
1211 + 4b1A

(1)
0411 + 2A

(2)
0320 − 2A

(1)
0320 + 2A

(0)
0320 + 2b2A

(2)
0302 = 0 (B.76)

d

ds
A

(2)
1202 + 2A

(2)
2102 − 2A

(1)
2102 + 2A

(0)
2102 + 3b1A

(1)
1302 + A

(2)
1211 − A

(1)
1211 + A

(0)
1211 − 3b2A

(2)
0302 − 3b2

1A
(2)
0302 = 0 (B.77)
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d

ds
A

(2)
0113 + A

(2)
1013 − A

(1)
1013 + A

(0)
1013 + 2b1A

(1)
0213 + 2A

(2)
0122 − 2A

(1)
0122 + 2A

(0)
0122 + 4b2A

(2)
0104 = 0 (B.78)

d

ds
A

(2)
1004 + b1A

(1)
1104 + A

(2)
1013 − A

(1)
1013 + A

(0)
1013 − b2A

(2)
0104 − b2

1A
(2)
0104 = 0 (B.79)

d

ds
A

(2)
3300 + 4A

(2)
4200 − 4A

(1)
4200 + 4A

(0)
4200 + 4b1A

(1)
3400 − 4b2A

(2)
2400 − 4b2

1A
(2)
2400 − 4b3A

(2)
1400 − 4b4A

(2)
0400 = 0 (B.80)

d

ds
A

(2)
1320 + 2A

(2)
2220 − 2A

(1)
2220 + 2A

(0)
2220 + 4b1A

(1)
1420 + 4b3A

(2)
1400 + b2A

(2)
1311 − 4b2A

(2)
0420 − 4b2

1A
(2)
0420 +

12b4A
(2)
0400 + 2b3A

(2)
0311 = 0 (B.81)

d

ds
A

(2)
2211 + 3A

(2)
3111 − 3A

(1)
3111 + 3A

(0)
3111 + 3b1A

(1)
2311 + 2A

(2)
2220 − 2A

(1)
2220 + 2A

(0)
2220 + 2b2A

(2)
2202 − 3b2A

(2)
1311 − 3b2

1A
(2)
1311 +

4b3A
(2)
1202 − 3b3A

(2)
0311 + 6b4A

(2)
0202 = 0 (B.82)

d

ds
A

(2)
0231 + A

(2)
1131 − A

(1)
1131 + A

(0)
1131 + 3b1A

(1)
0331 + 3b3A

(2)
0311 + 4A

(2)
0240 − 4A

(1)
0240 + 4A

(0)
0240 + 2b2A

(2)
0222 − 2b4A

(2)
0202 = 0 (B.83)
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d

ds
A

(2)
3102 + 4A

(2)
4002 − 4A

(1)
4002 + 4A

(0)
4002 + 2b1A

(1)
3202 + A

(2)
3111 − A

(1)
3111 + A

(0)
3111 − 2b2A

(2)
2202 − 2b2

1A
(2)
2202

−2b3A
(2)
1202 − 2b4A

(2)
0202 = 0 (B.84)

d

ds
A

(2)
1122 + 2A

(2)
2022 − 2A

(1)
2022 + 2A

(0)
2022 + 2b1A

(1)
1222 + 2b3A

(2)
1202 + 3A

(2)
1131 − 3A

(1)
1131 + 3A

(0)
1131

+3b2A
(2)
1113 − 2b2A

(2)
0222 − 2b2

1A
(2)
0222 + 6b4A

(2)
0202 + 6b3A

(2)
0113 = 0 (B.85)

d

ds
A

(2)
2013 + b1A

(1)
2113 + 2A

(2)
2022 − 2A

(1)
2022 + 2A

(0)
2022 + 4b2A

(2)
2004 − b2A

(2)
1113 − b2

1A
(2)
1113 + 8b3A

(2)
1004 − b3A

(2)
0113 + 12b4A

(2)
0004 = 0 (B.86)

d

ds
A

(2)
0500 + A

(2)
1400 − A

(1)
1400 + A

(0)
1400 + 6b1A

(1)
0600 = 0 (B.87)

d

ds
A

(2)
0013 + b1A

(1)
0113 + 2A

(2)
0022 − 2A

(1)
0022 + 2A

(0)
0022 + 4b2A

(2)
0004 = 0 (B.88)

d

ds
A

(2)
0033 + b1A

(1)
0133 + b3A

(2)
0113 + 4A

(2)
0042 − 4A

(1)
0042 + 4A

(0)
0042 + 4b2A

(2)
0024 − 4b4A

(2)
0004 = 0 (B.89)

d

ds
A

(2)
0302 + A

(2)
1202 − A

(1)
1202 + A

(0)
1202 + 4b1A

(1)
0402 + A

(2)
0311 − A

(1)
0311 + A

(0)
0311 = 0 (B.90)
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d

ds
A

(2)
0104 + A

(2)
1004 − A

(1)
1004 + A

(0)
1004 + 2b1A

(1)
0204 + A

(2)
0113 − A

(1)
0113 + A

(0)
0113 = 0 (B.91)

d

ds
A

(2)
2400 + 3A

(2)
3300 − 3A

(1)
3300 + 3A

(0)
3300 + 5b1A

(1)
2500 − 5b2A

(2)
1500 − 5b2

1A
(2)
1500 − 5b3A

(2)
0500 = 0 (B.92)

d

ds
A

(2)
0420 + A

(2)
1320 − A

(1)
1320 + A

(0)
1320 + 5b1A

(1)
0520 + 5b3A

(2)
0500 + b2A

(2)
0411 = 0 (B.93)

d

ds
A

(2)
1311 + 2A

(2)
2211 − 2A

(1)
2211 + 2A

(0)
2211 + 4b1A

(1)
1411 + 2A

(2)
1320 − 2A

(1)
1320 + 2A

(0)
1320 + 2b2A

(2)
1302

−4b2A
(2)
0411 − 4b2

1A
(2)
0411 + 4b3A

(2)
0302 = 0 (B.94)

d

ds
A

(2)
2202 + 3A

(2)
3102 − 3A

(1)
3102 + 3A

(0)
3102 + 3b1A

(1)
2302 + A

(2)
2211 − A

(1)
2211 + A

(0)
2211 − 3b2A

(2)
1302 − 3b2

1A
(2)
1302 − 3b3A

(2)
0302 = 0 (B.95)

d

ds
A

(2)
0222 + A

(2)
1122 − A

(1)
1122 + A

(0)
1122 + 3b1A

(1)
0322 + 3b3A

(2)
0302 + 3A

(2)
0231 − 3A

(1)
0231 + 3A

(0)
0231 + 3b2A

(2)
0213 = 0 (B.96)

d

ds
A

(2)
1113 + 2A

(2)
2013 − 2A

(1)
2013 + 2A

(0)
2013 + 2b1A

(1)
1213 + 2A

(2)
1122 − 2A

(1)
1122 + 2A

(0)
1122 + 4b2A

(2)
1104

−2b2A
(2)
0213 − 2b2

1A
(2)
0213 + 8b3A

(2)
0104 = 0 (B.97)
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d

ds
A

(2)
2004 + b1A

(1)
2104 + A

(2)
2013 − A

(1)
2013 + A

(0)
2013 − b2A

(2)
1104 − b2

1A
(2)
1104 − b3A

(2)
0104 = 0 (B.98)

d

ds
A

(2)
0004 + b1A

(1)
0104 + A

(2)
0013 − A

(1)
0013 + A

(0)
0013 = 0 (B.99)

d

ds
A

(2)
0024 + b1A

(1)
0124 + b3A

(2)
0104 + 3A

(2)
0033 − 3A

(1)
0033 + 3A

(0)
0033 + 5b2A

(2)
0015 = 0 (B.100)

d

ds
A

(2)
1500 + 2A

(2)
2400 − 2A

(1)
2400 + 2A

(0)
2400 + 6b1A

(1)
1600 − 6b2A

(2)
0600 − 6b2

1A
(2)
0600 = 0 (B.101)

d

ds
A

(2)
0411 + A

(2)
1311 − A

(1)
1311 + A

(0)
1311 + 5b1A

(1)
0511 + 2A

(2)
0420 − 2A

(1)
0420 + 2A

(0)
0420 + 2b2A

(2)
0402 = 0 (B.102)

d

ds
A

(2)
1302 + 2A

(2)
2202 − 2A

(1)
2202 + 2A

(0)
2202 + 4b1A

(1)
1402 + A

(2)
1311 − A

(1)
1311 + A

(0)
1311 − 4b2A

(2)
0402 − 4b2

1A
(2)
0402 = 0 (B.103)

d

ds
A

(2)
0213 + A

(2)
1113 − A

(1)
1113 + A

(0)
1113 + 3b1A

(1)
0313 + 2A

(2)
0222 − 2A

(1)
0222 + 2A

(0)
0222 + 4b2A

(2)
0204 = 0 (B.104)
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d

ds
A

(2)
1104 + 2A

(2)
2004 − 2A

(1)
2004 + 2A

(0)
2004 + 2b1A

(1)
1204 + A

(2)
1113 − A

(1)
1113 + A

(0)
1113 − 2b2A

(2)
0204 − 2b2

1A
(2)
0204 = 0 (B.105)

d

ds
A

(2)
0015 + b1A

(1)
0115 + 2A

(2)
0024 − 2A

(1)
0024 + 2A

(0)
0024 + 6b2A

(2)
0006 = 0 (B.106)

d

ds
A

(2)
0600 + A

(2)
1500 − A

(1)
1500 + A

(0)
1500 + 7b1A

(1)
0700 = 0 (B.107)

d

ds
A

(2)
0402 + A

(2)
1302 − A

(1)
1302 + A

(0)
1302 + 5b1A

(1)
0502 + A

(2)
0411 − A

(1)
0411 + A

(0)
0411 = 0 (B.108)

d

ds
A

(2)
0204 + A

(2)
1104 − A

(1)
1104 + A

(0)
1104 + 3b1A

(1)
0304 + A

(2)
0213 − A

(1)
0213 + A

(0)
0213 = 0 (B.109)

d

ds
A

(2)
0006 + b1A

(1)
0106 + A

(2)
0015 − A

(1)
0015 + A

(0)
0015 = 0 (B.110)
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