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Resumen

Los problemas de optimizacion combinatoria (CO, por sus siglas en inglés)
constituyen una clase relevante de problemas practicos con una naturaleza
discreta.

Los problemas de CO se pueden clasificar en dos clases: los problemas P, los
cuales se pueden resolver en tiempo polinomial con respecto al tamano de
una instancia, y los problemas NP-duro. Existen algoritmos eficientes para
los problemas de la clase P, y se piensa que no existen algoritmos eficientes
para los problemas NP-duro.

El problema de calendarizacién que estudiamos en este proyecto de inves-
tigacién es de la clase de los problemas de optimizacion combinatoria. El
término de calendarizacion se refiere a la asignaciéon de un conjunto de so-
licitudes sobre un conjunto dado de recursos a lo largo del tiempo con el
objetivo de optimizar un criterio objetivo dado. Las solicitudes son llamadas
trabajos o tareas y los recursos son llamados mdquinas o procesadores, mien-
tras que el objetivo es elegir el orden de procesamiento de los trabajos sobre
las maquinas asi como cumplir con un criterio objetivo dado.

Diferentes caracteristicas de los trabajos y de las maquinas junto con dife-
rentes criterios de optimalidad dan origen a una gran cantidad de problemas
de calendarizacion.

El problema de calendarizacién basico que consideramos en este proyecto de
investiagacién es el siguiente: n trabajos tienen que ser calendarizados en
una maquina. Cada trabajo ¢ llega a ser disponible en su tiempo de libera-
cion o cabeza r;, y necesita un tiempo de procesamiento continuo p; sobre
la méquina. La maquina s6lo puede procesar un trabajo a la vez. Una vez
que el trabajo j es completado este trabajo todavia necesita un tiempo de
entrega (constante) g; para su completés total (los trabajos son entregados
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por una unidad independiente y este no toma tiempo en la maquina). Todos
estos parametros son enteros. Nuestro objetivo es encontrar una secuencia
de trabajos sobre la maquina que minimice el méaximo tiempo de completés
total.

Garey y Johnson en 1979 demostraron que el problema de calendarizacin
que consideramos en este trabajo denotado por 1|r;,q;|Cnax es NP-duro
en el sentido estricto. Un método aproximado para solucionar el problema
1|7}, qj|Crmax es la llamada heuristica extendida de Jackson (JE-heuristica),
dada por Schrage en 1971. La JE-heuristica iterativamente, en cada tiempo
de calendarizacién ¢t (dado por el tiempo de liberacién o completés de un
trabajo), entre los trabajos liberados en este tiempo ¢ calendariza uno con el
mayor tiempo de entrega.

Explorando las propiedades estructurales inherentes del problema, deriva-
mos nuevas condiciones de optimalidad cuando algunos casos practicos del
problema 1|7}, ¢;|Cinax pueden resolverse de manera éptima en un tiempo po-
linomial. En particular, proporcionamos condiciones explicitas que conducen
a una solucién eficiente del problema 1|r;, ¢j|Cinsx mediante una mera aplica-
cién de la JE-heuristica. Ademads estudiamos otras propiedades estructurales
ttiles de los JE-calendarios (los creados por la JE-heuristica) que conducen
a la solucion 6ptima de otras versiones de nuestro problema con el mismo
costo computacional que el de la JE-heuristica.

Finalmente, nos enfocamos en un caso especial de nuestro problema con solo
dos tiempos permitidos de liberacién de los trabajo r; y 79 con r; < ry
(denotado como 1[{ry,ro},{ds, d2}|Lmsx), demostramos que este problema es
NP-duro. Para este problema, también buscamos reglas de dominio estrictas
y condiciones de optimalidad que se pueden verificar en tiempo polinomial.



Abstract

Combinatorial optimization (CO) problems constitute a significant class of
practical problems with a discrete nature.

A CO problem is characterized by a finite set of the so-called feasible so-
lutions, defined by a given set of restrictions, and an objective function for
these feasible solutions, which typically needs to be optimized, i.e., minimi-
zed or maximized: the problem is to find an optimal solution, that is, one
minimizing the objective function.

The CO problems are partitioned into two basic types, type P , which are
polynomially solvable ones, and N P — hard problems. Intuitively, there exist
efficient (polynomial in the size of the problem) solution methods or algo-
rithms for the problems from the first class, whereas no such algorithms exist
for the problems of the second class.

The scheduling problem that we study in this project is of the class of pro-
blems of combinatorial optimization.The term scheduling refers to the as-
signment of a set of requests to the given set of resources over time with the
objective to optimize a given objective criterion. The requests are called jobs
or tasks and a resources are called machines or processors, whereas the aim is
to choose the order of processing the jobs on the machines so as to meet a gi-
ven objective criteria. Different characteristics of jobs and machines together
with different optimality criteria originate a vast amount of the scheduling
problems.

A basic scheduling problem that we consider in this thesis is as follows: n
jobs have to be scheduled on a single machine. Each job j becomes available
at its release time r; . A released job can be assigned to the machine that has
to process job j for p; time units. The machine can handle at most one job at
a time. Once it completés j this job still needs a (constant) delivery time g;

VII



VIII

for its full completion (the jobs are delivered by an independent unit and this
takes no machine time). All above parameters are integers. Our objective is
to find a job sequence on the machine that minimizes the maximum job full
completion time.

Garey and Johnson in 1979 showed that our scheduling problem denoted by
1|7}, ¢j|Cmax it is NP-hard in the strict sense.

An approximate method to solve this problem is the so called extended Ja-
ckson heuristic (JE-heuristic), given by Schrage in 1971. The JE-heuristic
iteratively, at each scheduling time ¢ (given by job release or completion ti-
me), among the jobs released by time ¢ schedules one with the the largest
delivery time (or smallest due-date).

Exploring the inherent structural properties of the problem, here we derive
new optimality conditions when practical special cases of our problem can be
solved optimally in a low degree polynomial time. In particular, we provide
explicit conditions that lead to an efficient solution of the problem by a mere
application of J-heuristic. Then we study further useful structural properties
of the J-schedules (ones created by J-heuristic) leading to the optimal solution
of other versions of the problem with the same computational cost as that of
J-heuristic.

Finally, we focus on a special case of our problem with only two allowable job
release times 7 and ro with r; < 7o (abbreviated 1[{ry, 72}, {d1, do}| Lmsx)-
Although the latter problem remains NP-hard, it admits stricter dominance
rules and optimality conditions leading to the corresponding polynomial-time
verification procedures (and the reduction of the search space).
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Capitulo 1

Introduccion

Es comin en nuestra vida cotidiana el deseo de optimizar el tiempo, hacer
nuestros deberes en un tiempo determinado o arreglar tantas cosas como sea
posible en un tiempo limitado. A veces la optimizacion de nuestro tiempo
no es un asunto puramente personal, porque depende de los factores y el
entorno que nos rodea. Deseamos organizar este proceso de una manera que
sea beneficiosa para nosotros. Como ejemplo, damos un problema con el
que muchos de nosotros nos enfrentamos diariamente. Una familia con n
miembros vive en un departamento que cuenta con una taza de bano, una
regadera, una plancha y un espejo. Cada miembro de la familia se levanta
diariamente a una hora fija, cada uno necesita un tiempo determinado en la
taza de bano, en la regadera, para planchar y frente al espejo. La taza de
bano, la regadera, la plancha y el espejo son nuestros recursos y pueden ser
utilizados por un maximo de una persona a la vez. Dado que cada miembro
de la familia tiene que salir de la casa en una hora determinada (para llegar
al trabajo/escuela), nos enfrentamos al problema de optimizacién de cémo
organizar las actividades de cada miembro de la familia en cada uno de
los recursos, para minimizar el tiempo total necesario para que todos los
miembros de la familia cumplan con todas sus actividades. Estos tipos de
problemas se tratan en optimizacion discreta.
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1.1. Problemas de optimizacion combinatoria

Los problemas de optimizacion combinatoria (CO) constituyen una clase
significante de problemas practicos con una naturaleza discreta. Estos sur-
gieron a finales de los anos 40 del siglo XX. Con un rapido crecimiento en la
industria, se ha incrementado la demanda de soluciones 6ptimas para nue-
vos problemas de manejo de recursos y de logistica. Para el desarrollo de
métodos de solucién efectiva, estos problemas son formalizados y modelados
matematicamente.

Un problema CO se caracteriza por contar con un conjunto finito de solu-
ciones factibles, definidas por un conjunto de restricciones, y una funcion
objetivo que debe minimizarse (o maximizarse) para las soluciones factibles.
Entonces, el problema es encontrar una solucion oéptima, esto es, una que
minimice la funcién objetivo. Como el nimero de soluciones factibles de
un problema de optimizacion combinatoria normalmente es finito, tedrica-
mente, encontrar una solucién o6ptima es trivial: basta enumerar todas las
soluciones factibles, calculando para cada una de ellas la funcién objetivo
y seleccionando alguna con un valor objetivo 6ptimo. Desafortunadamente,
una enumeracion exhaustiva de todas las soluciones factibles normalmente es
imposible en la practica (a excepcién de problemas muy pequenos). Adn para
problemas con un tamano moderado (digamos, 30 ciudades para el problema
del agente viajero clasico o 10 trabajos sobre 10 maquinas en el problema
de calendarizacién job-shop), tal enumeracién completa puede tardar cientos
de siglos en una computadora moderna. Ademds, esta situacién no se puede
cambiar aunque en el futuro se desarrollen computadoras mas rapidas.

Los problemas CO se pueden clasificar en dos clases: problemas P, que se
pueden resolver en un tiempo polinomial con respecto al tamano de una
instancia y problemas NP-duro. Existen algoritmos eficientes para los pro-
blemas de la clase P, e intuitivamente se piensa que no existen algoritmos
eficientes para los problemas NP-duro. Informalmente hablando, el tamano
de una instancia es la cantidad de memoria necesaria para representar los
datos y parametros de un problema en particular. El nimero de soluciones
factibles de un problema de optimizacién NP-duro crece exponencialmente
con respecto al tamano de la instancia. Mas atn, todos los problemas NP-
duro tienen una complejidad computacional (tiempo) similar entre ellos, en
el sentido de que si se encontrara un algoritmo en tiempo polinomial eficien-
te para cualquiera de ellos, tal algoritmo podria producir otro algoritmo en
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tiempo polinomial para cualquier problema NP-duro. Todos los problemas
NP-duro pertenecen a la clase NP, lo cual garantiza que cualquier solucién
factible a un problema NP-duro puede ser verificada en un tiempo polino-
mial. En el mismo tiempo, se cree que es muy poco probable que un problema
NP-duro pueda ser resuelto en tiempo polinomial. Un problema es NP-duro
en el sentido estricto si ain con representacién unaria de los parametros del
problema siguen siendo NP-duro. En c6digo unario todos los datos numéri-
cos son codificados por cadenas de unos (més especificamente un entero d es
representado por una secuencia de d unos).

1.2. Problemas de calendarizacion

Los problemas de calendarizacion son problemas importantes de optimiza-
cién combinatoria. El término de calendarizacion se refiere a la asignacion
de un conjunto de solicitudes sobre un conjunto dado de recursos a lo largo
del tiempo con el objetivo de optimizar un criterio objetivo dado. Las soli-
citudes son llamadas trabajos o tareas y los recursos son llamados mdquinas
o procesadores, mientras que el objetivo es elegir el orden de procesamiento
de los trabajos sobre las maquinas asi como cumplir con un criterio objetivo
dado. Por lo tanto, un problema de calendarizacion se caracteriza por tres
componentes distintos: las tareas o actividades que se desean realizar, los
recursos disponibles para su implementacion, y los objetivos que se quieren
lograr (que identifican la mejor solucién). Diferentes caracteristicas de los
trabajos y las maquinas junto con diferentes criterios de optimalidad dan
origen a una gran cantidad de problemas de calendarizacion.

Un problema de calendarizacion basico que consideramos en este proyecto
de investigacién es el siguiente: n trabajos tienen que ser calendarizados
en una maquina. Cada trabajo ¢ llega a estar disponible en su tiempo de
liberacion, o cabeza r;, v necesita un tiempo de procesamiento continuo p;
sobre la maquina. La maquina sélo puede procesar un trabajo a la vez. Una
vez que el trabajo j es completado este trabajo todavia necesita un tiempo
de entrega ¢; (constante) para su completés total (los trabajos son entregados
por una unidad independiente y este no toma tiempo en la maquina). Todos
estos parametros son enteros. Nuestro objetivo es encontrar una sucesion
de trabajos sobre la maquina que minimice el tiempo maximo de completés
total.
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El problema es conocido como NP-duro en el sentido estricto (Garey and
Johnson en [41]). De acuerdo a la notacién convencional de tres campos
introducida por Graham [58], el problema bajo investigacién es abreviado
como 1|7}, ¢i|Cinax: €l primer campo indica la maquina (solo un procesador), el
segundo campo especifica los pardametros de los trabajos, y en el tercer campo
se da el criterio objetivo. En el segundo campo el tiempo de procesamiento
es omitido ya que este es un parametro obligatorio para cualquier problema
de calendarizacién.

El problema 1|r;, ¢;|Cpes se considera como uno de los primeros problemas
de optimizacién combinatoria NP-duros, y ha sido muy usado en muchos
procedimientos de soluciéon para varios problemas de calendarizacién mas
complejos (Lancia [14]). Ademas, el problema 1|r;, ¢;|Ciar juega un papel
central en la vida real en algunas aplicaciones en la industria (Sourirajan y
Uzsoy [32]).

Existe una formulacién equivalente del problema 1|7}, ¢;|Ciax, donde el tiem-
po de entrega ¢; de cada trabajo i es remplazado por una fecha limite d;, que
es el tiempo deseado de completés del trabajo i. Aqui la tardanza méaxima de
cualquier trabajo Ly (a saber, la diferencia entre el tiempo de completés
del trabajo y su fecha limite) debe ser minimizada.

Cabe destacar, que ademés de las tardanzas de los trabajos, existen otros
criterios objetivos orientados con fechas limite. Uno de estos criterios es mi-
nimizar el nimero de trabajos tardios, donde el trabajo es tardio si es comple-
tado después de su fecha limite. En la versién de factibilidad del problema se
busca un calendario con trabajos no tardios. Obviamente, si en una solucion
6ptima de la version de minimizacién de la maxima tardanza de cualquier
trabajo no es mas que cero, entonces esta es una solucién factible de la version
de factibilidad también; o de otra manera (la tardanza méxima de cualquier
trabajo es positiva), aqui no existe una solucién factible para la versién de
factibilidad. Vice-versa, un algoritmo para el problema de factibilidad puede
ser usado para resolver la version de minimizacion: iterativamente incremen-
tamos las fechas limite de todos los trabajos hasta encontrar un calendario
factible con fechas limite modificadas.

Dada una instancia del problema 1|r;, ¢;| Cinaz, podemos obtener una ins-
tancia equivalente del problema 1 |r;| Ly,q, de la siguiente manera: tomamos
una constante adecuada suficientemente grande K (no menos que la cola del
trabajo con cola maxima) y definimos la fecha limite de cada trabajo i como
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d; = K — g;. Vice-versa, dada una instancia del problema 1|r;| Ly, una
instancia equivalente del problema 1|r;, ¢;| Cynar puede ser obtenida, pero
definiendo la cola de cada trabajo ¢ como ¢; = D — d;, donde D es una cons-
tante apropiada (no menos que la fecha limite del trabajo con fecha limite
méaxima). En la figura 1.1 damos un ejemplo de la construccién de una ins-
tancia con fechas limite a partir de una instancia con tiempos de entrega. Se
puede ver que el par de instancias definidas de esta manera son equivalentes;
es decir, siempre que el tiempo maximo de completés total para la versién
1|ri, ¢i| Crnae €8 minimizado, la tardanza méxima del trabajo en 1|r;| Lyaz
es minimizada, y vice-versa (ver Bratley en [57] para més detalles).

=0 p=5 q=4
ro=0 ps =10 g =0
rg=11 p3=1 ¢g3=25
ra=11 p,=4 q=7
Sea D = 30.
7‘120 p1:5 d1:30—4:26
ro =0 py =10 dy =30 -0 =30
7’3:11 p3:1 d3:30—25:5
T4:11 p4:4 d4:30—7:23

Figura 1.1: Ejemplo de la transformacién de una instancia con tiempos de
entrega a fechas limites.

1.3. Métodos de solucion

Existen algoritmos exactos que se ejecutan en tiempo polinomial para pro-
blemas de la clase P, pero es poco probable que existan tales algoritmos para
un problema NP-duro. De aqui, se deriva el enfoque de resolver un problema
NP-duro de forma aproximada.

Los algoritmos voraces y heuristicos son de los algoritmos aproximados més
simples. Un algoritmo heuristicos puede encontrar la soluciéon exacta de un
problema en la clase P y una solucién aproximada de un problema NP-
duro. Un algoritmo heuristico es un algoritmo de tiempo polinomial que crea
una o mas soluciones factibles. Un algoritmo woraz crea una solucién en n
iteraciones del ciclo externo, donde n es el nimero de objetos de la instancia
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correspondiente. Debido a que el tamanio de un problema de optimizacion
discreta es un polinomio de n, el niimero de iteraciones en un algoritmo voraz
es también polinomial con respecto al tamano del problema. Tal algoritmo
crea una solucién factible completa iterativamente, anadiendo un elemento a
la solucién parcial actual tomando esta decisién final en cada iteracion. En
este camino, el espacio de busqueda se reduce aadiendo un solo elemento en
cada paso. Esto reduce drasticamente el espacio de busqueda posible. Esta
reduccion del tamano de busqueda puede conducir a la construccién de una
solucion muy lejos de la éptima.

Los algoritmos voraces y heuristicos puede crear una soluciéon 6ptima para
un problema de la clase P (aunque no cualquier problema en P puede ser re-
suelto de manera éptima por un algoritmo voraz). Sin embargo, éste no es el
caso para un problema NP-duro. No existe un algoritmo heuristico/voraz que
pueda resolver de forma 6ptima un problema NP (a menos que P = NP, lo
cual es poco probable). Debido a que la mayoria de los problemas de optimi-
zaciéon combinatoria son NP-duro, frecuentemente no se puede evitar aceptar
una solucién que no es éptima. En este camino, es natural y practico pensar
acerca del diseno y analisis de algoritmos aproximados de tiempo polinomial,
es decir, unos que entregan una solucion con un alejamiento garantizado de
una 6ptima en tiempo polinomial. Un algoritmo voraz aproximado no garan-
tiza la mejor aproximacion posible, pero tiene la ventaja que es simple en su
implementacion y corre mas rapido.

El radio de ejecucion de un algoritmo aproximado A, mide la calidad de este
algoritmo aproximado. Un algoritmo k-aprorimado es un algoritmo en el cual
en el peor caso tendra un radio de aproximacién k del éptimo. Otra medida
usada comunmente es el error absoluto, que es la diferencia entre el valor de
la funcién objetivo obtenida por el algoritmo A y valor de la soluciéon éptima.
Los algoritmos heuristicos y aproximados son importantes y comunes para
los problemas de calendarizacion, los cuales forman una parte considerable
de los problemas de optimizacién combinatoria.

Como ya mencionamos, los algoritmos heuristicos no garantizan la solucién
6ptima. Cuando es importante determinar una solucién 6ptima del proble-
ma; es necesario recurrir a diferentes algoritmos. Hay enfoques posibles para
determinar la solucién exacta de un problema de optimizaciéon combinatoria
NP-duro; entre ellos, los de enumeracion implicita.

En un problema de optimizacién combinatoria las técnicas enumerativas, enu-
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meran o listan todas (enumeracion explicita) o algunas (enumeracion implici-
ta) de las posibles soluciones parciales de un problema. En la enumeracién
implicita, se intenta eliminar de la enumeraciéon explicita, un conjunto de
soluciones parciales que no produciran soluciones completas éptimas. Estas
soluciones parciales, deben encontrarse mediante algiin procedimiento com-
plejo matematico, que garantice la no exclucion de alguna solucién éptima
contenida en la solucion parcial. No todas las técnicas enumerativas pueden
realizar procedimientos de poda de soluciones de la misma forma. El modelo
matemaéatico usado no siempre es el mismo y este influye significativamente
en el proceso de seleccion de soluciones parciales.

Toda solucién factible en un problema de calendarizacién, puede ser clasifi-
cada como una solucién parcial o como una soluciéon completa. Las técnicas
enumerativas construyen un arbol de soluciones T' que va siendo obtenido
por un algoritmo solucién, que enumera las soluciones parciales o completas.

Dicho arbol de soluciones T', cumple un rol fundamental en el proceso de
encontrar la solucién éptima del problema, a partir de seleccionar la mejor
solucion completa entre todas las obtenidas. Cada nodo h de T', representa
una solucién parcial o completa en el caso de ser el nodo h una hoja (nodo
terminal de una rama del arbol) de T'. La raiz de T" es conciderada un caso es-
pecial, en el cual estan contenidas todas las soluciones parciales o completas
del problema. Un algoritmo enumerativo que construye a T', pasa por deter-
minados estados h (nodos del arbol), en el proceso de encontrar la solucién
del problema. Cada estado h repesenta una solucién parcial o completa oy,
y a su vez define el subarbol de soluciones parciales o completas que pueden
ser obtenidas a partir de h.

Dentro de las técnicas heuristicas podemos mencionar el método de Biisqueda
en Haz (Beam Search en ingles). Al igual que las técnicas enumerativas,
este método enumera las soluciones, creando un arbol de soluciones T, la
diferencia radica en que el método de Busqueda en Haz basicamente trunca
el arbol de soluciones T, permitiendo la exploracién en 1" de sélo los k£ nodos
mas prometedores en cada nivel [ de T

La busqueda de haz utiliza la bisqueda de amplitud para crear su arbol de
busqueda. En cada nivel del arbol genera todos los sucesores de los estados
en el nivel actual, clasificandolos en orden creciente de costo heuristico. Sin
embargo, solo almacena un nimero predeterminado, 3, de los mejores esta-
dos en cada nivel (llamado ancho del haz). Solo esos estados se expanden a
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continuacion. Cuanto mayor sea el ancho del haz, menos estados se podan.
Con un ancho de haz infinito, no se podan los estados y la buisqueda de haces
es idéntica a la busqueda de amplitud. El ancho del haz limita la memoria
requerida para realizar la busqueda. Dado que un estado de objetivo podria
ser podado, la busqueda de haz sacrifica la eficiencia (la garantia de que
un algoritmo terminard con una solucidn, si existe). La bisqueda de haces
no necesariamente es 6ptima (es decir, no hay garantia de que encuentre la
mejor solucién). Devuelve la primera solucién encontrada.

1.4. Estado del arte

Siendo el problema 1|r;, ¢;|Ciuae NP-duro en el sentido estricto, ha sido ex-
tensamente estudiado en la literatura de calendarizacién; en esta seccion
mencionamos los trabajos relevantes que existen en el estudio de este proble-
ma.

En la subseccién 1.4.1 hacemos mencion de los trabajos enfocados en iden-
tificar casos del problema 1|r;, ¢;|Cpas que tienen solucién polinomial. En
la subseccion 1.4.2 citamos algunos algoritmos y esquemas de aproximacion
disenados para el problema 1|r;,¢;|Cpas. Y finalmente en la seccién 1.4.3
mencionamos los trabajos relacionados con métodos exactos para solucionar
el problema 1|7}, ¢;|Crnaz-

1.4.1. Casos especiales que se solucionan en tiempo po-
linomial

Varios autores se han enfocado en identificar casos del problema 1|r;, ¢;|Cpaa
que tienen una solucién polinomial. Jackson y Smith en 1955 y 1956 respec-
tivamente, fueron los primeros en enfocarse en el estudio de este problema.
Jackson en [30] prob6 que cuando las fechas de liberacion de los trabajos
son iguales, calendarizando los trabajos en orden no creciente de sus colas,
el problema se soluciona en forma 6ptima en O(nlogn). Similar-mente, si
todas las colas son iguales, entonces calendarizando los trabajos en orden no
creciente de sus tiempos de liberacion se obtiene un calendario 6ptimo.

Unos aflos mas tarde, en 1978, Dessouky y Larson en [37] mostraron que los
siguientes casos especiales se solucionan en tiempo polinomial:
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= 7; > 71+ pjor; > 1+ p; para todos los pares de trabajos 7 y j.
= ¢; > qj +pj oq; > q + p; para todos los pares de trabajos i y j.
» max; r; < min; (r; +p;) y max; ¢; < min; (¢ + p;).

Para el problema 1|rj|Lmsx, Smith en [62] estudié un caso particular con
la restriccién que cada trabajo debe ser completado en su fecha limite.
Mostré que la tardanza maxima es minimizada si los trabajos son ordenados
de cuerdo a sus fechas limite. En 1974, Horn en [61] dio algunos algorit-
mos simples para encontrar calendarios éptimos para minimizar la tardanza
maxima para el caso en una sola maquina. Mostré que si todos los tiempos
de procesamientos son iguales a uno y todos los tiempos de liberaciéon son
enteros, entonces el problema se soluciona en forma dptima en O(n log n)
tiempos por el algoritmo de Schrage: siempre que un trabajo llega a estar
disponible, calendariza un trabajo disponible con la cola més larga (Schra-
ge, 1971). Frederickson [16] mejoré el resultado de Horn y proporcioné un
algoritmo en tiempo lineal.

En 1981, M.R. Garey et al. en [42], propusieron un algoritmo polinomial
cuando los tiempos de procesamiento de todos los trabajos son igual a una
constante P. Si todos los tiempos de liberacion, tiempos de procesamiento
y fechas limite son restringidos de tal modo que cada 7; estd en el intervalo
[d—d;—p;—a, d—d;—al, para alguna constante a y una constante adecuada d,
entonces el problema se puede solucionar en tiempo O(nlogn), ver Hoogeven
[61] (1995). Entre algunos trabajos relevantes de N. Vakhania mencionamos
los siguientes: en 2004 N. Vakhania [45] propuso un algoritmo O(n%log n) para
el caso cuando los tiempos de procesamiento de los trabajos son restringidos
a P o 2P. Para otro criterio relativo, N. Vakhania en [46] (2009) dio un
algoritmo de complejidad O(n®logn) que minimiza el nimero de trabajos
tardios con tiempos de liberacion sobre una sola maquina cuando es permitido
interrumpir los trabajos. En el 2013, N. Vakhania y F. Wener [50], dieron
una solucion en tiempo polinomial de la version en la cual el tiempo de
procesamiento maximo de cualquier trabajo y la diferencia entre los tiempos
de liberacién de los trabajos son acotados por una constante. En este mismo
ano, N. Vakhania dio un algoritmo de tiempo polinomial para trabajos de
igual longitud sobre una sola maquina de complejidad O(n?logn).

En el 2016, en [52], N. Vakhania construyé un algoritmo polinomial que
encuentra una solucién éptima cuando los tiempos de procesamiento de los
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trabajos son mutuamente divisibles.

En N. Vakhania y F. Pecina [54] (2017) describieron un algoritmo heuristi-
co para el problema de calendarizacién con tiempos de liberacion y fechas
limites con dos objetivos: minimizar la tardanza maxima y encontrar un ca-
lendario factible en el cual el trabajo con la tardanza maxima es la minima
posible entre todos los calendarios factibles. Su algoritmo esta basado en la
idea de dividir el conjunto entero de trabajos sobre dos categorias basicas
conteniendo los trabajos urgentes y no urgentes.

Tian et al. [65] (2006) estudiaron el problema de calendarizacién con inte-
rrupciones de n trabajos con igual longitud sobre una sola maquina para
minimizar la tardanza total sujeto a sus tiempos de liberacion. Ellos dieron
un algoritmo de complejidad O(n?) para resolver el problema.

Ademas, se ha mostrado que el problema 1|r;, g;|Crmax es 1til para solucio-
nar problemas de calendarizacion con multiprocesadores. Por ejemplo, pa-
ra la versién de factibilidad con m mdquinas idénticas y trabajos de igual
longitud, algoritmos con tiempos de complejidad O(n?loglogn), O(n*m)
y O(n3lognlog pmsx) fueron propuestos por Simons [62] (1983), Simons &
Warmuth [5] (1989) y N. Vakhania (2012) respectivamente. Pessan et al. [7]
(2008) consider6 el caso del problema con maquinas paralelas no relaciona-
das. Prob6 que si r; <r; +1y ¢; <g; +1 para todo j = 1,...,n, entonces
el problema se soluciona en tiempo polinomial o(n log n).

1.4.2. Algoritmos y esquemas de aproximacién

Entre los primeros trabajos relacionados con la construccién de algoritmos
de aproximacién para el problema 1|r;, ¢;|Ciax, se encuentra el trabajo de
Kise et al. [18] (1979). Ellos estudiaron el desempefio de seis algoritmos de
aproximacion incluido el algoritmo de Schrage. Concluyeron que uno de estos
algoritmos es eficiente, y da una buena solucién aproximada para el problema
1|7j| Linax. Recomiendan este algoritmo para usos précticos.

Otro trabajo relevante, es el trabajo de Hall y Shmoys [33] (1992). Ellos
construyeron un algoritmo de aproximacién 4/3 con complejidad O(n?logn).

Kacem y Kellerer [19] (2014) disenaron un algoritmo de aproximacién para
el problema en una sola maquina con el objetivo de minimizar la tardanza
méaxima cuando los trabajos tienen diferente tiempos de liberacion y tiempos
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de entrega bajo la suposicién que no hay tiempo de inactividad, es decir,
el calendario no puede tener ningin tiempo de inactividad entre dos traba-
jos consecutivos en la maquina. Su trabajo fue motivado por aplicaciones
industriales interesantes en el area de produccion.

En un trabajo reciente del 2018 de Kacem y Kellerer [20], consideraron cuatro
problemas de calendarizacion en una sola maquina con tiempos de liberacién.
Para cada uno de los cuatro problemas establecieron la existencia de un
esquema de aproximacién en tiempo polinomial. N. Vakhania en [55] (2018),
describié un esquema de aproximacién en tiempo polinomial simple para
el problema de calendarizacién en una sola maquina donde los trabajos no
son liberados simultaneamente y con el objetivo de minimizar la tardanza
maxima.

1.4.3. Métodos exactos

Disefiar algoritmos exactos para solucionar el problema 1|7, g;|Cinq, ha sido
de gran interés para muchos investigadores desde los primeros trabajos de
Dessouky y Margenthaler [38](1972), Baker y Su [31] (1974), McMahon &
Florian [15] (1975), Lageweg et al. [3] (1976) y Carlier [23] (1982).

Otros trabajos relevantes relacionados con métodos exactos basados en técni-
cas de enumeracién fueron propuestos por Grabowski et al. en [27] (1986),
Shantikumar en [28] (1983) y Gupta et al en [29] (1999). Grabowski et al.
en [27] propusieron un algoritmo nuevo de tipo corte y poda para solucionar
el problema de calendarizacién de trabajos sobre una maquina con tiempos
de liberacion y fechas limite. Baptiste et al [56] presentaron un algoritmo de
tipo corte y poda para el problema de calendarizacién en una sola maquina
donde el objetivo es minimizar el nimero de trabajos tardios. Shantikumar
en [28] presentd un algoritmo de corte y poda para obtener el calendario 6pti-
mo que minimice la tardanza méxima con un nimero minimo de trabajos
tardios. Gupta et al en [29] desarrollaron un algoritmo de corte y poda para
solucionar el problema de caledarizacion en una sola maquina con el objetivo
de minimizar la tardanza méaxima de cualquier trabajo, sujeto a la restriccion
que el nimero de trabajos tardios es minimo. Las pruebas computacionales
mostraron que el algoritmo que propusieron es efectivo en resolver proble-
mas con hasta 100 trabajos. Algunos algoritmos més recientes para intentar
solucionar el problema 1|r;, ¢j|Cya. fueron disenados por Sadykov y Lazarev
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[59] (2005), Pan y Shi [63] (2006) y Briand et al. [6] (2008).

[23], Carlier y Pinson [24] y Brinkkotter y Brucker [60] y trabajos mas re-
cientes de Gharbi y Labidi [2] y Della Croce y T’kindt [13]. Carlier y Pinson
[25] han usado una sencilla generalizacion de la JE-heuristica para la solu-
cion del problema de job-shop con multiprocesador con maquinas idénticas.
Esto ademas puede ser adoptado para el caso cuando las maquinas parale-
las no son relacionadas, ver [49]. La JE-heuristica puede ser util para que
los célculos sean paralelos en calendarizar job-shop (Perregaard and Clausen
[40]), y también para los problemas de calendarizacién de lotes con tiempos
de liberacién Condotta et al. [1].

1.5. Resultados obtenidos

Tomando como referencia que el problema de calendarizacion 1|7}, ¢;|Cyaz €5
NP-duro en el sentido estricto, fijamos nuestro objetivo en encontrar nuevos
casos que se pueden solucionar polinomialmente de este problema; estos casos
son presentados en el capitulo 3.

Explorando las propiedades estructurales inherentes del problema
1|75,4j|Cnaz , derivamos nuevas condiciones de optimalidad cuando
casos practicos de este problema pueden resolverse de forma déptima en
un tiempo polinomial (ver seccién 3.1). En particular, proporcionamos
condiciones explicitas que conducen a una solucion eficiente de nuestro pro-
blema mediante sélo la aplicacion de la JE-heuristica. Ademés estudiamos
otras propiedades estructurales ttiles de los JE-calendarios (los creados
por JE-heuristica) que conducen a la solucién 6ptima de otras versiones
del problema 1|7}, ¢;j|Cpas con el mismo costo computacional que el de la
JE-heuristica.

Finalmente, nos enfocamos en un caso especial de nuestro problema con so-
lo dos tiempos permitidos de liberacion de los trabajo r1 y ro con r1 < ry
y dos fechas limites d; y dy (di > ds) (este problema es denotado como
1[{r1, o}, {d1,do}|Linsx), demostramos que este problema es NP-duro (ver
seccién 3.2). Para el problema 1[{ry,ro},{d1, d2}|Lmsx, también buscamos
reglas de dominio estrictas y condiciones de optimalidad que se pueden ve-
rificar en tiempo polinomial; estas condiciones son presentadas en la seccion
3.3.



1.5. RESULTADOS OBTENIDOS 15

Las condiciones de optimalidad que encontramos las incorporamos a un al-
goritmo de enumeracién implicita; en el caso que se cumplan las condiciones,
el algoritmo va a seguir las condiciones de propiedad correspondiente. Estas
condiciones nos permitiran eliminar subconjuntos de soluciones implicitas en
una busqueda explicita.

En el siguiente capitulo damos algunos conceptos basicos y preliminares,
asi como describimos la heuristica extendida de Jackson y mostramos que
esta heuristica es 2-aproximada. En el capitulo 3 estudiamos las condiciones
que se pueden identificar eficientemente, y los casos cuando nuestro problema
genérico puede ser solucionado en tiempo polinomial. Ademéas mostramos que
el caso especial del problema con sélo dos tiempos permitidos de entrega sigue
siendo N P-duro, y damos relaciones de dominio estrictas y otras versiones
particulares que pueden ser solucionadas eficientemente.
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Capitulo 2

Preliminares

En este capitulo, en la seccion 2.1 presentamos el problema de estudio de este
proyecto de investigacién. En la seccion 2.2, describimos un método aproxi-
mado para solucionar el problema 1|r;, ¢;|Cinaz; este método, es la llamada
heuristica extendida de Jackson ofrecida por Schrage en 1971. Como veremos
en la seccién 2.4, esta heuristica, en el caso peor, da una solucién dos veces
peor que la solucién éptima. En la seccién 2.3 damos algunas definiciones y
conceptos basicos que nos permitieron explorar las propiedades estructurales
del problema.

2.1. El problema de estudio de este proyecto

El problema de calendarizacion que estudiamos en este proyecto de investi-
gacion es el siguiente: Consideramos n trabajos i(i = 1,...,n) y una maqui-
na disponible desde el tiempo 0. Cada trabajo ¢ llega a estar disponible en
su tiempo de liberacion o cabeza r;. Necesita un tiempo de procesamiento
continuo p; sobre la maquina. Necesita un tiempo adicional después de su
completés sobre la maquina, el tiempo de entrega o cola q; (cabe notar que
¢; no requiere tiempo en la maquina en nuestro modelo). Los valores de las
cabezas y colas son niimeros enteros no negativos, mientras que un tiempo de
procesamiento es un entero positivo. Como mencionamos en la seccién 1.2,
el problema descrito anteriormente es denotado como 1|r;, ¢;|Crnax-

Un calendario factible S asigna a cada trabajo ¢ un tiempo de inicio t;(.5),

17
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tal que ¢;(S) > r; y t:(S) > tx(S) + pk, para cualquier trabajo k incluido més
temprano que un trabajo ¢ en S; la primera desigualdad dice que un trabajo
no puede ser empezado antes de su tiempo de liberacién, y la segunda refleja
la restricciéon de que la maquina solo puede procesar un trabajo a la vez. El
tiempo de completés de un trabajo i, ¢;(S) = t;(S)+p;; el tiempo de completés
total de un trabajo 7 en S, C;(S) = ¢;(S) + ¢;. Nuestro objetivo es encontrar
un calendario optimo, es decir, un calendario factible S con el valor minimo
del tiempo de completés total maximo |S| = maz;C; (llamado el makespan).

2.2. Heuristica extendida de Jackson

Una de las heuristicas mas antiguas y usadas comtunmente en la teoria de
calendarizacion es la de Jackson. La heuristica extendida de Jackson se usa
ampliamente para construir soluciones factibles cuando se calendarizan tra-
bajos con tiempos de liberacién y colas en una sola maquina (o un grupo de
méquinas paralelas). Ademads es una herramienta eficiente en la solucién de
problemas més complicados de calendarizacién en la industria. El problema
original ocurre como un auxiliar y se utiliza para la obtencion de estimaciones
inferiores en algoritmos de enumeracién implicita (sin embargo, incluso este
ultimo problema es fuertemente NP-duro). Al mismo tiempo, se sabe que en
el peor de los casos, la heuristica extendida de Jackson da una solucién que
es dos veces peor que la dptima.

La heuristica extendida de Jackson, calendariza iterativamente en cada tiem-
po de calendarizacién ¢ (dado por el tiempo de liberacién o por el tiempo de
completés de cualquier trabajo), entre todos los trabajos liberados al tiempo
t uno con la cola més larga (o fecha limite més pequena).

Una descripcién mas detallada de esta heuristica es la siguiente: la JE-
heuristica distingue n instantes de calendarizacién (los momentos de tiempo
en que un trabajo es asignado a la maquina). Inicialmente, el tiempo de ca-
lendarizacién mas temprano, es ajustado al tiempo del trabajo con minimo
tiempo de liberacién. Entre todos los trabajos liberados en ese tiempo, el
trabajo con la cola més larga (la fecha limite minima, alternativamente) se
asigna a la maquina. Iterativamente, el siguiente tiempo de calendarizacién,
es el maximo entre el tiempo de completés del ultimo trabajo asignado en la
maquina y el minimo tiempo de liberacién de los trabajos atin no asignados
(como ningun trabajo se puede empezar antes de que la maquina esté activa
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o antes de su tiempo de liberacién). Y de nuevo, entre todos los trabajos
liberados en este tiempo de calendarizacion un trabajo con la cola mas larga
(fecha limite minima) se asigna a la maquina.

En las figuras 2.1 y 2.2 ilustramos la construccion del calendario generado por
la JE-heuristica para las versiones con colas y fecha limites respectivamente.

25
7
ri1=0 =5 =4 4
1_ pl_ (h_ | 1 T 9 03 4
=l R=l e=0 ! st %

T3:11 p3:1 Q3:25

ry=11 py=4 q=7

Figura 2.1: Ejemplo de una instancia con 4 trabajos y del calendario
generado por la JE-heuristica para esta instancia. Observemos que el
tiempo de liberacién minimo de los trabajos de esta instancia es 0.
Entonces, la JE-heuristica escoge de los trabajos liberados a este tiempo el
de mayor fecha de entrega y lo asigna. Los trabajos que estén liberados al
tiempo 0 de esta instancia, son los trabajos 1 y 2, entonces el primer
trabajo asignado por la JE-heuristica es el trabajo 1 con ¢; = 4 y tiempo de
procesamiento p; = 5. Una vez que el trabajo 1 fue asignado, el tiempo
actual en el calendario parcial es 5 éste esta dado por el tiempo de
completés del trabajo 1. Otra vez, de los trabajos liberados a este tiempo la
JE-heuristica calendariza el trabajo con tiempo de entrega maximo. En este
caso, solamente el trabajo 2 esta liberado al tiempo ¢ = 5, entonces el
siguiente trabajo calendarizado por la JE-heuristica es el trabajo 2, este
procedimiento se vuelve a repetir iterativamente. Las lineas verticales
representan los tiempos de entrega de los trabajos.
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rr=0 p,=5 dy =26
ro=0 py=10 d2:306
7"3:11 p3:1 d3:5
ra =11 py=4 dy =23

Figura 2.2: Ejemplo de una instancia con fechas limites y del calendario
generado por la JE-heuristica para esta instancia. El procedimiento de
construccién del calendario, es similar al de la figura 2.1, pero en este caso,
la JE-heuristica, en lugar de escoger el trabajo con tiempo de entrega mas
grande, escoge el trabajo con menor fecha limite.

Observemos que la JE-heuristica no crea huecos (intervalos de tiempo en el
que ningun trabajo es calendarizado en la maquina) que puedan ser evitados
calendarizando siempre un trabajo liberado listo una vez que la maquina llega
a estar disponible, mientras haya trabajos liberados atn no calendarizados en
cada tiempo de calendarizacion, la JE-heuristica da prioridad a un trabajo
méas urgente (es decir, uno con fecha limite més pequena o alternativamente
con tiempo de entrega mas largo).

Ya que el nimero de tiempos de calendarizacién es O(n) y en cada tiempo de
calendarizacién se busca un elemento minimo/maximo de una lista ordenada,
el tiempo de complejidad de la heuristica es O(n log n).

La JE-heuristica da una aproximacién en el peor caso de radio 2 (ver seccién
2.4), es decir, esta da una solucién que es a lo méds dos veces peor que una
solucion optima.

Se demostro que la JE-heuristica es una herramienta eficiente para solucionar
una amplia gama de problemas de calendarizacion.

En el problema clésico de calendarizacién tipo job-shop para la version con
interrupciones, la JE-heuristica aplicada para un problema especial en una
sola méaquina, da una cota inferior, ver por ejemplo, Carlier [23], Carlier y
Pinson [24] y Brinkkotter y Brucker [60] y trabajos mas recientes de Gharbi
y Labidi [2] y Della Croce y T’kindt [13]. Carlier y Pinson [25] han usado
una sencilla generalizacién de la JE-heuristica para la solucion del problema
de job-shop con multiprocesador con maquinas idénticas. Esto ademas puede
ser adoptado para el caso cuando las maquinas paralelas no son relacionadas,
ver [49]. La JE-heuristica puede ser 1til para que los cdlculos sean paralelos
en calendarizar job-shop (Perregaard and Clausen [40]), y también para los



2.3. CONCEPTOS BASICOS Y DEFINICIONES 21

problemas de calendarizacion de lotes con tiempos de liberacion Condotta et
al. [1].

2.3. Conceptos basicos y definiciones

El JE-calendario tiene propiedades estructurales ttiles que nos permitieron
deducir nuestros resultados. En estd seccién presentamos algunas definiciones
bésicas tomadas de N. Vakhania (2003) [44] que nos ayudaron a exponer estas
propiedades.

Un JE-calendario puede contener un hueco, que es un intervalo de tiempo
en el cual ningin trabajo es procesado por la méquina. Asumimos que un
hueco de longitud cero (¢;, t;) ocurre siempre que el trabajo ¢ empieza en su
tiempo de inicio mas temprano posible, es decir, en su tiempo de liberacién,
inmediatamente después del tiempo de completés del trabajo j.

Un blogue en un JE-calendario, es una parte consecutiva sin hueco la cual
consiste de trabajos calendarizados sucesivamente, y es precedida y seguida
por un hueco (posiblemente un hueco de longitud cero).

Un JE-calendario tiene propiedades estructurales beneficiosas. Las siguientes
definiciones bésicas tomadas de [45], nos ayudaron a expresar estas propie-
dades.

Entre todos los trabajos en un JE-calendario S, distinguimos uno el cual tiene
su tiempo de completés total maximo en S; el dltimo trabajo calendarizado
es llamado el overflow job en S. Denotamos el overflow job en S por o(5).
El bloque critico de S, B(S), es el bloque que contiene a o(5).

Un trabajo e es llamado trabajo emergente en el calendario S si e € B(S) y
ge < Qo(s)- El ultimo trabajo emergente calendarizado antes del overflow job
0(S) es llamado activo y es denotado por .

El kernel de S, K(S), consiste del conjunto de trabajos calendarizados en
S, que estan entre el trabajo emergente activo [ y el overflow job o(.S), sin
incluir [ pero que incluye o(.S) (observemos que la cola de cualquier trabajo
del K(S) no es menor que la del overflow job o(.S)). Denotamos por r(K) el
tiempo de liberacién minimo de los trabajos del kernel K.

Denotamos por E (S) el conjunto de todos los trabajos emergentes en el
calendario S calendarizados antes del K(S5).
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La figura 2.3 ilustra las nociones introducidas anteriormente.

r1r=3 p1=5 ¢g=4]||c=04+10=10 C;=104+0=10
ro=0 p2=10 ¢ =0 || c=10+5=15 C;=15+4=19
rg=11 p3=1 ¢q3=25|| c3=15+1=16 C53=16+25=41
rg =18 ps=4 q=T7| c4=1844=22 (Cy=22+T7=29
r5 =20 ps; =10 ¢ =10|| ¢ =224+3=25 (Cs=25+15=40
r¢ =19 ps=3 g =15||c5=254+10=35 C5=35+4+10=45
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Figura 2.3:

Ejemplo de una instancia con 6 trabajos y del calendario o para esta
instancia. Observemos que este calendario o, tiene un hueco dado por el
intervalo [16, 18] y por lo tanto contiene dos bloques, By y By. En este
ejemplo, el trabajo 5 es el overflow job y éste esta contenido en el bloque B,
por lo tanto el bloque By es el bloque critico. El kernel K (o) estd formado
por los trabajos 6 y 5. Y hay solamente un trabajo emergente, el trabajo 4.

Si un calendario S no es 6ptimo, entonces debe existir un trabajo emergente
que produce el retraso de los trabajos del kernel K(.S) y del overflow job
0(S) que debe ser calendarizado més temprano (ver Lema 6 en la pagina 31).
Denotamos la cantidad de este retraso por A; = ¢;(S) — r(K(5)).
Observacion 1. En un calendario factible, los trabajos del kernel K (o) pue-
den ser calendarizados mds temprano por a lo mds A; unidades de tiempo.

Demostracion. Sigue de la definicién de 4A; y del hecho que ningun trabajo
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del kernel K (o) es liberado mas temprano que en el tiempo r(K(0)). O

Para reducir la tardanza maxima (|S|) en S, aplicamos un trabajo emergen-
te e a el K(S), es decir, recalendarizamos el trabajo e después del K(S).
Técnicamente, hacemos esto en dos pasos: primero incrementamos artificial-
mente el tiempo de liberacién del trabajo e, asignando a éste una magnitud
no menos que el tiempo de liberacién del dltimo trabajo en el K(S), entonces
aplicamos la JE-heuristica a la instancia del problema modificada en este ca-
mino. Ya que el tiempo de liberacién del trabajo e no es menor que cualquier
otro trabajo del K(S), y ¢. es menor que la cola de cualquier trabajo del
K(S) (por la definicién de trabajo emergente), la JE-heuristica dara prio-
ridad a los trabajos del K(S) y el trabajo e serd calendarizado después de
todos esos trabajos.

Si recalendarizamos el trabajo emergente activo [, entonces es facil ver que
habra un hueco antes de los trabajos del kernel K (.S), si ningin otro traba-
jo emergente calendarizado en S después del kernel K(.S) consigue incluirse
antes del kernel K (S) (tomando la posicién anterior del trabajo [). En ge-
neral, mientras aplicamos cualquier trabajo emergente e € E(S), evitamos
tal escenario, incrementando artificialmente el tiempo de liberacion de cual-
quier trabajo emergente que puede otra vez empujar los trabajos del kernel
K(S) en el nuevo calendario construido que llamamos complementario para
el calendario S y lo denotamos por S..

En la figura 2.5 damos un ejemplo de la construccién del calendario o; a
partir del calendario o de la figura 3.11.
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r=0 pr=5 ¢ =30
ro=0 p2=95 q2=25
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Figura 2.4: Ejemplo de una instancia con 8 trabajos y del calendario o para
esta instancia. Observemos que en el calendario o, el overflow job es el
trabajo 7y este contiene dos trabajos emergentes, los trabajos 3 y 4 (en este
caso el trabajo 4 es el trabajo emergente activo). Los ntiimeros dentro de los
circulos son los tiempos de completés total del trabajo correspondiente.
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r5 =19 ps =5 ¢35 =15
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rs =19 ps =4 gz =19

Figura 2.5: Tomando como base la estructura del calendario de la figura
3.11, construimos el calendario o4 (el calendario generado al recalendarizar
el trabajo 4 después del kernel K(0)). Esto lo hacemos de la siguiente
manera: aumentamos el tiempo de liberacién del trabajo 4 (no menos que el
tiempo de liberacién minimo del kernel K(o), en este caso, no menos que
19) y aplicamos la JE-heuristica.

2.4. La cota en el peor caso de la JE-heuristi-
ca

Esta seccion estd enfocada en demostrar que la JE-heuristica da una aproxi-
macion en el peor caso de radio 2, es decir, esta da una solucion que es a lo
mas dos veces peor que una soluciéon éptima.

Como un complemento de este proyecto de investigacién presentamos los
siguientes resultados tomados de [53]. Cabe destacar que los resultados pre-
sentados en esta seccién son dados con la version de fechas limites, es decir,
para el problema 1|r;|L;,qq-

Lema 1. La tardanza mdzima (makespan) de un kernel K no puede ser
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reducida st el trabajo calendarizado mds temprano en K empieza en el tiem-
po r(K). Si un JE — calendario S contiene un kernel con esta propiedad,
entonces, es optimo.

Demostracion. Recordemos que todo trabajo i # o(o) del kernel K, ¢; > o(S)
y que los trabajos en K forman una secuencia sin ningin hueco. Entonces,
debido a que el trabajo mas temprano en K empieza en su tiempo de libe-
racién, ninguna reordenacion de los trabajos en K puede reducir la maxima

tardanza, que es L,(S). En este caso, no existe un calendario factible S* con
L(S") < Ly(9), es decir S es 6ptima. O

Asi, el calendario o es 6ptimo si la condicién del Lema 1 se cumple. Por otra
parte, debe existir un trabajo menos urgente que o(o) calendarizado antes de
los trabajos del kernel K, que atrasa los trabajos del kernel (y el overflow job
o(0)). Pero, recalendarizando tal trabajo mas tarde, los trabajos del kernel
K pueden ser reiniciados més temprano. Necesitamos algunas definiciones
adicionales para definir formalmente esta operacion.

Supongamos que el trabajo i estd calendarizado antes del trabajo j en el
JE — calendario S. Decimos que el trabajo ¢ empuja al trabajo j en S,
si la JE-heuristica recalendariza al trabajo j mas temprano, siempre que el
trabajo i, es forzado a estar calendarizado después del trabajo j.

Debido a que el trabajo calendarizado mas temprano del kernel K no empieza
en su tiempo de liberacién (ver Lema 1), este es inmediatamente precedido
y empujado por un trabajo [ con d; > dy). En general, podemos tener mas
de un trabajo calendarizado antes del kernel K en el bloque B (un bloque
que contiene al kernel K).

Del Lema 1 y de la definicion de trabajo emergente inmediatamente se tiene
el siguiente corolario:
Corolario 1. Si S contiene un kernel que no tiene trabajos emergentes,
entonces S es optimo.

Denotamos como T el makespan (méximo tiempo de completés total) del
JE-calendario S, y T (L},,., respectivamente) para el makespan éptimo
(tardanza, respectivamente).

Lema 2. 77 —T* < p; (LY., — L:.. <pi), dondel es el trabajo emergente

max max
activo del kernel K € o.

Demostracion. Es necesario mostrar que el tiempo de retraso impuesto por el
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trabajo [ para los trabajos del kernel K en el JE-calendario o es menos que p;.
Ningun trabajo del kernel K esta liberado en el tiempo de inicio del trabajo
[ en o, de lo contrario la JE-heuristica tendria que incluir un trabajo del
kernel en lugar de [. En el mismo tiempo, el trabajo mas temprano del kernel
K es calendarizado inmediatamente después del trabajo [ en o. Entonces
la diferencia entre el tiempo de inicio del trabajo anterior y el momento de
tiempo r(K) es menos que p;. Del Lema 1 se obtiene la sentencia. O

El Lema 2 define implicitamente una cota inferior de 7% — p; derivada de la
solucion de la heuristica extendida de Jackson sin interrupciones. Esta cota
inferior puede ser mejorada usando el siguiente concepto: Definimos el retraso
del kernel k € g, §(k,l) = ¢; — r(k) (I presenta otra vez el trabajo emergente
activo para el kernel K).

Lema 3. L* = T% — 6(k,l) (Low) — d(k,1), respectivamente) es una cota
inferior del makespan dptimo T* (tardanza L} respectivamente).

max’

Demostracion. La demostracion es similar a la del Lema 2, con una obser-
vacion extra que el retraso para el trabajo calendarizado mas temprano del
kernel K es definido por §(K,1). O

Observemos que §(k, 1) < p;, y, en la préactica, 6( K, ) puede ser drasticamente
mas pequeno que pj.

Podemos ver que la JE-heuristica obtiene un desempeno de radio 2 para la
version 1|1, ¢;| Cinas (0bservemos que la estimacién de la aproximacién para
la version con fechas limite con el objetivo de minimizar la tardanza maxima
es menos apropiada: por ejemplo, la tardanza éptima podria ser negativa).
Lema 4. La JE-heuristica da una solucion 2 — aproximada para el problema
1|7, ¢j| Crnag, es decir, T7)T* < 2.

Demostracion. Si no existe un trabajo emergente activo para K € o, en-
tonces o es 6ptimo por el Corolario 1. Supongamos que [ existe; entonces,
p < T* (como el trabajo [ tiene que ser calandarizado en S* y hay al menos
un trabajo més en este). Entonces por Lema 2,

To/T* < (T° +p)/T* =1+ p/T* <1+1=2. O

Con el Lema 4 se llegd al objetivo de esta seccion.
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La cota en el peor caso de 2, puede ser bastante mala en la practica, cuando la
calidad de la solucion es importante, es decir, cuando se requiere una solucién
con valor objetivo mejor que dos veces peor que el valor 6ptimo.

Varios algoritmos eficientes son modificaciones de la heurstica extendida de
Jackson. Potts [8] propuso una modificacién de la JE-heuristica que repeti-
damente aplica la JE-heuristica O(n? log n) tiempos y obtiene una mejor
aproximacién de radio 3/2. Nowicki y Smutnicki [12] presentaron un algorit-
mo més eficiente de aproximacién 3/2 en cual corre en O(n log n) tiempos.
Mastrolilli [39] mejoré los resultados de Nowicki y Smutnicki derivando un
esquema de aproximacién en tiempo polinomial cuyo tiempo de ejecucion
depende sélo linealmente de n.



Capitulo 3

Condiciones de optimalidad

En este capitulo presentamos los resultados que obtuvimos en el estudio del
problema 1|7, ¢;|Cinqz- Damos nuevas condiciones de optimalidad cuando ca-
sos especiales del problema 1|7}, ¢;|Cpas pueden ser solucionados en forma
optima en tiempo polinomial; estas condiciones fueron obtenidas explorando
las propiedades estructurales inherentes del problema. Mas especificamen-
te, presentamos condiciones explicitas que llevan a una solucién eficiente
del problema mediante la aplicacién de la JE-heuristica (ver seccién 3.1).
Estudiamos las propiedades estructurales ttiles de los JE-calendarios (los
calendarios creados por la JE-heuristica) que llevan a la solucién éptima de
otras versiones del problema con el mismo costo computacional que el de la
JE-heuristica.

Finalmente, nos enfocamos en un caso especial del problema 1|7}, ¢;|Ciaa
cuando solamente dos tiempos de liberacién ry y ro (11 < 1), y dos co-
las ¢1 vy g2 (1 < @2) son permitidos (este problema es denotado como
1{r1,ma}, {q1, g2} |Cinax); demostramos que este problema es NP — duro (ver
seccién 3.2). En base al resultado de la seccién 3.2, mostramos que el pro-
blema 1|[{ry, 2}, {q1, g2 }|Cmax permite reglas de dominacion estricta y condi-
ciones de optimalidad que se pueden verificar en tiempo polinomial (seccién
3.3).

Los resultados expuestos en este capitulo fueron previamente publicados en
[9], [10] y [11].

Observamos que de acuerdo a la importancia y a la complejidad de cada
resultado obtenido lo llamamos Lema o Teorema.

29
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Recordemos que cada trabajo i tiene su tiempo de liberacién 7;. Sean r! <
... < r¥ los tiempos de liberacién distintos de los trabajos de una instancia
del problema 1|7}, ¢j|Cinaz-

A lo largo de éste capitulo denotaremos como J; (i = 1,..., k) al conjunto de
trabajos liberados al tiempo 7.

3.1. Los casos y condiciones para la solucién
del problema 1|7}, ¢;|C}, en tiempo poli-
nomial

En esta seccion presentamos las condiciones que nos llevan a la solucién
eficiente del problema 1|7}, ¢;|Cyae. Estas condiciones fueron obtenidas in-
mediatamente del andlisis del JE-calendario ¢ (proporcionan un tiempo de
decisién O(nlogn)).

El primer caso que obtuvimos en el que el problema 1|r;, ¢;|Cq, tiene solu-
cién optima en tiempo polinomial es el siguiente:

Lema 5. Si el overflow job o(c) estd calendarizado en su tiempo de libera-
cion, entonces el calendario o es optimo.

Demostracion. Si o(o) estd calendarizado en su tiempo de liberacién r,),
entonces su tiempo de inicio Z,s) = 7(s). Entonces, el trabajo o(o) empieza
en su tiempo de inicio mas temprano en o y finaliza en su tiempo de completés
minimo. Por lo tanto, o(¢) no puede ser recalendarizado mas temprano que

. . . / ! ’ .
en o, es decir, no existe un calendario o tal que ’a ‘ < |o|y o es 6ptima. [

En la figura 3.1, ilustramos el Lema 5.
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Figura 3.1: Ejemplo de una instancia con 5 trabajos y del calendario
generado por la JE-heuristica para esta instancia. Observemos que el
trabajo 3 es el trabajo con tiempo de completés méaximo, por lo tanto es el
overflow job. Ademas observemos que el trabajo 3 esta calendarizado en su
tiempo de liberacion r3 = 7, por el Lema 5 este calendario es 6ptimo.

Si el overflow job o(¢) no estd calendarizado en su tiempo de liberacién,
entonces el tiempo de inicio de o(c) debe ser el tiempo de completés de
algin otro trabajo.

Otro caso cuando el calendario o es éptimo, es cuando las colas de todos los
trabajos calendarizados en el bloque critico antes del overflow job o(c) son
mas largas que la cola de o(o):

Lema 6. Si el bloque critico B(o) no contiene ningin trabajo emergente
(equivalentemente, no tiene kernel), entonces, el calendario o es dptimo.

Demostracion. Asumamos que o contiene un bloque critico B(o), el cual no
contiene un trabajo emergente, es decir, para todo e € B(o) calendarizado
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antes del trabajo o(0), ge > ¢o(»)- Supongamos que hay una secuencia no vacia
E de trabajos en B(o) calendarizados antes de o(S). Si recalendarizamos
algunos de los trabajos de E después del o(c) en el calendario resultante o,
al menos un trabajo e serda completado no més temprano que en el momento
Co(0)- Pero como e no es trabajo emergente, g. > qo(s), por lo tanto el tiempo

de completés total de e, Ce, serd no menos que Cy,). Entonces ‘0” > |o|.
Por lo tanto, el calendario o es 6ptimo.

Si el conjunto E es vacio entonces o(o) estéd calendarizado en ¢ en su tiempo
de liberacion, por lo tanto, por el Lema 5, el calendario o es 6ptimo.

El caso cuando o no tiene kernel es similar. OJ

La figura 3.2 muestra un ejemplo de un calendario que no contiene trabajos
emergentes.

(5)
3]

T1 T4 T2 T3

|
0 10 17 20 25

Figura 3.2: Ejemplo de un calendario o que no contiene trabajos
emergentes. Observemos que el trabajo 3 con cola g3 = 3 es el overflow job
en este calendario, y los trabajos restantes tienen cola mayor que 3.

Los siguientes Lemas (7 y 8) son resultados conocidos en la literatura; los
presentamos en este trabajo como un complemento. En las figuras 3.3 y 3.4
ilustramos los respectivos resultados.

Lema 7. Si el tiempo de liberacion r; (i =1,...,n) de todos los trabajos es
wgual a una constante r, entonces el calendario o es optimo.

Demostracion. Como todos los trabajos i (i = 1,...,n) son liberados en el
tiempo r, entonces, la JE-heuristica en cada iteracion calendariza el trabajo
¢ con la cola més larga. La JE-heuristica genera un calendario o tal que los
trabajos son calendarizados en orden no creciente de sus colas. Entonces, el
calendario ¢ no puede contener un trabajo emergente, y por el Lema 6, el
calendario o es éptimo. m
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Figura 3.3: Ejemplo de una instancia en la que todos los trabajos tienen
tiempo de liberacién igual y del calendario generado por la JE-heuristica
para esta instancia. Observemos que el calendario no contiene trabajos

emergentes.
Lema 8. Sea 0 un JE-calendario con trabajos i (i = 1,..n) de tiempos
de liberacion enteros r; y tiempos de procesamiento p; = 1 (i = 1,...,n).

Entonces el calendario o es optimo.

Demostracion. Dado que el tiempo de liberacién r; de cada trabajo ¢ es un
numero entero y su tiempo de procesamiento es 1, durante la ejecucién de
algin trabajo ningin otro trabajo mas urgente puede ser liberado. De aqui ,
en cada tiempo de calendarizacion t, el algoritmo de Jackson extendido, entre
todos los trabajos liberados al mismo tiempo, incluye uno con la cola mas
larga.

Ademas, en o, cada trabajo es calendarizado en su tiempo de liberacion r; o
en el tiempo de completés de otro trabajo. Si el trabajo o(co) es calendarizado
en el tiempo t = 7y, entonces el calendario o es éptimo por Lema 5. Si
o(o) es calendarizado en el tiempo de completés de otro trabajo k tal que
el trabajo o(o) fue liberado antes del tiempo de completés de este trabajo,
entonces qx > Qo). Esto implica, el calendario o no puede contener un
trabajo emergente y es 6ptimo por Lema 6. O



34 CAPITULO 3. CONDICIONES DE OPTIMALIDAD

rm=2p=1 ¢=10||c1=241=3 C;=3+10=13
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Figura 3.4: Ejemplo de una instancia donde todos los trabajos tienen

tiempo de procesamiento p; =1 (i = 1...5), y del calendario o generado
por la JE-heuristica para esta instancia.

De ahora en adelante seguimos con la presentacién de nuestros resultados.
Lema 9. El conjunto de trabajos en J = {ij}jzl’mm es ordenado por una
secuencia no decreciente de sus tiempos de liberacion. Entonces el calen-
dario o es optimo si para cualesquiera par de trabajos vecinos i; Y 141
(] = 1,...,n— 1), Tij ZT’ij —l—pz-j.

Demostracion. Por la condicién de nuestra afirmacion, cada trabajo i; (j =
1,...,n) es calendarizado en o en el intervalo [n-j, Ti; + pij}. Asi, el tiempo
de inicio de cada trabajo en o es t; = r;;, es decir, cada trabajo i; empieza
en su tiempo de inicio mas temprano en o. Esto es cierto, en particular, para
el trabajo o(o) y por lo tanto, por Lema 6, el calendario o es éptimo. O

En la figura 3.5 ilustramos con un ejemplo el Lema 9.
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Figura 3.5: Ejemplo de una instancia en la que cualquier par de trabajos vecinos
1j y tj+1 cumplen con la condicion, Tije1 2 Ti; T Dij- Observamos que en el

calendario o, cada trabajo i; es calendarizado en el intervalo Tijy Ti; + Di; |-

El siguiente resultado es un caso especial de cuando el overflow job esta li-
berado al tiempo 7.

Teorema 1. Para una instancia dada del problema 1|rj, ¢;|Cuax, €l JE-
calendario inicial o es dptimo si o(c) € Jy.

Demostracion. Por la condiciéon, en cualquier tiempo de calendarizacion entre
los tiempos de liberacién 72, ..., 7% el trabajo o(c) fue liberado. Entonces por
la JE-heuristica , para cada trabajo i calendarizado en o antes del trabajo
0(0), ¢ > qo(o)- Por lo tanto, o no contiene un trabajo emergente y es éptimo
por Lema 6. O]

En la seccion 2.3 mencionamos que para reducir la tardanza maxima en un
calendario o, es necesario recalendarizar un trabajo emergente e después del
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K (o). En el siguiente resultado mostramos qué pasa cuando un trabajo e es
calendarizado dentro del K (o).

Asumimos que K es cualquier kernel que forma parte de algin JE-calendario
(K puede ser un kernel de otro JE-calendario distinto de S). Entonces deci-
mos que el trabajo emergente e € E (S) es calendarizado dentro del kernel
K si existe al menos un trabajo de este kernel calendarizado antes y depués
del trabajo e en el calendario S.

Lema 10. Si el trabajo e es calendarizado dentro de kernel K(o) en el ca-
lendario S entonces |S| > |o|.

Demostracion. Observemos que ningin trabajo del kernel K (o) calendariza-
do antes del trabajo e puede ser overflow job en el calendario S, y ningin
trabajo e puede ser overflow job en S porque después del trabajo e existe
calendarizado al menos un trabajo j € K(o) con ¢; > ¢.. Ademas, ningin
trabajo k calendarizado después del kernel K (o) puede ser overflow job en
el calendario S.

Del Lema 10 concluimos que sélo un trabajo del kernel K (o) calendarizado
después del trabajo e puede ser overflow job en el calendario S. Pero por el
desplazamiento forzado a la derecha impuesto por el trabajo e, el trabajo j del
kernel K (o) calendarizado al tltimo en el calendario ¢ no pude completarse
maés temprano en el calendario S que el trabajo o(o) fue completado en el
calendario o, es decir, ¢;(S) > o) (0).

En el mismo tiempo, por la definicién de kernel K (o) el trabajo j no es menos
urgente que trabajo o(o), es decir, ¢; > ¢o(o). Entonces C;(S) > Cooy(0) y
por lo tanto |S| > |o|. O

Como una consecuencia de los Lemas 6 y 10 obtenemos el siguiente corolario:
Corolario 2. En cualquier calendario con tiempo de completés menor que
o, un trabajo emergente es recalendarizado después del K (o).

De ahora en adelante denotaremos como J; (i = 1,...,k — 1) al conjunto
union de los conjuntos Ji, Js ..., J;, es decir, J; =JiUJU...UJ,.
Observacién 2. Los trabajos del conjunto J, (i =1,...,k —1) calendariza-

dos dentro del intervalo (r',r"*1) se encuentran en el calendario o en orden
no creciente de sus colas.

-, . . . /
Demostracion. Primero observamos que todos los trabajos del conjunto J;
al tiempo r* estan liberados Entonces nuestra afirmacién es valida porque la
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JE-heurfstica en cada tiempo de calendarizacién t € (r,7"1) entre todos
los trabajos ain no calendarizados liberados, repetidamente incluye uno con
la cola més larga. ]

Sea jl el primer trabajo del conjunto J; durante la construccion del calen-
dario o, tal que t;; + pjiy > " (tj; ¥ Py, son los tiempos de inicio y
procesamiento de trabajo j respectivamente), para todo i = 1,... &k — 1.
Sea ¢'Tl es la cola mds larga entre todas las colas de los trabajos liberados
al tiempo 1.

Lema 11. Bajo la condicion q;m > q
el calendario o es dptimo.

i+1

. para todo i =1,...,k—1, entonces

Demostracion. Por la condicion, el calendario o no contiene trabajos emer-
gentes y por lo tanto el calendario o es 6ptimo por el Lema 6. ]

Observacién 3. Los trabajos del conjunto J; son calendarizados en orden
no creciente de sus colas dentro del intervalo (r',7°) en el calendario o, para
todoi,5 ystal quel <i<j<s<k.

Demostracion. Por definicién de la JE-heuristica. ]

Observacion 4. Los trabajos del conjunto J; calendarizados antes del tiempo
', para todo j < i, tienen su cola mds larga que los trabajos del conjunto J;
calendarizados despues del tiempo 1.

Demostracion. Por definicién de la JE-heuristica. ]

Observacién 5. Si hay un trabajo j en el kernel K (o) liberado al tiempo 1,
entonces cualquier trabajo emergente en el calendario o es liberado al tiempo
te{rt,. .. r 1,

Demostracion. Por definicién de la JE-heuristica, cualquier trabajo ¢ liberado
al tiempo r' calendarizado antes del trabajo j, su cola ¢; < ¢;. Entonces
ninguno de tales trabajos puede ser un trabajo emergente para el kernel
K(o) y la observacién es valida. O

Observacién 6. Si el calendario o contiene un trabajo emergente e € J;,
entonces el kernel K(o) no puede contener trabajos del conjunto JyU. ..U J;.
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Demostracion. Cualquier trabajo j € J; U ... U J;, no incluido al tiempo 7
en el calendario o no puede ser més urgente que el trabajo e, de otra manera
la JE-heuristica incluirfa aquel antes del kernel K (o) en lugar del trabajo e.
Nuestra afirmacion es valida ya que el trabajo e es un trabajo emergente para
el kernel K (o) y todos los trabajos del kernel K (o) deben ser méas urgentes
que el trabajo j. O

Ahora, Qué podemos decir cuando el primer trabajo calendarizado del K (o)
tiene tiempo de inicio igual a su tiempo de liberacién? Como respuesta a esta
pregunta damos el Lema 12.

Sea (o) la secuencia de trabajos i en el calendario o calendarizados en el
bloque critico B(o) antes del overflow job o(o) tal que sus colas ¢; > Go(s)-
Lema 12. Si el tiempo de inicio del primer trabajo de la secuencia Q(o) es
su tiempo de liberacion, decimos ', es decir, el bloque critico B(o) empieza
al tiempo r*, entonces el calendario o es éptimo.

Demostracion. Por la condicion de nuestra afirmacién y por la definicién del
conjunto (o), el calendario o no contiene un trabajo emergente y por lo
tanto es 6ptimo por Lema 6. O

En lo que sigue, nuestro objetivo es dar algunos conceptos y observaciones
que nos ayudaron a demostrar que: Si el calendario o, no tiene hueco y
el overflow job en este calendario estd en el conjunto {o(c),e, k}, entonces
|oe| <lol.

Sea Jle] el conjunto de trabajos calendarizados inmediatamente después del
kernel K (o) en o, tal que para cualquier trabajo j de este conjunto, ¢; > ge.

De ahora en adelante, denotamos por k el trabajo con mayor tiempo de
completés total en el calendario o entre todos los trabajos calendarizados
después de los trabajos del conjunto J[e]. Se puede ver que, el trabajo k € J;,
para cualquier 1 = 1,... k.

Cabe destacar que el orden de los trabajos calendarizados en el calendario
o entre el trabajo e y el kernel K (o), los trabajos del kernel K(o) y del
conjunto J[e] podria ser diferente en el calendario o y o..

Sea j el trabajo del conjunto J[e] calendarizado al tltimo en el calendario o.
Observacion 7. Si el calendario o, no tiene hueco, entonces el conjunto
de trabajos calendarizados en el intervalo [r',c;(o)] en este calendario es el
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mismo que en el calendario o.
Observacién 8. Si el calendario o. no tiene hueco, entonces Cy(o.) =

Ck(O')

Demostracion. Por Observacion 7, el conjunto de trabajos calendarizados en
el calendario o, en el intervalo [r!,¢;(0)] es el mismo que en el calendario
o (posiblemente las secuencias correspondientes son diferentes). Del mismo
modo, todos los trabajos calendarizados después de los trabajos del conjunto
J[e] en el calendario o no tendran desplazamiento en el calendario o, debido
a que el trabajo e es incluido antes de ellos y no surge un nuevo hueco
en el calendario .. Entonces, el tiempo de inicio del trabajo k en ambos
calendarios 0. y o es el mismo y nuestra afirmacién es valida. ]

Con ayuda de las Observaciones 7 y 8, y de otros criterios referentes a la
estructura de un JE — calendario, obtuvimos el siguiente resultado:
Teorema 2. Si el calendario o. no tiene hueco y el overflow job en este
calendario estd en el conjunto {o(o),e, k}, entonces |o.| < |o].

Demostracion. Primero, supongamos que o(o) es el overflow job en el ca-
lendario .. Nosotros sostenemos que o(c) es el tltimo trabajo calendari-
zado del kernel K (o) en el calendario o.. Supongamos que algin trabajo
j € K(o) \ o(0) es calendarizado después del trabajo o(o) en el calendario
o.. Entonces ¢,(»)(0c) < ¢j(oc). Por la definicion del kernel, cualquier tra-
bajo j € K(0)\ o(0), ¢; > qo(s)- Entonces, Cj(o.) > Cy(,,) que contradice
el hecho que o(0) es el overflow job en el calendario o.. Ahora, como el ca-
lendario o, no tiene hueco, o(o) es desplazado a la izquierda p, unidades de
tiempo en el calendario o, es decir, Cy0)(0c) = Co(r)(0) — pe y entonces
Coto)(0e) < Co(0y(0) y obtenemos que |o.| < |o|.

Ahora supongamos que el trabajo e es el overflow job en el calendario o, en-
tonces el trabajo e es calendarizado después de todos los trabajos del conjunto
J[e] en el calendario o.. En efecto, si existe un trabajo j € Jle| calendarizado
después del trabajo e, entonces c.(o.) < ¢;(o¢). Pero, ¢; > g (por la defini-
cién del conjunto Jle]), Ce(o.) < Cj(0.), lo cual contradice al hecho que el
trabajo ees overflow job en el calendario o..

Ademas, por la Observacion 7, el conjunto de trabajos calendarizados en
el calendario o, en el intervalo [r!,¢;(c)] es el mismo que en el calendario
o (mientras que el trabajo e es calendarizado en este intervalo). Como el
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trabajo e es calendarizado después de todos los trabajos del conjunto J[e| en
el calendario o, el tiempo de completés del trabajo e en el calendario o, es
igual al tiempo de completés del ultimo trabajo calendarizado, decimos j, del
conjunto J[e] en el calendario o. Pero ¢. < ¢, y Ce(0.) < C;(0), mientras
Cj(0) < Co)(0) y ast Ce(oe) < Co(r)(c). Hemos probado que |o.| < |o].

Finalmente suponemos que k es el overflow job en el calendario o.. Por Ob-
servacion 8, Cy(o.) = Ci(0). Pero Ci(0) < Coo)(0) ¥ Cr(0e) < Coo)(0) y
por lo tanto |o.| < |o]. O

3.2. La NP-dureza del problema:
1{r1, 2}, {q1, 2} |Cmax

A continuacion, enfocamos nuestra atencién sobre un caso especial del pro-
blema 1|r;, ¢;|Cinae permitiendo solo 2 tiempos de liberacién y 2 colas. Como
vimos anteriormente, la JE-heuristica proporciona un calendario 6ptimo si
tenemos un solo tiempo de liberacién o una sola cola (o fecha limite), es decir,
los problemas 1|¢;|Cmax ¥ 1|7j|Cmax (1| Lmax ¥ 1|75, d; = d|Lmax se solucio-
nan en un tiempo casi lineal nlogn (el problema general 1|7}, ¢;|Ciax siendo
fuertemente NP-duro). Ahora mostramos que tenemos un problema NP-duro
permitiendo solo dos tiempos de liberacion distintos o colas; es decir, el pro-
blema 1|{r1,r2},{q1, ¢2}|Cmax €s NP-duro. Por conveniencia, consideramos la
version con fechas limite 1|{ry,ro}, {d1, do}| Linx-

Teorema 3. 1|{ry,m2}, {d1, d2}|Lnax es NP-duro.

Demostracion. Aplicamos la reduccién de un problema de Suma de subcon-
juntos para la versién de factibilidad de 1|{ry, 72}, {d1, do}|Lmax, en el cual
deseamos conocer si existe un calendario factible en el que todos los trabajos
satisfacen sus fechas limite (es decir, en el cual todos los trabajos son com-
pletados no més tarde que sus fechas limite). El problema de subconjuntos
consiste de un conjunto finito de nimeros enteros C' = {¢y, ¢a,...,¢,} y un
numero entero B < 7" | ¢;. Este problema de decisiéon da un ”si”de respues-
ta si y sélo si existe un subconjunto de C' tal que la suma de sus elementos
es igual a B. Dada una instancia arbitraria de Suma de subconjuntos, cons-
truimos nuestra instancia de calendarizacién con n+ 1 trabajos con longitud
total de >°7 ; ¢, + 1 de modo siguiente:
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Tenemos n trabajos de particion 1,...,n liberados al tiempo r;, = 0 con
pi=c,r;=0yd; =>" ¢ +1,parat=1,...,n. Ademas de estos trabajos
de particion, tenemos otro trabajo separador I, liberado al tiempo ro = B con
pr = 1,7 = ry y fecha limite d; = B+1. Observamos que esta transformacién
que crea una instancia de 1|{ry, 72}, {d1, d2 }| Limax s polinomial debido aque el
nimero de trabajos es acotado por un polinomio de n, y todas las magnitudes
pueden ser representadas en c6digo binario en O(n) bits.

Ahora probamos que existe un calendario factible en el cual todos los trabajos
satisfacen sus fechas limite si y sélo si existe una solucion para el problema de
Suma de subconjuntos. En una direccién, supongamos que hay una solucion
del problema de Suma de subconjuntos formada por los niimeros del conjunto
C' C C. Sea J el conjunto correspondiente a los trabajos de particién en
nuestra instancia de calendarizacion. Construimos un calendario factible en
el que todos los trabajos satisfacen sus fechas limite (Ver figura 3.6 ). Primero
calendarizamos los trabajos de particién del conjunto J' en el intervalo [0, B]
en una manera sin retraso (usando la heuristica extendida de Jackson ).
Entonces calendarizamos el trabajo separador al tiempo B completado en su
fecha limite B + 1 y el resto de los trabjos de particién empiezan a partir del
tiempo B+ 1, también en una manera sin retraso por la heuristica extendida
de Jackson . Observemos que el iltimo trabajo calendarizado sera completado
exactamente en el tiempo >.7" ; ¢, + 1 y todos los trabajos se cumplen a su
fecha limite. Por lo tanto, existe un calendario factible en el cual todos los
trabajos son completados no mas tarde que su fecha limite si el problema
Suma de subconjuntos tiene una solucion.

Figura 3.6: Esquema de un calendario factible proporcionado por una

solucion del problema de SUMA DE SUBCONJUNTOS.

En la otra direcion: supongamos que existe un calendario factible S en el cual
todos los trabajos son completados no mas tarde que en sus fechas limite.
Entonces, en este calendario, el trabajo separador debe ser calendarizado en
el intervalo [B+ 1], mientras que el tltimo trabajo de particién debe ser com-
pletado al tiempo .7 ; ¢, + 1. Pero esto sélo es posible si el intervalo [0, B] en
el calendario S se llena completamente por los trabajos de particion, es decir,
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debe haber un subconjunto correspondiente J  de los trabajos de particién
que llenen completamente el intervalo [0, B] en el calendario S (si este inter-
valo no esta lleno completamente en el calendario S entonces el tiempo de
completés del dltimo trabajo de particién calendarizado sera >°' ; ¢, + 1 mas
la longitud total del hueco dentro del intervalo [0, B] y entonces el trabajo no
se completaria antes de su fecha limite, ver figura 3.7). Los tiempos de proce-
samiento de los trabajos en el conjunto J' forman la solucién correspondiente
del problema de Suma de subconjuntos.

| "

|l
|

I OB+l Foatl

g T
| i]
| [ f L

Figura 3.7: Un calendario no factible (g es hueco y lg es la longitud total
del hueco).

3.3. Casos especiales tratables del problema

1|{T17 TQ}) {Qi}‘cméx

En la seccién anterior mostramos que el problema 1|{r, 72}, {¢:}|Cinax, €s
NP-duro, en base a eso, en esta seccion establecemos algunas propiedades
que nos garantizan la solucién éptima para el problema 1|{r1, 72}, {¢: }|Cnax,
estas propiedades pueden ser verificadas en tiempo O(nlogn).

Para el primer resultado presentado en esta seccién, asumimos que la se-
cuencia de trabajos {i;}|7 = 1,...,m) es enumerada de tal forma que los
primeros m trabajos de la secuencia tienen tiempo de liberacién rq y los si-
guientes n —m trabajos tienen tiempo de liberacién ry (m < n). Recordemos
que denotamos como J; y Jo a los conjuntos de trabajos que se liberan en el
tiempo ry y o, respectivamente.

Lema 13. 57 Z’j":l pi; + 11 < 1o entonces el calendario o es dptimo.

Demostracion. Por lo que -7 p;; +r1 < 1o, la JE-heuristica en las primeras
m iteraciones calendarizara todos los trabajos liberados al tiempo r;. Como
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los trabajos i;, (j = 1,...,m) se liberan simultdneamente en el tiempo 7y,
estos son calendarizados optimamente de acuerdo con el Lema 7.

Por la condicion de nuestra afirmacién, todos los trabajos liberados en el
tiempo r; son completados al tiempo 79, y por eso todos los trabajos en el
conjunto J son disponibles para ser calendarizados al tiempo . Entonces, la
JE-heuristica calendarizara todos esos trabajos en forma 6ptima (por Lema
7).

Ahora, uniendo los dos calendarios parciales anteriores, obtenemos un calen-
dario éptimo completo (si hay un aumento de un hueco entre las dos porciones
de este calendario entonces este es inevitable). O

En la siguiente figura ilustramos el Lema 13.

rr=2yryg=21
m=2 p=3 @=19| a=2+3=5 C,=5+19=24
Fa=2 pp=5 =15 ca=5+5=10 Cy=104+15=25
ra=21 p3=4 q3=25|]ca=10+10=20 C4=20+5=25
=2 p1=10 q=5|c3=21+4=25 C3=25+25=50
re=21 ps=6 ¢s=10|] c5=25+6=31 C5=31+10=41
re=21 pg=2 ¢e=3 || cc=314+2=33 C5=33+3=236

3
D opi, A =(B+5+10)+2=20<2l =1y
j=1

oL5)
25)

T 15 Ty . T3 T5 TGT
15 10 20 21 25 31 33

|
!
0

Figura 3.8: Ejemplo de una instancia en la que se cumple la condicion:
> jes Pi; £ 11 < roy del calendario generado por la JE-heuristica. En esta
instancia ! = 2 y r? = 21.

Si no se cumple la condicion del Lema 13, entonces podemos tener el siguiente
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caso:
Lema 14. Si k < m es tal que para los primeros k trabajos con la cola mds
larga en el calendario o la igualdad Zf‘;lpin = r9 — 11 Se cumple, entonces
el calendario o es optimo.

Demostracion. Distinguimos los siguientes dos casos basados en el hecho que
para los primeros k trabajos con la cola mas larga liberados al tiempo 7y,
Zle Pi;, = T2 — 171 s€ satisface para los siguientes casos:

Caso 1: k = m. En este caso ), Pi;, = T2 —T1y por Lema 9 el calendario
o es 6ptimo (con la igualdad siendo cumplida para cualesquiera dos trabajos
vecinos).

Caso 2: k < m. Sea ¢ un JE-calendario para los primeros k trabajos. Debido
a que todos esos trabajos son liberados en el tiempo r1, ellos son calendari-
zados en forma éptima por Lema 7. Ademas, Zz 1 Dy, S T2 =T, el tiempo
de inicio mds temprano de los trabajos i;,_ ,...,%;, es r2. A partir de este
tiempo 719, todos los n — k trabajos restantes no calendarizados ain se ha-
cen simultdneamente disponibles. Sea ¢ el JE-calendario para esos trabajos.
Como todos los trabajos ain no calendarizados son disponibles al tiempo 7y,

" s’ .
o es Optimo por Lema 7.

Ahora sea o el JE-calendario obtenido al juntar los JE-calendarios o y o .
Observemos que el calendario o no tiene hueco, este consiste de un solo blo-
que. Por nuestra construccion, no existe un trabajo emergente en el calendario
o, v este es 6ptimo por Lema 6. O

En la figura 3.9 ilustramos el Lema 14. En la instancia dada en esta figura
r! =2y r?=15.
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rmn=2 pp=3 ¢g=15 ca=24+5=7 Cy=7420=27
ro=2 pa=95 q2=20 c=74+3=10 C;=104+15=25
r3 =18 p3=4 q3=19||cg=10+3 =13 Cg=13+12 =25
rgy =2 ps=5 qu=10||cy =13+5=18 Cy4 =18+ 10=28
7’5:18 p5:2 Q5:8 03:18+4:22 03:22+19:41
r6e =2 pPg=3 qg=12||c5=22+2=24 (C5=24+48=232
rr=2 p;r=6 qgr=95 c;r=244+6=30 C;=30+5=235

Al o)

19

o
B
10|
8

5
| T T Ts Ty Ty 15 T7<‘>
0 3 o 13 18 2 24 30

Figura 3.9: Observemos en este ejemplo que la suma de los tiempos de
procesamiento de los primeros 4 trabajos liberados al tiempo r! con la cola
mas larga es igual a r? = 15.

Sea i, i < k, el trabajo de aumento mas temprano de J; durante la construc-
cién del calendario o, tal que t; + p; > 72, v sea ¢ la cola més larga entre
todas las colas de los trabajos liberados al tiempo 7.

Lema 15. Si ¢; > ¢, entonces o es dptima.

Demostracion. El calendario o no contiene trabajos emergentes porque ¢; >
q , entonces, por el Lema 6 el calendario ¢ es éptimo. [

Debido al Teorema 1, a continuacién, asumimos que o(o) € Jy y que B(o)
contiene al menos un trabajo emergente (en caso contrario, el calendario o

es 6ptimo por Lema 6).
Observacién 9. K(o) C Jo

Demostracion. Por contradiccién: supongamos que el kernel K(o) contiene
al menos un trabajo j € J;. Entonces para todo trabajo ¢ € J; calendarizado
antes del kernel K (o), se verifica ¢; > ¢; (por la JE-heuristica). Como o(o)
es el trabajo con la cola mas pequena del kernel K (o) (por la JE-heuristica
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y la definicién del kernel K (o)), se tiene q; > qo(o) y entonces g; > go(s)- Esto
significa que el calendario o no puede tener trabajos emergentes, y llegamos
a una contradiccion. O]

Observacién 10. Para el problema 1|{r1,r2},{¢:}|Cuax, E (0) C J1 y para
cualquier trabajo emergente e £ 1, q. > q;.

Demostracion. La primera afirmacion se debe al hecho que el trabajo ca-
lendarizado més temprano del kernel K (o) en el calendario o pertenece al
conjunto J, el cual, a su vez, proviene de la JE-heuristica. La segunda afirma-
cién se debe a que la JE-heuristica calendariza todos los trabajos liberados
al tiempo 71 (en particular, los trabajos de E(c)) en orden no creciente de
sus colas (en particular, los liberados al tiempo ry después de los trabajos del
kernel K (o)) mientras que el trabajo [ es el ultimo trabajo calendarizado del
conjunto F(o) en el calendario o. O

Observacion 11. El kernel K (o) contiene los trabajos con la cola mds larga
del conjunto Jo calendarizados en orden no creciente de sus colas.

Demostracion. Por la observacién 10, F (o) C J;. Por definicién de trabajo
emergente activo, [ es el ultimo trabajo calendarizado antes del kernel K (o)
liberado al tiempo ry y el primer trabajo con tiempo de completés mas grande
o igual a 5. Puede no existir un trabajo del conjunto .J; calendarizado antes
del trabajo [ en el calendario o (el trabajo [ empieza estrictamente antes del
tiempo 73). Entonces por la JE-heuristica, el primer trabajo del kernel K (o)
debe ser uno con la cola mas larga del conjunto J; y los siguientes trabajos
deben ser calendarizados en orden no creciente de sus colas. Ademas, todos
estos trabajos pertenecen al conjunto J, por la Observacién 9. O]

Recordemos que para un JE-calendario S, el calendario complementario S
siempre contiene un hueco antes de los trabajos del K(5), es decir, el trabajo
calendarizado mas temprano del K(S) empieza en su tiempo de liberacién
en el calendario S;. En general, para cualquier trabajo emergente e € E(S5),
el calendario complementario S, puede contener un hueco o no, dependiendo
de la longitud del trabajo (comparada a la del trabajo ). Veremos esto con
méas detalle mas adelante.

Observacion 12. El orden de los trabajos calendarizados después del tiempo
To, ¥y, antes y después del trabajo e (particularmente los trabajos del K(o))
es el mismo en los calendarios o y o,.
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Demostracion. Observemos que todos los trabajos del kernel K (o) y los tra-
bajos calendarizados después de este kernel en o se liberaron al tiempo rs.
Por la JE-heuristica, deberian haber sido calendarizados esos trabajos en or-
den no-creciente de sus colas en el calendario o. Entonces, la JE-heuristica
también calendarizara todos los trabajos formados en el mismo orden en el
calendario o, es decir, los trabajos antes del trabajo e y después de este
trabajo (liberados al tiempo 75), en particular, unos del kernel K (o) serdn
incluidos en el mismo orden en ambos calendarios. ]

Sea Jle] el conjunto de todos los trabajos j calendarizados después de 72
en el calendario o tal que g. < ¢; < ¢o(r). De la definicién del conjunto
J[e] se deduce que todos los trabajos del conjunto Je] son calendarizados
inmediatamente después del kernel K (o) y antes del trabajo e en o.

En la figura 3.10 damos un ejemplo de un calendario o y de los conjuntos
J]e] para ese calendario.

K(o)

o(o)
30 @ 30) >3
N ( 67 ’

23
17| id
(35)
10
!
B ERER 5 6 7 s | o
|
6 5 8 1315 20 25 32 40 45 49
A

Figura 3.10: Observemos que en este calendario o, el overfow job es el
trabajo 7 y los trabajos emergentes son los trabajos {2,3,4,5}. Los
conjuntos: J[2] = {0}, J[3] = {8}, J[4] = {8} y J[5] = {8,9}.

Observacion 13. J[e| C Js.
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Demostracion. Primero observemos que el conjunto J[e] no tiene ningin tra-
bajo con su cola igual que la del trabajo emergente e. Ademds, K (o) C Jo
Yy qx > q, para cada trabajo k € K (o). Por lo tanto, por la JE-heuristica,
para cada trabajo j € J; calendarizado en ¢ antes de K (o), se tiene ¢; > q,
y para cada trabajo i € J; calendarizado después de K(o) se tiene, ¢; < q.
Entonces ¢; < ¢. como g, > ¢ v nuestra Observacién sigue de la definicién
del conjunto Je]. O

Proposicion 1. Sin perdida de generalidad, podemos asumir que todos los
trabajos j con q; = q. calendarizados despues del kernel K (o) en o son
incluidos después del trabajo e en el calendario complementario o,.
Observacion 14. En el calendario o., los trabajos del kernel K(o) y los del
conjunto Je] son desplazados a la izquierda por la misma cantidad, mientras
que todos los trabajos j con q; < q. son desplazados a la derecha por la misma
cantidad.

Demostracion. Observemos que en la costruccion del calendario o, la JE-
heuristica calendariza todos los trabajos en orden no creciente de sus colas
después del tiempo 75 (como todos los trabajos se liberan en este tiempo). En
la construccién del calendario o., los mismos trabajos méas el trabajo e son
disponibles después del tiempo 5. En particular, se puede ver que si p. > A,
todos los trabajos del kernel K (o) y los del conjunto J[e] seran desplazados a
la izquierda por Ay, y si p. < A, este desplazamiento serd igual a p., mientras
que cualquier trabajo j con g; < g. sera calendarizado después del trabajo e
y serd desplazado a la derecha correspondientemente. O

Un calendario sigma o, puede contener o no contener un hueco; esto depen-
de del tiempo de procesamiento del trabajo emergente e y del valor de 4,
(el empuje del Kernel de o). En el siguiente Lema, damos las condiciones
necesarias para saber cuando el calendario o, tiene o no tiene hueco.

Lema 16. Sea e un trabajo emergente del calendario o. Y o, el calendario
complementario del calendario o.

1. Sip. > Ay, entonces o, tiene un hueco de longitud p. — 2\;.

2. Sip. <A, entonces o, no tiene hueco.

Demostracion. Primero observemos que 4A; es ahora ¢;(0) — . Por la defini-
cién de o, ningin trabajo j € J; con ¢; < ¢, calendarizado después de K (o)
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en o serd calendarizado después de K (o) en o.. Si p. > A, en calendario
Oe, los trabajos del K (o) y del conjunto J[e] tendran el desplazamiento a la
izquierda correspondiente a la longitud A; (el cual corresponde al méximo
tiempo posible por Observacién 1). Entonces o, tendra un hueco de longitud
pe — Ay Sip. < Ay, los trabajos del kernel K (o) y los del conjunto J[e]
tendran un desplazamiento a la izquierda correspondiente a la longitud p,,
de aqui 0. no tiene hueco. O

En la figura 3.11 damos un ejemplo de un calendario generado por la JE-
heuristica. En base a este calendario, damos un ejemplo de un calendario
complementario que contiene hueco y uno que no contiene ( ver figuras 3.12
y 3.13, respectivamente).

21 (3o §65>
17 16
?35 ’

10

=0 p1=5 =25 I

ro=0 pa=4 ¢ =20

r3=0 py=4 ¢=21] :

re =0 ps=2 q4=17 15 o 2 32 40 45 49
rs =0 ps =10 ¢5 =10 %xj

re =20 psg=7 qs=30
ry =20 p; =8 q;=28
rg =20 pg =05 gqg =22
rg =20 pg=4 q9g=16

[
(s
[t
-
W

Figura 3.11: Ejemplo de una instancia y del calendario o generado por la
JE-heuristica para esta instancia. En este ejemplo r* = 0 y r? = 20.
Observemos que el tiempo de completés del trabajo emergente activo en el
calendario o es, ¢;(0) = 25, entonces el retraso del kernel es
Al:Cl(U)—T2:25—QO:5.
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Figura 3.12: Calendario complementario o, (Recordemos que o5 es el
calendario resultante al recalendarizar el trabajo emergente 2). Observemos
que el trabajo emergente 2 tiene tiempo de procesamiento p, = 4.
po < A; = 5. Observemos que el calendario o, no contiene hueco.

T ®
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32 @ o)
17 79
19 64
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ol
A 5 9 1315 20 27 35 40 44 54

Figura 3.13: Calendario 5. El trabajo emergente 5 tiene tiempo de
procesamiento ps = 10. Observemos que : ps > A; = 5 y que el calendario
complementario o5 contiene hueco.

Por el Lema (16) definimos la longitud del hueco d. en el calendario o, de la
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manera siguiente:

5_{ 0 st peSAl
‘ Pe— A if pe >N

para todo e € F (o).

Usando la definicién de 4., definimos el tiempo de completés del trabajo
emergente e en el calendario o, de la siguiente manera:
Lema 17. El tiempo de completés total del trabajo e en o, es,

Ce(ae) = CO(U)(0> + Z bj + 56 + Ge-
j€Jle]

Demostracion. Por la definicién del conjunto J[e], el trabajo e serd calen-
darizado en o, después de todos los trabajos de J[e] y antes de todos los
trabajos ¢ con ¢; = g. (ver Proposicién 1). Por la Observacion 1, A; es el
desplazamiento a la izquierda méximo posible para los trabajos del K (o) en
o.. El tiempo de completés total del trabajo e en 0. dependera de la longitud
de este desplazamiento a la izquierda. Consideremos los siguientes dos casos:
Sipe > Ay, entonces los trabajos del K (o) y los del conjunto J|e] tendrédn un
desplazamiento de longitud A; a la izquierda en el calendario o.. Recordemos
que el dltimo trabajo del kernel K (o) calendarizado en o es o(o). Entonces

Ce(ae) - (co(a) (U) + Z p]) - Al + De + Qe
j€Jle]

Sea d, = p. — A, entonces p. = d, + 4. Por lo tanto
Ce(ae) = Co(a)(a) + Z p; — Al + 5@ + Al + qe
jeJ[e]

= Co)(0) + D Pj+0e+ e
jeJe]

En este caso o, tiene un hueco de longitud J,.

Si pe < Ay, entonces, por la definicién del conjunto Jle] y la construccién
del calendario o, los trabajos del kernel K (o) y del conjunto J[e] seran
desplazados por la cantidad p. en el calendario o.. Esto implica que
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Oe(ae> = (CO(U)(U) + Z pj) — Pe + De + Qe

jeJ[e]

== Co(a)(a) + Z pj+QE'

J€Je]

Vemos que en este caso o, no tiene hueco. O

En la figura 3.14 explicamos cémo podemos aplicar el Lema 17 para deducir
el tiempo de completés total de un trabajo emergente e en el calendario o,
a partir de la estructura del calendario o. En la figura 3.15 ilustramos el
calendario o, para verificar que efectivamente el tiempo de completés del
trabajo e es igual que el deducido en la figura 3.14.

3

5
30 (34) 39 28 Q
N 67

34

22
2 (35 @
17 16
®
10
!
L1l 2]13]4 5 6 7 N
o 5 & 1315 20 25 32 40 45 49
AV)

Figura 3.14: En este ejemplo mostramos que a partir de cualquier
calendario o dado, podemos deducir mediante la ecuacién del Lema 17 el
tiempo de completés del trabajo emergente e en el calendario .. Por
ejemplo, el tiempo de completés del trabajo emergente 5 en o5 es:
C5(05) = Co(0)(0) + Xjeys Pj + 05 + g5 =40 + 5+ 4+ 5+ 10 = 64 debido a
que Co(o)(0) =40, Xy pj =5 +4, 05 =5y g5 = 10.
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Figura 3.15: Calendario o5. Observemos que el tiempo de completés del
trabajo 5 es: Cj(05) = 64.

Consideremos la siguiente desigualdad:

Co(a)(a) + Z pj + Oc + Qe > CO(U)(U)- (3'1)

Jj€Je]

Lema 18. Si p. > A; y la desigualdad (3.1) para el trabajo e € E (o) se

cumple, entonces en un calendario optimo Sy, el trabajo e esta calendarizado
antes del kernel K (o).

Demostracion. Como p. > 4, o, tiene un hueco por Lema 16 y el kernel
K(o) empieza en su tiempo més temprano de inicio (K (o)) = ry en el
calendario . Por la desigualdad (3.1), Ce(0c) > Cy0)(0); por eso, |oc| > |o]|.
Entonces tenemos que el trabajo e no puede ser calendarizado despué del
kernel K (o) en el calendario Sp:. O

Como una consecuencia del Lema 18 obtenemos el siguiente resultado.
Teorema 4. Si p. > A, para cada trabajo e € E (o) y la desigualdad (3.1)
se satisface para el trabajo e, entonces el calendario o es optimo.

Demostracion. Recordemos que si el calendario o no es 6ptimo, el kernel
K (o) debe ser reiniciado mas temprano. Esto es posible solo si al menos un
trabajo e € F (o) es recalendarizado después del kernel K (o). Supongamos
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que o, es un calendario con el mejor (mas pequeno) makespan que el calenda-
rio o. Entonces, similarmente, se verifica que, por la condicién del Teorema, la
desigualdad (3.1) se cumple C,(0.) > Cy(»)(0) para cada e € E (o). Entonces
por Lema 18, el calendario o debe ser 6ptimo. O

Ahora, si el trabajo emergente activo cumple la desigualdad (3.1), entonces
podemos deducir que todo trabajo emergente e con tiempo de procesamiento
Pe > pr también cumple la desigualdad (3.1), y por lo tanto, por el Lema 18
se puede concluir que cualquiera de estos trabajos estd calendarizado antes
del kernel K (o). Para demostrar esto, definimos el siguiente conjunto: Sea
E(S5,1) ={e e E(S)\{l} [ pe = pi}.

Lema 19. Si la desigualdad (3.1) se cumple para el trabajo l, entonces en
Sopt cualquier trabajo e € E (0,1) estd calendarizado antes del kernel K (o).

Demostracion. Por el Lema 18, [ estd calendarizado en S, antes del K (Sopt).

Sea k el tltimo trabajo calendarizado de J[l] en o (recordemos que J[I]
es el conjunto de todos los trabajos j calendarizados después de 75 en el
calendario o tal que ¢ < ¢; < ¢o(s)). Por la JE-heuristica, el trabajo k
tiene la cola menor de los trabajos del conjunto J[l]. Por la definicién del
conjunto J|l], sin perdida de generalidad, supongamos que la JE-heuristica
calendarizara a [ después del trabajo k en el calendario o;. Ademads, [ va a
empezar al tiempo de completés del trabajo k£ en el calendario oy, es decir,
tio)) = Cr(oy) (por Proposicién 1y debido a que la JE-heuristica, cualquier
trabajo ¢ calendarizado después de k en o, su cola ¢; < g y por lo tanto
¢; < q, por la definicién del conjunto J[]).

Se puede ver que para todo trabajo e € E (0,l), 0. > & (porque p. > p; y
por la definicién de d.).

Ademas, observemos que el trabajo k esta calendarizado después de los tra-
bajos del K (o) en o, y el trabajo e puede estar calendarizado antes o después
del trabajo k en o.. Respectivamente, distinguimos los siguientes dos casos:

= Si el trabajo e esta calendarizado en o, después del trabajo k, el tiempo
de inicio del trabajo e en o, es igual al tiempo de inicio del trabajo [
en o0y, es decir, teo,) = t(s;) ya que para todo trabajo ¢ calendarizado
despuésdelen oy, ¢; < q;, v ¢ < ge ya que ¢. > ¢. Como la desigualdad
(3.1) se cumple para [, ademés se cumple para el trabajo e porque
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de > 01 Y qe > qi- Por Lema 18, e esta calendarizado antes del K (o) en
el calendario Spp;.

= Si el trabajo e estd calendarizado en o, antes del trabajo k, los tra-
bajos calendarizados después de e en o, (en particular los trabajos del
conjunto J[I]) son desplazados a la derecha, por lo tanto, el tiempo de
completés del trabajo k en o, es mayor que el tiempo de completés del
trabajo k en ;. Ademads, dado que 6. > §;, el tiempo de completés del
trabajo k£ en o, es mas grande o igual que el tiempo de completés del
trabajo [ en 0y (C(s.) = Ci(oy))- Como g, > qi, tenemos Ci(r,) > Ciyo) ¥
por lo tanto |o.| > |o;|. Entonces, el trabajo [ no puede ser calendariza-
do después del K (o) en el calendario S, ya que el trabajo [ satisface
la desigualdad (3.1), en consecuencia |o.| > |o|.

Hemos mostrado que el trabajo e no puede estar calendarizado después del
K (o) en el calendario S,y v €l Lema esta demostrado. O

A continuacién, denotamos por k al trabajo con tiempo de completés total
maximo en el calendario o entre todos los trabajos calendarizados después
de los trabajos del conjunto J[e]. Se puede ver que el trabajo k estd en el
conjunto J; o Js.

Observaciéon 15. Si el overflow job del calendario o, estd calendarizado
después de 2, entonces el overflow job pertenece al conjunto {o(c), e, k}.

Demostracion. De la Observacion 12, tenenos que los trabajos calendarizados
después del tiempo 5 y antes del trabajo e en el calendario o, tienen el mismo
orden de procesamiento como en el calendario ¢. Del mismo modo, por la
Observacién 14 los trabajos del kernel K (o) y los del conjunto J[e] tienen
el mismo desplazamiento p. a la izquierda en el calendario o.. Justo después
de los ultimos trabajos, el trabajo e es calendarizado en el calendario o,
(Proposicién 1) y, el orden de procesamiento y los tiempos de inicio/completés
de los trabajos siguientes restantes no seran cambiados. Nuestra proposicion
sigue de las definiciones de los trabajos o(o), e and k. ]

Un caso en el que podemos asegurar que el calendario o. es 6ptimo, es el
siguiente:
Lema 20. EI calendario o, es dptimo si p. > A, y o(o) = o(o,).
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Demostracion. Dado que p. > Ay, los trabajos del kernel K (o) son despla-
zados a la izquierda en el calendario o, por un tiempo A;. Por definicion
de A; y debido al hecho que todos los trabajos del kernel K(o) se liberan
al tiempo 79, el trabajo mas temprano de este kernel empieza en su tiempo
de inicio més temprano en o, es decir, tx(s)(0c) = 2. Por la JE-heuristica,
para cualquier trabajo i € K (o) \ {o(c)}, tenemos ¢; > go(»). Tenemos que
el tiempo de completés total del trabajo o(c) en el calendario o, es el mejor
posible y el calendario o, es 6ptimo. O

Otro caso en el que podemos asegurar que el calendario o, es 6ptimo, es el
siguiente:

Teorema 5. Si el trabajo o(o.) es calendarizado antes del K(o) en el calen-
dario 0., entonces el calendario o, es optimo.

Demostracion. Dado que K(o) C Jo ( por Observacién 9) y que el primer
trabajo del K (o) es el trabajo con la cola més larga del conjunto Jo, todos
los trabajos calendarizados antes del kernel K (o) estén en el conjunto J;. En
este caso el overflow job o(o.) estd en el conjunto J;. Por la JE-heuristica,
todos los trabajos calendarizados antes de kernel K (o) son calendarizados
en orden no creciente de sus colas (ver también el Lema 7). Entonces, en

/
0-8

este caso no puede existir un calendario o, tal que < |oe| y por ello e

calendario o, es 6ptimo.

En seguida ilustramos el Teorema 5. Los calendarios o y o; se interpretan
en las figuras 3.16 y 3.17, respectivamente (los nimeros dentro de los crculos
son los tiempos de completés total de los trabajos correspondientes).
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r1=0 p1=5 ¢ =40
ro=0 p2=4 ¢ =30
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Figura 3.16: Calendario o.
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Figura 3.17: Calendario oy, en este calendario el overflow job o(o;) es
calendarizado antes del kernel K (o).

Observacion 16. Si en el calendario o, el overflow job o(c.) es calendari-
zado antes del kernel K (o), entonces o(o.) ¢ E(o) \ {e}.

Demostracion. Por la definicion de trabajo emergente, todos los trabajos del
conjunto F(o) tienen la cola més corta que los trabajos del kernel K (o),
mientras que estos trabajos, excepto el trabajo e, son calendarizados antes
de los trabajos de este kernel en el calendario o.. Entonces, ninguno de ellos
(especialmente el trabajo e) puede ser overflow job en el calendario o.. ]

3.3.1. Propiedades para trabajos de igual longitud en
el conjunto J;

En esta seccién consideramos casos especiales para el problema 1|7}, ¢;|Cian
cuando todos los trabajos liberados al tiempo 7; tienen el mismo tiempo de
procesamiento p. Especificamos este caso como 1|{71,72},¢;, Pry j = P| Crnaz
(pr,j = p designa que todos los trabajos liberados en el tiempo r; tienen
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tiempo de procesamiento p).

Recordemos que el lado izquierdo de la desigualdad (3.1) es el tiempo de
completés total del trabajo e en el calendario o.. En la seccion 3.3, denotamos
como k al trabajo con tiempo de completés total méaximo en el calendario o
entre todos los trabajos calendarizados después de los trabajos del conjunto
Je].

Nuestro siguiente objetivo, es definir el tiempo de completés del trabajo k en
el calendario o, para lograrlo, definimos el siguiente conjunto:

J(e. k) ={i| g <@ < g}

De la definicién de la longitud de hueco 6, (seccion 3.3) y del conjunto J (e, k),
podemos definir el tiempo de completés total del trabajo k£ en el calendario
Oc.

Lema 21. FEl tiempo de completés total del trabajo k en el calendario o, es:

Cr(oe) = co(0) + Z pj + e + Z Di + Dk + k-
jEJ[e] ieJ(e,k)

Demostracion. Se demuestra de manera andloga a la demostracién del Lema
17. [

Ahora consideremos la siguiente desigualdad,

Co)(0)+ D pi+oe+ Y. pitpetar > Coo)(0) (3.2)
jEJe] ieJ(ek)

Lema 22. En el problema 1|{r1,72}, ¢j, pry; = P| Cinaz, €n cualquier calen-
dario o, hay un hueco antes del kernel K(o). Ademds, 6. = 0, para cada

trabajo e € E (o) \ {l}.

Demostracion. Tenemos que p. > 4;, porque p. = p; = p para todo e €
E (o) \ {l}. Por Lema 16, el calendario o, tiene un hueco de longitud p. — 4,
y 0. = &, para todo e € E (o) \ {{}. O

Lema 23. Si el tiempo de completés del trabajo k cumple la desigualdad (3.2),
entonces cada trabajo e € E (o) es calendarizado antes del kernel K(o) en
Sopt-
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Demostracion. La desigualdad (3.2) implica que Ci(0;) > Cy0)(0); por eso,
|oy| > |o|. Como el tiempo de completés total del trabajo k en o es menor
que el tiempo de completés total del overflow job o(c) (en caso contrario, el
trabajo k deberfa ser overflow job en el calendario o) y Ci(01) > Coi)(0),
entonces el trabajo [ no puede ser calendarizado después del kernel K (o) en el
calendario S,p;. Por Lema 22, . = 9; para cada trabajo emergente e. Entonces
el tiempo de inicio del trabajo k en el calendario o, es el mismo como en oy.
Por lo tanto, Ci(0.) > Cos)(0) v |oe| > |o| para cada trabajo e € E (o).
Entonces ningun trabajo e € E (o) puede ser calendarizado después del kernel
K (o) en el calendario Spp. O

Teorema 6. Para el problema 1 |{r1,72}, ¢;, Pri; = P| Cimaz, €l calendario o
es optimo st

1. La desigualdad (3.1) se satisface para el trabajo | en el calendario oy.

2. La desigualdad (3.2) se satisface para el trabajo k en el calendario oy.

Demostracion. Para la primera afirmacion, por el Lema 19, cualquier trabajo
e € FE (o) es calendarizado en S,,; después del kernel K (o). Esto implica que
cada trabajo e € E (o) \ {{} satisface la desigualdad (3.1) y por el Teorema
4, o es Optima.

Para la segunda afirmacion, por Lema 23 cada trabajo e € E (0)\{l} debe ser
calendarizado antes del kernel K (o) in Sy, lo que implica que el calendario
o es Optimo. O

3.3.2. Trabajos emergentes cortos

En esta subseccion estudiamos el caso cuando la aplicacion de un trabajo
emergente corto, es decir, uno con tiempo de procesamiento menor que A,
nos da propiedades ttiles acerca de optimalidad. Recordemos que el Lema
16 nos dice que al recalendarizar un trabajo emergente corto e del calendario
o, el calendario resultante o, no tiene hueco. En esta subseccién, sea j el
trabajo del conjunto Jle] calendarizado al tiltimo en el calendario o. Y sea k
el trabajo con el tiempo de completés total maximo entre todos los trabajos
calendarizados después de los trabajos de Jle| en el calendario o.
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La Propiedad 1, junto con el Lema 24 y la observacién 17 (presentados un
poco més adelante), nos ayudaran a demostrar el resultado principal de esta
subseccion, el Teorema 7.

Propiedad 1. Sip. < A; entonces,

1. c.(0.) = c;(o) si el conjunto Jle] no es vacio.

2. c.(0c) = coe)(0) st el congunto Jle] es vacio.

Demostracion. Si el conjunto J[e] no es vacio, entonces consideremos el con-
junto de los trabajos emergentes del calendario o incluidos entre el traba-
jo e y el kernel K (o), los trabajos del kernel K (o) y unos del conjunto
J[e].Observemos que esos son los trabajos que serén incluidos antes del tra-
bajo e en el calendario o.. Esos trabajos seran desplazados a la izquierda por
pe unidades de tiempo (ver Lema 16). Dado que el trabajo j es uno de esos
trabajos, entonces el trabajo j sera desplazado a la izquierda por las mis-
mas unidades de tiempo, y el trabajo e empezard inmediatamente después
del trabajo j en el calendario o, (si hay trabajos calendarizados después del
kernel o con cola igual a ¢., aquellos seran incluidos después del trabajo e,
por la Proposicién 1). Tenemos que el tiempo de completés del trabajo e en
el calendario o, es igual al del trabajo j en el calendario o.

La demostracién es andloga cuando el conjunto J|e] es vacio. ]

Lema 24. Sip, < A, entonces Ce(o.) < Co(e)(0).

Demostracion. Por la Propiedad 1, c.(o.) = ¢;(o) si el conjunto Je] no es
vacio y ¢. < g; (por la definicién del conjunto J[e]). Esto implica, Ce(0,) <
Cj(0). Pero Cj(0) < Cy0)(0) y nuestra afirmacién se cumple. Si el conjunto
Jle] es vacio, por la propiedad 1, c.(0c) = co)(0) ¥ e < Qo) (por la
definicion del overflow job), entonces Ce(0.) < Coo)(0). O

Observacién 17. Sip. < A, entonces Cy(o.) = Ci(0).

Demostracion. Dado que el calendario o, no tiene hueco (Lema 16) todos los
trabajos emergentes calendarizados entre el trabajo e y el kernel K (o), los
trabajos del kernel K (o) y unos del conjunto J[e] tendran el mismo despla-
zamiento a la izquierda de p, unidades en el calendario .. Y a la vez, todos
los trabajos calendarizados después de los trabajos del conjunto J[e] en el
calendario ¢ no tendran ningin desplazamiento en el calendario o, porque
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el trabajo e sera incluido antes de aquellos. Entonces, el tiempo de inicio del
trabajo k en ambos calendarios o, y ¢ es el mismo y nuestra afirmacion es

valida. [l

Teorema 7. Sip. < A, entonces |o.| < |o|.

Demostracion. Por la Proposicion 15 los overflow jobs potenciales en el ca-
lendario o, son o(o), e y k. Dado que los trabajos del kernel K(o) tie-
nen un desplazamiento a la izquierda de tamao p. en el calendario o,
Co0)(0e) = Coo)(0) — pe y entonces Coy)(0e) < Cyoy(0). Por Lema 24,
Ce(0e) < Co(oy y por Proposicion 17, Cy(oe) = C(0). Pero Cy(0) < Co(r)(0)
consecuentemente Cy(o.) < Coo)(0). Por eso, el tiempo de completés total
de los trabajos o(c), e y k en el calendario o, no es més que en el calendario
o. ]

El dltimo resultado presentado en esta tesis, es el siguiente:
Teorema 8. FEl calendario o, es dptimo si p. < Ay, k€ Jy y k = o(o.).

Demostracion. El calendario o, es mejor que el calendario o debido al Teore-
ma 7. Ademas, mostramos que no existe mejor calendario que o.. Es suficiente
considerar un reordenamiento donde consideramos sélo los trabajos emergen-
tes (ver Lema 6). Para este fin, primero observamos que Cyy(0) > Ci(0).
En otras palabras, no es necesario desplazar el kernel K (o) formado a la
izquierda y mostramos que el trabajo k£ no puede ser desplazado a la dere-
cha. Ademas, si S un calendario en el cual algunos trabajos emergentes son
recalendarizados después del kernel K(o).

Dado que k € J;, tenemos q. > ¢, para cualquier trabajo emergente e €
E(0) (debido a la JE-heuristica). Por eso, la JE-heuristica incluird cualquier
trabajo emergente antes del trabajo k en el calendario S. Consideramos las
siguientes dos posibilidades.

1. Si el calendario S no tiene hueco, entonces el conjunto de trabajos
calendarizados antes del trabajo k en ambos calendarios o, y S es el
mismo, el trabajo k& se empieza y se completa en el calendario S al
mismo tiempo que en el calendario o.. Entonces, |S| = |oe|.

2. Si el calendario S tiene un hueco, entonces dado que en el calendario
S todos los trabajos emergentes recalendarizados estan incluidos antes
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del trabajo k, el dltimo trabajo sera desplazado a la derecha por una
distancia igual al del hueco. Entonces Ci(S) > Cy(o.) y por lo tanto
|S| > |oe]-

Hemos mostrado que no existe un calendario mejor que o, y la observacién
es completada. O

Desafortunadamente, el Teorema 8 no puede ser generalizado para el caso
cuando k = o(0.) v pe > A, porque se forzarfa a solucionar el problema de
suma de subconjuntos (ver seccién 3.2). Entonces el problema de cuello de
botella se ocurre cuando esas condiciones se cumplen. [lustramos esto en las
figuras 3.18, 3.19 y 3.20.
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r1=0 p1=5 ¢=30 c1=0+5=5 Ci=5+30=35
ro =0 p2=4 q2=25 co=5+4=9 Co=9+25=34
r3=0 p3=6 ¢3=20 c3=9+6=15 C(C3=154+20=35
ry = pa=10 g2 =13 || ca =15+10=25 C4=25+13=238
rs =18 ps =7 ¢q5 =16 cg =254+4=29 C(Cg=29+27=56
r6 =0 pe=3 qe=10|| co=29+3=32 C(C9=32+25=057
r7=0 pr=8 gq7=6 c5=324+7=39 Cs=239+16=055
rs=18 ps=4 qs=27|| c¢=394+3=42 Cg=42+10=52
rg =18 p9g=3 q9 =25 c7r=424+8=50 C7=50+6=056

r0=18 pio=2 qo=3 ci10=504+2=52 Cio=52+3=55
K(o)

27] o)
25 25

1
TG
3
123,489567—‘:]7
9 42

|
o 3 8 5ds k2o 3 50 52

Figura 3.18: Calendario o, |o| = 57, con el trabajo emergente [ =4y
o(c)=9; J[[]=5,6 and k =T.
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®

o(o1)

1 69

6
St

(1 12]3 81915 4 6 7 |10
0 5 9 1%‘1"8 22 25 32 42 45 53 55

Figura 3.19: Calendario o, su makespan es 59 y este no es éptimo porque
loy| > |o|. Aqui la desigualdad (3.1) no se satisface para el trabajo [, el
trabajo k = 7 es el overflow job en 0.

(1 |23 ]6]l8]o9] s 4 7 |10
0 5 § 1518 22 25 32 42 50 52

Figura 3.20: Un calendario 6ptimo S,p,; con makespan 56.
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Capitulo 4

Conclusion y trabajo a futuro

Basandonos en el andlisis de los JE-calendarios, hemos establecido condicio-
nes cuando una solucién éptima puede ser obtenida eficientemente. El anélisis
presentado lleva a relaciones explicitas estrictas y obtener soluciones en tiem-
po polinomial de estos casos particulares. Realizamos un estudio similar para
un caso especial NP-duro del problema 1|r;, ¢;|Cisx con sélo dos tiempos de
liberacion permitidos de los trabajos.

Nuestra investigacién esencialmente dependié de la particiéon del calendario
entero sobre dos tipos basicos de intervalos que contiene trabajos urgentes
(kernel) y no urgentes (emergentes), y tratando de extraer los conflictos que
pueden ocurrir entre estos dos tipos de intervalos. El analisis correspondiente
permite una vision intuitiva sobre la perspectiva general y conflictos poten-
ciales que pueden ocurrir mientras usamos reglas de una simple heuristica
para la solucién del problema en la fase de calendarizacién.

Las condiciones obtenidas se pueden introducir en un esquema como las con-
diciones de dominio. Como parte de la conclusién describimos un algoritmo
eniumerativo. En base a este esquema se pueden construir algoritmos heuristi-
cos como Beam Search.

En el algoritmo enumerativo que consideramos cada nodo h € T representa
un calendario completo, un poco mas adelante describiremos la construccion
del arbol T'.

Enseguida describiremos las soluciones parciales que enumeramos en este
arbol T.

67
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Un calendario factible es particionado sobre dos tipos de segmentos, rigidos
y flexibles. Los segmentos rigidos son los ocupados por los trabajos de los
kernels, y los segmentos flexibles por el resto de los trabajos. Cada kernel es
definido por dos segmentos flexibles, uno que le precede y otro que lo sucede.
Denotamos como B(K) el segmento flexible que precede inmediatamente al
kernel K.

Para nuestro método de enumeracion es importante estudiar la estructura de
cada solucién factible que estamos generando.

En el algoritmo descrito un poco mas adelante, consideramos todos lo posi-
bles subconjuntos de trabajos disponibles para calendarizados dentro de los
segmentos flexibles surgidos, de esta manera garantizamos que nuestro arbol
de solucién va a contener la solucién 6ptima. Inicialmente, kernel K (o), es
detectado en calendario o generado por la JE-heuristica. El kernel K (o) de-
fine dos segmentos flexibles. El primero de estos segmentos es calendarizado
pero restringiendo el conjunto de trabajos para ser incluidos dentro de este
segmento a un subconjunto de los trabajos disponibles J. Asi, ningin tra-
bajo diferente de este subconjunto puede ser incluido sobre este segmento
que es calendarizado por la JE-heuristica aplicada a este subconjunto de tra-
bajos.La JE-heuristica es aplicada a el conjunto de trabajos de J U K (o)
asi todos ellos son incluidos antes del segmento que sucede a K (o) en o
es calendarizado (algunos trabajos del subconjunto J pueden ser incluidos
después de los trabajos del kernel K (o)). Una vez que todos los trabajos de
JUK (o) son incluidos, se aplica la JE-heuristica a el conjunto de los trabajos
restantes. Un nuevo JE- calendario obtenido en este camino es denotado por
o(J,K(c)). Un JE-calendario es creado para cada posible subconjunto J, y
las correspondientes soluciones alternativas son representadas como brazos
alternativos en la solucién de arbol T'. La raiz de este arbol representa el
calendario o, mientras que cada otro nodo h € T representa el JE-calendario

Sh = S (J,K(S")) donde k' es el padre del nodo h. El correspondiente
subconjunto J es asociado con cada arista (h',h) € T.

En seguida ejemplificamos los conceptos anteriores.
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30 30
(65)
<39> 25
20
rn=0 p=8 q =30
ro =0 py=11 g =20 I 1 2 3 4 5
7,3:10 p3=6 C]3:35 0 g 10 19 25 30 40

7"4:10 p4:5 Q4:3O
T5:10 p5:10 Q5:25

Figura 4.1: Ejemplo de una instancia con 5 trabajos y del calendario o para
esta instancia. En este calendario, K (o) = {3,4,5}. B(K) = [0,19].

Los conjuntos de trabajos que se pueden calendarizar en el intervalo [0, 19]
son: {0}, {1}, {2} v {1,2}. En las figuras 4.4, 4.2 y 4.3 ilustramos los calen-
darios originados por cada uno de estos subconjuntos.

&

35
(38) (61)
30 30
(56)
20
[— L3 4 5 2
d (0] 16 21 31 42

Figura 4.2: Calendario dado por el conjunto J={1}. Calendario éptimo.
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(2

35]

30 30

)

<31> 25
20
| 2 3 4 5 1
0 11 16 21 31 40
Figura 4.3: Calendario dado por el conjunto J={2}.
@
35
(61) (69)
30 30
(56)
25
D,
20
NSNS IIIl' 4 5 1 2
d/////////// //Iio 16 21 31 39 50

Figura 4.4: Calendario dado por el conjunto J = {0}.

El algoritmo que en seguida describimos, considera diferentes posibles sub-
conjuntos para llenar el bin B(K(S")). El intervalo de tiempo de este seg-
mento en el nuevo calendario construido por la JE-heuristica no es prioridad
fija, mas bien depende de un conjunto particular J. El algoritmo en seguida
descrito aplica busqueda en anchura explorando el nodo abierto proximo mas
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a la izquierda en el arbol (parcial). Sea r(K) = min;cxr;.
Inicialmente, h := 0; S":=c¢. Iterativamente, en cada nodo h:

Caso 1) Si el bloque critico B(o) no contiene ningin trabajo emergente,
entonces el calendario o es éptimo (Teorema 6).

Caso 2) Para cualquier nodo sucedor h de nodo o; si el bloque critico del
calendario S" no contiene trabajos emergentes y o(S") = o(o), entonces
parar S” es 6ptimo.

Caso 3) Si overflow job 0(S") estd calendarizado en su tiempo de liberacién
en el calendario S”, entonces parar, calendario S* es éptimo (Teorema 5).

Caso 4) Si block critico del calendario S* no contiene trabajos emergentes,
entonces el nodo h es cerrado, es decir, declarar este como una hoja del arbol.

Caso 5) Si el tiempo de inicio del K(S") es 7(K(S")) y K(S") = K(o),
entonces parar (S" es éptimo).

Caso 6) Si el bloque critico del calendario S™ contiene trabajos emergentes,
entones todos los posibles subconjuntos de los trabajos liberados dentro del
bin B(K(S"),S") son considerados y el ntimero correspondiente de brazos
alternativos de nodo h son generados; con cada nuevo nodo creado ', un
JE-calendario correspondiente Sh = Sh(J, K(S")) es asociado, donde J es
el subconjunto elegido de trabajos.

Caso 7) Al completar cualquiera de los pasos anteriores, sea h el nodo abierto
més cercano a la izquierda y repita desde el paso (a00); si no hay tal nodo,
entonces pare.

Una vez que hemos descrito nuestro algoritmo enumerativo podemos cons-
truir un algoritmo heuristico Beam Search, donde este basicamente trunca el
arbol de soluciones 7', permitiendo la exploracién en 1" de sélo los k nodos
mas prometedores en cada nivel [ de T'.

En el futuro estamos contemplando generalizar nuestros resultados para las
versiones generalizadas del problema incluyendo las versiones con multiproce-
sadores, con tiempos de mantenimiento y tiempos de procesamiento inexac-
tos, asi como versiones de dos objetivos.
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