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Introducción

Este trabajo está dedicado al estudio de la propiedad de Fredholm de problemas
de valor en la frontera con corrimientos y datos cuasicontinuos, aplicando la teoŕıa de
operadores pseudodiferenciales de Mellin con śımbolos cuasicontinuos.

El problema de valor en la frontera de Haseman está estrechamente relacionado con
el problema de valor en la frontera clásico de Riemann [15].

El problema de valor en la frontera de Riemann lo llamaremos también como el
problema de Riemann-Hilbert o el problema de Hilbert. Esto consiste en encontrar una
función anaĺıtica �(z), representada por la integral de tipo Cauchy 1

2⇡i

R
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'(⌧)
⌧�z d⌧ sobre una

curva suave, cerrada y orientada �, en todo el plano complejo excepto en los puntos que
están dados por la curva �, con ' 2 Lp(�), que satisfacen la condición de frontera

�+(t) = G(t)��(t) + g(t), para t 2 �, (0.0.1)

donde �+(t) y ��(t) son valores ĺımite de la función desconocida �(z) en t 2 � por la
izquierda y por la derecha respectivamente , definidas de la siguiente manera
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donde (0.0.2) y (0.0.3) son conocidas como fórmulas de Sokhotski-Plemelj (ver [10]) y
G(t) continua en �, g(t) 2 Lp(�) son funciones dadas.

La primera investigación del problema de Riemann (0.0.1) se llevó a cabo por Hil-
bert en 1904. Usando ciertas restricciones adicionales el problema (0.0.1) fue reducido por
D. Hilbert a una ecuación integral de Fredholm. Después de esto (aparentemente por ini-
ciativa de Hilbert) en 1907 Haseman llevó a cabo una investigación análoga del problema
de valor en la frontera

�+(↵(t)) = G(t)��(t) + g(t), t 2 �,

v
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donde �±(t) son valores ĺımite de la función anaĺıtica �(z) en t 2 �, ↵(t) es un difeomor-
fismo (corrimiento) que preserva la orientación en la curva cerrada � sobre si mismo.

Después el problema de valor en la frontera de Haseman bajo diferentes condiciones
en sus datos, fue estudiado por C. Haseman, D. A. Kveselava, L. I. Chibrikova, G. F.
Mandzhavidze y B. V. Khvedelidze, I. B. Simonenko, y Yu. I. Karlovich en equipo con
V. G. Kravchenko, A. V. Aizenshtat y G. S. Litvinchuk (ver los libros [35], [36],[37], los
art́ıculos [28], [29], aśı como la bibliograf́ıa en ellos). Este problema surge en la teoŕıa
anisotrópica de elasticidad y en adhesión de superficies de curvatura positiva. Algunos
ejemplos y aplicaciones se abordan en el caṕıtulo 1.

Dado p 2 (1,1), una curva estrellada � = [
N
k=1�k y un corrimiento ↵ : � ! �,

estudiaremos de manera más avanzada el problema de valor en la frontera de Haseman.
Encontrando una función � anaĺıtica en C\�, representada por la integral de tipo Cauchy
sobre � con una densidad ' 2 Lp(�) y que satisface la condición de frontera

�+(↵(t)) = G(t)��(t) + g(t) para t 2 �, (0.0.4)

donde �+(t) y ��(t) son valores de frontera angulares de � en � de la izquierda y de
la derecha, respectivamente; G 2 QC(�), g 2 Lp(�), ↵0

2 QC(�). Los conceptos del
corrimiento ↵, curva estrellada � y el conjunto QC(�) de funciones cuasicontinuas están
definidas mas adelante en la sección 3.1.

Sea B(X) el álgebra de Banach de todos los operadores lineales acotados que actúan
en un espacio de Banach X, y sea K(X) el ideal de todos lo operadores compactos en
B(X). Un operador A 2 B(X) se dice que es Fredholm si su imagen es cerrada y los
espacios kerA y kerA⇤ formados por los núcleos del operador A y de su operador adjunto
A⇤ son de dimensión finita. Y en tal caso Ind A = dim ker � dim ker A⇤ se refiere al
ı́ndice de A.

Sea P± := 2�1(I±S�), donde I es el operador identidad y S� es el operador integral
singular de Cauchy dado para cada t 2 � por

(S�f)(t) := ĺım
"!0

1

⇡i

Z

�\�(t,")

f(⌧)

⌧ � t
d⌧, �(t, ") := {⌧ 2 � : |⌧ � t| < "}. (0.0.5)

Entonces S� es acotado en el espacio Lp(�) (ver [10], [16]). Aplicando la integral de
tipo Cauchy

�(z) =
1

2⇡i

Z

�

'(⌧

⌧ � t
d⌧ (z 2 C \ �)

con una densidad ' 2 Lp(�) y las fórmulas de Sokhotski-Plemelj escritas en la forma
�+ = P+' y �� = �P�', reducimos el problema de valor en la frontera de Haseman
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(0.0.4) a la ecuación integral singular equivalente (V↵P+ +GP�)' = g con corrimiento ↵,
donde V↵ : f 7! f � ↵ es un operador de corrimiento acotado en el espacio Lp(�). Por lo
tanto, asociamos con el problema de valor en la frontera (0.0.4) el equivalente operador
integral

T = V↵P+ +GP� 2 B(Lp(�)). (0.0.6)

El estudio del operador (0.0.6) esta basado en la teoŕıa de los operadores pseudodi-
ferenciales de Mellin con śımbolos no regulares. Esta teoŕıa fue aplicada a los operadores
integrales no locales (0.0.6) con corrimientos ↵ en [27] y [28] (para aplicaciones de opera-
dores pseudodiferenciales de Mellin con śımbolos infinitamente diferenciales a operadores
integrales singulares ver [38, 39, 10]). El art́ıculo [29] está dedicado al estudio del operador
(0.0.6) relacionado al problema de Haseman (0.0.4) en una curva estrellada � compuesta
por espirales logaŕıtmicas bajo más débil que en [28] condiciones en datos lentamente
oscilatorios: la derivada del corrimiento ↵0 y el coeficiente G. La fórmula del ı́ndice para el
operador (0.0.6) en [29] usa el ı́ndice de Cauchy generalizado para funciones semiperiódicas
invertibles (ver[31]).

En el presente trabajo estudiamos por un lado el problema de valor en la frontera
de Haseman (0.0.4) con un coeficiente cuasicontinuo G y un corrimiento cuasicontinuo
↵ en una curva estrellada �. Aplicando los recientes resultados de [30] en operadores
pseudodiferenciales de Mellin con śımbolos cuasicontinuos, establecemos un criterio de
Fredholm aśı como una fórmula del ı́ndice para el operador T relacionado a el problema
de Haseman (0.0.4), esencialmente reduciendo la suavidad de G y ↵0 de SO(�) en [29]
a QC(�). El álgebra C⇤ SO(�) consiste de todas las funciones continuas y acotadas en
� = � \ {0,1}, donde � es la cerradura de �. Para obtener IndT , usamos la definición
de Sarason [43] del ı́ndice de Cauchy para funciones invertibles cuasicontinuas por partes.

El Caṕıtulo 1 está dedicado al estudio clásico en los libros de G. S. Litvinchak
[38], [39] del problema de frontera de Haseman con datos Hölder suaves que incluye la
representacin integral y la solución del problema de salto del problema de frontera de
Haseman, el teorema de la adhesión conforme y la reducción del problema de Haseman
al problema famoso de Riemann. Este caṕıtulo también contiene los fundamentos de la
teoŕıa general de flexiones infinitesimales de superficie y un problema de tipo Haseman que
aparece en el estudio de los problemas de pegamiento de superficies de curvatura positiva
y de la ŕıgidez de superficies seccionales (ver el libro [45] de I.N. Vekua). Entonces el
caṕıtulo 1 contiene el historial del problema de Haseman, que incluye aplicaciones del
problema de frontera de Haseman.

En el Caṕıtulo 2 introducimos las clases de funciones lentamente oscilatorias y cua-
sicontinuas, hacemos uso de [25, 26, 27, 30], consideramos la acotación de los operadores
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pseudodiferenciales de Mellin con śımbolos acotados medibles y cuasicontinuos V (R)-
valuados en R+, donde V (R) es el álgebra de Banach de funciones absolutamente conti-
nuas de variación total acotada en R, en los espacios Lp(R+, dµ) con medida invariante
dµ(%) = d%/%. También se considera la compacidad de conmutadores de operadores pseu-
dodiferenciales de Mellin con śımbolos V (R)-valuados y cuasicontinuos en R+, se presenta
el cálculo simbólico de Fredholm para el álgebra de Banach de operadores pseudodiferen-
ciales de Mellin considerados y un cŕıterio de Fredholm para tales operadores en el espacio
Lp(R+, dµ).

El Caṕıtulo 3 está dedicado al estudio de la propiedad de Fredholm y del ı́ndice
para el operador integral singular con corrimiento T asociado al problema de frontera de
Haseman (0.0.4) con datos cuasicontinuos. Los resultados correspondientes son presenta-
dos en tres teoremas importantes (Teoremas 3.2.1-3.2.3). En este caṕıtulo fueron también
investigadas propiedades de los corrimientos cuasicontinuos. Después, con la aplicación de
operadores pseudodiferenciales de Mellin fue estudiado el álgebra de Banach Bp de opera-
dores integrales singulares modificados. El estudio del operador T fue reducido al estudio
de operadores pseudodiferenciales de Mellin con śımbolos cuasicontinuos matriciales.

Las demostraciones de los Teoremas 3.2.1-3.2.3 sobre la propiedad de Fredholm y el
ı́ndice del operador T en el espacio Lp(�) sobre la curva estrellada � están presentadas en el
Caṕıtulo 4. En este caṕıtulo también está probado un criterio de Fredholm generalizado del
operador T en el espacio Lp(�) sobre la curva � compuesta por arcos suaves y orientados
que tienen un conjunto finito de nodos. Los resultados de los Caṕıtulos 3 y 4 se publicaron
en el art́ıculo [33] en el año 2022.

Posteriormente en el Caṕıtulo 5 se estudia la invertibilidad de los operadores funcio-
nales binomiales A = aI� bV↵ en los espacios de Lebesgue Lp(�) sobre la curva estrellada
�, aśı como la forma general de los operadores integrales singulares con corrimientos.
Usando esto, fue elaborado un criterio condicional de Fredholm para el operador integral
singular con corrimientos

Y = A+P+ + A�P�

con los operadores funcionales A± = a±I � b±V↵ y datos cuasicontinuos (ver el Teorema
5.1.2). Para p = 2, aplicando representaciones de álgebras C⇤ obtenidas con el uso de
medidas espectrales y el método de trayectorias locales, en el Caṕıtulo 5 fue establecido
un criterio de Fredholm para el operador Y en el espacio L2(�) (Ver el Teorema 5.1.3.

Entonces, el Teorema 5.1.3 da la condición necesaria de la invertibilidad de opera-
dores funcionales A± complementando el Teorema 5.1.2.

Los resultados del Caṕıtulo 5 fueron publicados como un caṕıtulo del libro [34] de
Springer en el año 2023.
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1.5. El problema de ŕıgidez de superficies seccionales . . . . . . . . . . . . . . . 24

2. Operadores pseudodiferenciales de Mellin 27

2.1. Funciones cuasicontinuas y lentamente oscilatorias . . . . . . . . . . . . . . 27
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Caṕıtulo 1

Problema de frontera de Haseman y
sus aplicaciones

.

En este caṕıtulo veremos brevemente como son las soluciones para el Problema
de Haseman para el caso en que los datos son continuos, el cual es parte del estudio
en la tesis [41] sobre la base del libro de G.S. Litvinchuk [37]. También mostraremos
aplicaciones del problema de frontera de Haseman a los problemas de pegamiento y ŕıgidez
de superficies seccionales del libro de I.N. Vekua [45].

1.1. Representación integral y solución al problema
de valor en la frontera de Haseman, usando el
problema de salto

Las afirmaciones de esta sección se pueden consultar en [37, sección 7.1]

La curva simple orientada � (abierta o cerrada) se llama curva de Lyapunov si la
siguiente condición se cumple: la tangente de � en cada punto t existe y forma con el eje
real un ángulo ⇥(t) que satisface la condición

|⇥(t1)�⇥(t2)| < A|t1 � t2|
µ, A > 0, 0 < µ 6 1.

1
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Sea Hµ(�) es el espacio lineal que consiste de funciones f : � ! C tales que existe
una constante finita M y una constante µ 2 (0, 1] tales que para todos t1, t2 2 � se
cumple la condición de Hölder

|f(t1)� f(t2)|  M |t1 � t2|
µ.

Sea � una curva de Lyapunov cerrada simple que divide el plano complejo extendido
C en dos componentes conexas D+ y D� tal que 0 2 D+ y 1 2 D�. Consideraremos
el problema de valor en la frontera de Hasemann. Consideremos una función anaĺıtica en
C \ � con salto en la curva � satisfaciendo la condición de frontera en �

�+(↵(t)) = G(t)��(t) + g(t), t 2 �, (1.1.1)

donde G, g 2 Hµ(�) son funciones dadas, G(t) 6= 0 en �, y ↵(t) es un difeomorfismo en �
que preserva la orientación en �, ↵0(t) 6= 0 en �, �+ es anaĺıtica en D+ y �� es anaĺıtica
en D�, a {�+(z),��(z)} le llamaremos anaĺıtica por trozos. Para comenzar a estudiar el
problema (1.1.1) consideraremos el problema homogéneo mas simple

�+(↵(t)) = ��(t), t 2 �, (1.1.2)

el cual llamamos como el problema de salto.

Lema 1.1.1. El problema de salto (1.1.2) con la condición adicional ��(1) = 0 no
tiene soluciones distintas de las triviales.

Demostración. De acuerdo con las propiedades �+(t) = (P+�+)(t), ��(t) = (P���)(t)
y P+P� = P�P+ = 0 de las proyecciones P+ = (I + S�)/2 y P� = (I � S�)/2, donde S�

está definida en (0.0.5) se obtienen las ecuaciones para las funciones �±(t)

(P��
+)(t) =

1

2
�+(t)�

1

2⇡i

Z

�

�+(⌧)

⌧ � t
d⌧ = 0, (1.1.3)

(P+�
�)(t) =

1

2
��(t)�

1

2⇡i

Z

�

��(⌧)

⌧ � t
d⌧ = 0 (1.1.4)

donde t, ⌧ 2 �, {�+(z),��(z)} es una solución del problema (1.1.2). Haciendo la sustitu-
ción t 7! ↵(t) y ⌧ 7! ↵(⌧) en (1.1.3), obtenemos

1

2
�+(↵(t))�

1

2⇡i

Z

�

↵0(⌧)

↵(⌧)� ↵(t)
�+(↵(⌧))d⌧ = 0, (1.1.5)

usando la condición de contorno (1.1.2) en (1.1.5) se tiene

1

2
��(t)�

1

2⇡i

Z

�

↵0(t)

↵(⌧)� ↵(t)
��(⌧)d⌧ = 0. (1.1.6)
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Añadiendo (1.1.4) en (1.1.6), se llega a la ecuación integral

��(t) +
1

2⇡i

Z

�

 
1

⌧ � t
�

↵0(⌧)

↵(⌧)� ↵(t)

!
��(⌧)d⌧ = 0 (1.1.7)

la cual es una ecuación canónica de Fredholm, es decir, (I + K)�� = 0, donde I es el
operador identidad y K es un operador compacto. Por lo tanto, por la teoŕıa de Fredholm,
la ecuación (1.1.7) tiene un número finito de soluciones linealmente independientes (ver
[13], [17], [18] y [41]). Ya que los valores de frontera de soluciones del problema (1.1.2)
satisfacen a la ecuación (1.1.7), se cumple que el problema de salto (1.1.2) también tiene
un número finito de soluciones linealmente independientes. Está claro que si la solución
es constante para el problema de valor en la frontera (1.1.2), en virtud de que asumimos
��(1) = 0, la constante es igual a cero. Ahora si suponemos que la función es anaĺıtica por
tozos {�+

⇤
(z),��

⇤
(z)}, no es igual a alguna constante, es una solución al problema (1.1.2).

Originando que la k�esima potencia (k es un número natural) de la identidad �+
⇤
(↵(t)) =

��

⇤
(t), da

{�+
⇤
(↵(t))}k ⌘ {��

⇤
(t)}k, k = 1, 2, ... .

Esto implica junto con toda solución {�+
⇤
(z),��

⇤
(z)} cada función anaĺıtica por trozos

{(�+
⇤
(z))k, (��

⇤
(z))k}, donde k es un número natural es también una solución para el

problema (1.1.2). Todas las soluciones son linealmente independientes y obtendremos un
conjunto infinito numerable de soluciones linealmente independientes. Pero esto contradice
la conclusión obtenida previamente de que el problema (1.1.2) que tiene un conjunto finito
de soluciones linealmente independientes.

Lema 1.1.2. La ecuación integral homogénea canónica de Fredholm

(L')(t) := '(t) +
1

2⇡i

Z

�

 
↵0(⌧)

↵(⌧)� ↵(t)
�

1

⌧ � t

◆
'(⌧)d⌧ = 0, t 2 �, (1.1.8)

no tiene soluciones distintas de las triviales.

Demostración. Sea '(t) una solución de la ecuación integral (1.1.8), y consideremos las
integrales de tipo Cauchy

�+(z) =
1

2⇡i

Z

�

'(↵�1(⌧))

⌧ � z
d⌧, z 2 D+,

��(z) =
1

2⇡i

Z

�

'(⌧)

⌧ � z
d⌧, z 2 D�,

donde ↵�1(t) es la función inversa de ↵(t). Notemos que ��(1) = 0. Usando las fórmulas
de Sokhotski-Plemelj (0.0.2), (0.0.3), obtenemos

(L')(t) = �+(↵(t))� ��(t), t 2 �. (1.1.9)
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Ya que '(t) es una solución de la ecuación (1.1.8), de (1.1.9) tenemos
Z

�

'(↵�1(⌧))

⌧ � z
d⌧ ⌘ 0, z 2 D+,

Z

�

'(⌧)

⌧ � z
d⌧ ⌘ 0, z 2 D�.

(1.1.10)

Ahora, para las ecuaciones (1.1.10) y las fórmulas de Sokhotski-Plemelj (0.0.2), (0.0.3),,
concluimos que la función '(↵�1(t)) es el valor de contorno de la función  �(z) anaĺıtica
en el dominio D�, que desaparece en z = 1 y '(t) es el valor de contorno de la función
 +(z) anaĺıtica en D+, i.e.

'(↵�1(t)) =  
�(t), '(t) =  +(t),  �(1) = 0. (1.1.11)

Para (1.1.11) obtenemos el problema con valor en la frontera

 +(t) =  �(↵(t)),  �(1) = 0. (1.1.12)

Aplicando el Lema 1.1.1, obtenemos

 +(z) ⌘  �(z) ⌘ 0, '(t) ⌘ 0.

Definición 1.1.1. Un operador A 2 B(X) se dice que es Fredholm si su imagen es cerrada
y los espacios kerA y kerA⇤ formados por los núcleos del operador A y de su operador
adjunto A⇤ son de dimensión finita. Y en tal caso Ind A = dim ker � dim ker A

Usando la alternativa de Fredholm que dice lo siguiente:

Definición 1.1.2. La alternativa de Fredholm. Para la ecuación Ax = y con un operador
de Fredholm A, una de las siguientes alternativas se cumplen.

a) La ecuación homogénea Ax = 0 no tiene soluciones linealmente independientes
(↵(A) = 0) y entonces la ecuación Ax = y es incondicionalmente y uńıvocamente
soluble.

b) La ecuación homogénea Ax = 0 tiene soluciones no triviales, y para la solubilidad de
las ecuaciones Ax = y es necesario y suficiente que las ↵(A) (= ↵(A⇤)) condiciones
de solvencia u(y) = 0 ocurran para todos u 2 ker A⇤.

Concluimos que la correspondiente ecuación no homogénea L' = f es incondicio-
nalmente soluble y tiene una única solución.

Ahora podemos deducir la representación integral especial para una función anaĺıtica
por trozos.
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Teorema 1.1.1. (Representación integral para una función anaĺıtica por trozos) Sea ↵(t)
un difeomorfismo que preserva la orientación en la curva de Lyapunov cerrada � definida
en la formulación del problema (1.1.1) sobre si mismo de tal manera que ↵0(t) 2 Hµ(�) y
↵0(t) 6= 0, con la función inversa ↵�1(t). Para cualquier función {�+(z),��(z)} anaĺıtica
por trozos en el plano complejo C con salto en la curva �, que desaparece en el punto z =
1, es decir, ��(1) = 0, y teniendo en � los valores de contorno �+(t), ��(t) 2 Hµ(�)
tal que las siguientes representaciones se siguen,

�+(z) =
1

2⇡i

Z

�

'(↵�1(⌧))

⌧ � z
d⌧, z 2 D+,

��(z) =
1

2⇡i

Z

�

'(⌧)

⌧ � z
d⌧, z 2 D�,

(1.1.13)

donde ' 2 Hµ(�).

Demostración. Evaluando, de acuerdo con las fórmulas de Sokhotski- Plemelj, los valores
de contorno �+(↵(t)) y ��(t) de las integrales de tipo Cauchy (1.1.13), obtenemos la
ecuación integral de Fredholm

(L')(t) = �+(↵(t))� ��(t), t 2 � (1.1.14)

donde el operador integral L está definido en (1.1.8). Se sigue por el Lema 1.1.2 y de la
alternativa de Fredholm que la ecuación integral (1.1.14) es incondicionalmente soluble y
tiene una única solución '(t).

Teorema 1.1.2. (Solución del problema de salto del valor en la frontera de Haseman)
La única función anaĺıtica por trozos que desaparece en infinito, la cual es solución del
problema de valor en la frontera

�+(↵(t))� ��(t) = g(t) (1.1.15)

con g(t) 2 Hµ(�) está dada por las fórmulas

�+(z) =
1

2⇡i

Z

�

'(↵�1(⌧))

⌧ � z
d⌧, ��(z) =

1

2⇡i

Z

�

'(⌧)

⌧ � z
d⌧ (1.1.16)

donde '(t) es una solución de la ecuación integral de Fredholm

(L')(t) ⌘ '(t) +
1

2⇡i

Z

�

 
↵0(⌧)

↵(⌧)� ↵(t)
�

1

⌧ � t

!
'(⌧)d⌧ = g(t) (1.1.17)

la cual es incondicionalmente y uńıvocamente soluble.
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Demostración. El Teorema 1.1.1 nos dice que la única solución del problema con valor
en la frontera (1.1.15) es representado de la forma (1.1.16). Calculando los valores en la
frontera �+(↵(t)) y ��(t) de las integrales de tipo Cauchy (1.1.16) y después sustituiremos
los valores en la condición de frontera (1.1.15), llegamos a la ecuación (1.1.17) para la cual
la densidad '(t) de la representación de la integral (1.1.16) es representada uńıvocamente
e incondicionalmente por la función g(t) 2 Hµ(�).

Usando la solución del problema de salto

⌥+(↵(t))�⌥�(t) = lnG(t), t 2 �,

es posible estudiar la pregunta completa de la solubilidad del problema homogéneo de
valor en la frontera de Haseman

�+(↵(t)) = G(t)��(t) (1.1.18)

para el caso {arg G(t)}� = 0, donde G(t) 2 Hµ(�). Este resultado nos permitirá demostrar
eventualmente el Teorema de adhesión conforme.

Teorema 1.1.3. (Solución del problema homogéneo con valor en la frontera de Haseman
con ı́ndice de Cauchy cero en sus coeficientes) El problema homogéneo con valor en la
frontera de Haseman (1.1.18) con {arg G(t)}� = 0 tiene una única solución no trivial en
las clases de funciones anaĺıticas por trozos que satisfacen la condición ��(1) = 1 y el
problema no tiene soluciones distintas de las triviales que desaparezcan en infinito.

Demostración. Consideremos el problema con valor en la frontera (1.1.18) y supongamos
que  = 1

2⇡{arg G(t)}� = 0. Buscamos una solución al problema (1.1.18) que satisfaga la
condición ��(1) = 1. Desde  = 0 evaluando en logaritmo ambas partes de (1.1.18) nos
da el problema de salto con valor en la frontera de Haseman:

⌥+(↵(t))�⌥�(t) = lnG(t) (1.1.19)

donde ⌥+(z) = ln�+(z), ⌥�(z) = ln��(z). En virtud de que la condición ��(1) = 1,
consideremos le problema con valor en la frontera (1.1.19) en las clases de funciones anaĺıti-
cas por trozos que satisfacen la condición ln��(1) = ⌥�(1) = 0. Consecuentemente,
por el Teorema 1.1.2, tenemos que existe una única solución

{�+(z) = e⌥
+(z), ��(z) = e⌥

�(z)
}

del problema con valor en la frontera (1.1.18) que satisface la condición ��(1) = 1. La
solución general del problema (1.1.18), en las clases de funciones anaĺıticas por trozos
acotadas en infinito, toman la forma

{ce⌥
+(z), ce⌥

�(z)
},

donde c es una constante compleja arbitraria. Si imponemos la condición adicional ��(1) =
0, con c = 0 y, por tanto, el problema con valor en la frontera (1.1.18) sólo tiene la solución
trivial en las clases de funciones anaĺıticas por trozos que desaparecen en infinito.
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1.2. El teorema de la adhesión conforme y la reduc-
ción del problema de Haseman al problema de
Riemann

En esta sección se mostrará que los dominios D+ y D�, definidos por la curva de
Lyapunov cerrada y simple �, se pueden transformar mediante una aplicación conforme
en dominios �+ y �� respectivamente. Se puede pensar que los dominios �+ y ��

están definidos mediante una curva de Lyapunov �0 simple y cerrada, que divide a C
en dos dominios conexos, que es la imagen bajo la transformación conforme de la curva
original �. Los dominios �+ y �� son tales que las imágenes de los puntos ↵(t) 2 �
( por medio de la transformación D+

! �+) y de los puntos t 2 � ( por medio de la
transformación D�

! ��) se pegan en el mismo punto en el nuevo contorno �0. Usando
estas transformaciones y la sustitución de variables, podemos eliminar el corrimiento ↵(t)
en la condición de frontera en � del problema de Haseman (1.1.1), transformadolo a un
problema de Riemann en �0.

Ahora denotemos por !+(z) y !�(z) a las funciones que realizan el mapeo conforme
D+

! �+ y D�
! ��, respectivamente. El requisito de la concurrencia de las imágenes

de los puntos ↵(t) y t significa que los valores ĺımites sobre � de las funciones !+(z) y
!�(z) satisfacen la condición de adhesión

!+(↵(t)) = !�(t). (1.2.1)

La función !�(z) tiene necesariamente un polo en el dominio D�, ya que si este no
es el caso, por el Lema 1.1.1 ocurriŕıa que !�(z) ⌘ const en D� y por lo que no obtenemos
un mapeo con la propiedad necesaria. Ya que la transformación !�(z) : D�

! �� tiene
que ser uno a uno, este polo es simple. Por lo tanto finalmente tenemos a !�(z) de la
forma

!�(z) = z + !̃�(z), (1.2.2)

donde !̃�(z) es una función anaĺıtica en D� que desaparece en infinito. Teniendo en
cuenta la ecuación (1.2.2), se puede ver que el problema con valor en la frontera (1.2.1)
es equivalente al problema de salto de Haseman

!+(↵(t))� !̃�(t) = t, t 2 �, (1.2.3)

el cual debe ser resuelto a fin de encontrar una función anaĺıtica por trozos {!+(z), !̃�(z)}
que desaparece en infinito. De acuerdo con el Teorema 1.1.2, el problema de valor en
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la frontera (1.2.3) tiene una única solución la cual es representada por (1.1.16), donde
'(t) satisface la ecuación L' = t. Aśı, las funciones de adhesión !+(z) y !�(z) están
determinadas únicamente por (1.2.1) y (1.2.2). Ahora transformaremos el problema de
Haseman (1.1.1) en � al problema de Riemann en �0. Sea t = !�

�1(w) la función inversa
a w = !�(t), i.e.

!�(!�

�1(w)) ⌘ w, w 2 �0, !�

�1(!
�(t)) ⌘ t, t 2 �.

Reemplazando t por !�

�1(w) en la condición de frontera (1.2.1), obtenemos

!+
{↵(!�

�1(w))} ⌘ w. (1.2.4)

Ahora introducimos la función anaĺıtica por trozos {�+
1 ,�

�

1 } por

�+(z) = �+
1 [!

+(z)], ��(z) = ��

1 [!
�(z)]. (1.2.5)

Entonces la condición de frontera de Haseman (1.1.1) tiene la forma

�+
1 {!

+(↵(t))} = G(t)��

1 (!
�(t)) + g(t), t 2 �.

Haciendo la sustitución t = !�

�1(w), i.e. pasamos del contorno � al contorno �0, obtenemos

�+
1 {!

+[↵(!�

�1(w))]} = G(!�

�1(w))�
�

1 (w) + g(!�

�1(w)), w 2 �0.

Usando la identidad (1.2.4), obtenemos el problema de Riemann con valor en la frontera
en el nuevo contorno �0

�+
1 (w) = G(!�

�1(w))�
�

1 (w) + g(!�

�1(w)), w 2 �0. (1.2.6)

Por lo que queda probar que las transformaciones !+ : D+
! �+ y !� : D�

! ��

satisfacen las condiciones enlistadas arriba.

Teorema 1.2.1. (Adhesión conforme) Las funciones !+(z) y !�(z), las cuales son solu-
ciones del problema con valor en la frontera (1.2.1) en la clase (1.2.2), transforman uno
a uno los dominios D+ y D� en los dominios �+ y �� respectivamente. Los dominios
�+ y �� están acotados por los contornos �0

+ y �0

�
respectivamente, y estos dominios �+

y �� no se intersectan y son divididos por la curva común de Lyapunov �0

+ = �0

�
= �0

complementando entre śı hasta el plano complejo extendido Ċ := C [ {1}.

Demostración. La prueba de este teorema será dividida por los siguientes cinco pasos:

1. Primero probaremos que las fronteras de los dominios �+ y �� coinciden, i.e. �0

+ =
�0

�
. Sea w 2 �0

+. Entonces existe un punto t 2 � tal que !+(t) = w. En virtud de la
ecuación !+(t) = !�(↵�1(t)), obtenemos que !+(↵�1(t)) = w y, consecuentemente,
w 2 �0

�
. Por lo que, �0

+ ⇢ �0

�
; la inclusión inversa �0

�
⇢ �0

+ es probada de manera
análoga. Por lo tanto �0

+ = �0

�
= �0.
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2. Probaremos que los valores ĺımites !+(t) y !�(t) de la solución del problema de
valor en la frontera (1.2.1) tiene derivaciones con respecto a t perteneciente a la
clase Hµ(�). Para mostrar ésto, consideramos el problema de Haseman

↵0(t)�+(↵(t)) = ��(t). (1.2.7)

Vamos a resolver el problema (1.2.7), y vamos a llegar a la solución del problema
inicial (1.2.1) integrando la solución del problema (1.2.7) con la condición adicional
��(1) = 1. En vista de la fórmula 1

2⇡{arg ↵
0

+(t)}� = 0, tenemos

1

2⇡

(
arg

1

↵0(t)

)

�

= 0.

Por lo tanto, por el Teorema 1.1.3, el problema con valor en la frontera (1.2.7) tiene
una única solución anaĺıtica por trozos que satisface la condición ��(1) = 1. La
solución {�+(z), ��(z)} podemos expresarla en términos de la integrales de tipo
Cauchy con densidades en Hµ(�). Consecuentemente, �±(t) 2 Hµ(�) (ó �±(t) 2

H1�✏(�) si µ = 1). Ahora consideremos la función

!0(z) =

(Z z

↵(to)

�(t)dt, z 2 D+;

Z z

t0

�(z)dz, z 2 D�

)
,

donde t0 es un punto arbitrario en el contorno �. La función !0(z) satisface la
condición de frontera !+

0 (↵(t)) = !�

0 (t). De hecho

!+
0 (↵(t)) =

Z ↵(t)

↵(t0)

�+(t)dt =

Z t

t0

�+(↵(u))↵0(u)du =

Z t

t0

��(u)du = !�

0 (t).

Además, el desarrollo de la función !�

0 (z) en una vecindad alrededor de infinito,
tiene la forma

!�

0 (z) = z + a0 +
a1
z

+
a2
z2

+ ... (1.2.8)

Ciertamente, integrando la ecuación (1.2.8) en � y usando el Teorema integral de
Cauchy, obtenemos

�2⇡iRes��(z)|z=1 =

Z

�

��(t)dt =

Z

�

↵0(t)�+(↵(t))dt =

Z

�

�+(⇠)d⇠ = 0.

Por lo tanto Res��(z)|z=1 = 0 y el desarrollo de �(z) en infinito tiene la forma

��(z) = 1 +
c2
z2

+
c3
z3

+ ...,
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y aśı la fórmula (1.2.8) es válida. Sea W±(z) = !±(z)� !±

0 (z), donde !
±

0 (z) es una
solución del problema con valor en la frontera (1.2.1) de la clase de funciones que
satisfacen (1.2.2). Entonces las funciones W±(z) satisfacen la condición de frontera

W+(↵(t)) = W�(t)

siendo W�(z) acotada en infinito. De acuerdo con el Lema 1.1.1, tenemos que
W±(z) ⌘ const, i.e. !±(z) = !±

0 (z) + const. Derivando las ecuaciones, obtenemos

d!±(t)

dt
= �±(t), t 2 �.

Por lo tanto d!±(t)
dt 2 Hµ(�).

3. Ahora probaremos que si t1, t2 2 � y t1 6= t2, entonces !�(t1) 6= !�(t2). En otras
palabras, el contorno �0 es una curva de Jordan simple que divide el plano complejo
C en los dominios �+ y ��. Supongamos lo contrario, i.e. que !�(t1) = !�(t2) = !0

para t1 6= t2, e introducimos las funciones !±

1 (z) = !±(z)� !0.

Las funciones !±

1 (z) satisfacen la condición de frontera (1.2.1), entonces

!�

1 (t1) = !�

1 (t2) = !+
1 (↵(t1)) = !+

1 (↵(t2)) = 0. (1.2.9)

Reescribimos la condición de frontera (1.2.1) en la forma

[↵(t)� ↵(t1)][↵(t)� ↵(t2)]

(t� t1)(t� t2)
·

!+
1 (↵(t))

[↵(t)� ↵(t1)][↵(t)� ↵(t2)]
=

!�

1 (t)

(t� t1)(t� t2)

y se fija

!+
2 (z) =

!+
1 (z)

[z � ↵(t1)][z � ↵(t2)]
, !�

2 (z) =
!�

1 (z)

(z � t1)(z � t2)
.

Ya que las condiciones (1.2.9) se cumplen, de acuerdo con lo que se hab́ıa probado

en el caso 2, d!±(t)
dt 2 Hµ(�), obtenemos que !±

2 (t) 2 Hµ(�). Ademas !�

2 (1) = 0 y
la condición de contorno

!+
2 (↵(t)) =

(t� t1)(t� t2)

[↵(t)� ↵(t1)][↵(t)� ↵(t2)]
!�

2 (t) (1.2.10)

ocurren. Además el ı́ndice de Cauchy del coeficiente del problema de Haseman (1.2.10)
es igual a cero. De hecho, si el punto t se mueve a lo largo de � en dirección positiva
desde el punto ti en el mismo punto ti, entonces los argumentos del numerador y de-
nominador de las fracciones ↵(t)�↵(ti)

t�ti
, i = 1, 2, ambas incrementan en ⇡. Por lo tanto

el incremento de los argumentos de las fracciones ya mencionadas son igual a cero.
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Además !�

2 (1) = 0. En vista del Teorema 1.1.3, el problema homogéneo (1.2.10)
sólo tiene la solución trivial !±(z) ⌘ 0. Por lo tanto !±(z) = w = const. Sin em-
bargo, esta igualdad no es posible ya que la función !�(z) tiene un polo en infinito.
Por lo que tenemos una contradicción. Consecuentemente,

!�(t1) 6= !�(t2), si t1, t2 2 � con t1 6= t2.

4. Ahora, la correspondencia uno a uno de los dominio D+
! �+ y D�

! �� se
siguen directamente del conocido principio de correspondencia de frontera de los
mapeos conformes. De acuerdo con el principio mencionado es suficiente establecer
que la correspondencia uno a uno es válida para las curvas frontera, pero esto fue
justo lo que hicimos en el paso 3.

5. Resta establecer que la curva �0 pertenece a la clase de las curvas de Lyapunov. De-
notamos por s y � el arco de la abscisa de los puntos t 2 � y w 2 �0 correspondiendo
una a la otra. Obviamente

� = �(s) =

Z s

s0

|w0

t(t(s))|ds.

Esto implica que la función �(s) incrementa monótonamente y que existe la función
inversa monótonamente creciente s = s(�). Además

|�2 � �1| = |�(s2)� �(s1)| =

����
Z s2

s1

|w0

t(t(s))|ds

���� � m|s2 � s1|,

donde m = min{|w0

t(t(s))| : s 2 [s1, s2]}. Nótese que m 6= 0 ya que la solución del
problema (1.2.8) no desaparece en ningún punto en �. Por lo tanto

|s(�2)� s(�1)| 
1

m
|�2 � �2|. (1.2.11)

Pero esto significa que la función s(�) satisface la condición de Hölder con exponente
µ = 1. Ahora consideramos la derivada w0

� = dw(t(s(�)))
d� . Obtenemos que

w0

� =
dw(t)

dt
·
dt(s)

ds
·
ds

d�
= t0(s)

w0(t)

|w0(t)|
= t0(s)ei arg w0(t). (1.2.12)

El segundo factor en el miembro derecho de la fórmula (1.2.12) satisface la condición
de Hölder. De hecho de acuerdo a la ecuación (1.2.11), la función s(�) es una función
de Hölder que toma valores reales. La función t(s) tiene una derivada acotada y,
consecuentemente, la función t(s(�)) satisface una condición de Hölder. Finalmente
w0(t) 2 Hµ(�) tal como fue probado arriba. Ya que el contorno � es una curva de
Lyapunov, la función t0(s(�)) también pertenece a la clase de Hölder. Aśı la derivada
w0

� satisface una condición de Hölder respecto a �, y esto significa que �0 pertenece
a la clase de las curvas de Lyapunov.
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El Teorema 1.2.1 da un soporte completo al razonamiento acerca de la reducción
del problema de Haseman (1.1.1) al problema de Riemann (1.2.6). Usando el siguiente
teorema

Teorema 1.2.2. El número l de soluciones linealmente independientes y el número ⇢ de
condiciones de solubilidad linealmente independientes del problema de valor de frontera
de Riemann �+(t) = G(t)��(t) + g(t), t 2 �, para un par de funciones ésta dada por

l = max (0,), ⇢ = max (0,�),

donde  = 1
2⇡{arg G(t)}�. Las soluciones y las condiciones de solubilidad del problema

�+(t) = G(t)��(t)+g(t) están expresadas en forma expĺıcita (por medio de las integrales
de tipo Cauchy) por las fórmulas

�±(z) = X±(z) ±(z) +X±(z)P�1(z)

donde la función anaĺıtica por trozos X(z) es definida como

X+(z) = e⌥
+(z) y X�(z) = z�e⌥

�(z) en D+ y D�, respectivamente,

⌥(z) =
1

2⇡i

Z

�

ln[⌧�G(⌧)]

⌧ � z
d⌧,  (z) =

1

2⇡i

Z

�

g(⌧)

X+(⌧)

d⌧

⌧ � z
, (z 2 Ċ \ �).

P�1(z) es un polinomio de orden � 1 y
R
�

g(t)
X+(t)t

k�1dt = 0 para k = 1, 2, ...,�.

Obtenemos el siguiente resultado acerca de la solubilidad del problema de valor de
frontera de Haseman.

Teorema 1.2.3. El número l de soluciones linealmente independientes del problema ho-
mogéneo de Haseman en la clase de funciones anaĺıticas por trozos que desaparece en el
infinito esta dado por l = max (0,), y el número de condiciones de solubilidad lineal-
mente independientes del correspondiente problema de Haseman no homogéneo es dado
por ⇢ = max (0,�) donde  = 1

2⇡{arg G(t)}�.

Como se observa de las soluciones, éstas pueden ser obtenidas en forma expĺıcitas
si los mapeos conformes !+ : D+

! �+ y !� : D�
! �� son conocidos. Se sigue de

los argumentos precedentes que el problema de construir !+ y !� son equivalentes, en
algún sentido a resolver una ecuación canónica de Fredholm. Por lo tanto ninguno de los
métodos (el método de la ecuación integral o el método de la adhesión conforme) tiene
ventaja uno sobre otro en el problema de resolver efectivamente el problema de Haseman.
El problema de Haseman es soluble en una forma expĺıcita si la ecuación integral de
Fredholm L' = t admite tal solución.
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1.3. Fundamentos de la teoŕıa general de las flexiones
infinitesimales de superficie

Sea S una superficie regular seccional, es decir, compuesta por pedazos pegados de
diferentes superficies, de clase Cm representada en forma vectorial por la ecuación

r = r(x1, x2).

Consideremos ahora la familia de superficies S", representada por la ecuación de la forma

r"(x
1, x2) = r(x1, x2) + "U(x1, x2),

donde " es un parametro numérico arbitrario y U(x1, x2) es una función vectorial con-
tinuamente diferenciable de un punto de la superficie. Se dicen que las superficies S"

son flexiones infinitesimales de la superficie S si la diferencia entre los cuadrados de sus
elementos lineales son una cantidad de orden "2, i.e.

ds2" � ds2 = O("2). (1.3.1)

Ya que
ds2 = drdr, ds2" = drdr+ 2"drdU+ "2dUdU,

para que (1.3.1) es cierto, es necesario y suficiente que

drdU = 0. (1.3.2)

La ecuación (1.3.2) implica que

dU = V ⇥ dr (1.3.3)

donde V es una función vectorial. El vector V se llama vector de rotación.

La última ecuación es llamada“la ecuación de flexión inifinitesimal”de la superficie
S, y el vector U que satisface esta ecuación es llamada “el vector de desplazamiento
de flexión infinitesimal”. Tal un campo vectorial en S puede ser brevemente llamado el
“campo de desplazamiento”. En virtud de (1.3.1) tenemos

ds" = ds


1 + "2

✓
dU

ds

◆2�1/2
, (1.3.4)

es decir,

ds" � ds = O("2) � 0. (1.3.5)

Por lo que tenemos lo siguiente.
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Teorema 1.3.1. Como un resultado de una flexión infinitesimal de la superficie cada
elemento de ella toma un incremento no negativo de segundo orden de pequeñez, es decir,
O("2).

En lo que sigue consideraremos siempre solo deformaciones continuas de una super-
ficie, es decir, suponemos que el vector de desplazamiento U es una función continua de
un punto de una superficie.

Por una verificación directa encontramos que la ecuacin (1.3.2) siempre tiene solu-
ciones de la forma

U = ⌦⇥ r+C, (1.3.6)

donde ⌦ y C son vectores arbitrarios. El campo vectorial (1.3.6) se llama “flexiones
triviales” o “campo trivial de desplazamientos”.

El problema básico de la teoŕıa de la flexión infinitesimal de superficies consiste
en la determinación de campos de desplazamiento no triviales que satisfacen la ecuación
(1.3.2).

Sea S una superficie de la clase Cm.

El cuadrado del elemento lineal, es decir, la primera forma fundamental cuadrática
de la superficie S, tiene la forma

I = ds2 = a↵�dx
↵dx�, (1.3.7)

donde

a↵� = a�↵ = r↵r↵ para ↵, � = 1, 2, a = a11a22 � a212 > 0, (1.3.8)

y r↵ = @r
@x↵ .

Considere la segunda forma fundamental cuadrática de la superficie S,

II = b↵�dx
↵dx�, (1.3.9)

donde

b↵� = nr↵�, r↵� =
@2r

@x↵@x�
, n =

r1 ⇥ r2
|r1 ⇥ r2|

. (1.3.10)
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La curvatura principal de la superficie está dada por

K =
b11b22 � b212
a11a22 � a212

. (1.3.11)

Sea L una ĺınea en la superficie S. A lo largo de L consideremos la tripleta natural
s,m,b, donde s, m y b es, respectivamente, el vector tangente unitario, el vector unitario
de la normal principal y el vector binormal unitario. Por eso

s⇥m = b, m⇥ b = s, b⇥ s = m. (1.3.12)

Descomponiendo el vector de desplazamiento U con respecto a la tripleta natural s,m,b,
obtenemos

U = uss+ umm+ ubb. (1.3.13)

Diferenciando a lo largo de esta ecuación con respecto a los arcos de la curva L y haciendo
uso de las fórmulas Serret-Frenet

ds

ds
= km,

dm

ds
= �ks+ �b,

db

ds
= ��m, (1.3.14)

donde k es la curvatura y � la torsión de la curva L, obtenemos

dU

ds
=
⇣dus

ds
� kum

⌘
s+

⇣dum

ds
+ kus � �ub

⌘
m+

⇣dub

ds
+ �um

⌘
b. (1.3.15)

Por otro lado, de la ecuación (1.3.3) sigue que

dU

ds
= V ⇥ s = (vss+ vmm+ vbb)⇥ s = vbmvmb, (1.3.16)

donde vs, vm, vb son las proyecciones del vector de rotación V sobre los vectores
unitarios de la tripleta natural.

Considerando los dos vectores unitarios mutuamente perpendiculares que son tan-
gentes a la superficie

l =
dr

dl
, s =

dr

ds
, (1.3.17)

y teniendo en cuenta las relaciones

l⇥ s = n, dU = V ⇥ dr, (1.3.18)
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tenemos

�s =
dU

ds
= V ⇥ s, �l =

dU

dl
= V ⇥ l, (1.3.19)

�n = �l⇥ s+ l⇥ �s = V ⇥ n, (1.3.20)

donde �s, �l, �n son variaciones de los vectores s, l,n, respectivamente.

Si J [y] es un funcional con la función y = y(x) como argumento, y hay un pequeño
cambio en su argumento de y a y + h, donde h = h(x) es una función en el mismo
espacio funcional que y, entonces el cambio correspondiente en el funcional es �J [h] =
J [y + h] � J [y]. La función h se llama la variación de la función y. El funcional J [y] se
dice que es diferenciable si �J [h] = '[h] + "khk, donde '[h] es un funcional lineal, khk
es la norma de h, y " ! 0 como khk ! 0. El funcional lineal '[h] se llama de primera
variación de J [y] y se denota por �J [h] = '[h].

Sea L la ĺınea de contacto de dos superficies S+ y S�. A lo largo de L consideremos
además la tripleta natural s,m,b y dos tripletas más �s,n+, l+ y s,n�, l� conectadas con
las superficies S+ y S�. Podemos asumir que esas tripletas tienen la misma orientación
que la tripleta natural s,m,b.

Investigando las flexiones infinitesimales de la superficie regular S = S+ + S� ,
tenemos en vista de la continuidad de la deformación

U+ = U� (en L), (1.3.21)

donde U+ y U� son los vectores de desplazamientos de flexiones de las superficies S+ y
S�, respectivamente. Diferenciando la relación de (1.3.21) con respecto al arco de la curva
L y tomando en cuenta que dU = V ⇥ dr tenemos

V+
⇥ s = V�

⇥ s, i.e. V+
�V� = µs, (1.3.22)

donde µ es una función de la curva L. Diferenciando la relación de (1.3.22) una vez más
con respecto al arco s, obtenemos

dV+

ds
�

dV�

ds
= �kµm�

dµ

ds
s,

o bien, usando [45, Caṕıtulo 5, fórmula (7.49)],

�k+
s l

+ + �⌧+s s� �k�

s l
�
� �⌧�s s = �kµm�

dµ

ds
s, (1.3.23)

donde k+
s , k

�

s , ⌧
+
s , ⌧

�

s son las curvaturas normales y las torsiones geodésicas de las super-
ficies S+ y S� a través de la curva L, respectivamente. Ya que l± = �m sin ✓± + b cos ✓±
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(ver [45, Captulo 5, fórmula (7.31)], este vector de relación es equivalente a las siguientes
tres relaciones escalares:

�k+
s cos ✓+ � �k�

s cos ✓� = 0,

�k+
s sin ✓+ � �k�

s sin ✓� = kµ, (1.3.24)

�⌧+s � �⌧�s = �
dµ

ds
,

donde ✓± 2 [�⇡, ⇡] son los ángulos entre vector de normal principal m de la curva L y
los vectores normales n± para las superficies S±, respectivamente.

De acuerdo con las fórmulas

(1) �k = �ks cos ✓, (2) k�✓ = ��ks sin ✓, (1.3.25)

(ver [45, Caṕıtulo 5, fórmula (7.43)]), la segunda de las relaciones anteriores implica que

µ =
sin ✓+

k
�k+

s �
sin ✓�

k
�k�

s ⌘ �✓� � �✓+, (1.3.26)

es decir,

µ = �#, donde # = ✓� � ✓+. (1.3.27)

Se puede ver que # es igual al ángulo suplementario de ⇡, el cuál es el ángulo entre
las superficies S+ y S�, es decir, es igual al ángulo formado por sus normales n+ y
n� : cos# = n+n�.

Por lo tanto, en la linea de contacto el vector de rotación tiene una discontinuidad

V+
�V� = ��#s, (1.3.28)

donde �# es la variación del ángulo de contacto.

Haciendo uso de las relaciones (1.3.24) tenemos

µ = �# = �
sin#

k+
s

�k�

s ⌘ �
sin#

k�
s

�k+
s (1.3.29)

o bien

�# = �
k sin#

k+
s k

�
s

�k. (1.3.30)
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La relación (1.3.27) puede también derivar lo siguiente:

�m = V+
⇥m� �✓+b, �m = V�

⇥m� �✓�b.

De donde
(V+

�V�)⇥m� �(✓+ � ✓�)b = 0,

o
�(✓� � ✓+) ⌘ �# = bm(V+

�V�) ⌘ �µbms = µ

Esto fué probado. De (1.3.24) y en vista de (1.3.27) tenemos

�k+
s cos ✓+ � �k�

s cos ✓� = 0,

�⌧+s � �⌧�s +
d�#

ds
= 0.

(1.3.31)

Esas relaciones podemos llamarlas ”las condiciones de conjunción a través de la linea de
contacto”.

Las fórmulas (1.3.31) se pueden derivar también de la siguiente manera. Ya que la
curva L pertenece a ambas superficies S+ y S� y la deformación que es continua podemos
escribirla como

�k = �k+
s cos ✓+ = �k�

s cos ✓�,

�� = �⌧+s �
d�✓+

ds
= �⌧�s �

d�✓�

ds
.

(1.3.32)

Estas relaciones implican (1.3.31) si tomamos en cuenta que �# = �✓� � �✓+.

1.4. El problema H

En investigaciones de campos de flexión de superficies regulares seccionadas es nece-
sario tomar en cuenta no solo las condiciones de acotamiento en la frontera de la superficie,
pero también las condiciones de conjunción en las ĺıneas de contacto. Estas circunstancias
complican significativamente el problema. En esta sección se muestra que incluso en los
casos mas simples se enfrentan con problemas matemáticos que se han investigado muy
poco.

Sea S+ y S� secciones de los ovaloides los cuales están conectados y juntos constru-
yen un una cerradura, pero en general una superficie no convexa. Ahora elegimos en S+

y S� las redes conjugadas isométricas de ĺıneas las cuales homeomorficamente mapean
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esas superficies en los dominios G+ y G� del plano z, teniendo en común la frontera � la
cual es una curva suave cerrada simple; G� es un dominio infinito. Se puede ver que esas
redes siempre existen. En este caso el contorno de contacto L es doblemente mapeado
homeomorficamente en la curva �, y a cada punto M de la curva L tiene correspondencia
en � en general dos puntos distintos t y ⌫(t) donde ⌫(t) es la función que establece el
mapeo de homeomorfismo de la curva � en si misma.

Si los dominios G+ y G� no son fijos de antemano, podemos introducir en toda la
superficie suave seccionalmente cerrada el sistema de coordenadas conjugadas-isometricas
en común, por medio de cual la superficie S+ +S� es mapeada homeomorficamente en el
plano entero z.

Podŕıa ser soportada la idea de que en ambas superficies las coordenadas conjugadas
isometricamente son presentadas en tal camino que las ecuaciones para las funciones
complejas de desplazamiento y flexión tienen la forma

@zw + Aw +Bw = 0 (en G+ +G�) (1.4.1)

@z bw0
� A bw0

� B bw0 = 0 (en G+ +G�) (1.4.2)

respectivamente.

La función compleja de desplazamiento es definida por la fórmula

w = 2Urz (1.4.3)

y satisface la ecuación (1.4.1), donde por [45, Caṕıtulo 5, fórmula (3.64)] y por [45, Caṕıtu-
lo 2, fórmula (6.66)],

A = �
@

@z
ln

q
a
p

K,

B = �
a
p
K

2a+
@

@z

⇣ a�

a
p
K

⌘ (1.4.4)

y por [45, Caṕıtulo 2, fórmulas (6.55)]

a+ = 4rzrz, a� = 4rzrz, a =
1

4

�
(a+)2 � |a�|2

�
.

Si el dominio G es simplemente conexo, entonces la función compleja de flexión bw0 es la
función anaĺıtica generalizada que satisface la ecuación (1.4.2) conjugada a la ecuación
(1.4.1) para la función compleja de desplazamiento.

En el caso bajo la consideración la condición de la conjunción (1.3.31) o la condición
equivalente (1.3.28) puede también ser escrita de la forma compleja, haciendo uso de la
función de flexión compleja bw0 la cual satisface la ecuación (1.4.2).
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Definiendo la función

U 0(z) =

q
a
p

K bw0(z), (1.4.5)

donde K es la curvatura principal definida por (1.3.11) y a es dada por (1.3.8), transfor-
mamos la ecuación (1.4.2) a la forma

@zU
0
� BU

0

= 0. (1.4.6)

En vista de (1.4.5) tenemos (ver [45, Caṕıtulo 5, fórmula (6.44)]) que

dV

ds
=

2p
a
p
K

Im{U 0(z)
dz

ds
rz}, (1.4.7)

donde
dz

ds
=

dx

ds
+ i

dy

ds
, rz =

@r

@z
=

1

2
(
@r

@x
+ i

@r

@y
).

Diferenciando a través de la relación (1.3.28) con respecto a el arco de la curva L
obtenemos

dV+

ds
�

dV�

ds
= �km�#�

d�#

ds
s. (1.4.8)

Con la ayuda de la formula (1.4.7) esta condición puede ser escrita de la siguiente manera:

2Im

(
U 0+(t)p
a+

p
K+

⇣ dt
ds

⌘+

(@tr)
+
�

U 0�(t)p
a�

p
K�

⇣dz
ds

⌘�

(@zr)
�

)

= �km�#�
d�#

ds
s, z 2 �, (1.4.9)

donde t y z son puntos de la curva � conectada por la relación t = ⌫(z). En general,
en lo que sigue las cantidades suministradas por los signos “ + ” y “ � ” se refiere a los
puntos t = ⌫(z) y z en �, respectivamente. Además, hay que tener en cuenta que el lado
derecho de la relación (1.4.9) es tomado en el punto z. Además, U 0+ y U 0� son soluciones
de la ecuación (1.4.6) en G+ y G�, y son continuas en G++� y G�+�, respectivamente.
Además, en infinito la siguiente condición se puede satisfacer

U 0�(z) = O(|z|�4). (1.4.10)

Multiplicando a lo largo de las relaciones escalares (1.4.9) por el vector complejo (@tn)+

y tomando en cuenta que

(1) @tn@tr = �
1

2

p

aK, (2) @tn@tr = 0, (1.4.11)
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obtenemos en � la relación

U 0+[⌫(z)] = �1U
0�(z) + �2U 0�(z) + �3�#+ �4

d�#

ds
, (1.4.12)

donde �n (n = 1, 2, 3, 4) están dados por las funciones de los puntos en la curva � repre-
sentada por la siguiente formula (ver [45, Caṕıtulo 5, fórmulas (8.16a)]):

�1 = �
2(@tn)+(@zr)�

4
p
K+

p
a�

p
K�

dz

dt
, t = ⌫(z),

�2 =
2(@tn)+(@zr)�

4
p
K+

p
a�

p
K�

dz

dt
, t = ⌫(z),

�3 = �
2ik
4
p
K+

ds

dt
m(@zn)

+,

�4 = �
2i

4
p
K+

ds

dt
s(@zn)

+, t = ⌫(z).

(1.4.13)

Si ahora consideramos las fórmulas (1.3.29) y [45, Caṕıtulo 5, fórmulas (7.50)], obtenemos
para �# la siguiente expresión:

�# =
sin#

k+
s

4
p
K�

Re

⇢✓
dz

ds

◆2

U 0�(z)

�
(en �). (1.4.14)

Ahora tomando en cuenta la relación de lado izquierdo (1.4.12) llegamos a la relación

U 0+[⌫(z)] = �⇤

1U
0�(z) + �⇤

2U
0�(z) + �⇤

3Re

⇢✓
dz

ds

◆2dU 0�(z)

ds

�
, (1.4.15)

en �. Aqúı por [45, Caṕıtulo 5, fórmulas (8.17)-(8.18)]) tenemos

�⇤

1 = �1 + �3
sin#

2k+
s

4
p
K�

✓
dz

ds

◆2

+
1

2
�⇤

4

d

ds


sin#

k+
s

4
p
K�

✓
dz

ds

◆2�
,

�⇤

2 = �2 + �3
sin#

2k+
s

4
p
K�

✓
dz

ds

◆2

+
1

2
�⇤

4

d

ds


sin#

k+
s

4
p
K�

✓
dz

ds

◆2�
,

�⇤

3 = �4
sin#

k+
s

4
p
K�

(1.4.16)

Aśı, el problema de ŕıgidez de la superficie cerrada arreglado en las dos secciones de
ovaloides gúıas al problema de determinación de una función U 0(z) la cual en G+ y G�

satisface la ecuación (1.4.6), es continua en G+ + � y G� + �, mientras en la curva �
la relación (1.4.15) y en infinito la condición (1.4.10) se satisfacen. Este problema en el
futuro lo llamaremos H. Se puede observar que este problema se reduce a un problema
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análogo para funciones anaĺıticas si las superficies S+ y S� son secciones de superficies
algebraicas convexas de segundo orden, ya que entonces B ⌘ 0. Entonces, es de interés
investigar el problema H primero en las clases de funciones anaĺıticas. La investigación
para este caso, además del interés geométrico, merece atención también desde el punto de
vista del problema de frontera de Haseman.

Ya estaba indicado, en general, podemos limitarnos al caso en el cual ⌫(t) = t. Esto
ocurre si en la superficie S++S� (en general no convexo) se introduce una red isométrica
conjugada común de rectas, tal que las rectas cruzan la recta de contacto continuamente
pero sus tangentes y el ángulo coordenado sufren dscontinuidades. Si el problema H tiene
solamente solución trivial U 0

⌘ 0, esto significa que la superficie cerrada S+ + S� es
ŕıgida. Si ahora la solución no trivial para el problema H existe, puede tener solamente
un número finito de de soluciones linealmente independientes. Este resultado implica
que cada superficie del tipo indicado anteriormente se puede convertir en una superficie
ŕıgida sometiéndola a algunos números (finitos) de restricciones adicionales puntuales. Sin
embargo, es posible indicar algunas clases de superficies que son ŕıgidas sin condiciones
adicionales.

Ahora examinaremos el caso en el cuál la ĺınea de contacto coincide con la ĺınea de
tangencia de las superficies S+ y S�. En este caso sin# ⌘ 0 y la formula (1.4.16) muestra
que la condición (1.4.15) toma la forma

U 0+[⌫(z)] = �1U
0�(z) + �2U 0�(z), z 2 �. (1.4.17)

Una investigación de la solubilidad de este problema puede reducirse al problema análogo
en la clase de funciones anaĺıticas. De hecho, la solución requerida puede ser representada
de la forma

⇢
U 0+(z) = �+(z)e!

+(z) si z 2 G+,
U 0�(z) = ��(z)e!

�(z) si z 2 G�,
(1.4.18)

donde �+ y �� son funciones holomorfas en G+ y G�, respectivamente, y !+ y !� son
funciones de la clase C↵(E), ↵ = p�2

p , p > 2. Además �+ es continua en G+ + � y �� es
continua en G� + � y en infinito satisface la condición

��(z) = 0(|z|�4). (1.4.19)

Introduciendo las expresiones (1.4.18) en (1.4.17) obtenemos

�+[⌫(z)] = ↵1(z)�
�(z) + ↵2(z)��(z), z 2 �, (1.4.20)

donde

↵1 = �1e
!�(z)�!+(⌫(z)), ↵2 = �2e

!�(z)�!+(⌫(z)). (1.4.21)
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El problema (1.4.20) cuando ⌫(z) = z fué investigado por N. P. Vekua, para un sistema de
funciones anaĺıticas. Sus resultados implican que el problema tiene solo un número finito
de soluciones linealmente independientes de orden finito en infinito. (En nuestro caso, el
orden es de k = �4). El problema (1.4.20) para a2 ⌘ 0 pero ⌫(z) 6= z fué investigado por
D.A. Kveselava. Se ve de (1.4.21) y (1.4.13) que este caso ocurre cuando

✓
@n

@t

◆+✓@r
@z

◆�

= 0 para t = ⌫(z). (1.4.22)

Por lo visto en (1.4.11) esta relación se cumple por tangencia de segundo orden. Se ve de
manera simple que la condición (1.4.22) es invariante con respecto al cambio del sistema de
coordenadas de la superficie. En este caso, el estudio del problema puede ser completado.

De hecho, la relación (1.4.20) toma ahora la forma

�+[⌫(z)] = ↵1(z)�
�(z). (1.4.23)

Más aún, con ayuda de las formulas (1.4.21) y (1.4.13) se encuentra que ↵1(z) no desapa-
rece en ninguna parte de � y el ı́ndice { = 0. Estas condiciones ocurren en dos casos, es
decir: (1) si S++S� es un ovaloide y (2) si S++S� es concava en la misma dirección. De
acuedo con el teorema de Kveselava todas las soluciones del problema (1.4.23) teniendo
en los polos del infinito de orden finito son dados por las formulas

�+(z) = X(z)�1(z), z 2 G+,

��(z) = X(z)�2(z) +X(z)P (z), z 2 G�,
(1.4.24)

donde P (z) es un polinomio en z, �1 y �2 son funciones holomorfas en G+ y G�, res-
pectivamente, y son determinadas univocamente por el polinomio dado P (z); también
�2(1) = 0 y �1 ⌘ �2 ⌘ 0 cuando P (z) ⌘ 0. Finalmente X(z) es también llamada como
la solución canónica del problema, que no desaparece en ningún lugar del plano excepto
en el punto infinito donde la siguiente expansión se satisface:

X(z) = z�{
✓
a0 +

a1
z

+ ...

◆
, a0 6= 0.

Ya que en nuestro caso { = 0, y en vista de (1.4.24) para la solución del problema
que satisface en infinito la condición (1.4.19) donde tenemos P (z) ⌘ 0. Reciprocamente,
�+

⌘ ��
⌘ 0. Esto completa la demostración.

En el caso de tangencia simple la condición (1.4.22) no se satisface. Sin embargo ↵1

y ↵2 cumplen la desigualdad
|↵1| > |↵2| (en �)

A pesar de eso, se sigue para los resultados de B. Bojarski que también en este caso el pro-
blema no tiene solución. Entonces, se establece que una superficie cerrada compuesta por
dos secciones de ovaloides distintas es ŕıgida si la ĺınea de contacto es la ĺınea tangencial.



24

1.5. El problema de ŕıgidez de superficies seccionales

El método dado en la Sección 1.4 también puede ser aplicado al problema de ŕıgi-
dez de superficies cerradas compuestas por un número finito de secciones de ovaloides
S0, S1, ..., Sm. Para definidad supongamos que S0 es una superficie m-conexa, i.e. S0 es
un ovaloide con las aberturas L1, ..., Lm contactadas con superficies convexas simplemente
conexas S1, ..., Sm, respectivamente. Por una adecuada elección de coordenadas conjuga-
das isometricamente podemos mapear homeormoficamente la superficie S0 en el dominio
G0 acotadas por curvas cerradas simples �1,�2, ...,�m, las curvas �2, ...,�m están situa-
das dentro de �1. Subsecuentemente, por una apropiada selección de redes conjugadas
isometricamente de ĺıneas en S1, ..., Sm estas superfies pueden ser mapeadas homeomor-
ficamente en un dominio infinito G1 acotado por la curva �1, y los dominios G2, ..., Gm

acotados por �2, ...,�m, respectivamente. En este caso, para cada ĺınea de contacto Lj

la cuál suponemos que es suficientemente suave, es mapeada homeomorficamente de dos
distintas maneras en la curva �j y a cada punto M de la curva Lj corresponden en �j dos
puntos z y t = ⌫j(z) donde ⌫j(z) es la función establecida or el mapeo homeomorfico de
� en si mismo. Escribiendo las condiciones de conjunción (1.3.28) en la forma compleja
obtenemos la condición de frontera de la forma

U 0

j[vj(z)] = �⇤

1jU
0

0(z) + �⇤

2jU
0

0(z) + �⇤

3,jRe

" 
dz

ds

!2
dU 0

0(z)

ds

#
, (1.5.1)

(z 2 �j; j = 1, 2, ...,m)

donde �⇤

ij son funciones totalmente definidas del punto del contorno � = �1+ ...+�m, las
cuales están dadas por las fórmulas de la forma (1.4.16), U 0

j satisfacen la ecuación (1.4.6)
en el dominio Gj y es continua en Gj + �j (j = 0, 1, ...,m); en infinito U 0

1 está sujeta a
la condición (1.4.10). El problema (1.5.1) es fácilmente reducible a una ecuación integral
singular equivalente. Entonces, puede ser probado que el problema puede tener solamente
un número finito de soluciones linealmente independientes. Por lo tanto, superficies sec-
cionales regulares (no convexas) compuestos en la forma indicada anteriormente, puede
tener solo un conjunto finito de flexiones infinitesimales. Por lo tanto, tales superficies
pueden ser convertidas en superficies ŕıgidas a someterlas a un número finito de restric-
ciones puntuales, por ejemplo, mediante una sujeción ŕıgida de un número finito de puntos
de la superficie.

Si todas las ĺıneas de contacto son ĺıneas tangenciales de las condiciones de frontera
(1.5.1) se simplifica y toma la forma

U 0

j[⌫j(z)] = �1jU
0

0(z) + �2jU 0

0(z), z 2 �j (1.5.2)
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(j = 1, ...,m).

Una investigación de la solubilidad del problema también se puede obtener del caso de
funciones anaĺıticas. Si es posible descubrir que el problema (1.5.2) que no tiene soluciones
no triviales, satisface la condición (1.4.10), este resultado es equivalente a la ŕıgidez de
una superficie cerrada compuesta en la forma indicada arriba a lo largo de las ĺıneas de
tangencia, de un número finito de superficies convexas.

El problema de ŕıgidez de superficies cerradas compuestas, de manera arbitraria,
de un número finito de secciones de superficies regulares convexas conduce a un más
complicado problema de valor en la frontera para funciones anaĺıticas generalizadas. Más
investigaciones sobre este tema son por lo tanto de gran importancia.

Consideraremos casos en los que como consecuencia del pegamiento de las superficies
surgen restricciones que aseguran la ŕıgidez de al menos una de las superficies de contacto.
Diremos que las superficies S+ y S� están ŕıgidamente pegadas a lo largo de L si bajo
una flexión infinitesimal de la superficie la variación del ángulo de contacto se desvanece,
es decir,

�# = �✓� � �✓+ = 0 (a lo largo de L). (1.5.3)

Asumimos que en cada punto de la curva L tenemos o bien k+
s 6= 0 o k�

s 6= 0. Por ejemplo,
si una de las superficies S+ o S� es de curvatura principal positiva, la condición de arriba
siempre se satisface. Si esta condición se satisface, la curva L es llamada ”la curva de
pegamiento normal”. Si en un punto de la curva la condición k+

s = k�

s = 0 ocurre, este
punto se dice que es un punto singular de la curva de pegamiento L. Si la curva L contiene
solo puntos singulares, esta curva se llama la ĺınea de pegamiento singular. En cada punto
singular la ĺınea es tangente a las direcciones asintóticas de las superficies S+, S�. A partir
de ahora, asumiremos que la curva L es una ĺınea de pegamiento normal.

Puesto que de acuerdo con (1.3.29)

k+
s �# = � sin#�k�

s , k�

s �# = � sin#�k+
s , (1.5.4)

la relación (1.5.3) se cumple si una de las siguientes condiciones se satisface:

(1) sin# = 0 (a lo largo de L),

(2) k+
s 6= 0, �k�

s = 0, o k�

s 6= 0, �k+
s = 0.

Reciprocamente, si sin# 6= 0, la condición (1.5.3), en vista de (1.5.4) y (1.3.31), siempre
implican las condiciones

�k+
s = 0, �k�

s = 0, �⌧+s = �⌧�s , (a lo largo de L), (1.5.5)
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es decir,

dV+ = dV�
⌘ �⌧ssds (a lo largo de L). (1.5.6)

Si las superficies S+ y S� son tangentes a lo largo de la curva L, entonces n+ = ±n�

(en L) y pues sin# = 0, es decir, �# = 0 a lo largo de L.

Entonces tenemos el siguiente resultado.

Teorema 1.5.1. La ĺınea tangente de superficies es la ĺınea de pegamiento ŕıgido, es
decir, bajo flexiones infinitesimales arbitrarias de esas superficies las ĺıneas tangentes se
preservan.

En otras palabras la tangencia (a lo largo de la curva) de superficies se preserva
bajo flexiones infinitesimales. Esto es adecuado al hecho que S+ y S� tienen en común
banda con la base L y reciprocamente bajo flexiones infinitesimales una rotación de un
área elemental de la banda puede ser considerada como común para S+ y S�. Ya que, en
el caso bajo consideración (las superficies son tangentes) cos ✓+ = ± cos ✓�, en las ĺıneas
tangentes de las dos superficies las cuales no son ĺıneas asintóticas o sus envolventes, las
siguientes condiciones se satisfacen:

�k+
s = ±�k�

s , �⌧+s = �⌧�s (a lo largo de L). (1.5.7)



Caṕıtulo 2

Operadores pseudodiferenciales de
Mellin

2.1. Funciones cuasicontinuas y lentamente oscilato-
rias

2.1.1. El álgebra C⇤ SO(R+) de funciones lentamente oscilatorias
en R+

Sea R+ = (0,1) y sea SO(R+) la subálgebra C⇤ de L1(R+) que consiste de todas
las funciones a 2 C(R+) \ L1(R+) que oscilan lentamente en 0 e 1, es decir (ver, e.g.,
[43]), satisface para algún (equivalentemente, para todo) � > 1 la condición

ĺım
r!s

máx{|a(x)� a(y)| : x, y 2 [r,�r]} = 0 para s 2 {0,1}.

Dada un álgebra C⇤ conmutativa con unidad A, denotamos por M(A) el espa-
cio ideal maximal de A. Sea R+ := [0,+1]. Identificando los puntos x 2 R+ con los
funcionales de evaluación �x(f) = f(x), obtenemos M(C(R+)) = R+. Entonces

M(SO(R+)) = R+ [�, � := M0(SO(R+)) \M1(SO(R+)),

dondeMs(SO(R+)) = {⇠ 2 M(SO(R+)) : ⇠|C(R+) = s} son fibras del conjuntoM(SO(R+))
sobre los puntos s 2 {0,1}. Por [[22], sección 2.1], las fibrasM0(SO(R+)) yM1(SO(R+))
son espacios Hausdor↵ compactos conexos.

27
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2.1.2. Funciones BMO y VMO

Sea L 2 {R,T}, donde T es la circunferencia unitaria. Dada una función integrable
localmente f 2 L1

loc(L), y un intervalo finito I ⇢ L de la medida de longitud de Lebesgue
|I| =

R
I dm, sea

I(f) := |I|�1

Z

I

f(t)dm(t)

denota el promedio integral de f sobre I. El conjunto de funciones f 2 L1
loc(L) para el

cual

ĺım
�!0

sup
|I|�

|I|�1

Z

I

|f(t)� I(f)|dm(t) = 0

es el subespaco cerrado VMO(L) de Vanishing mean oscillations functions en el espacio
de Banach BMO(L) (ver, e.g., [[16],[42]). Sea Ṙ = R[ {1}, considerando el homeomor-
fismo

� : T ! Ṙ, �(t) = i(1 + t)/(1� t), (2.1.1)

por [16], f 2 BMO(R) si y sólo si f � � 2 BMO(T). Por el contrario,

VMO := {f � ��1 : f 2 VMO(T)} (2.1.2)

es un subespacio propio de VMO(R) estando la clausura de C(Ṙ) en BMO(R) [16].

2.1.3. El álgebra C⇤ QC de funciones cuasicontinuas en T

Sea H1 la subálgebra cerrada de L1(T) que consiste de todas las funciones que son
ĺımites no-tangenciales en T, de funciones anaĺıticas acotadas en el disco unitario abierto
D := {z 2 C : |z| < 1}, y sea C := C(T). Por [42] y [43], el álgebra C⇤ QC := QC(T) de
funciones cuasicontinuas en T está definida por

QC := (H1 + C) \ (H1 + C) = VMO(T) \ L1(T). (2.1.3)

Ya que C ⇢ QC, el espacio ideal maximal de QC es de la forma

M(QC) =
[

t2T

Mt(QC), Mt(QC) := {⇠ 2 M(QC) : ⇠|C = t}, (2.1.4)

donde Mt(QC) son fibras de M(QC) sobre los puntos t 2 T.
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Para t 2 T, sea M0
t (QC) el conjunto de funcionales en Mt(QC) que se encuentra

dentro de la topoloǵıa débil estrella cerradura en QC⇤ del conjunto {��,t : � 2 (1,1)},
donde para t = ei✓,

��,t : QC ! C, f 7!
�

2⇡

Z ✓+⇡/�

✓�⇡/�

f(eix)dx para todo (�, t) 2 (1,1)⇥ T;

M±

t (QC) := {⇠ 2 Mt(QC) : ⇠(f) = 0 si f 2 QC y ĺım sup
z!t±

|f(z)| = 0}.

Para cada t 2 T, se sigue de [[43], Lema 8] (ver también [[13], Sección 3.3]) que

M+
t (QC) \M�

t (QC) = M0
t (QC), M+

t (QC) [M�

t (QC) = Mt(QC).

Por lo tanto, la fibra Mt(QC) se divide en tres conjuntos disjuntos:

M0
t (QC), M+

t (QC) \M0
t (QC), M�

t (QC) \M0
t (QC).

Con respecto a las funciones en L1(T) mientras armónicamente se extienden en el
disco unitario abierto D, deducimos de [[43], p. 821] que la restricción gt de una función
f 2 QC al radio [0, t), donde t 2 T, es una función continua acotada en [0, t) que oscila
lentamente en el punto t, es decir, gt 2 SO[0, t). Por [[43], p. 823], cada función en
SO[0, t) tiene una extensión continua al espacio compacto [0, t)[M0

t (QC), lo cual puede
ser identificado con la fibra Mt(SO[0, t)). Más aún, por [[43], p. 823], para cada t 2 T
el álgebra restringida QC|M0

t (QC) es isomorfo al álgebra cociente SO[0, t)/C0[0, t), donde
C0[0, t) denota el espacio de funciones continuas en [0, t) que tienden a cero en el punto t.

Sea PQC := alg(QC,PC) el subálgebra C⇤ de L1(T) generada por las álgebras C⇤

QC y PC, donde PC := PC(T) consiste de todas las funciones cuasicontinuas a trozos
en T, es decir, las funciones tienen ĺımites unilaterales finitas en cada punto t 2 T. Las
funciones en PQC son denominadas como las funciones cuasicontinuas a trozos.

2.1.4. Funciones cuasicontinuas en R y R+

Sean VMO dadas por (2.1.2) y QC(R) el álgebra C⇤ de funciones cuasicontinuas
en R que están definidas de manera similar a (2.1.3) por

QC(R) := (H1(R) + C(Ṙ)) \ (H1(R) + C(Ṙ)) = VMO \ L1(R).

Como M(C(Ṙ)) = Ṙ, se sigue de (2.1.4) que M(QC(R)) =
S

x2Ṙ Mx(QC(R)),

Mx(QC(R)) := {⇠ 2 M(QC(R)) : ⇠|C(Ṙ) = x}.
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Aplicando el homeomorfismo � : T ! Ṙ dado por (2.1.1), concluimos que a � � 2 QC si y
sólo si a 2 QC(R). Por lo tanto, se puede asociar las fibras Mx(QC(R)) y Mt(QC) como
sigue: ⇠ 2 Mx(QC(R)) para x 2 Ṙ si y sólo si el funcional e⇠ definido por e⇠(a � �) = ⇠(a)
para cada a 2 QC(R) pertenece a Mt(QC) para t = ��1(x) 2 T. Similarmente, definimos
los conjuntos M±

x (QC(R)) y M0
x(QC(R)) para cada x 2 Ṙ.

Sea R+ = [0,1]. El álgebra C⇤ de funciones cuasicontinuas en R+ está definida por

QC(R+) := QC(R)|R+
:= VMO|R+ \ L1(R+).

El espacio ideal maximal M(QC(R+)) puede ser identificado con el conjunto

M(QC(R+)) = M+
0 (QC(R)) [

⇣ [

x2R+

Mx(QC(R))
⌘
[M�

1
(QC(R)), (2.1.5)

donde M�

1
(QC(R)) significa M�

1
(QC(Ṙ)).

2.2. Operadores pseudodiferenciales de Mellin con
śımbolos cuasicontinuos

Sea V (R) el álgebra de Banach de todas las funciones absolutamente continuas a
de variación total acotada V (a) en R, dotadas con la norma

kakV := kakL1(R) + V (a), V (a) =

Z

R
|a0(x)|dx.

Siguiendo [26, 27], sea L1(R+, V (R)) el conjunto de todas las funciones a : R+ ⇥ R ! C
tales que ba : r 7! a(r, ·) es una función valuada en V (R) medible acotada en R+. Por lo
tanto, a(·, x) 2 L1(R+) por cada x 2 R := [�1,+1], y la función

r 7!
��a(r, ·)

��
V
:= máx

x2R
|a(r, x)|+

Z

R

���
@a

@x
(r, x)

���dx

pertenece a L1(R+). Tenga en cuenta que los ĺımites a(r,±1) = ĺımx!±1 a(r, x) existen
en casi todos los x en R+. Claramente, L1(R+, V (R)) es un álgebra de Banach con la
norma ��a

��
L1(R+,V (R)) := ess sup

r2R+

��a(r, ·)
��
V
,

donde ess sup denota el supremo esencial (ver[26]).
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Como usualmente, sea C1

0 (R+) el conjunto de todas las funciones infinitamente di-
ferenciables de soporte compacto en R+. Sea dµ(%) = d%/% la medida invariante (norma-
lizada) en R+. Las siguientes acotaciones resultan para los operadores pseudodiferenciales
de Mellin obtenidas en [27, Theorem 9.1] junto con [26, Theorem 3.1].

Teorema 2.2.1. Si a 2 L1(R+, V (R)), entonces el operador pseudodiferencial de Mellin
Op(a), definido para funciones f 2 C1

0 (R+) por la integral iterada

⇥
Op(a)f

⇤
(r) =

1

2⇡

Z

R
dx

Z

R+

a(r, x)

✓
r

%

◆ix

f(%)
d%

%
for r 2 R+, (2.2.1)

se extiende a un operador lineal acotado en el espacio Lp(R+, dµ) y alĺı es un número
Cp 2 (0,1) que depende sólo de p tal que

kOp(a)kB(Lp(R+,dµ))  CpkakL1(R+,V (R)).

Sea L1(T, V (R)) el conjunto de todas las funciones b : T⇥R ! C tal que t 7! b(t, ·)
es una función medible acotada V (R)-valuada en T. Decimos que b 2 L1(T, V (R)) es una
función cuasicontinua con valor en V (R) en T, b 2 QC(T, V (R)), si

ĺım
�!0

sup
|I|�

1

|I|

Z

I

����b(t, ·)�
1

|I|

Z

I

b(⌧, ·)dm(⌧)

����
V

dm(t) = 0,

donde m(·) es la medida de longitud de Lebesgue en T.

Una función a 2 L1(R, V (R)) se refiere como una función V (R)-valuada cuasicon-
tinua en R, a 2 QC(R, V (R)), si la función b definida por b(t, ·) = a(�(t), ·) para t 2 T,
donde � está dado por (2.1.5), pertenece a QC(T, V (R)). Sea QC(R+, V (R)) el conjunto
de restricciones de funciones a 2 QC(R, V (R)) a R+ con respecto a la primera variable.
Entonces QC(R+, V (R)) es una subálgebra de Banach de L1(R+, V (R)).

Dados a 2 QC(R+, V (R)) y h 2 R, sea a
h(r, x) := a(r, x+h) para casi todo r 2 R+

y todo x 2 R. Sea bE(R+, V (R)) el subálgebra de Banach de L1(R+, V (R)) que consta de
todas las funciones a 2 QC(R+, V (R)) que cumplen las dos condiciones:

ĺım
|h|!0

ess sup
r2R+

��a(r, ·)� a
h(r, ·)

��
V
= 0, (2.2.2)

ĺım
M!1

ess sup
r2R+

Z

R\[�M,M ]

|@xa(r, x)| dx = 0. (2.2.3)

Siguiendo [25], para p 2 (1,1), consideramos el álgebra de Banach Dp ⇢ eBp :=
B(Lp(R+, dµ)) generada por operadores pseudodiferenciales de Mellin Op(a), de la forma
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(2.2.1) con śımbolos V (R)-valuados cuasicontinuos a 2 bE(R+, V (R)). Notemos que el
álgebraDp contiene operadores que no son operadores pseudodiferenciales de Mellin Op(a)

con śımbolos a 2 bE(R+, V (R)), pero son ĺımites de sucesiones de operadores Op(an) con
śımbolos an 2 bE(R+, V (R)).
Teorema 2.2.2. [25, Teorema 5.3] Para cada p 2 (1,1) y para todos los operadores
D1, D2 2 Dp, el conmutador [D1, D2] es un operador compacto en el espacio Lp(R+, dµ).

Para probar este teorema se usan relaciones de operadores psudodiferenciales de
Mellin con śımbolos cuasicontinuos y operadores integrales singulares con coeficientes
cuasicontinuos.

El ideal eKp := K(Lp(R+, dµ)) de operadores compactos está contenido en el álgebra
de Banach Dp (ver [25, Section 5]). Por lo tanto, el álgebra de Banach cociente D

⇡
p :=

Dp/ eKp es conmutativa, y D
⇡
p ⇢ eB⇡

p := eBp/ eKp, eB⇡
p es llamada el álgebra de Calkin.

Sea B(M,C) el álgebra de todas las funciones acotadas de valores complejos en el
conjunto compacto M ⇢ M(QC(R+))⇥ R definido por

M := M+1 [M�1 [M0 [M1,

M±1 =


M+

0 (QC(R)) [
✓ [

t2R+

Mt(QC(R))
◆
[M�

1
(QC(R))

�
⇥ {±1},

M0 =
⇥
M+

0 (QC(R)) \ fM+
0 (QC(R))

⇤
⇥ R = M0

0 (QC(R))⇥ R,
M1 =

⇥
M�

1
(QC(R)) \ fM�

1
(QC(R))

⇤
⇥ R = M0

1
(QC(R))⇥ R.

(2.2.4)

Se define el śımbolo de Fredholm D del operador D := Op(a) 2 Dp con śımbolo

cuasicontinuo V (R)-valuado a 2 bE(R+, V (R)) por

D(⇠, x) := a(⇠, x) para todo (⇠, x) 2 M, (2.2.5)

donde a(⇠,±1) son los valores de las transformadas de Gelfand de la funciones a(·,±1)
en el espacio ideal maximalM(QC(R+)) (la transformada de Gelfand es un homomorfismo
de elementos de álgebras de Banach conmutativas v́ıa funciones continuas complejas sobre
espacios de ideales maximales). Y por [25] se definen los valores a(⇠, x) para cada ⇠ 2

M0
0 (QC(R)) [M0

1
(QC(R)) y cada x 2 R en la forma

a(⇠, x) = ĺım
n!1

1

|In|

Z

In

a(�(t), x)dm(t)

para la función a(�(·), ·) 2 bE(T�, V (R)), T� := {z 2 T : Im z < 0}, y una sucesión de
arcos In ⇢ T es tal que sus centros tn tienden a�1 o 1 si, respectivamente, ⇠ 2 M0

0 (QC(R))
o ⇠ 2 M0

1
(QC(R)), y ĺımn!1 |In| = 0.
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Una subálgebra con unidad cerrada A de un álgebra de Banach con unidad B con
la misma unidad se llama inverso cerrado en B, si para cada A 2 A sus espectros en
las álgebras A y B coinciden (ver, por ejemplo, [12, pg. 3]). Por lo tanto, si A 2 A es
invertible en B, entonces A es invertible en A.

El cálculo simbólico de Fredholm para el álgebra de Banach Dp y el Criterio de
Fredholm para los operadores D 2 Dp en términos de sus śımbolos de Fredholm se dan
de la siguiente manera.

Teorema 2.2.3. [25, Teorema 5.4] Para p 2 (1,1), el mapeo D 7! D(·, ·) dado por
(2.2.5) sobre los generadores del álgebra de Banach Dp que son operadores pseudodiferen-

ciales de Mellin Op(a) con śımbolos a 2 bE(R+, V (R)), se extiende a un Banach álgebra
homomorfismo �p : Dp ! �p(Dp), donde �p(Dp) es una subálgebra del álgebra B(M,C),
ker�p �

eKp, y ker�p = eKp para p = 2. El álgebra cociente de Banach D
⇡
p es conmutativo

e inverso cerrado en el álgebra de Calkin eB⇡
p , y su espacio ideal maximal es homeomorfo a

M. Un operador D 2 Dp es Fredholm en el espacio Lp(R+, dµ) si y solo si la transformada
de Gelfand D⇡

7! D(·, ·) es invertible sobre M, lo que significa que

D(⇠, x) 6= 0 for all (⇠, x) 2 M. (2.2.6)

El criterio de compacidad para los operadores pseudodiferenciales de Mellin con
śımbolos a 2 bE(R+, V (R)) tiene la siguiente forma.

Teorema 2.2.4. [25, Teorema 5.5] Para p 2 (1,1), el operador pseudodiferencial de Me-
llin Op(a) con śımbolo a 2 bE(R+, V (R)) es un operador compacto en el espacio Lp(R+, dµ)
si y solo si

a(⇠, x) = 0 for all (⇠, x) 2 M. (2.2.7)



34



Caṕıtulo 3

El problema de frontera de Haseman
con coeficientes y corrimientos
cuasicontinuos

3.1. Datos cuasicontiuos del operador T

Curva estrellada. La curva estrellada � está definida por la fórmula

� =
N[

k=1

�k, �k := ei�kR+ (k = 1, 2, ..., N), (3.1.1)

donde los rayos �k son orientados, o bien de 0 a 1, o de 1 a 0, y

0  �1 < �2 < ... < �N < 2⇡. (3.1.2)

Con cada rayo �k asociamos el número

"k =

⇢
1 si 0 es el punto inicial de �k,

�1 si 0 es el punto final de �k.
(3.1.3)

Funciones cuasicontinuas en �.

QC(�) define el conjunto de todas las funciones cuasicontinuas b : � ! C, lo que
significa que existen funciones bk 2 QC(R+) tal que b(ei�kr) = bk(r) para r 2 R+, y todo
k = 1, 2, ..., N.

35



36

Similarmente, decimos que b 2 SO(�) si bk 2 SO(R+) para todo k = 1, 2, ..., N .

Corrimientos cuasicontinuos

Sea ↵ un homeomorfismo que preserva la orientación de cada rayo �k (k = 1, 2, ..., N)
sobre el mismo, que posee la propiedad

ln |↵0
| 2 L1(�). (3.1.4)

Entonces el operador de corrimiento V↵ : f 7! f � ↵ y su inverso V �1
↵ son acotados

en los espacios Lp(�), p 2 (1,1). Llamaremos ↵ como el corrimiento cuasicontinuo en �
si

↵(ei�kr) = ei�kre!k para r 2 R+ y k = 1, 2, ..., N, (3.1.5)

donde !k y �k : r 7! r!0

k(r) son funciones con valores reales en QC(R+). Si ↵ es un
corrimiento cuasicontinuo, entonces se sigue de (3.1.4) y (3.1.5) que

↵0(ei�kr) = (1 + r!0

k(r))e
!k(r) para r 2 R+ y todo k, (3.1.6)

ess ı́nf
r2R+

(1 + r!0

k(r)) > 0 para todo k = 1, 2, ..., N.

Por (3.1.6), ↵0
2 QC(�). Definimos las funciones con valores reales !, c↵ 2 QC(�) por

!(t) := ln[↵(t)/t], c↵(t) := e!(t)/p para t 2 �. (3.1.7)

3.2. Propiedad de Fredholm y el ı́ndice del operador
T

Haciendo uso de la interrelaciones de los operadores integrales singulares con coefi-
cientes cuasicontinuos y los operadores pseudodiferenciales de Mellin con śımbolos cuasi-
continuos establecidos en [30], y aplicando una reducción a tales operadores, obtenemos
los resultados principales de la tesis.

Definamos los conjuntos

e� := M0(QC(R)) [M1(QC(R)), �0 := M0
0 (QC(R)) [M0

1
(QC(R)), (3.2.1)

M0 := M0
0 (QC(R))⇥ R, M1 := M0

1
(QC(R))⇥ R. (3.2.2)
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Teorema 3.2.1. Sea p 2 (1,1), G 2 QC(�) y sea � una curva estrellada y ↵ : � ! �
un corrimiento que satisface las condiciones de la Subsección 3.1. Entonces el operador
T = V↵P+ +GP� es Fredholm en el espacio Lp(�) si, y sólo si una de las dos siguientes
condiciones equivalentes se satisface:

ess ı́nf
t2�

|G(t)| > 0 y detT(⇠, x) 6= 0 para todo (⇠, x) 2 M0 [M1, (3.2.3)

ess ı́nf
t2�

|G(t)| > 0 y 'p(⌘(⇠),�(⇠)) /2 Z para todo ⇠ 2 �0, (3.2.4)

donde detT(⇠, x) está definida para todo (⇠, x) 2 M0 [M1 por

detT(⇠, x) :=
⇣ Y

"k=1

ei!k(⇠)(x+i/p)
⌘⇣ Y

"k=�1

Gk(⇠)
⌘
P+(x)

+
⇣ Y

"k=�1

ei!k(⇠)(x+i/p)
⌘⇣ Y

"k=1

Gk(⇠)
⌘
P�(x), (3.2.5)

P±(x) := 2�1[1± coth(⇡(x+ i/p))] para todo x 2 R, (3.2.6)

'p(⌘,�) :=
⇣ ⌘

2⇡p
+

ln |�|

2⇡

⌘ ⌘

2⇡
+

1

p
�

arg �

2⇡
, (3.2.7)

⌘(⇠) :=
NX

k=1

"k!k(⇠), �(⇠) :=
NX

k=1

G"k
k (⇠) para ⇠ 2 �0. (3.2.8)

Ocupando la definición de Sarason [43] del ı́ndice de Cauchy de una función inver-
tible f 2 PQC, para la cual la extensión armónica F de f (ver [13]) al disco unitario
D ⇢ C está acotada lejos de 0 en el anillo 1 � " < |z| < 1, para un suficientemente
pequeño " > 0. Entonces el ı́ndice de Cauchy indf está definido como winding number de
la función Fr : t 7! F (rt) en T para algún r 2 (1� ", 1):

indf := ĺım
r!1

1

2⇡
{arg Fr(t)}t2T, (3.2.9)

donde {arg Fr(t)}t2T denota el incremento del argumento de Fr(t) para t 2 T.

Con ↵ definida en la sección 3.1, podemos asociar el homeomorfismo que preserva
la orientación e↵ : � ! � tal que ln |e↵0

| 2 L1(�), e↵0
2 SO(�), la función con valores

reales e! : t 7! ln(e↵(t)/t) está en SO(�), las funciones e!k : r 7! e!(ei�kr) y e�k : r 7! re!0

k(r)
pertenecen a SO(R+), y

e!k(⇠) = !k(⇠) para todo ⇠ 2 �0 y todo k = 1, 2, ..., N. (3.2.10)

Entonces el operador Ve↵ : f 7! f � e↵ es acotado en los espacios Lp(�), p 2 (1,1).
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Teorema 3.2.2. Sea p 2 (1,1), ↵ y � satisfacen las condiciones del Teorema 3.2.1,
e↵ : � ! �, t 7! tee!(t)es un corrimiento asociado con ↵, las funciones ! 2 QC(�) dadas
por (3.1.7) y e! 2 SO(�) satisfacen (3.2.10), y las funciones G±1

2 QC(�) y eG±1
2 SO(�)

son tales que

eG±1
k (⇠) = G±1

k (⇠) para todo ⇠ 2 �0 y todo k = 1, 2, ..., N, (3.2.11)

entonces los operadores T = V↵P++GP� y eT := Ve↵P++ eGP� son Fredholm en el espacio
Lp(�) solo simultáneamente, y en el caso de la propiedad de Fredholm

IndT = IndeT + ind( bG↵ � �), (3.2.12)

donde � está dado por (2.1.1), la función bG↵ 2 QC(R) está definida por

bG↵(x) :=

⇢ QN
k=1(e

!k/pGk)"k(x) si x 2 R+,QN
k=1(e

e!k/p eGk)"k(�x) si x 2 R�,
(3.2.13)

y ind( bG↵ � �) es el ı́ndice de Cauchy de la función invertible bG↵ � � 2 QC.

Teorema 3.2.3. Si se satisfacen las condiciones del Teorema 3.2.1 y 3.2.2 y el operador
T = V↵P++GP� es Fredholm en el espacio Lp(�) con p 2 (1,1), entonces también lo es
el operador eT := Ve↵P+ + eGP� y

IndT = ĺım
m!1

⇣ NX

n=1

"k
2⇡

{arg eGk(r)}r2[m�1,m] +
arge�(m�1)

2⇡
�

arge�(m)

2⇡

+ E('p(e⌘(m�1), e�(m�1)))� E(('p(e⌘(m), e�(m)))
⌘
+ ind( bG↵ � �), (3.2.14)

donde {arg eGk(r)}r2[m�1,m] es el incremento del arg eGk(r) para r 2 [m�1,m],

e⌘(r) :=
NX

k=1

"ke!k(r), e�(r) :=
NY

k=1

eG"k
k (r) para r 2 R+, (3.2.15)

y E(x) es la parte entera del numero x.

3.3. Propiedades de los corrimientos cuasicontinuos

Análogamente con [20], decimos que un homeomorfismo que preserva su orientación
↵ : R+ ! R+ sobre el mismo es un corrimiento cuasicontinuo en R+ si ln↵0

2 L1(R+) y
↵0

2 QC(R+). Denotamos por QCS(R+) al conjunto de tales corrimientos.
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Los resultados de esta sección generalizan los resultados correspondientes del art́ıcu-
lo [20], donde ↵0

2 SO(R+) esta sustituida por ↵0
2 QC(R+) que requieren técnicas mas

avanzadas.

El siguiente teorema generaliza [[20], Lema 2.2] con ↵0
2 SO(R+).

Teorema 3.3.1. Un homeomorfismo ↵ : R+ ! R+, que preserva la orientación, pertenece
a QCS(R+) si ↵(r) = re!(r) para r 2 R+, donde las funciones con valores reales ! y
� : r 7! r!0(r) pertenecen a QC(R+) y

ess ı́nfr2R+(1 + r!0(r)) > 0. (3.3.1)

Si un homeomorfismo ↵ : R+ ! R+, que preserva la orientación, pertenece a QCS(R+)
y satisface la condición de la continuidad absoluta, entonces ↵(r) = re!(r) para r 2 R+,
donde las funciones con valores reales ! y � : r 7! r!0(r) pertenecen a QC(R+) y

ess ı́nfr2R+(1 + r!0(r)) > 0. (3.3.2)

Demostración. NECESIDAD: Sea ↵ 2 QCS(R+). Entonces ln↵ 2 L1(R+) y por tanto

0 < m↵ := ess ı́nf
r2R+

↵0(r)  ess sup
r2R+

↵0(r) =: M↵ < 1, (3.3.3)

↵0
2 QC(R+), y ↵(0) = 0, ↵(1) = 1. Como ↵(0) = 0 y ↵ es absolutamente continua,

se puede deducir que

 (r)(r) :=
↵(r)

r
=

1

r

Z r

0

↵0(x)dx =

Z 1

0

↵0(rx)dx, (3.3.4)

lo cual implica debido a (3.3.3) y (3.3.4) que  2 L1(R+). Ya que ↵0
2 QC(R+) o ,

equivalentemente, ↵0
� � 2 QC(T�), donde � : T ! Ṙ está dada por (2.1.1) y T� := {t 2

T : Imt < 0}, ésto sigue que para cada " 2 (0, 1), existe un � > 0 tal que para todos los
arcos I ⇢ T� de medida |I|  �,

1

|I|

Z

I

���↵0[�(t)]�
1

|I|

Z

I

↵0[�(⌧)]dm(⌧)
���dm(t) <

"

4
. (3.3.5)

Para x 2 (0, 1], sea Ix = {��1[�(t)x] : t 2 I} ⇢ T�. La medida del arco Ix está determi-
nado por

|Ix| =

Z

I

|f 0

x(t)|dm(t), fx(t) := ��1[�(t)x] =
(x+ 1)t+ (x� 1)

(x� 1)t+ (x+ 1)
. (3.3.6)

Dado " 2 (0, 1), tomamos a v" :=
"

4máx{||↵0||L1(R+),1}
2 (0, 1). Se sigue que

|f 0

x(t)| =
4x

|(x� 1)t+ (x+ 1)|2
=

2x

x2(1 +Re t) + (1�Re t)


1

x
,
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Lo cual implica para |I|  �" := �v" por lo visto en (3.3.6) que

|Ix|  x�1
|I|  � para todo x 2 [v", 1]. (3.3.7)

Entonces, para todos los arcos I ⇢ T con |I|  �", inferimos de (3.3.4) que

1

|I|

Z

I

��� [�(t)]�
1

|I|

Z

I

 [�(⌧)]dm(⌧)
���dm(t)

=
1

|I|

Z

I

���
Z 1

0

↵0[�(t)x]dx�
1

|I|

Z

I

Z 1

0

↵0[�(⌧)x]dxdm(⌧)
���dm(t)

=
1

|I|

Z

I

�� 1
|I

Z

I

Z 1

0

(↵0[�(t)x]� ↵0[�(⌧)x])dxdm(⌧)
���dm(t)


1

|I|2

Z

I⇥I

⇣Z v"

0

+

Z 1

v"

⌘
|↵0[�(t)x]� ↵0[�(⌧)x]|dxdm(t)dm(⌧)

 2v"||↵
0
||L1(R+) +

Z 1

v"

⇣ I

|Ix|2

Z

Ix⇥Ix

|↵0[�(t)]� ↵0[�(⌧)]|dm(t)dm(⌧)
⌘
dx


"

2
+ 2

Z 1

v"

1

|Ix|

Z

Ix

���↵0[�(t)]�
1

|Ix|

Z

Ix

↵0[�(⌧)]dm(⌧)
���dm(t)dx. (3.3.8)

Ya que |Ix|  � para x 2 [v", 1] por (3.3.7), deducimos de (3.3.8) y (3.3.5) que

sup
|I|�"

1

|I|

Z

I

��� [�(t)]�
|

|I|

Z

I

 [�(⌧)]dm(⌧)
���dm(t) < ",

lo cual significa que  2 QC(R+) junto con ↵0. Puesto que QC(R+) es un álgebra C⇤,
podemos deducir de (3.3.4) que la función !(r) = ln[↵(r)/r] támbien está en QC(R+).
Por lo tanto ↵(r) = re!(r). Finalmente, puesto que ↵0, e! 2 QC(R+), se sigue de (3.3.3)
y de la igualdad

↵0(r) = (1 + r!0(r))e!(r) (3.3.9)

que la función � : r 7! r!0(r) también pertenece a QC(R+) y (3.3.2) se cumple.

SUFICIENCIA: Sea ↵ un homeomorfismo de R+ en el mismo que preserva la orien-
tación, con los puntos fijos 0 y 1; y sea ↵(r) = re!(r), donde las funciones ! y � están
en QC(R+) y (3.3.2) se satisface. Ya que

0 < ess ı́nf
r2R+

e!(r)  ess sup
r2R+

e!(r) < 1,

inferimos de (3.3.2) y (3.3.9) que ln↵0
2 L1(R+). Además, como las funciones e! y � están

en QC(R+), esto se sigue de (3.3.9) que ↵0 pertenece a QC(R+). Aśı, ↵ 2 QCS(R+).
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Lema 3.3.1. [[30], Lema 6.3] Si ↵ 2 QCS(R+) y b↵ := ��1
� ↵ � �, entonces ln |b↵0

| 2

L1(T�) y b↵0
2 QC(T�).

Se demostrara la siguiente generalización de [[11], Proposición 2.5] y [[20], Lemas
2.2-2.3].

Teorema 3.3.2. Si b 2 QC(R+) y ↵ 2 QCS(R+), entonces las funciones b �↵ y b� b �↵
pertenecen a QC(R+) y b(⇠)� (b � ↵)(⇠) = 0 para todo ⇠ 2 e�.

Demostración. Es claro que b 2 QC(R+) si y sólo si b � � 2 QC(T�). Análogamente,
b � ↵ 2 QC(R+) si y sólo si b � ↵ � � 2 QC(T�). Pero b � ↵ � � = (b � �) � b↵, donde
b↵ = ��1

� ↵ � � y, por el Lema 3.3.1, ln |b↵0
| 2 L1(T�) y b↵0

2 QC(T�). Por lo tanto,
inferimos de [[30], Teorema 2.2] que las funciones b � ↵ � � y (b � b � ↵) � � pertenecen
a QC(T�), lo cual implica que las funciones b y b � ↵ están en QC(R+). La biyección �
manda los puntos fijos �1 y 1 del corrimiento b↵ : T� ! T� a los puntos fijos 0 y 1 del
corrimiento ↵ : R+ ! R+, respectivamente. Identificando los funcionales ⇠ 2 M(QC(R))
y e⇠ 2 M(QC) por la regla de b(⇠) = (b��)(e⇠) para b 2 QC(R), inferimos de [[30], Teorema
2.3] que

b(⇠)� (b � ↵)(⇠) = (b � �)(e⇠)� (b � ↵ � �)(e⇠) = 0

para todo ⇠ 2 e�, lo cuál completa la demostración.

Los siguientes resultados generalizan [[20], Lema 2.4].

Teorema 3.3.3. Si ↵ 2 QCS(R+), entonces su inverso � = ↵�1 está en QCS(R+).

Demostración. Ya que ln↵0
2 L1(R+) y ↵0

2 QC(R+), se infiere de la igualdad �0(r) =
1

↵0(�(r)) para el homeomorfismo � : R+ ! R+ que ln �0
2 L1(R+). Puesto que ↵0

2

QC(R+) y ↵0 está separada de cero, se sigue que �0
� ↵ = 1/↵0

2 QC(R+). Entonces
�0

� ↵ � � 2 QC(T�). Por lo tanto, para cada " > 0 existe un � > 0, tal que para todos
los arcos I ⇢ T� de medida |I|  �,

1

|I|

Z

I

���(�0
� ↵)[�(t)]�

1

|I|

Z

I

(�0
� ↵)[�(⌧)]dm(⌧)

���dm(t) <
"

C0
, (3.3.10)

donde C0 := 2||b↵0
||L1(T�)||

b�0
||L1(T�), y b� = ��1

� � � � es la función inversa de b↵. Ya que
↵ � � = � � b↵, (3.3.10) implica la siguiente desigualdad

1

|I|

Z

b↵(I)

����0[�(t)]�
1

|I|

Z

b↵(I)
�0[�(⌧)]|b�0(⌧)|dm(⌧)

���|b�0(t)|dm(t) <
"

C0
(3.3.11)
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para todo I ⇢ T� con |I|  �.

Ahora consideremos todos los arcos b↵(I) ⇢ T� tal que |b↵(I)|  �/||b�0
||L1(T�). En

este caso |I| = |(b� � b↵)(I)|  ||b�0
||l1(T�)|b↵(I)|  �. Tomando tales arcos b↵(I) ⇢ T�,

inferimos en base a la igualdad � � b↵ = ↵ � � que

1

|b↵(I)|

Z

b↵(I)

����0[�(t)]�
1

|b↵(I)|

Z

b↵(I)
�0[�(⌧)]dm(⌧)

���dm(t)


1

|b↵(I)|2

Z

b↵(I)⇥b↵(I)
|�0[�(t)]� �0[�(⌧)]|dm(⌧)dm(t)


2

|b↵(I)|

Z

b↵(I)

����0[�(t)]�
1

|I|

Z

b↵(I)
�0[�(�)]|b�0(�)|dm(�)

���dm(t)



eC0

|I|

Z

b↵(I)

����0[�(t)]�
1

|I|

Z

b↵(I)
�0[�(⌧)]|b�0(⌧)|dm(⌧)

���|b�0(t)|dm(t) (3.3.12)

donde

eC0 := 2||b↵0
||L1(T�)

|I|

|b↵(I)|  2||b↵0
||L1(T�)||

b�0
||L1(T�) = C0. (3.3.13)

Aplicando (3.3.11) para I ⇢ T� con |I|  �, deducimos de (3.3.12) y (3.3.13) que, para
todos los arcos b↵(I) ⇢ T� tales que |b↵(I)| < �/||b�0

||L1(T�),

1

|b↵(I)|

Z

b↵(I)

����0[�(t)]�
1

|b↵(I)|

Z

b↵(I)
�0[�(⌧)]dm(⌧)

���dm(t) < ".

Por lo tanto, �0
2 QC(R+) junto con ↵0, y por lo tanto � 2 QCS(R+).

Las siguientes afirmaciones son generalizaciones de [[22]. Lema 2.6].

Lema 3.3.2. Si ↵ 2 QCS(R+) y � = ↵�1, entonces las funciones

!(r) := ln[↵(r)/r], !̆(r) := ln[�(r)/r], r 2 R+, (3.3.14)

pertenecen a QC(R+), !̆(r) = �![�(r)] para r 2 R+ y

!(⇠) = �!̆(⇠) para todo ⇠ 2 e�. (3.3.15)
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Demostración. Por el Teorema 3.3.3, � 2 QCS(R+). Por el Teorema 3.3.1, ↵(r) = re!(r)

y �(r) = re!̆(r) para r 2 R+, donde !, !̆ 2 QC(R+), dados por (3.3.14). Entonces

!̆(r) = ln[�(r)/r] = � ln[r/�(r)] = � ln[(↵ � �)(r)/�(r)] = �![�(r)]

para r 2 R+. Por lo tanto, deducimos del Teorema 3.3.2 que ! � � 2 QC(R+) y !(⇠) +
!̆(⇠) = !(⇠)� ![�(⇠)] = 0 para todo ⇠ 2 e�, las cuales dan (3.3.15).

Lema 3.3.3. Si ↵ 2 QCS(R+), entonces ! 2 SO(R+), � 2 QC(R+) y �(⇠) = 0 para
todo ⇠ 2 �0.

Demostración. Junto con el corrimiento ↵ 2 QCS(R+), definimos el corrimiento ⇣ 2

QCS(R+) por ⇣(r) = 1/(↵(1/r)) = re�!(1/r) para r 2 R+. Puesto que ↵(0) = ⇣(0) = 0 y
↵0, ⇣ 0 2 QC(R+), se sigue de las igualdades

e!(r) =
↵(r)

r
=

1

r

Z r

0

↵0(x)dx, e�!(1/r) =
⇣(r)

r
=

1

r

Z r

0

⇣ 0(x)dx (3.3.16)

y [[43], Lema 4] que las funciones e! y r 7! e�!(1/r) son continuas en R+ y lentamente
oscilatoria en 0, lo cual significa que e! 2 SO(R+) ⇢ QC(R+). Entonces ! 2 SO(R+)
también. Por lo tanto, � = ↵0e�!

�1 2 QC(R+) junto con ↵0. Para cada ⇠ 2 M0
0 (QC(R+))

hay una sucesión de puntos rn 2 R+ tales que ĺımn!1 rn = 0 y, en vista de (3.3.16),

↵0(⇠) = ĺım
n!1

1

rn

Z rn

0

↵0(x)dx = ĺım
n!1

e!(rn) = e!(⇠).

Entonces deducimos de (3.3.9) que �(⇠) = 0 para todo ⇠ 2 M0
0 (QC(R)). Ya que

↵0(r) = ⇣ 0(1/r)
(1/r)2

(⇣(1/r))2
= ⇣ 0(1/r)e2!(r) para r 2 R+,

podemos relacionar los puntos ⇠ 2 M0
1
(QC(R)) y ⌘⇠ 2 M0

0 (QC(R)) por la regla ↵0(⇠)e�2!(⇠) =
⇣ 0(⌘⇠). Entonces para ⇠ 2 M0

1
(QC(R)) y ⌘⇠ 2 M0

0 (QC(R)) hay una sucesión {rn} en R+

tal que ĺımn!1 rn = 1 y, en vista de (3.3.16),

⇣ 0(⌘⇠) = ĺım
n!1

1

(1/rn)

Z 1/rn

0

⇣ 0(x)dx = ĺım
n!1

e�!(rn) = e�!(⇠). (3.3.17)

Por lo tanto, (3.3.17) implica que ↵0(⇠) = ⇣ 0(⌘⇠)e2!(⇠) = e!(⇠) para todo ⇠ 2 M0
1
(QC(R)).

Entonces, en visto de (3.3.9), �(⇠) = 0 para cada ⇠ 2 M0
1
(QC(R)) lo es también.
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3.4. El álgebra de Banach Bp de operadores integra-
les singulares modificados

Dado p 2 (1,1) y N 2 N, Bp = B(Lp
N(R+)), y Kp := K(Lp

N(R+)) (ver la introduc-
ción para X = Lp

N(R+)), donde Lp
N(R+) es el espacio de Banach de funciones vectoriales

' = {'k}
N
k=1 con entradas 'k 2 Lp(R+) y la norma ||'|| =

�PN
k=1 ||'||

p
Lp(R+)

�1/p
. Consi-

deremos el álgebra de Banach

Ap := alg{aI, SR+ : a 2 [QC(R+)]N⇥N ⇢ Bp (3.4.1)

generada por todos los operadores de multiplicación aI por funciones matriciales N ⇥N
a con entradas en QC(R+) y por el operador integral singular de Cauchy SR+ dado
por (0.0.5) con R+ en lugar de �. Como es bien conocido (ver, e.g., la prueba de [[40],
Teorema 4.1.5]), Kp ⇢ Ap para cada p 2 (1,1). Para � 2 C con Re� 2 (0, 2⇡), tomamos
los operadores R� 2 Bp definidas por

(R�f)(r) =
1

⇡i

Z

R+

f(%)

%� ei�r
d%, r 2 R+. (3.4.2)

El operador R� pertenece al álgebra de Banach alg{I, SR+} ⇢ Bp generada por
los operadores I y SR+ (ver, e.g., [[40], Sección 4.2]). Sea G el conjunto de todos los
corrimientos ↵ 2 QCS(R+) que preservan la orientación .

Sea Bp denota el álgebra de Banach generada por todos los operadores de la forma

Q = a+P
+
R+

+ a�P
�

R+
+ cV↵R� 2 Bp, (3.4.3)

donde a±, c 2 [QC(R+)]N⇥N , � 2 C con Re� 2 (0, 2⇡), P±

R+
:= 2�1(I±SR+), R� está dada

por (3.4.2), y V↵ es el operador de corrimiento definido por V↵f = f �↵, donde ↵ 2 G. El
álgebra de Banach Bp contiene propiamiente al algebra de Banach Ap dada por (3.4.1).
Como Kp ⇢ Bp, podemos definir B⇡

p = Bp/Kp.

Consideremos el isomorfismo isométrico

⌥ : Lp
N(R+) ! Lp

N(R+, dµ), (⌥f)(r) = r1/pf(r) (r 2 R+),

 0 : B(L
p
N(R+)) ! B(Lp

N(R+, dµ)), A 7! ⌥A⌥�1.
(3.4.4)

Por [[30], Sección 6] y (2.2.1), la imagen  0 del operador (3.4.3) tiene la forma

 0(Q) = Op(q), (3.4.5)
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donde la función matricial q 2 [QC(R+, V (R))]N⇥N está dada por

q(r, x) = a+(r)P+(x) + a�(r)P�(x)� c(r)ei!(r)(x+i/p)
R�(x) (3.4.6)

para (r, x) 2 R+ ⇥ R, las funciones P± están definidas por (3.2.6), ! está dada por
!(r) = ln[↵(r)/r] para r 2 R+, y

R�(x) := e(⇡��)(x+ip)/ sinh(⇡(x+ i/p)) para todo x 2 R. (3.4.7)

Por (3.4.5), para todos los generadores Q del álgebra de Banach Bp que están dados por
(3.4.3), los operadores  0(Q) son operadores pseudodiferenciales de Mellin Op(q) (ver en
la fórmula 2.2.1 a = q) con śımbolos matriciales cuasicontinuos (3.4.6). Sin embargo, el
operador  (A) para todo A 2 Bp no son operadores pseudodiferenciales de Mellin con
tales śımbolos. Si N = 1, entonces el álgebra de Banach B

⇡
p es conmutativa (ver [[30],

Teorema 6.4]). Por [[30], Teorema 7.1], su espacio ideal maximal es de la forma

fMR+
:= M+1 [M�1 [M0 [M1, (3.4.8)

donde los conjuntos M0 y M1 están dados por (3.2.2) y

M±1 := M(QC(R+))⇥ {±1}, (3.4.9)

respectivamente, con M(QC(R+)) dado por (2.1.5).

Sea Q⇡ := Q+Kp. Si N = 1, entonces se sigue de [[30], Teorema 7.1] que el mapeo
Q⇡

7! Q(·, ·) dado por los generadores del álgebra de Banach B
⇡
p por

Q(⇠, x) = a+(⇠)P+(x) + a�(⇠)P�(x) + c(⇠)ei!(⇠)(x+i/p)
R�(x) (3.4.10)

y (3.4.7) para todo (⇠, x) 2 fMR+
, que se extiende a la transformada de Gelfand

B
⇡
p ! C(fMR+

), A⇡
! A(·, ·), (3.4.11)

y por tanto la siguiente desigualdad se cumple:

máx{|A(⇠, x)| : (⇠, x) 2 fMR+
}  ı́nf

K2Kp

||A+K||B(Lp(R+)).

Si N 2 N, entonces llamamos a A(·, ·) el śımbolo de Fredholm de un operador
A 2 Bp. Por [[30], Teorema 6.4], las entradas del matricial operador Q conmutan a
dentro de operadores compactos. Entonces podemos definir únicamente det Q a dentro de
operadores compactos. Por [[13], Teorema 1.14], el operador Q es Fredholm en el espacio
Lp
N(R+) si y sólo si det Q es Fredholm en el espacio Lp(R+). Por lo tanto, se infiere del

siguiente criterio de Fredholm de [[30], Teorema 7.1].

Teorema 3.4.1. Si p 2 (1,1) y N 2 N, entonces un operador A 2 Bp es Fredholm en
el espacio Lp

N(R+) si y sólo si el śımbolo de Fredholm (3.4.11) de A es invertible, ésto es,

detA(⇠, x) 6= 0 para todo (⇠, x) 2 fMR+
. (3.4.12)
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3.5. Aplicaciones de los operadores pseudodiferencia-
les de Mellin

Sea 1 < p < 1 y sea � =
SN

k=1 �k es la curva estrellada definida por (3.1.1) y
(3.1.2), y sea ↵ : � ! � satisface las condiciones de la Sección 3.1. Combinando [[29],
Lema 4.1] y [[30], Corolario 3.3], tenemos lo siguiente.

Lema 3.5.1. Si p 2 (1,1), � 2 C y Re � 2 (�⇡, ⇡), y ! 2 QC(R+), entonces las
siguientes funciones pertenecen al álgebra de Banach QC(R+, V (R)):

sp(r, x) := sp(x) := coth(⇡(x+ i/p)), (r, x) 2 R+ ⇥ R,

hp,�(r, x) := hp,�(x) :=
exp(�(x+ i/p))

sinh(⇡(x+ i/p))
, (r, x) 2 R+ ⇥ R, (3.5.1)

v↵,�(r, x) := ei!(r)(x+i/p) exp(�(x+ i/p))

sinh(⇡(x+ i/p))
, (r, x) 2 R+ ⇥ R. (3.5.2)

Junto con (3.4.4), consideremos los isomorfismos

� : Lp(�) ! Lp
N(R+, dµ), (�f)(r) = {r1/pf(ei�kr)}Nk=1 (r 2 R+),

 : B(Lp(�)) ! B(Lp
N(R+, dµ)), A ! �A��1. (3.5.3)

Por (3.1.4), los operadores de corrimiento V ±1
↵ están acotados en el espacio Lp(�). Enton-

ces

 (V↵) = diag{c�1
k V↵j}

N
j=1, V↵k

f = f � ↵k, ck(r) := e�!k(r)/p (r 2 R+), (3.5.4)

donde ↵k : r 7! re!k(r) están en QCS(R+), V↵k
2 B(LP (R+, dµ)) y por (3.1.7),

c↵(e
i�kr) = ck(r) = e!k(r)/p para r 2 R+ y todo k = 1, 2, ..., N. (3.5.5)

Tomando en cuenta los Lemas 3.3.3 y 3.5.1, obtenemos las siguientes dos  -imágenes de
[[29], Teorema 5.3, 5.6].

Teorema 3.5.1. Sea 1 < p < 1 y sea � =
SN

k=1 �k una curva estrellada dada por (3.1.1)
y (3.1.2). Entonces

 (S�) = [Op("kgj,k)]
N
j,k=1, gj,k(r, x) := gj,k(x) para (r, x) 2 R+ ⇥ R, (3.5.6)
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donde "k := 1 si 0 es el punto inicial de �k, "k := �1 si 0 es el punto final de �k, las
funciones gj,k están dadas para todo x 2 R y todo k, j = 1, 2, ..., N por

gj,k(x) :=

(
coth(⇡(x+ i/p)) si j = k,

exp(✓j,k(x+i/p))
sinh(⇡(x+i/p)) si j 6= k,

(3.5.7)

✓j,k := ⇡ sgn(j � k)� (�j � �k) 2 (�⇡, ⇡), (3.5.8)

y gj,k 2 V (R), gj,k 2 QC(R+, V (R)) para todo j, k = 1, 2, ..., N.

Teorema 3.5.2. Sea 1 < p < 1 y sea � =
SN

k=1 �k la curva estrellada y un corrimiento
cuasicontinuo ↵ : �! � satisface las condiciones de la Sección 3.1, entonces

[ (V↵S�)]j,k = "kOp(vj,k), para todo j, k = 1, 2, ..., N (j 6= k),

donde las funciones vj,k 2 QC(R+, V (R)) están dadas por (r, x) 2 R+ ⇥ R por

vj,k(r, x) := ei!j(r)(x+i/p) exp(✓j,k(x+ i/p))

sinh(⇡(x+ i/p))
(3.5.9)

con ✓j,k definidas por (3.5.8), y "k dados por (3.1.3).

Por lo tanto, las  -imágenes de S� y el conmutador [V↵, S�] son operadores pseu-
dodiferenciales de Mellin con śımbolos cuasicontinuos matriciales.

Lema 3.5.2. Si A 2 Bp y  (A) = Op( a) donde a 2 [QC(R+, V (R))]N⇥N , a(⇠, x)

desaparece para todo (⇠, x) 2 fMR+
, y fMR+

está dado por (3.4.8), entonces A 2 Kp.

Demostración. Ya que a(⇠, x) = 0N⇥N para todo (⇠, x) 2 fMR+
, donde fMR+

es el espacio
ideal maximal del álgebra B

⇡
p para N = 1, se sigue de [[13], Teorema 1.35(d)] para p = 2

que ||Op( a)+K(Lp
N(R+, dµ))|| = 0, de donde A 2 K2. Pero el operador A =  �1[Op( a)]

está acotado en todos los espacios Lp(�) para p 2 (1,1). Por analoǵıa con [[32], Lema
4.5], entonces concluimos que A 2 Kp para todo p 2 (1,1).

Para j, k = 1, 2, . . . , N , obtenemos [ (S�)]k,k = "k eS y [ (S�)]j,k = "k eRj,k si j 6= k,

donde los operadores eS, eRj,k 2 B(Lp(R+, dµ)) están dados para r 2 R+ por

(eSf)(r) = 1

⇡i

Z

R+

(r/%)1/pf(%)

%� r
d%, ( eRj,kf)(r) =

1

⇡i

Z

R+

(r/%)1/pf(%)

%� ei(�j��k)r
d%. (3.5.10)

Aplicando (3.4.4), deducimos lo siguiente de [[30], Teorema 6.4].
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Lema 3.5.3. Si p 2 (1,1), c 2 QC(R+) y V↵k
, eRj,k 2 B(Lp(R+, dµ)) están dados por

(3.5.4) y (3.5.10), entonces para todo j, k = 1, 2, ..., N con j 6= k y todo A 2 {eS, eRj,k},
los conmutadores [cI, A] y [V↵k

, A] son operadores compactos en el espacio Lp(R+, dµ),
mientras que los operadores eS, eRj,k conmutan por parejas.

A continuación, la relación A ' B significa que A � B es un operador compacto.
Modificando la prueba de [[29], Lema 6.1] al caso de corrimientos cuasicontinuos, estable-
cemos lo siguiente.

Lema 3.5.4. Bajo las condiciones del Teorema 3.5.2, para todo j, k = 1, 2, ..., N ,

V ✏j
↵j
eRj,kV

✏k
↵k

' Op(d
✏j
j hp,✓j,kd

✏k
k ), (3.5.11)

donde ✏j, ✏k 2 {�1, 0, 1}, hp,� y ✓j,k están dados por (3.5.1) y (3.5.8),

dk(r, x) := ei!k(r)x, para (r, x) 2 R+ ⇥ R, (3.5.12)

y las funciones d
✏j
j hp,✓j,kd

✏k
k pertenecen a QC(R+, V (R)).

Demostración. Sea j, k = 1, 2, ..., N y k 6= j. Probaremos el teorema para ✏j, ✏k 2 {�1, 1}
(los otros casos se tratan de manera análoga). Por los Teoremas 3.3.1 y 3.3.3 los corri-
mientos inversos ↵�1

k (r) = �k(r) son de la forma re!̆k(r), donde !̆k(r) = �!r(�k(r)) por el
Lema 3.3.2. Por lo tanto, para r 2 R+, tenemos

↵✏k
k (r) = reb!k(r), b!k := !k si ✏k = 1, b!k := !̆k si ✏k = �1. (3.5.13)

Por el Lema 3.5.3 obtenemos

V ✏j
↵j
eRj,kV

✏k
↵k

' V ✏j
↵j
V ✏k
↵k
eRj,k = V↵j ,k

eRj,k, (3.5.14)

donde para r 2 R+, en vista de (3.5.13),

↵j,k(r) := (↵✏k
k � ↵

✏j
j )(r) = re!j,k(r), !j,k(r) := b!j(r) + b!k(re

b!j(r)). (3.5.15)

Del Teorema 3.5.2 se sigue que

V↵j,k
eRj,k = Op(bvj,k), (3.5.16)

donde las funciones bvj,k 2 QC(R+, V (R)) ( cf. (3.5.2) y (3.5.9)) están dadas por

bvj,k(r, x) := ei!j,k(r)x
exp(✓j,k(x+ i/p))

sinh(⇡(x+ i/p))
= dj,k(r, x)hp,✓j,k(x) (3.5.17)
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para (r, x) 2 R+ ⇥ R y, por (3.5.12) y (3.5.15),

dj,k(r, x) := ei!j,k(r)x = exp(ix[b!j(r) + b!k(re
b!j(r))]). (3.5.18)

Puesto que V
✏j
↵j
eRj,kV ✏k

↵k
= Op(dj,khp,✓j,k) en vista de (3.5.14) y (3.5.16)-(3.5.8), resta probar

que para todo j 6= k los operadores pseudodiferenciales de Mellin

Op(dj,khp,✓j,k)�Op(d
✏j
j hp,✓j,kd

✏k
k ), (3.5.19)

donde d
✏j
j hp,✓j,kd

✏k
k 2 QC(R+, V (R)), son compactos en el espacio Lp(R+, dµ). Para todo

⇠ 2 e�, se sigue de (3.5.13) y Teorema 3.3.2 que

(!k � �k)(⇠) = !k(⇠), b!k(⇠) = ✏k!k(⇠), ( b!k � ↵
✏j
j )(⇠) = b!k(⇠) = ✏k!k(⇠),

para k, j = 1, 2, ..., N , lo cual implica en visto con (3.5.13) y (3.5.15) que

!j,k(⇠) = b!j(⇠) + ( b!k � ↵
✏j
j )(⇠) = ✏j!j(⇠) + ✏k!k(⇠) para todo ⇠ 2 e�. (3.5.20)

Junto con la función bvj,k 2 QC(R+, V (R)), consideremos otra función evj,k 2 QC(R+, V (R))
dada para (r, x) 2 R+ ⇥ R por

evj,k(r, x) := ei(✏j!j(r)+✏k!k(r))x
exp(✓j,k(x+ i/p))

sinh(⇡(x+ i/p))
= d

✏j
j (r, x)hp,✓j,k(x)d

✏k
k (r, x). (3.5.21)

Por la prueba de [[30], Teorema 6.6], inferimos de (3.5.17), (3.5.20), (3.5.21) que

Op(dj,khp,✓j,k) = Op(bvj,k) ' Op(d
✏j
j hp,✓j,kd

✏k
k ),

lo cual nos da la compacidad del operador (3.5.19) y prueba (3.5.11).

Consideramos los operadores pseudodiferenciales de Mellin

 (T�T+) = I + [((c↵V↵)
�1

� I)(P+P� � P�(c↵V↵)P+)],

 (T+T�) = I + [((c↵V↵)� I)(P+P� � P�(c↵V↵)
�1P+)],

(3.5.22)

donde T± = (c↵V↵)±1P+ + P� y c↵ = e!/p.

Se sigue de (3.5.4), (3.5.5), (3.5.22), los Teoremas 3.5.1, 3.5.2 y el Lema 3.5.4 que

 (T�T+) ' Op(A↵�1A↵),  (T+T�) ' Op(A↵A↵�1),

A↵ := D↵P+ +P�, A↵�1 := D
�1
↵ P+ +P�, (3.5.23)
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D↵(r, x) := diag{@k(r, x)}
N
k=1 = diag{ei!k(r)x}

N
k=1, (3.5.24)

P±(r, x) := 2�1(IN ± ["kgj,k(r, x)]
N
j,k=1), (3.5.25)

y gj,k está definido por (3.5.6)- (3.5.7). Ya que !k 2 SO(R+) para todo k = 1, 2, ..., N por
el Lema 3.3.3, concluimos que [[29], Teorema 6.2] sigue siendo cierto para los corrimientos
cuasicontinuos ↵±1, lo cual nos da lo siguiente.

Teorema 3.5.3. Si p 2 (1,1), � y ↵ satisfacen las condiciones de la Sección 3.1 y la
función c↵ 2 QC(�) está dada por (3.1.7), entonces los operadores T± := (c↵V↵)±1P++P�

son Fredholm en el espacio Lp(�) e IndT± = 0.

Las demostraciones de los teoremas se harán en caṕıtulos más adelante.



Caṕıtulo 4

La teoŕıa de Fredholm para el
operador T

4.1. Propiedades de Fredholm para el operador
T = V↵P+ +GP�

En está sección estableceremos un criterio de Fredholm para el operador T = V↵P++
GP� en el espacio Lp(�) bajo las condiciones de la sección 3.1.

Teorema 4.1.1. Si G 2 QC(�) y las condiciones del Teorema 3.5.2 se satisfacen, en-
tonces el operador T = V↵P+ + GP� es Fredholm en el espacio Lp(�) si y sólo si las
condiciones (3.2.3) se cumplen.

Demostración. Ajustando G↵ := c↵G, donde c↵ 2 QC(�) está dada por (3.1.7), obtene-
mos

TT� = (V↵P+ +GP�)((c↵V↵)
�1P+ + P�) = c�1

↵ N↵, (4.1.1)

N↵ = P+ +G↵P� + (G↵I � (c↵V↵))(P�(c↵V↵)
�1P+ � P+P�). (4.1.2)

Introduciendo la función matricial diagonal G 2 [QC(R+)]N⇥N por

G↵(r) := diag{e!k(r)/pGk(r)}
N
k=1, r 2 R+, (4.1.3)

deducimos de (3.5.3), (4.1.2), Teorema 3.5.2 y el Lema 3.5.4 que

 (N↵) ' Op(N↵), (4.1.4)
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N↵ := P+ +G↵P� + (G↵ �D↵)(P�D
�1
↵ P+ �P+P�), (4.1.5)

donde las funciones matricialesD↵ yP± están dadas por (3.5.24) y (3.5.25), y las entradas
de la función matricial N↵ están en QC(R+, V (R)). Ya que el operador T� es Fredholm en
el espacio Lp(�) en vista del Teorema 3.5.3, se sigue de (4.1.1) y (4.1.4) que el operador
T es Fredholm en el espacio Lp(�) si y sólo si el operador pseudodiferencial de Mellin
Op(N↵) es Fredholm en el espacio Lp

N(R+, dµ). Como las entradas de la función matricial
N↵ pertenecen a QC(R+, V (R)) y por lo tanto los correspondientes operadores pseudodi-
ferenciales de Mellin conmutan dentro de operadores compactos en vista de [[30], Teorema
6.4], deducimos que el operador Op(N↵) es Fredholm en el espacio Lp

N(R+, dµ) si y sólo
si el operador Op(detN↵) es Fredholm en el espacio Lp(R+, dµ), lo cual es equivalente,
por [[30], Teorema 7.1], a las desigualdades

detN↵(⇠, x) 6= 0 para todo (⇠, x) 2 M�1 [M+1, (4.1.6)

detN↵(⇠, x) 6= 0 para todo (⇠, x) 2 M0 [M1, (4.1.7)

donde M0 y M1, están definidas por (3.2.2) y M±1 están dadas por (3.4.9). Por lo
tanto, nos resta probar que las condiciones (4.1.6)-(4.1.7) para N↵ dada por (4.1.5) son
equivalentes a ambas condiciones (3.2.3). Puesto que las funciones matriciales N↵(r,±1)
son diagonales, podemos deducir de (4.1.3), (4.1.5) y (3.2.5) que

detN↵(r,±1) = det(P+(r,±1) +G↵(r,±1)P�(r,±1))

=
Y

"k=⌥1

(e!k(r)/pGk(r)) para r 2 R+.

Por eso (4.1.6) se satisface si y sólo si la primera condición en (3.2.3) se satisface.
Por otro lado, (3.5.23) y (4.1.1) implican que

N↵ = (D↵P+ +G↵P�)A↵�1 = C↵TA↵�1 , T := V↵P+ +GP�, (4.1.8)

donde D↵,P± y G↵ están dadas por (3.5.24), (3.5.25) y (4.1.3), respectivamente, y

C↵(r) := diag{e!k(r)/p}
N
k=1, G(r) := diag{Gk(r)}

N
k=1 (r 2 R+),

V↵(r, x) := diag{ei!k(r)(x+i/p)
}
N
k=1 para (r, x) 2 R+ ⇥ R.

(4.1.9)

Las condiciones (4.1.6)-(4.1.7) y (3.2.2) implican la propiedad

ı́nf{| detN↵(⇠, x)| : (⇠, x) 2 M0 [M1} > 0, (4.1.10)

mientras (4.1.10) implica (4.1.7). Por (4.1.8), para todo (⇠, x) 2 M0 [M1,

detN↵(⇠, x) = detC↵(⇠) detT(⇠, x) detA↵�1(⇠, x), (4.1.11)
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donde detT(⇠, x) equivale a (3.2.5) de manera similar a [[29],(7.2)], detC↵ =
Qn

k=1 e
!k/p

por (4.1.9), y detA↵�1 = (
Q

"k=1 d
�1
k )P+ + (

Q
"k=�1 d

�1
k )P� por (3.2.5). Ya que detC↵

y detA↵�1 están separadas de cero, se sigue de (4.1.11) que (4.1.10) es equivalente a la
propiedad

ı́nf{| detT(⇠, x)| : (⇠, x) 2 M0 [M1} > 0. (4.1.12)

Finalmente, (3.2.3) es equivalente a (4.1.12) combinada con la primera condición en
(3.2.3), lo cuál completa la prueba.

Lema 4.1.1. Si p 2 (1,1), G 2 QC(�) y Gk(⇠) 6= 0 para todo ⇠ 2 �0 y todo k =
1, 2, ..., N , entonces la segunda condición en (3.2.3) se cumple si y sólo si

'p(⌘(⇠),�(⇠)) 62 Z para todo ⇠ 2 �0, (4.1.13)

donde �0 y las funciones 'p, ⌘,� están dadas por (3.2.1) y (3.2.7), (3.2.8).

Demostración. Si Gk(⇠) 6= 0 para todo ⇠ 2 �0 y todo k = 1, 2, ..., N , entonces por (3.2.5),
detT(⇠, x) 6= 0 para todo (⇠, x) 2 M0 [M1 si y sólo si

� NY

k=1

ei"k!k(⇠)(x+i/p)G�"k
k (⇠)

�
P+(x) + P�(x) 6= 0 (4.1.14)

para todos (⇠, x) 2 M0 [M1. Aplicando (3.2.8), vemos de las identidades

P±(x) = [±exp(⇡(x+ i/p))]/[2 sinh(⇡(x+ i/p))], x 2 R,
que (4.1.14) es equivalente a la condición

ei⌘(⇠)(x+i/p)�ln |�(⇠)|�i arg �(⇠)e2⇡(x+i/p)
6= 1 para todo (⇠, x) 2 �0

⇥ R. (4.1.15)

La condición (4.1.15) se satisface si y sólo si para cualquier k 2 Z el sistema
⇢

�⌘(⇠)/p� ln |�(⇠)|+ 2⇡x = 0
⌘(⇠)x� arg �(⇠) + 2⇡/p = 2⇡k

no tiene soluciones (⇠, x) 2 �0
⇥ R. Pero esto es equivalente (4.1.13).

El Teorema 4.1.1 y el Lema 4.1.1 implican el siguiente resultado.

Corolario 4.1.1. Si G 2 QC(�) y las condiciones del Teorema 3.5.2 se cumplen, en-
tonces el operador T = V↵P+ + GP� es Fredholm en el espacio Lp(�) si y solo si las
condiciones (3.2.4) se satisfacen.

Combinando el Teorema 4.1.1 y el Corolario 4.1.1, obtenemos el Teorema 3.2.1
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4.2. Indice del operador T = V↵P+ +GP�

4.2.1. Los ı́ndices de Cauchy

Sea f invertible en PQC, F la extensión armónica de f al disco unitario D y sea
P+
T := 2�1(I + ST). Por [[43], Teorema 1], el operador de Toeplitz Tf = P+

T fP+
T es

Fredholm en el espacio de Hardy H2(T) si y sólo si la función armónica F , es separada
de 0 en el anillo 1� " < |z| < 1 para un suficientemente pequeño " > 0. Por lo tanto, se
sigue de [[43], Teorema 2] y (3.2.9) para el operador de Fredholm Tf que

IndTf = �indf = � ĺım
r!1

1

2⇡
{argF (rt)}t2T. (4.2.1)

Siguiendo [43], para alguna función invertible f 2 QC(R+) y algún r 2 (0, 1),
construimos una función efr 2 SO(R+) ⇢ QC(R+) tal que

f(⇠) = efr(⇠) para todo ⇠ 2 �0. (4.2.2)

Primero, tomamos una función bf 2 QC(R) dada por bf(x) := f(|x|) para x 2 R. Entonces
bf es invertible en QC(R). Aplicando el homeomorfismo � : T ! Ṙ dado por (2.1.1),
deducimos que bf � � es invertible en QC. Por lo que el operador de Toeplitz con śımbolo
bf � � es Fredholm en el espacio de Hardy H2(T). Sea

F (z) :=
1

2⇡

Z

T

1� |z|2

|1� tz|2
( bf � �)(t)dm(t) (z 2 D)

la extensión armónica de la función bf � � 2 QC al disco unitario abierto D. Como es
conocido (ver, e.g., [[14], Sección 1.2, Corolario 2]), ( bf � �)(t) = ĺımr!1� F (rt) para casi
todo t 2 T. Por [[43], p.821, Corolario], las funciones g±1, definidas por g±1(x) := F (±x)
para x 2 [0, 1), pertenece a SO[0, 1), esto es, g±1 son funciones continuas acotadas en
[0, 1) que oscilan lentamente en 1, lo cual significa que para algún (equivalentemente,
arbitrario) ⌘ 2 (0, 1),

ĺım
�!1

sup{|g±1(x)� g±1(y)| : x, y 2 [1� �, 1� ⌘�]} = 0.

Más aún, se sigue de [[43], p. 823] que

g±1(⇠) = ( bf � �)(⇠) para todo ⇠ 2 M0
±1(QC). (4.2.3)
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Para " 2 (0, 1) y r = 1 � ", consideramos la función Fr 2 C(T) dada por Fr(z) = F (rz)
para todo z 2 T. Para t = ei✓ con ✓ 2 (�⇡, 0), definimos

g(r)(t) :=

8
<

:

g�1(1� ✓ � ⇡) si ✓ 2 (�⇡,�⇡ + "],

Fr(exp(i
⇡(✓+")
⇡�2" )) si ✓ 2 [�⇡ + ",�"],

g1(1 + ✓) si ✓ 2 [�", 0),
(4.2.4)

donde g�1(1� ✓� ⇡)0F (⇡ + ✓� 1) y g1(1 + ✓) = F (1 + ✓). La función g(r) es continua en
T� \ {±1} = ��1(R+) y oscila lentamente en ±1. Por lo tanto, por [[32], Lema 2.1], las
funciones efr, están dadas por

efr(x) = (g(r) � ��1)(x) para todo x 2 R+, (4.2.5)

están en SO(R+) para cada r 2 (0, 1). Podemos ver, por construcción, que (4.2.2) se
satisface. Más aún, por [[43], Teorema 1], la función efr dada por (4.2.3)- (4.2.5) es invertible
en SO(R+) para todo r 2 (0, 1) cerca de 1.

4.2.2. Demostración del Teorema 3.2.2

Si G 2 QC(�) es invertible en QC(�), entonces para cada Gk 2 QC(R+) (k =
1, 2, ..., N) existen funciones eGk 2 SO(R+) invertibles en SO(R+) y que satisfacen (3.2.11)
(ver subsección 4.2.1). Por el Lema 3.3.3, !k 2 SO(R+), pero �k : r 7! r!0

k(r) están en
QC(R+). Define las funciones e!k 2 SO(R+) por

e!k(r) =
1

r

Z r

0

!k(x)dx, k = 1, 2, ..., N.

Entonces e�k(r) := r e!0

k(r) = � e!k(r) +!k(r) para r 2 R+, donde e�k 2 SO(R+). Por [[22],
Lema 2.2], ĺımr!s r e!0

k(r) = 0 para s 2 {0,1}, y por lo tanto (3.2.10) se cumple. Junto
con V↵, definimos el operador de corrimiento Ve↵, donde e↵(ei�kr) = ei�kre e!k(r) para r 2 R+

y k = 1, 2, ..., N ; !k � e!k 2 SO(R+), mientras que �k �
e�k 2 QC(R+), (�k �

e�k)|�0 = 0,
pero (�k �

e�k)|e� puede diferir de 0.

Con la función c↵ dada por (3.1.7), asociamos la función ce↵ 2 SO(�) tal que
ce↵(ei�kr) = eck(r) = e e!k(r)/p para r 2 R+ y todo k = 1, 2, ..., N , y eck 2 SO(R+). Por
lo tanto, a la función G↵ = c↵G que es invertible en QC(�), relacionamos la función
eG↵ := ce↵ eG invertible en SO(�), donde ( eG↵)k = eck eGk 2 SO(R+) para k = 1, 2, ..., N y,
por (3.2.10) y (3.2.11),

( eG↵)k(⇠) = (G↵)k(⇠) para todo ⇠ 2 �0 y todo k = 1, 2, ..., N. (4.2.6)
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Dado p 2 (1,1) y G↵, eG↵ que satisfacen (4.2.6), consideremos los operadores

T = V↵P+ +GP�, eT := Ve↵P+ + eGP�, T0 := P+ + ( eG↵G
�1
↵ )P�, (4.2.7)

donde, por el Teorema 4.1.1, los operadores T y eT son Fredholm en Lp(�). Tomando
↵(t) = t para todo t 2 �, deducimos de (3.2.5) y (3.2.11) que

detT0(⇠, x) =

8
<

:

Q
"k=�1(

eG↵G�1
↵ )k(⇠) si (⇠, x) 2 M+1,Q

"k=1(
eG↵G�1

↵ )k(⇠) si (⇠, x) 2 M�1,
1 si (⇠, x) 2 M0 [M1.

(4.2.8)

Por lo tanto, por el Teorema 4.1.1, el operador T0 es Fredholm en el espacio Lp(�).
Aplicando (4.2.7), obtenemos

T0(P+ +G↵P�) = P+ + eG↵P� + ( eG↵G
�1
↵ � 1)P+(1�G↵)P�

' P+ + eG↵P� (4.2.9)

por que A := ( eG↵G�1
↵ �1)P+(1�G↵)P� es un operador compacto en el espacio Lp(�). En

efecto, por el Teorema 3.5.1 y (4.2.6), el śımbolo a 2 [QC(R+, V (R))]N⇥N del operador

pseudodiferencial de Mellin Op( a) =  (A) desaparece para todo (⇠, x) 2 fMR+
, y por lo

tanto Op( a) es un operador compacto en el espacio Lp
N(R+, dµ) por el Lema 3.5.2. Simi-

larmente, pasando a los operadores pseudodiferenciales de Mellin, deducimos de (4.2.6),
Teorema 3.5.2 y el Lema 3.5.2 que

(P+ + ( eG↵G
�1
↵ )P�)(G↵I � (c↵V↵))(P�(c↵V↵)

�1P+ � P+P�)

' ( eG↵I � (ce↵Ve↵))(P�(ce↵Ve↵)
�1P+ � P+P�). (4.2.10)

Por (4.1.1) y el Teorema 3.5.3, IndT = IndN↵, donde N↵ está dado por (4.1.2). Se sigue
de (4.1.2) y (4.2.7), (4.2.9), (4.2.10) que

T0N↵ ' Ne↵ := P+ + eG↵P� + ( eG↵I � (ce↵Ve↵))(P�(ce↵Ve↵)
�1P+ � P+P�),

donde el operador Ne↵ es Fredholm en el espacio Lp(�). Por otro lado, por analoǵıa con
(4.1.1) y (4.1.2), obtenemos

Ne↵ = ce↵(Ve↵P+ + eGP�)((ce↵Ve↵)
�1P+ + P�) = ce↵ eT eT�, (4.2.11)

donde eT está dada por (4.2.7) y el operador eT� := (ce↵Ve↵)�1P+ + P� es Fredholm en el
espacio Lp(�) y tiene ı́ndice cero por el Teorema 3.5.3. Ya que T0N↵ ' Ne↵, deducimos de
(4.2.11) y el Teorema 3.5.3 que

IndT0 + IndN↵ = IndNe↵ = IndeT . (4.2.12)
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Ya que IndT = IndN↵, deducimos de (4.2.12) que

IndeT = IndT + IndT0. (4.2.13)

Junto con T0, consideremos el operador T1 := GP+
R+

+ P�

R+
2 B(Lp(R+)), donde G :=

QN
k=1(G↵

eG�1
↵ )"kk . Por el Teorema 3.4.1, se sigue de (3.4.3), (3.4.10), (3.4.12) y la igualdad

de la forma (4.2.8) para T1 que el operador T1 es Fredholm en el espacio Lp(R+). Por
(4.2.8), también tenemos

IndT0 = IndOp(T0) = IndOp(detT0)

= IndOp
⇣⇣ NY

k=1

( eG↵G
�1
↵ )�"k

k

⌘
P+ + P�

⌘

= Ind
⇣⇣ NY

k=1

( eG↵G
�1
↵ )�"k

k

⌘
P

+
R+

+ P
�

R+

⌘
= IndT1. (4.2.14)

Sea bG(x) := G(x) para x 2 R+ y bG(x) := 1 para x 2 R�. Entonces bG 2 QC(R) por [[43],
Lema 2], los operadores T1 = GP+

R+
+P�

R+
y T2 := bGP+

R +P�

R son Fredholm en los espacios

Lp(R+) y Lp(R), respectivamente, y Ind T1 = Ind T2. Sea eG0(x) :=
QN

k=1(
eG↵)

"k
k (|x|)

para x 2 R. Entonces eG0 2 QC(R). De acuerdo con (3.2.13), introducimos el operador
bT 2 B(Lp(R)) con bG↵ 2 QC(R) por

bT := bG↵P
+
R + P�

R , bG↵(x) =

⇢ QN
k=1(G↵)

"k
k (x) si x 2 R+QN

k=1(G↵)
"k
k (�x) si x 2 R�.

(4.2.15)

Ya que bTT3 '
eG0T2 donde el operador T3 := P+

R + eG0P
�

R es Fredholm del ı́ndice cero en

el espacio Lp(R), se sigue que el operador bT es Fredholm en el espacio Lp(R) junto con
T2 y IndbT = IndT2. Por lo tanto, por (4.2.14),

IndT0 = IndT1 = IndT2 = IndbT . (4.2.16)

Ya que los operadores T0 y bT son Fredholm en todos los espacios Lp(R) para p 2 (1,1),
deducimos de [[44], Teorema 3] que sus ı́ndices coinciden para todo p 2 (1,1). En parti-
cular, para p = 2 y � dada por (2.1.1), se sigue que U�

bTU�1
� = ( bG↵ � �)P+

T + P�

T , donde
(U�')(t) = (1 � t)�1(' � �)(t) para t 2 T. Aplicando (4.2.15), el operador de Toeplitz

T bG↵��
con śımbolo bG↵ � �, y (4.2.1), deducimos que

IndbT = Ind(( bG↵ � �)P+
T + P�

T ) = IndT bG↵��
= �ind( bG↵ � �). (4.2.17)

Combinando (4.2.16) y (4.2.17), concluimos que IndT0 = �ind( bG↵ � �), lo cuál junto con
(4.2.13) nos da (3.2.12) y prueba el Teorema 3.2.2.



58

4.2.3. Demostración del Teorema 3.2.3

Ya que el operador eT está dado por (4.2.7) y tiene datos lentamente oscilatorios,
deducimos la siguiente fórmula del ı́ndice para el operador eT de [[29], Teorema 8.2] con
� = 0.

Teorema 4.2.1. Si las condiciones del Teorema 3.2.2 se satisfacen, y las funciones eGk y
e!k están en SO(R+) para k = 1, 2, ..., N , y el operador eT = Ve↵P+ + eGP� es Fredholm en
el espacio Lp(�), entonces ess ı́nft2� | eG(t)| > 0, 'p(⌘(⇠),�(⇠)) 62 Z para todo ⇠ 2 �0, y

IndeT = ĺım
m!1

⇣ NX

k=1

"k
2⇡

{arg eGk(r)}r2[m�1,m] +
arg e�(m�1)

2⇡
�

arg e�(m)

2⇡

+E('p(e⌘(m�1), e�(m�1)))� E('p(e⌘(m), e�(m)))
⌘
,

donde las funciones 'p y e⌘, e� están dadas por (3.2.7) y (3.2.15), respectivamente, y E(x)
es la parte entera de un x 2 R.

Combinando el Teorema 4.2.1 sobre el ı́ndice del operador eT y el Teorema 3.2.2,
obtenemos (3.2.14) y completamos la demostración del Teorema 3.2.3.

4.3. Criterio de Fredholm generalizado

Consideremos una curva compuesta � =
Sm

k=1 �k ⇢ C [ {1}, donde �k son arcos
suaves, orientados, acotados y no acotados, con interiores distintos en pares, y con puntos
finales en el conjunto finito Y de nodos que incluyen a 1. También suponemos que los
arcos �k no forman cúspides en los nodos t 2 Y y en cada arco de �k tienen diferentes
puntos finales. Aplicando los resultados de los operadores pseudodiferenciales de Mellin
con śımbolos cuasicontinuos, la teoŕıa de Fredholm es construida para el problema con
valor en la frontera de Haseman �+

�↵ = G��+g en el conjunto de espacios de Lebesgue,
donde �± son valores de frontera angulares en � de la función anaĺıtica desconocida
�, G y g son funciones dadas en �, y ↵ es un homeomorfismo de cada arco �k en si
mismo que preserva la orientación de arcos. Además teniendo que el coeficiente G y
la derivada del corrimiento ↵0 son funciones cuasicontinuas en cada arco �k, el criterio
de Fredholm se establece para el equivalente operador integral singular con corrimiento
T = V↵P+ + GP� en el espacio Lp(�), si la función gk := g � �k g 2 QC(�k) donde los
operadores P± = 2�1(I±S�) son relacionados con el operador singular integral de Cauchy
S�, y el operador de corrimeinto V↵ está dado por V↵f = f � ↵.
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Un arco de longitud finita lo llamaremos arco acotado. Si la longitud de un arco es
infinita, lo llamaremos como un arco no acotado.

Para cada arco acotado y orientado �k de longitud lk, tomamos un difeomorfismo que
preserva la orientación �k : [0, lk] ! �k, y decimos que una función g de valores complejos
es cuasicontinua en el arco �k, g 2 QC(�k), si la función gk := g � �k es cuasicontinua en
el segmento Lk := [0, lk] ⇢ R, gk 2 QC(Lk), donde QC(Lk) := QC(R)|Lk

. Para cada arco
no acotado orientado �k con puntos finales ⌧k 2 C y ⌧ 0k = 1, tomamos un difeomorfismo
�k : R+ ! �k tal que �k(0) = ⌧k y �k(1) = ⌧ 0k = 1, y decimos que una función con
valores complejos g es cuasicontinua en el arco �k, g 2 QC(�k), si la función gk := g��k es
cuasicontinua en el semieje positivo R+ ⇢ R, gk 2 QC(R+), donde QC(R+) := QC(R)|R+ .
Una función g : � ! C es llamada cuasicontinua en �, g 2 QC(�), si g 2 QC(�k) para
cada k = 1, ...,m.

Para cada nodo t 2 Y , sea �t la unión de todos los arcos �k con puntos finales t
para k 2 {1, 2, ...,m}. Por lo tanto, �t = [k2Ntlk, donde el conjunto Nt ⇢ {1, 2, ...,m}

contiene m(t) elementos. Para cada t 2 Y , sea k1,t, k2,t, ..., km(t),t los números de arcos �k
con puntos finales t que son enumerados en sentido contrario a las manecillas del reloj si
t es un nodo finito, y en sentido de las manecillas del reloj si t = 1. Para cada t 2 Y y
cada s 2 {1, 2, ...,m(t)}, ponemos

"ks,t =

⇢
1 si t es el punto inicial de �ks,t ,

�1 si t es el punto final de �ks,t .
(4.3.1)

Para cada k = 1, 2, ...,m sea Lk = Lk si �k es un arco finito, y sea Lk := R+ si �k

es un arco acotado. El homeomorfismo ↵ de cada arco �k en si mismo que preserva la
orientación, posee la propiedad de

ln |↵0
| 2 L1(�k). (4.3.2)

Entonces el operador de corrimiento V↵ : f 7! f �↵ y su inverso V �1
↵ están acotados

en el espacio Lp(�), p 2 (1,1). Llamaremos tal ↵ un corrimiento cuasicontinuo en � si
para cada k = 1, 2, ...,m, la derivada e↵0

k del homeomorfismo

e↵k := ��1
k � ↵ � �k (4.3.3)

del conjunto Lk sobre si mismo es una función cuasicontinua en Lk, es decir, e↵�1
k 2

QC(Lk). Si Lk = R+ para algún k = 1, 2, ..,m, entonces se sigue de [[36], Teorema 4.1]
que las funciones

!k(r) = ln[e↵k(r)/r], �k(r) : r 7! r!0

k(r) (4.3.4)
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pertenecen al conjunto QC(R+). Si Lk = Lk = [0, lk] para algún k = 1, 2, ...,m, entonces
la función

 k(r) := e↵k(r)/r =
1

r

Z r

0

e↵0

k(x)dx, r 2 [0, lk], (4.3.5)

es continua en (0, lk] y lentamente oscilatoria en 0. Esto implica que la función

!k := ln k (4.3.6)

es también continua en Lk y lentamente osciltoria en 0. Ya que  k = e!k por (4.3.6), se
sigue de (4.3.5) que e↵k(r) = re!k , y por lo tanto

e↵0

k(r) = (1 + r!0

k(r))e
!k(r).

Por lo tanto la función �k : r 7! 1 + r!0

k(r) pertenece a QC(Lk).

Por otro lado, para Lk = Lk = [0, lk] la función

e 0

k(r) =
e↵k(lk)� e↵k(r)

lk � r
=

1

lk � r

Z lk

r

e↵0

k(x)dx (4.3.7)

es continua en [0, lk) y lentamente oscilatoria en el punto lk. Por lo tanto, la función

e!k(r) := ln e k(lk � r) (4.3.8)

es lentamente oscilatoria en el punto 0. Para cada t 2 Y y cada s 2 {1, 2, ...,m(t)},
introducimos para r 2 Lks,t la función

b!ks,t(r) =

⇢
e!ks,t(r) si Lks,t = [0, lks,t ] y �ks,t(t) = lks,t ,
!ks,t(r) si Lks,t = [0, lks,t ] y �ks,t(t) = 0 o Lks,t = R+.

(4.3.9)

Sea t 2 Y un punto finito. Para cada arco acotado o no acotado �ks,t para s 2 {1, 2, ...,m(t)}
con punto inicial t, ponemos b!ks,t(⇠) = !ks,t(⇠) para cada ⇠ 2 M0

0 (QC(R)). Si t 2 Y \{1}

es un punto final de un arco acotado o no acotado �ks,t para s 2 {1, 2, ...,m(t)}, entonces
ponemos b!ks,t(⇠) = e!ks,t(⇠) para cada ⇠ 2 M0

0 (QC(R)). Si t = 1 2 Y , entonces para cada
arco no acotado �ks,t , para s 2 {1, 2, ...,m(t)} con puntos iniciales o finales t, ponemos
b!ks,t(⇠) = !ks,t(⇠) para cada ⇠ 2 M0

1
(QC(R)). Similarmente, para cada t 2 Y y cada

s 2 {1, 2, ...,m(t)}, introducimos para r 2 Lks,t la función

Gks,t(r) =

⇢
(G � �ks,t � hks,t)(r) si Lks,t = [0, lks,t ] y �ks,t(t) = lks,t ,

(G � �ks,t)(r) si Lks,t = [0, lks,t ] y �ks,t(t) = 0 o Lks,t = R+.
(4.3.10)

Entonces, si t 2 Y es un punto finito, para cada arco acotado o no acotado �ks,t

con s 2 {1, 2, ...,m(t)} y con punto inicial t, ponemos Gks,t(⇠) = (G � �ks,t)(⇠) para cada
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⇠ 2 M0
0 (QC(R)). Si t 2 Y \ {1} es un punto final de un arco acotado o no acotado �ks,t

para s 2 {1, 2, ..,m(t)}, entonces para cada ⇠ 2 M0
0 (QC(R)) ponemos

Gks,t(⇠) =

⇢
(G � �ks,t � hks,t)(⇠) si Lk = [0, lk],

(G � �ks,t)(⇠) si Lk = R+,
(4.3.11)

donde hk(r) = lk � r para Lk = Lk. Si t = 1 2 Y , entonces para cada arco no acotado
�ks,t , con s 2 {1, 2, ...,m(t)} que comienza o termina en el punto t, ponemos Gks,t(⇠) =
(G � �ks,t)(⇠) para cada ⇠ 2 M0

1
(QC(R)). Ahora definimos los siguientes conjuntos

Mt :=

⇢
M0

0 (QC(R))⇥ R si t 2 Y \ {1}

M0
1
(QC(R))⇥ R si t = 1 2 Y,

(4.3.12)

y

M0
t :=

⇢
M0

0 (QC(R)) si t 2 Y \ {1}

M0
1
(QC(R)) si t = 1 2 Y.

(4.3.13)

Para cada t 2 Y , cada punto (⇠, x) 2 Mt y cada ⇠ 2 M0
t , definimos los valores

Tt(⇠, x) :=

8
>>>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>>>:

 
Q

"ks,t=1 e
ib!ks,t (⇠)(x+i/p)

! 
Q

"ks,t=�1 Gks,t(⇠)

!
P+(x)+

 
Q

"ks,t=�1 e
ib!ks,t (⇠)(x+i/p)

! 
Q

"ks,t=1 Gks,t(⇠)

!
P�(x) si t 2 Y \ {1}

 
Q

"ks,t=�1 e
ib!ks,t (⇠)(x+i/p)

! 
Q

"ks,t=1 Gks,t(⇠)

!
P+(x)+

 
Q

"ks,t=1 e
ib!ks,t (⇠)(x+i/p)

! 
Q

"ks,t=�1 Gks,t(⇠)

!
P�(x) si t = 1 2 Y,

(4.3.14)

P±(x) := 2�1[1± coth(⇡ + i/p))] para todo x 2 R, (4.3.15)

'p(⌘,�) :=
⇣ ⌘

2⇡p
+

ln |�|

2⇡

⌘ ⌘

2⇡
+

1

p
�

arg�

2⇡
, (4.3.16)

⌘t(⇠) :=

( Pm(t)
s=1 "ks,tb!ks,t(⇠) si t 2 Y \ {1}, ⇠ 2 M0

0 (QC(R)),
�
Pm(t)

s=1 "ks,tb!ks,t(⇠) si t = 1 2 Y, ⇠ 2 M0
1
(QC(R)),

(4.3.17)

�t(⇠) :=

( Qm(t)
s=1 G

"ks,t
ks,t

(⇠) si t 2 Y \ {1}, ⇠ 2 M0
0 (QC(R)),

Qm(t)
s=1 G

�"ks,t
ks,t

(⇠) si t = 1 2 Y, ⇠ 2 M0
1
(QC(R)).

(4.3.18)
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Obtenemos el siguiente criterio de Fredholm para el problema de frontera de Ha-
seman con datos cuasicontinuos G 2 QC(�) y ↵0

2 QC(�) en una curva compuesta
�.

Teorema 4.3.1. Sea p 2 (1,1), G 2 QC(�), � =
Sm

k=1 �k ⇢ C [ {1}, donde �k

son arcos suaves acotados o no acotados con interiores distintos a pares y con puntos
finales en un conjunto finito Y de nodos que pueden incluir a 1, y sea ↵ : � ! � un
homeomorfismo que preserva la orientación de cada arco �k, tal que (4.3.2) se satisface
y tal que e↵0

k 2 QC(Lk) para el corrimiento e↵k dado por (4.3.3). Entonces el operador
T = V↵P+ + GP� es Fredholm en el espacio Lp(�) si y sólo si uno de las siguientes
condiciones equivalentes se satisfacen:

ess ı́nf
t2�

|G(t)| > 0 y Tt(⇠, x) 6= 0 para todo t 2 Y y todo (⇠, x) 2 Mt, (4.3.19)

ess ı́nf
t2�

|G(t)| > 0 y 'p(⌘t(⇠),�t(⇠)) 62 Z para todo t 2 Y y todo (⇠, x) 2 M0
t , (4.3.20)

donde Tt(⇠, x) está definida para todo (⇠, x) 2 Mt por (4.3.14) con P±(x), b!ks,t(r), Gks,t(r)
y "ks,t dados por (4.3.15), (4.3.9), (4.3.10) y (4.3.1), respectivamente, y 'p(⌘t(⇠),�t(⇠))
está definida por (4.3.16) con ⌘t(⇠) y �t(⇠) dados por (4.3.17) y (4.3.18), respectivamente.



Caṕıtulo 5

Operadores integrales singulares con
coeficientes y corrimientos
cuasicontinuos

5.1. Invertibilidad de operadores funcionales
binomiales y estudio de operadores integrales
singulares con corrimientos

Dado p 2 (1,1), la curva estrellada � y un corrimiento ↵ : � ! � que satisfacen
las condiciones de la Sección 3.1, consideremos el operador funcional binomial

A = aI � bV↵ 2 B(Lp(�)), (5.1.1)

donde a, b 2 QC(�), ↵ es un corrimiento cuasicontinuo definido en la Sección 3.1, I es el
operador identidad, y V↵ es el operador de corrimiento dado por V↵f = f � ↵.

Teorema 5.1.1. Si p 2 (1,1), a, b 2 QC(�), una curva estrellada � =
SN

k=1 �k y
un corrimiento cuasicontinuo ↵ satisfacen las condiciones de la Sección 3.1 , y ↵ tiene
solamente dos puntos fijos 0 y 1, entonces el operador funcional A = aI�bV↵ es invertible
en el espacio Lp(�) si y sólo si para cada k = 1, 2, . . . , N una de las siguientes dos
condiciones alternativas se satisface:

ess inf
r2R+

|ak(r)| > 0 and máx
⌘2e�

�
|bk(⌘)||↵

0

k(⌘)|
�1/p/|ak(⌘)|

�
< 1, (5.1.2)

ess inf
r2R+

|bk(r)| > 0 and máx
⌘2e�

�
|ak(⌘)||↵

0

k(⌘)|
1/p/|bk(⌘)|

�
< 1, (5.1.3)
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donde ak(r) := a(ei�kr), bk(r) := b(ei�kr) y ↵k(r) := e�i�k↵(ei�kr) para r 2 R+ y k =
1, 2, . . . , N , y

e� := M+
0 (QC(R)) [M�

1
(QC(R)). (5.1.4)

Haciendo uso de las interrelaciones del operador singular integral con coeficientes
cuasicontinuos y operadores pseudodiferenciales de Mellin con śımbolos cuasicontinuos
establecidos en [30] y aplicando una reducción de tales operadores, obtenemos el criterio
de Fredholm para el operador

Y = (a+I � b+V↵)P+ + (a�I � b�V↵)P� 2 B(Lp(�)), (5.1.5)

con coeficientes cuasicontinuos

a±, b± 2 QC(�) y el corrimiento cuasicontinuo ↵.

Ahora definiremos los conjuntos

�0 := M0
0 (QC(R)) [M0

1
(QC(R)), (5.1.6)

M0 := M0
0 (QC(R))⇥ R, M1 := M0

1
(QC(R))⇥ R. (5.1.7)

Entonces el siguiente condicional criterio de Fredholm para el operador Y es valido.

Teorema 5.1.2. Sea p 2 (1,1), a±, b± 2 QC(�) y sea una curva estrellada � y un co-
rrimiento ↵ : �! � satisfacen las condiciones de la Sección 3.1, donde ↵ tiene sólamente
dos puntos fijos 0 y 1. Si los operadores funcionales A± = a±I � b±V↵ son invertibles
en el espacio Lp(�), entonces el operador Y = A+P+ + A�P� es Fredholm en el espacio
Lp(�) si y sólo si

detY(⇠, x) :=
⇣Y

"k=1
A+,k(⇠, x)

⌘⇣Y
"k=�1

A�,k(⇠, x)
⌘
P+(x)

+
⇣Y

"k=�1
A+,k(⇠, x)

⌘⇣Y
"k=1

A�,k(⇠, x)
⌘
P�(x) 6= 0 (5.1.8)

para todo (⇠, x) 2 M0 [M1, donde

P±(x) :=
1

2

⇥
1± coth(⇡(x+ i/p))

⇤
para x 2 R, (5.1.9)

A±,k(⇠, x) := a±,k(⇠)� b±,k(⇠)e
i!k(⇠)(x+i/p) para (⇠, x) 2 M0 [M1, (5.1.10)

a±,k(r) := a±(ei�kr), b±,k(r) := b±(ei�kr), !k(r) := ln[↵k(r)/r] para r 2 R+, y los corri-
mientos ↵k : R+ ! R+ están definidos en el Teorema 5.1.1.
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Teorema 5.1.2 nos da suficientes condiciones de Fredholm para el operador Y en el
espacio Lp(�) que consisten en el criterio de invertibilidad para los operadores funcionales
binomiales A± = a±I�b±V↵ en el espacio Lp(�), los cuales se definen en el Teorema 5.1.1, y
el cumplimiento de (5.1.8). Para obtener el criterio completo de Fredholm para el operador
Y , queda por demostrar la invertibilidad de los operadores A± en el espacio Lp(�) para
el operador de Fredholm Y . Para p 2 (1, 2) [ (2,1) esta pregunta está abierta.

Si p = 2, entonces obtenemos el siguiente criterio de Fredholm para el operador Y
aplicando C⇤-álgebra representaciones relacionadas con las de [8, Section 4], obtenido me-
diante el uso de medidas espectrales y el método de trayectorias locales [23, 4] relacionados
con C⇤-álgebras asociadas con sistemas dinámicos C⇤ (see, e.g., [2, 3]).

Teorema 5.1.3. Sean p = 2, a±, b± 2 QC(�), la curva estrellada � y el corrimiento
↵ : �! � satisfacen las condiciones de la Sección 3.1 donde ↵ tiene solo dos puntos fijos
0 y 1. Entonces el operador Y = A+P+ + A�P� es Fredholm en el espacio L2(�) si y
sólo si los operadores funcionales A± = a±I � b±V↵ son invertibles en el espacio L2(�) y
(5.1.8) se cumple para todo (⇠, x) 2 M0 [M1, donde p = 2 in (5.1.9) y (5.1.10).

5.2. Invertibilidad de operadores funcionales

Esta sección está dedicada a la demostración del Teorema 5.1.1.

Demostración. El operador A = aI � bV↵ es invertible en el espacio Lp(�) si y sólo si
para cada k = 1, 2, ..., N , los operadores Ak := akI � bkV↵k

son invertibles en el espacio
Lp(R+). Reescribiendo los operadores Ak en la forma

Ak = akI �bbkU↵k
, (5.2.1)

donde bbk := bk(↵0

k)
�1/p y U↵k

= (↵0

k)
1/pV↵k

son operadores isométricos, deducimos de
[[19], Teorema 3] que cada operador Ak es invertible en el espacio Lp(R+) si y sólo si es
invertible en el espacio L2(R+). Para cada k = 1, 2, ..., N , consideremos el grupo ćıclico
{↵n

k : n 2 Z} que actúa topológicamente libremente (ver, e.g., [7]) en el espacio ideal
maximal M(QC(R+)) definido por (2.1.5). Sea V el operador unitario en el espacio l2 :=
l2(Z) dado por (V f)(n) = f(n + 1) para todo f 2 l2 y todo n 2 Z. Para cada ⇠ 2

MR+(QC(R)) := [t2R+Mt(QC(R)), definimos los operadores discretos

(Ak)⇠ = ak,⇠I � bk,⇠V 2 B(l2), (5.2.2)

donde las funciones ak,⇠, bk,⇠ 2 l1 están dadas por

a,⇠(⌘) = (ak � ↵
n
k)(⇠), b,⇠(⌘) = (bbk � ↵n

k)(⇠), n 2 Z.
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Por [[7], Teorema 5.2], el operador Ak dado por (5.2.1) es invertible en el espacio L2(R+)
si y sólo si para cada ⇠ 2 MR+(QC(R)), el operador (Ak)⇠ dado por (5.2.2) es invertible
en el espacio l2 y

sup{||(Ak)
�1
⇠ ||B(l2) : ⇠ 2 MR+(QC(R))} < 1.

Por [[19], Teorema 17], para cada ⇠ 2 MR+(QC(R)), el operador (Ak)⇠ es inverible en el
espacio l2 si y sólo si una de las siguientes condiciones de cumple:

(i) ı́nf
n2Z

|ak,⇠(n)| > 0, r((bk,⇠/ak,⇠)V ) < 1;

(ii) ı́nf
n2Z

|bk,⇠(n)| > 0, r((ak,⇠/bk,⇠)V
�1) < 1;

(5.2.3)

donde r(A) es el radio espectral de un operador A 2 B(l2). Sea Ak de la forma (5.2.1)
invertible en el espacio l2(R+). Entonces [[7], Teorema 5.2 (iii)] implica que los operadores
(Ak)⌘ = ak(⌘)I �bbk(⌘)V son invertibles en el espacio l2 para cada ⌘ 2 e�, lo cual implica

que |ak(⌘)| 6= |bbk(⌘)| para todo ⌘ 2 e�. Por lo tanto, o bien |ak(⌘)| > |bbk(⌘)| para todo
⌘ 2 M+

0 (QC(R)), o |ak(⌘)| < |bbk(⌘)| para todo ⌘ 2 M+
0 (QC(R)). La misma propiedad es

valida para todo ⌘ 2 M�

1
(QC(R)).

En realidad, afirmamos que esto ocurre, si o bien |ak(⌘)| > |bbk(⌘)| para todo ⌘ 2 e�,
o |ak(⌘)| < |bbk(⌘)| para todo ⌘ 2 e�. En efecto, si 0 es un punto repulsor de ↵k y 1 es el
punto atractor de ↵k, y |ak(⌘)| > |bbk(⌘)| para todo ⌘ 2 M+

0 (QC(R)) y |ak(⌘)| < |bbk(⌘)|
para todo ⌘ 2 M�

1
(QC(R)), entonces para cada ⇠ 2 MR+(QC(R)) hay un n⇠ 2 N tal que

ı́nfn>n⇠
|bk,⇠(n)| > 0, ı́nfn<�n⇠

|ak,⇠(n)| > 0 y

|ak,⇠(n)|/|bk,⇠(n)|  máx
⌘2M�

1(QC(R))
{|ak(⌘)|/|bbk(⌘)|} < 1 para todo n > n⇠,

|bk,⇠(n)|/|ak,⇠(n)|  máx
⌘2M+

0 (QC(R))
{|bbk(⌘)|/|ak(⌘)|} < 1 para todo n < �n⇠.

Ya que Ak es invertible en el espacio L2(R+), entonces para cada ⇠ 2 MR+(QC(R)) se
puede alcanzar que la propiedad ak,⇠(n)bk,⇠(n) 6= 0 para todo n 2 {�n⇠, ..., n⇠}, por una
pequeña perturbación de coeficientes ak, bk 2 QC(R+) que preservan la invertibilidad del
operador (Ak)⇠ en el espacio l2. Por [[19], Proposición 14], la función

f(n) =

8
<

:

Q
�1
s=n[bk,⇠(s)/ak,⇠(s)] si �n 2 N,

1 si n = 0,Qn
s=1[ak,⇠(s� 1)/bk,⇠(s� 1)] si n 2 N,

pertenecen a ker(Ak)⇠ ⇢ l2, lo cual contradice la invertibilidad de Ak en L2(R+).

Si 0 es el punto atractor de ↵k y 1 es el punto repulsor de ↵k, y |ak(⌘)| < |bbk(⌘)|
para todo ⌘ 2 M+

0 (QC(R)) y |ak(⌘)| > |bbk(⌘)| para todo ⌘ 2 M�

1
(QC(R)), entonces
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nuevamente el operador Ak no es invertible en L2(R+). Otros dos casos de desigualdades
diferentes en 0 y 1 contradicen la invertibilidad del operador adjunto A⇤

k en el espacio
L2(R+), lo cual demuestra la afirmación mencionada arriba.

Por lo tanto, para la invertibilidad del operador Ak, solo uno de los casos (i) o (ii)
se puede realizar para todo ⇠ 2 MR+(QC(R)) en (5.2.3). Entonces, o bien

mı́n
⇠2M(QC(R+))

|ak(⇠)| > 0, sup
⇠2MR+ (QC(R))

r
⇣ bk,⇠
ak,⇠

V
⌘
= máx

⌘2e�

|bbk(⌘)|
ak(⌘)

< 1 (5.2.4)

si |ak(⌘)| > |bbk(⌘)| para todo ⌘ 2 e�, o bien

mı́n
⇠2M(QC(R+))

|bbk(⇠)| > 0, sup
⇠2MR+ (QC(R))

r
⇣ak,⇠
bk,⇠

V �1
⌘
= máx

⌘2e�

|ak(⌘)|
bbk(⌘)

< 1 (5.2.5)

si |ak(⌘)| < |ebk(⌘)| para todo ⌘ 2 e�, lo cuál demuestra la necesidad de las condiciones
(5.1.2) y (5.1.3). Combinando (5.2.3), (5.2.4) y (5.2.5) obtenemos la suficiencia de las
condiciones (5.1.2) y (5.1.3).

Si las condiciones del Teorema 5.1.1 se satisfacen y para k = 1, 2, ..., N el operador
Ak = akI � bkV↵k

es invertible en el espacio Lp(R+), entonces

A�1
k =

⇢ P
1

n=0((bk/ak)V↵k
)na�1

k I si (5,1,2) se cumple
�V �1

↵k

P
1

n=0((ak/bk)V
�1
↵k

)nb�1
k I si (5,1,3) se cumple.

(5.2.6)

Escribimos ak � bk si (5.1.2) se satisface en (5.2.6), y bk � ak si (5.1.3) se cumple.

5.3. Demostración del Teorema 5.1.2

Ya que los operadores A± = a±I � b±V↵ son invertibles en el espacio Lp(�) y los
operadores A±,k = a±,kI � b±,kV↵k

son invertibles en Lp(R+) para todo k = 1, 2, ..., N ,
deducimos del Teorema 5.1.1 y (5.1.10) que

A±,k(⇠, x) 6= 0 para todo (⇠, x) 2 M0 [M1 y todo k = 1, 2, ..., N.

Tomando los operadores de corrimiento V�± 2 B(Lp(�)) con corrimientos �± : � ! �
dados por

�±(e
i�kr) = ei�k�±,k(r), �±,k(r) =

⇢
r si a±,k � b±,k,

↵�1
k (r) si b±,k � a±,k,

(5.3.1)
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para r 2 R+ y todo k = 1, 2, ..., N . Sea c�±(e
i�kr) = c�±,k(r) = (�±,k(r)/r)1/p para

r 2 R+ y todo k = 1, 2, ..., N por (3.5.5). El Teorema 3.5.3 implica que el operador
Y0 := (c�+V�+)P+ + (c��V��)P� es Fredholm en el espacio Lp(�). En efecto, el operador
c��V�� es invertible en el espacio Lp(�), entonces Y0 = (c��V��)(ce�Ve�P+ + P�), donde
e�=�+ � ��1

� : � ! �, ce� := (e�(t)/t)1/p para t 2 �, y por eso el operador (ece�Ve�)P+ + P�

es Fredholm en el espacio Lp(�) por el Teorema 3.5.3. Similarmente el operador bY0 :=
(c�+V�+)

�1P+ + (c��V��)
�1P� es también Fredholm en el espacio Lp(�). Entonces el ope-

rador pseudodiferencial de Mellin  (Y0
bY0) es Fredholm en el espacio Lp

N(R+, dµ) también.
Entonces tenemos

Y Y0 = A+c�+V�+P+ + A�c��V��P� +H0,

(5.3.2)

H0 := (A+ � A�)(P+c��V��P� � P�c�+V�+P+).

Para cada operador R� dada por (3.4.2), deducimos de los Teoremas 3.5.1 y 3.5.2 que los
operadores A±,kR� poseen la propiedad:  0(A±,k, R�) son operadores pseudodiferenciales
de Mellin con simbolos cuasicontinuos en QC(R+, V (R)). Se puede ver fácilmente que los
śımbolos de los operadores pseudodiferenciales de Mellin en los Teoremas 3.5.1 y 3.5.2
pertenecen actualmente a las clases [bE(R+, V (R)]N⇥N . Se sigue por analoǵıa con [[22],
Lema 5.5] que los operadores  0(A

�1
±,k, R�) también poseen tal propiedad. Por lo que

concluimos de (5.3.2) que

 (H0) = Op[(A+ �A�)(P+
eD�P� �P�

eD+P+)] (5.3.3)

es un operador pseudodiferencial de Mellin con śımbolo matricial cuasicontinuo en la clase
[bE(R+, V (R))]N⇥N , donde P± están dados por (3.5.25) y

A±(r, x) := diag{a±,k(r)� b±,k(r)e
i!k(r)(x+i/p)

}
N
k=1,

bD± = diag{bd±,k}
N
k=1, bd±,k(r, x) =

⇢
1 si a±,k � b±,k,

e�i(!k�↵
�1
k )(r)x si b±,k � a±,k,

ess ı́nf{| det(bD±(r, x))| : (r, x) 2 R+ ⇥ R} > 0. (5.3.4)

Aplicando (5.3.1) y (3.5.4), deducimos que  (A±c�±V�±) = diag{B±,k}
N
k=1, donde, res-

pectivamente,

B±,k =

⇢
a±,kI � b±,kc

�1
k V↵k

si a±,k � b±,k,
�(b±,kc

�1
k I � a±,kV �1

↵k
) si b±,k � a±,k,

donde las funciones ck son definidas por (3.5.4). Consideremos los invertibles en el espacio
Lp(R+, dµ) operadores

eA±,k :=

⇢
I � (b±,k/a±,k)c

�1
±,kV↵k

si a±,k � b±,k,
I � (a±,k/b±,k)c±,kV �1

↵k
si b±,k � a±,k.
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y los invertibles en el espacio Lp(�) operadores

bA±,m =  �1(diag{(1� �m,k)I + �m,k
eA±,k}

N
k=1), m = 1, 2, ..., N, (5.3.5)

donde �m,k es el śımbolo de Kronecker. Para m = 1, 2, ..., N , consideremos los operadores

P±,2, Ym, eYm 2 B(Lp(�)) dados por

(P±,2f)(t) :=
f(t)

2
±

1

2⇡i

Z

�

(t/⌧)1/2�1/pf(⌧)

⌧ � t
d⌧, f 2 Lp(�), t 2 �,

Ym := bA+,mP+,2 + bA�,mP�,2, bYm := bA�1
+,mP+,2 + bA�1

�,mP�,2, (5.3.6)

donde los operadores bA±,m están definidos por (5.3.5). Como  (Ym
bYm) ' Op(bNm) y

 (bYmYm) ' Op(bNm y Op(Nm), Op(bNm) son operadores pseudodiferenciales de Mellin
con simbolos cuasicontinuos Nm, bNm 2 [bE(R+, V (R)]N⇥N dados por

Nm(r, x) = Ym(r, x) bYm(r, x), bNm(r, x) = bYm(r, x)Ym(r, x),

Ym(r, x) = bA+,m(r, x)P+,2(r, x) + bA�,m(r, x)P�,2(r, x),

bYm(r, x) = bA�1
+,m(r, x)P+,2(r, x) + bA�1

�,m(r, x)P�,2(r, x), (r, x) 2 R+ ⇥ R,
donde P±,2(r, x) están dadas por (3.5.25) con gj,k(r, x) := gj,k(x) definida por (3.5.7) con

p reemplazado por 2, bA±(r, x) = diag{(1� �m,k) + �m,k
eA±,k(r, x)}Nk=1, y

eA±,k(r, x) =

⇢
1� (b±,k(r)/a±,k(r))ei!k(r)(x+i/p) si a±,k � b±,k,

1� (a±,k(r)/b±,k(r))e�i!k(r)(x+i/p) si b±,k � a±,k.
(5.3.7)

Por lo tanto los operadores Ym
bYm y bYmYm son Fredholm en el espacio Lp(�) si y solo si los

operadores pseudodiferenciales de Mellin Op(det(Nm
bNm)) con śımbolos det(Nm

bNm) 2

bE(R+, V (R)) son Fredholm en el espacio Lp(R+, dµ). En tal caso los operadores Ym y bYm

son Fredholm en el espacio Lp(�). Ya que

det(Nm(r, x)bNm(r, x)) = det(Ym(r, x)) det( bYm(r, x)),

det(Ym(r, x)) = eAjm,m(r, x)P+,2(x) + eA�jm,m(r, x)P�,2(x),

det( bYm(r, x)) = eA�1
jm,m(r, x)P+,2(x) + eA�1

�jm,m(r, x)P�,2(x),

donde jm = ± si "m = ±1, P±,2(x) = 2�1(1 ± tanh(⇡x)) para x 2 R, y eA±,m(r, x) están

dados por (5.3.7), se sigue de manera similar a [[22], Teorema 7.1] que det(Nm
bNm) 6= 0

para todo (⇠, x) 2 fMR+
, lo cuál nos da la propiedad de Fredholm de Ym y bYm en Lp(�)

para todo m = 1, 2, ..., N , e implica la propiedad:

det( bYm(r, x)) 6= 0 (⇠, x) 2 M0 [M1. (5.3.8)
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Más aún, deducimos de (5.3.2) y (5.3.6) que

N0 := Y Y0
bY1
bY2...bYN = d+P+,2 + d�P�,2 +H, (5.3.9)

H :=
NX

m=0

Hm
bYm+1

bYm+2...bYN ,

donde H0 está dado por (5.3.2) y

H1 := (A+c�+V�+ � A�c��V��)(P+
bA�1
�,1P�,2 � P�

bA�1
+,1P+,2)bY2

bY3...bYN ,

Hm := (A+c�+V�+
bA�1
+,1... bA�1

+,m�1 � A�c��V��
bA�1
�,1... bA�1

�,m�1)

⇥(P+,2
bA�1
�,mP�,2 � P�,2

bA�1
+,mP+,2)bYm+1

bYm+2...bYN (m = 2, ..., N),

d±(e
i�mr) := d±,m(r) =

⇢
a±,m(r) si a±,m � b±,m,

�b±,m(r)c�1
m (r) si b±,m � a±,m.

con r 2 R+.

Ya que los operadores Y0 y bYm para m = 1, 2, ..., N son Fredholm en Lp(�), con-
cluimos de (5.3.9) que el operador Y es Fredholm en el espacio Lp(�) si y solo śı lo es el
operador N0. Pero  (N0) = Op(N0) es un operador pseudodiferencial de Mellin con un
śımbolo cuasicontinuo N0 2 [bE(R+, V (R))]N⇥N . El operador Op(N0) es Fredholm en el es-
pacio Lp

N(R+, dµ) si y solo śı el operdor Op(detN0) es Fredholm en el espacio Lp(R+, dµ).
Por (5.3.9), inferimos que

detN0(r, x) = det[diag{d+,m(r)}
N
m=1P+,2(r, x) + diag{d�,m(r)}

N
m=1P�,2(r, x)]

=
⇣ Y

"m=1

d+,m(r)
⌘⇣ Y

"m=�1

d�,m(r)
⌘
P+(x)

+
⇣ Y

"m=�1

d+,m(r)
⌘⇣ Y

"m=1

d�,m(r)
⌘
P�(x)

para (r, x) 2 M+1 [ M�1. Ya que las funciones d±,m son invertibles en L1(R+) para
cada m = 1, 2, ..., N en vista del Teorema 5.1.1 para los invertibles de operadores A±,
concluimos que ess ı́nfr2R+ | detN0(r,±1)| > 0. Por lo tanto, inferimos de [[30], Teore-
ma 7.1] que el operador Op(detN0) es Fredholm en el espacio Lp(R+, dµ) si y solo si
detN0(⇠, x) 6= 0 para todo (⇠, x) 2 M0 [ M1. Mas aún, se sigue de (5.3.9) para todo
(⇠, x) 2 M0 [M1 que

detN0(⇠, x) = detY(⇠, x) detY0(⇠, x) det bY1(⇠, x)... det bYN(⇠, x), (5.3.10)
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donde detY0(⇠, x) = det[(bD+P+ + bD�P�)(⇠, x)] 6= 0 por (5.3.4) similarmente a (5.1.8),
det bYm(⇠, x) 6= 0 para todo m 2 {1, ..., N} por (5.3.8) y

detY(⇠, x) = det(A+(⇠, x)P+(⇠, x) +A�(⇠, x)P�(⇠, x))

es calculada por la fórmula (5.1.8) similarmente a la fórmula (3.2.5). Por lo tanto de
(5.1.10) y (5.3.10) sigue que detN0(⇠, x) 6= 0 para todo (⇠, x) 2 M0 [ M1 si y solo śı
detY(⇠, x) 6= 0 para esos puntos, lo cuál completa la demostración del Teorema 5.1.2.

5.4. La forma general de operadores integrales
singulares con corrimientos

Para probar el teorema 5.1.3 bajo las condiciones de la Sección 3.1, necesitamos
encontrar por analoǵıa con [8] una forma general de operadores en el álgebra C⇤

B := alg{QC(�), S�, U↵} ⇢ B(L2(�)) (5.4.1)

generado por todos los operadores de multiplicación aI con a 2 QC(�), por el operador
integral singular de Cauchy S� definido por (0.0.5) y por el operador de corrimiento
unitario U↵ : f 7! |↵0

|
1/2(f � ↵). Vemos que Un

↵ 2 B para todo n 2 Z.

El grupo ćıclico G = {↵n : n 2 Z} generado por el corrimiento ↵ tiene el conjunto
⇤ := {0,1} ⇢ � de puntos fijos en común y actúa libremente en el conjunto �arc := �\⇤.
Por lo tanto, el grupo G actúa topológicamente libremente sobre �, lo que significa que
para cada conjunto finito F ⇢ G \ {e}, donde e = ↵0 es la unidad de G, y cada conjunto
abierto ⌦ ⇢ � hay un t 2 ⌦ tal que g(t) 6= t para cada g 2 F (cf. [7]).

Sean ⇤� y @⇤ , respectivamente, el interior y la frontera de ⇤. Entonces ⇤� = ? y
@⇤ = ⇤. Para el conjunto G� de todas las G-órbitas G(t) := {g(t) : g 2 G} de puntos
t 2 �, tenemos la siguiente partición: G� = G⇤ [Garc, donde G⇤ es el conjunto de todas
las G-órbitas en � que tienen sólo un punto, y Garc es el conjunto de todas las G-órbitas
contables en �arc.

Para cada k = 1, 2, . . . , N , definimos el mapeo

�k : R+ ! �k, �k(r) := ei�kr para todo r 2 R+. (5.4.2)

Fijando tw 2 w para cada G-órbita w 2 Garc, y colocando �k,arc := �k \ ⇤ para k =
1, 2, . . . , N , para cada G-órbita w 2 Garc, también definimos

etw := ��1
k (tw) y �w := �k si tw 2 �k,arc para k = 1, 2, . . . , N. (5.4.3)
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Junto con B dada por (5.4.1), consideremos la subálgebra C⇤

A := alg{QC(�), U↵} ⇢ B(L2(�)) (5.4.4)

generada por los operadores U↵ y aI para todo a 2 QC(�).

Sean A
0 y B

0 las subálgebras no cerradas de B que consisten de todos los ope-
radores de la forma

Pn
i=1 Ti,1Ti,2 . . . Ti,ji (n, ji 2 N), donde Ti,k son, respectivamente, los

generadores aI (a 2 QC(�)) y U↵ de la C⇤-álgebra A dada por (5.4.4), o los generadores
aI (a 2 QC(�)), S� and U↵ de la C⇤-álgebra B. Las álgebras A

0 y B
0 son subálgebras

densas de A y B, respectivamente.

Sea H el ideal bilateral cerrado de B siendo la clausura del conjunto

H
0 :=

(
mX

i=1

BiHiCi : Bi, Ci 2 B
0, Hi 2 H, m 2 N

)
⇢ B, (5.4.5)

donde H :=
�
[aI, S�], Un

↵S�(Un
↵ )

⇤
� S� : a 2 QC(�), n 2 Z

 
. El ideal K = K(L2(�)) está

contenido en H (ver, e.g., [6, Section 11]).

Aplicando los Teoremas 3.5.1, 3.5.2 y 2.2.4, inferimos que los operadores H 2 H

tienen singularidades puntuales en 0 y 1, y son localmente compactos en todos los demás
puntos de � debido a (2.2.7), lo que significa que cH ' HcI ' 0 para todas las funciones
c 2 C(�) que desaparecen en 0 y 1.

Para cada k = 1, 2, . . . , N , definimos el conjunto

⌦k,arc :=
[

w2Gk,arc

Metw(QC(R)), (5.4.6)

donde Gk,arc es el conjunto de todas las G-órbitas de puntos t 2 �k,arc. Para cada k =
1, 2, . . . , N , cada ⇠ 2 ⌦k,arc y cada operador A =

P
m2F amUm

↵ 2 A
0 con un conjunto

finito F ⇢ Z y coeficientes am 2 QC(�), definimos similarmente a

Ak,⇠ := ak,⇠I � bk,⇠V 2 B(l2), (5.4.7)

los operadores discretos Ak,⇠ en el espacio l2 = l2(Z) por

Ak,⇠ =
X

m2F

am,k,⇠V
m, (5.4.8)

donde (V f)(n) = f(n + 1) para todo f 2 l2 y todo n 2 Z, los coeficientes am,k,⇠ 2 l1

están dados por am,k,⇠(n) = ((am)k � ↵n
k)(⇠) para todo n 2 Z, y ((am)k � ↵n

k)(⇠) significa
el valor de la transformada de Gelfand de la función (am)k � ↵n

k 2 QC(R+) en el punto
⇠ 2 ⌦k,arc.

Puesto que ⇤� = ?, obtenemos el siguiente lema por analoǵıa con [8, Lemma 8.2].
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Lema 5.4.1. Cada operador B 2 B
0 está representado en la forma

B = A+P+ + A�P� +HB, with A± =
X

m2F

a±mU
m
↵ 2 A

0, HB 2 H
0, (5.4.9)

donde F es un subconjunto finito de Z, a±m 2 QC(�) para todo m 2 F ,

máx
k=1,2,...,N

sup
⇠2⌦k,arc

��A±

k,⇠

��
B(l2)

 ı́nf
�
kB +HkB(L2(�)) : H 2 H

0
 
, (5.4.10)

los conjuntos ⌦k,arc están dados por (5.4.6), y para cada k = 1, 2, . . . , N y cada ⇠ 2 ⌦k,arc

los operadores A±

k,⇠ 2 B(l2) están definidos por A±
2 A

0 como en (5.4.8).

Demostración. Fijamos B 2 B
0. Ya que U↵aU⇤

↵ = (a � ↵)I y a � ↵ 2 QC(�) junto con
a 2 QC(�) en vista del Teorema 3.3.2 aplicado a la función de matriz diagonal siendo el
coeficiente en  [(a � ↵)I] ( viendo que

⌥ : Lp(�) ! Lp
N(R+, dµ), (⌥f)(r) =

�
r1/pf

�
ei�kr

� N

k=1
(r 2 R+),

 : B(Lp(�)) ! B(Lp
N(R+, dµ)), A 7! ⌥A⌥�1), (5.4.11)

deducimos de (5.4.5) que B es de la forma (5.4.9). Aśı, solo necesitamos probar la de-
sigualdad (5.4.10).

En primer lugar, por analoǵıa con [5, Theorem 7.2], demostremos que

kA±

k,⇠kB(l2)  kB +HkB(L2(�)) (5.4.12)

para cada H 2 H
0, cada k = 1, 2, . . . , N y cada ⇠ 2 ⌦k,arc. Fijando H 2 H

0, lo cual implica
que

B +H = A+P+ + A�P� +H0, con H0 = HB +H 2 H
0. (5.4.13)

Para cada n 2 N, sea ⇧n 2 B(l2) el operador de multiplicación por la función
caracteŕıstica del conjunto finito Fn = {m 2 Z : |m|  n}.

Fijamos k = 1, 2, . . . , N , w 2 Gk,arc, ⇠ 2 Metw(QC(R)). Entonces

kA±

k,⇠kB(l2) = ĺım inf
n!1

k⇧nA
±

k,⇠⇧nkB(l2). (5.4.14)

Elegimos un segmento u ⇢ R+ tal que etw 2 u y los segmentos ↵m
k (u) son sub-

conjuntos disjuntos de R+ para todo m 2 Z. Sea Mu(QC(R)) :=
S

⌧2u M⌧ (QC(R)).
Consideremos el espacio de Hilbert l2(Fn) consistente en las restricciones de funciones
f 2 l2 hacia el conjunto (2n+1)-puntos Fn. Sea �n la función caracteŕıstica del conjunto
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eun = �k(un) ⇢ �k,arc, donde un :=
Sn

m=�n ↵
m
k (u) ⇢ R+. Entonces �nH0�nI ' 0 en el

espacio L2(�). Aplicando el isomorfismo isométrico

�n : L2(eun) ! L2
2n+1(u), (�n')(t) =

⇥
(Um

↵ ')(�k(t))
⇤n
m=�n

, t 2 u,

inferimos de la forma (5.4.13) similarmente a [5, Theorem 7.2] que

�n�n(B +H)�n�
�1
n ' �n

�
�nA

+�nP+�nI + �nA
��nP��nI

�
��1
n

' eA+
(n)P

+
u + eA�

(n)P
�

u 2 B(L2
2n+1(u)), (5.4.15)

donde P±

u = 1
2(I ± Su) y Su está dado por (0.0.5) con � reemplazado por u ⇢ R+,

y eA±

(n) son (2n + 1) ⇥ (2n + 1) funciones matriciales con entradas en QC(R)|u tal que
eA±

(n)(x) :=
⇥
(a±s�m,k � ↵

m
k )(x)

⇤n
m,s=�n

para x 2 u. Entonces se sigue de manera similar a

[9, Theorem 7.1 y a la sección 7.4] que los operadores eA±

(n)I son invertibles en el espacio

L2
2n+1(u) si el operador eA+

(n)P
+
u + eA�

(n)P
�

u es Fredholm en este espacio. Esto implica que

�� eA±

(n)I
��
B(L2

2n+1(u))

�� eA+

(n)P
+
u + eA�

(n)P
�

u

��. (5.4.16)

Combinando (5.4.15) and (5.4.16), inferimos que

�� eA±

(n)I
��
B(L2

2n+1(u))
 |�n(B +H)�nI|  kB +HkB(L2(�)). (5.4.17)

Por (5.4.17), para cada ⌘ 2 Mu(QC(R)) y cada n 2 N, se sigue que

��⇧nA
±

k,⌘⇧n

��
B(l2)


�� eA±

(n)I
��
B(L2

2n+1(u))
 kB +HkB(L2(�)),

lo cual implica que

k⇧nA
±

k,⇠⇧nkB(l2)  sup
⌘2Mu(QC(R))

k⇧nA
±

k,⌘⇧nkB(l2)  kB +HkB(L2(�)). (5.4.18)

Aplicando (5.4.14) and (5.4.18), inferimos que para cada k = 1, 2, . . . , N , cada w 2 Gk,arc

y cada ⇠ 2 Metw(QC(R)) ⇢ ⌦k,arc,

kA±

k,⇠kB(l2) = ĺım inf
n!1

k⇧nA
±

k,⇠⇧nkB(l2)  kB +HkB(L2(�)),

lo cual implica (5.4.12) para todo ⇠ 2 ⌦k,arc y todo H 2 H
0. Entonces, por (5.4.12),

máx
k=1,2,...,N

sup
⇠2⌦k,arc

��A±

k,⇠

��
B(l2)

 kB +HkB(L2(�)) para todo H 2 H
0,

que nos da (5.4.10).
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Sea eA el C⇤-álgebra de 2⇥ 2 matrices diagonales con entradas valoradas en A.

Teorema 5.4.1. Cada operador B 2 B está representado de forma única en la forma

B = A+P+ + A�P� +HB, (5.4.19)

donde A± son operadores funcionales en la C⇤-álgebra A, P± = 1
2(I ± S�) y HB 2 H.

Además, el mapeo B 7! diag{A+, A�
} es un C⇤-álgebra homomorfismo de B sobre eA,

cuyo kernel es H, y

kA±
k  ı́nf

�
kB +HkB(L2(�)) : H 2 H

 
 |B| = ı́nf

K2K(L2(�))
||B +K||B(L2(�)). (5.4.20)

Demostración. Fijamos B 2 B
0 representado en la forma (5.4.9). Se observa, en vista de

(5.4.10) que el mapeo B 7! diag{A+, A�
} es un ⇤-homomorfismo algebraico del álgebra

no cerrada B
0 en eA, cuyo kernel es H

0. Este mapeo está dado en los generadores de B

por
aI 7! diag{aI, aI}, Ug 7! diag{Ug, Ug}, S� 7! diag{I,�I}.

Se sigue de [7, Theorem 5.2] adaptado al espacio L2(�) que, respectivamente

kA±
kB(L2(�)) = máx

k=1,2,...,N
sup

⇠2⌦k,arc

��A±

k,⇠

��
B(l2)

. (5.4.21)

Condición (5.4.20) para B 2 B
0 se sigue de (5.4.21), Lema 5.4.1 y K ⇢ H. Por conti-

nuidad, (5.4.20) es válido para cualquier operador B 2 B, lo que implica la unicidad de
descomposición (5.4.19) para cualquier operador B 2 B.

5.5. Demostración del Teorema 5.1.3

La demostración de Teorema 5.1.3 se divide en las demostraciones de varios teore-
mas.

De acuerdo a [8, Section 4], con el C⇤-álgebra B dada por (5.4.1), asociamos el
espacio de Hilbert

H
1 :=

M

w2Garc

H
1

w , (5.5.1)

donde los espacios de Hilbert H1

w son dados por

H
1

w := l2(Metw(QC(R))⇥ {±1}, l2(Z,C2)) para todo w 2 Garc. (5.5.2)
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Consideremos ahora la representación �1 del C⇤-álgebra B en el espacio de Hilbert
(5.5.1), definido para cada B 2 B por

�1(B) :=
M

w2Garc

�1

w (B), (5.5.3)

donde �1 es la suma directa de C⇤-álgebra homomorfismos

�1

w : B ! B(H1

w ), B 7! �1

w (B) = Sym1

w (B)I (w 2 Garc), (5.5.4)

definido inicialmente en los generadores aI, S� y U
↵ del C⇤-álgebra B para todo a 2

QC(�) y todo  2 Z como sigue.

Si w 2 Garc, tw 2 �arc y etw 2 R+, entonces �1

w (B) son operadores de multiplicación
por las funciones matriciales no finitas

Sym1

w (B) : Metw(QC(R))⇥ {±1} ! B(l2(Z,C2)) (5.5.5)

cuyos valores en los puntos (⇠, x) 2 Metw(QC(R)) ⇥ {±1} definen operadores lineales
acotados en el espacio l2(Z,C2) y se dan en los generadores de B por

[Sym1

w (aI)](⇠, x) := diag
�
diag

�
(a � ↵n

� �w)(⇠), (a � ↵
n
� �w)(⇠)

  
n2Z,

[Sym1

w (S�)](⇠, x) := diag
�
diag{tanh(⇡x),� tanh(⇡x)}

 
n2Z, (5.5.6)

[Sym1

w (U
↵)](⇠, x) :=

�
diag

�
�n,m�, �n,m�

 �
n,m2Z,

donde por cada a 2 QC(�) y cada tw 2 �k,arc con k = 1, 2, . . . , N , la función a � ↵n
� �k

pertenece a QC(R+), �n,m es el śımbolo de Kronecker, y �k y �w están definidos por (5.4.2)
y (5.4.3), respectivamente.

Aplicando el Teorema 5.4.1, establecemos el siguiente resultado por analoǵıa con [8,
Teorema 10.1] (ver también [8, Teorema 4.1]).

Teorema 5.5.1. Sean una curva estrellada � y un corrimiento ↵ : �! � satisfacen las
condiciones de la Sección 3.1 donde ↵ tiene solo dos puntos fijos 0 y 1. Entonces por
cada w 2 Garc el mapeo �1

w : B ! B(H1

w ) definido en los generadores de la C⇤-álgebra
B por fórmulas (5.5.4)–(5.5.6) extiende a un homomorfismo C⇤-álgebra �1

w de B en la
C⇤-álgebra B(H1

w ) tal que

k�1

w (B)kB(H1
w )  |B| = ı́nf

K2K(L2(�))
kB +KkB(L2(�)) para todo B 2 B, (5.5.7)

donde H
1

w está dado por (5.5.2), y ker�1

w � K(L2(�)).
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Demostración. Sea w 2 Garc. Se puede ver de (5.5.6) que para cada w 2 Garc existe una
matriz Dw tal que DwI 2 B(l2(Z,C2)), Dw tiene exactamente una entrada distinta de
cero en cada fila y cada columna, todas estas entradas son iguales 1, y la transformación
de semejanza Sym1

w (B) 7! Dw Sym1

w (B)D�1
w := (Ai,j)2i,j=1 cambia las posiciones de filas y

columnas env́ıa entradas diagonales impares en A1,1 e incluye entradas diagonales pares en
A2,2. Entonces para cualquier operador B 2 B

0 representando en la forma B = A+P+ +
A�P� + HB por el Lema 5.4.1, cada k = 1, 2, . . . , N , cada w 2 Gk,arc y cada punto
⇠ 2 Metw(QC(R)), inferimos de (5.5.6) que

Dw([Sym
1

w (B)](⇠,+1))D�1
w I = diag{A+

k,⇠, A
�

k,⇠},

Dw([Sym
1

w (B)](⇠,�1))D�1
w I = diag{A�

k,⇠, A
+
k,⇠}.

(5.5.8)

Aplicando (5.4.21) y la estimación (5.4.20), deducimos de (5.5.8) que

��[Sym1

w (B)](⇠,+1)
��
B(l2(Z,C2))

 máx
�
kA±

kB(L2(�))

 
 |B|,

��[Sym1

w (B)](⇠,�1)
��
B(l2(Z,C2))

 máx
�
kA±

kB(L2(�))

 
 |B|.

(5.5.9)

Por (5.5.9), los ⇤-homomorfismos algebraicos  1

w : B0
! B(H1

w ) se extienden por con-
tinuidad a todo la C⇤-álgebra B, y los ⇤-homomorfismos  1

w : B ! B(H1

w ) satisfacen
(5.5.7) para todo w 2 Garc.

Armado por el Teorema 5.5.1 y aplicando los C⇤-álgebra homomorfismos de �1

w

dados por (5.5.4)–(5.5.6), inmediatamente obtenemos la siguiente condición necesaria de
Fredholm por analoǵıa con [8, Theorem 4.2(iv)].

Teorema 5.5.2. Bajo las condiciones del Teorema 5.5.1, si un operador B 2 B es
Fredholm en el espacio L2(�), entonces el operador �1(B) definido por (5.5.3)–(5.5.6) es
invertible en el espacio H

1 dado por (5.5.1)–(5.5.2), es decir, para cada w 2 Garc y cada
(⇠, x) 2 Metw(QC(R)) ⇥ {±1}, el operador [Sym1

w (B)](⇠, x)I es invertible en el espacio
de Hilbert l2(Z,C2) y

sup
w2Garc

sup
(⇠,x)2Metw (QC(R))⇥{±1}

���[Sym1

w (B)](⇠, x)I
��1��

B(l2(Z,C2))
< 1.

De acuerdo con la Sección 5.1, para probar el Teorema 5.1.3, resta obtener la si-
guiente afirmación sobre la base del Teorema 5.5.2.

Teorema 5.5.3. Si el operador Y definido por (5.1.5) es Fredholm en el espacio L2(�),
entonces los operadores funcionales A± = a±I � b±V↵ son invertibles en el espacio L2(�).



78

Demostración. Para cada k = 1, 2, . . . , N , cada punto t 2 �k,arc y cada ⇠ 2 M��1
k (t)(QC(R)),

consideremos el operador discreto

A±

k,⇠ = a±k,⇠I � b±k,⇠V 2 B(l2), (5.5.10)

donde las funciones a±k,⇠, b
±

k,⇠ 2 l1 están dadas por

a±k,⇠(n) = (a±,k � ↵
n
k)(⇠), b±k,⇠(n) = (bb±,k � ↵

n
k)(⇠), n 2 Z,

bb±,k := b±,k(↵0

k)
�1/2, and a±,k(r) = a±(ei�kr), b±,k(r) = b±(ei�kr) and ↵k(r) := e�i�k↵(ei�kr)

for r 2 R+ and k = 1, 2, . . . , N .

Por (5.5.6), para w 2 Garc y Y definido por (5.1.5), el operador �1

w (Y ) = Sym1

w (Y )I
está dado por la siguiente función matricial infinita: si tw 2 �k,arc para k = 1, 2, . . . , N y
⇠ 2 Metw(QC(R)), entonces

[Sym1

w (Y )](⇠,+1) =
�
diag

�
(a+k � ↵n

k)(⇠), (a
�

k � ↵n
k)(⇠)

 
�n,m

�
n,m2Z

+
�
diag

�
(bb+k � ↵n

k)(⇠), (bb�k � ↵n
k)(⇠)

 
�n,m�1

�
n,m2Z,

[Sym1

w (Y )](⇠,�1) =
�
diag

�
(a�k � ↵n

k)(⇠), (a
+
k � ↵n

k)(⇠)
 
�n,m

�
n,m2Z

+
�
diag

�
(bb�k � ↵n

k)(⇠), (bb+k � ↵n
k)(⇠)

 
�n,m�1

�
n,m2Z.

Entonces para k = 1, 2, . . . , N , tw 2 �k,arc y ⇠ 2 Metw(QC(R)), inferimos que los operadores
[Sym1

w (Y )](⇠,±1)I son invertibles en el espacio l2(Z,C2) si y solo si los operadores
discretos A±

k,⇠ dados por (5.5.10) son invertibles en el espacio l2 = l2(Z). Por lo tanto, si el
operador Y es Fredholm en el espacio L2(�), entonces deducimos del Teorema 5.5.2 que
los operadores discretos A±

k,⇠ son invertibles en el espacio l2 para cada k = 1, 2, . . . , N ,
cada w 2 Garc con tw 2 �k,arc, y cada ⇠ 2 Metw(QC(R)), y

sup
w2Gk,arc

sup
⇠2Metw (QC(R))

���A±

k,⇠

��1��
B(l2)

< 1.

Por lo tanto, por analoǵıa con [7, Teorema 5.2(ii)], los operadores A±,k = a±,kI � b±,kV↵k

son invertibles en los espacios L2(�k) para todos los k = 1, 2, . . . , N . Esto implica la
invertibilidad de ambos operadores A± = a±I�b±V↵ en el espacio L2(�) para el operador
de Fredholm Y 2 B(L2(�)).

Finalmente, combinando el Teorema 5.5.3 y el Teorema 5.1.2 en el caso de p = 2,
completamos la demostración del Teorema 5.1.3.
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[12] A. Böttcher, Yu.I. Karlovich, I.M. Spitkovsky, Convolution Operators and Factoriza-
tion of Almost Periodic Matrix Functions, Birkhäuser, Basel, 2002.
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[23] Yu.I. Karlovich, A local-trajectory method and isomorphism theorems for nonlocal C⇤-
algebras, Modern Operator Theory and Applications. The Igor Borisovich Simonenko
Anniversary Volume, 137–166, Oper. Theory Adv. Appl., 170, Birkhäuser, Basel,
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