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Introduccion

Este trabajo esta dedicado al estudio de la propiedad de Fredholm de problemas
de valor en la frontera con corrimientos y datos cuasicontinuos, aplicando la teoria de
operadores pseudodiferenciales de Mellin con simbolos cuasicontinuos.

El problema de valor en la frontera de Haseman estd estrechamente relacionado con
el problema de valor en la frontera cldsico de Riemann [15].

El problema de valor en la frontera de Riemann lo llamaremos también como el
problema de Riemann-Hilbert o el problema de Hilbert. Esto consiste en encontrar una
funcién analitica ®(z), representada por la integral de tipo Cauchy ﬁ r f(TTZ)dT sobre una
curva suave, cerrada y orientada I', en todo el plano complejo excepto en los puntos que

estan dados por la curva I', con ¢ € LP(I"), que satisfacen la condicién de frontera
Ot (t) = G(t)D (t) + g(t), para t €T, (0.0.1)

donde ®*(t) y ®(¢) son valores limite de la funcién desconocida ®(z) en ¢t € T por la
izquierda y por la derecha respectivamente , definidas de la siguiente manera

(1) = 50lt) + 5 /F %df (0.0.2)
(1) = —5o(t) + 5 /F %dT (0.0.3)

donde (0.0.2) y (0.0.3) son conocidas como férmulas de Sokhotski-Plemelj (ver [10]) y
G(t) continua en I', g(t) € LP(T") son funciones dadas.

La primera investigacién del problema de Riemann (0.0.1) se llev6 a cabo por Hil-
bert en 1904. Usando ciertas restricciones adicionales el problema (0.0.1) fue reducido por
D. Hilbert a una ecuacién integral de Fredholm. Después de esto (aparentemente por ini-
ciativa de Hilbert) en 1907 Haseman llevé a cabo una investigacién analoga del problema
de valor en la frontera

T (a(t) =G(H)2(t) +g(t),  teT,

Vv
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donde ®*(t) son valores limite de la funcién analitica ®(z2) en t € ', a(t) es un difeomor-
fismo (corrimiento) que preserva la orientacién en la curva cerrada I' sobre si mismo.

Después el problema de valor en la frontera de Haseman bajo diferentes condiciones
en sus datos, fue estudiado por C. Haseman, D. A. Kveselava, L. I. Chibrikova, G. F.
Mandzhavidze y B. V. Khvedelidze, I. B. Simonenko, y Yu. I. Karlovich en equipo con
V. G. Kravchenko, A. V. Aizenshtat y G. S. Litvinchuk (ver los libros [35], [36],[37], los
articulos [28], [29], asi como la bibliografia en ellos). Este problema surge en la teoria
anisotropica de elasticidad y en adhesién de superficies de curvatura positiva. Algunos
ejemplos y aplicaciones se abordan en el capitulo 1.

Dado p € (1,00), una curva estrellada I' = UY_ Ty y un corrimiento a : I' — T,
estudiaremos de manera mas avanzada el problema de valor en la frontera de Haseman.
Encontrando una funcién ® analitica en C\ T, representada por la integral de tipo Cauchy
sobre I' con una densidad ¢ € LP(I') y que satisface la condicién de frontera

Ot (a(t)) = G(t)P (t) +g(t) parat €T, (0.0.4)

donde ®*(t) y @ (¢) son valores de frontera angulares de ® en I' de la izquierda y de
la derecha, respectivamente; G € QC(I"), g € LP(I'), o € QC(I'). Los conceptos del
corrimiento «, curva estrellada I" y el conjunto QC/(T") de funciones cuasicontinuas estén
definidas mas adelante en la seccion 3.1.

Sea B(X) el dlgebra de Banach de todos los operadores lineales acotados que actiian
en un espacio de Banach X, y sea K(X) el ideal de todos lo operadores compactos en
B(X). Un operador A € B(X) se dice que es Fredholm si su imagen es cerrada y los
espacios ker Ay ker A* formados por los nicleos del operador A y de su operador adjunto
A* son de dimensién finita. Y en tal caso Ind A = dimker — dim ker A* se refiere al

indice de A.

Sea Py := 271(I4+Sr), donde I es el operador identidad y St es el operador integral
singular de Cauchy dado para cada t € I por

f<—T)th’ D(t,e) ={rel:|r—tl <e}. (0.0.5)

Entonces Sr es acotado en el espacio LP(I") (ver [10], [16]). Aplicando la integral de
tipo Cauchy

@(z)—i/F 2T 4 (zec\T)

- 2mi T—1

con una densidad ¢ € LP(I") y las férmulas de Sokhotski-Plemelj escritas en la forma
®t = P,oy & = —P_¢p, reducimos el problema de valor en la frontera de Haseman



VII

(0.0.4) a la ecuacion integral singular equivalente (V, P, + GP_)p = g con corrimiento «,
donde V,, : f — f o« es un operador de corrimiento acotado en el espacio LP(I"). Por lo
tanto, asociamos con el problema de valor en la frontera (0.0.4) el equivalente operador
integral

T =V, P, + GP_ € B(L*(I)). (0.0.6)

El estudio del operador (0.0.6) esta basado en la teoria de los operadores pseudodi-
ferenciales de Mellin con simbolos no regulares. Esta teoria fue aplicada a los operadores
integrales no locales (0.0.6) con corrimientos « en [27] y [28] (para aplicaciones de opera-
dores pseudodiferenciales de Mellin con simbolos infinitamente diferenciales a operadores
integrales singulares ver [38, 39, 10]). El articulo [29] estd dedicado al estudio del operador
(0.0.6) relacionado al problema de Haseman (0.0.4) en una curva estrellada I" compuesta
por espirales logaritmicas bajo mas débil que en [28] condiciones en datos lentamente
oscilatorios: la derivada del corrimiento o y el coeficiente GG. La férmula del indice para el
operador (0.0.6) en [29] usa el indice de Cauchy generalizado para funciones semiperiédicas
invertibles (ver[31]).

En el presente trabajo estudiamos por un lado el problema de valor en la frontera
de Haseman (0.0.4) con un coeficiente cuasicontinuo G' y un corrimiento cuasicontinuo
a en una curva estrellada I'. Aplicando los recientes resultados de [30] en operadores
pseudodiferenciales de Mellin con simbolos cuasicontinuos, establecemos un criterio de
Fredholm asi como una férmula del indice para el operador T relacionado a el problema
de Haseman (0.0.4), esencialmente reduciendo la suavidad de G y o de SO(I') en [29]
a QC(T"). El algebra C* SO(I") consiste de todas las funciones continuas y acotadas en
[ =T\ {0,00}, donde T es la cerradura de I'. Para obtener Ind T, usamos la definicién
de Sarason [43] del indice de Cauchy para funciones invertibles cuasicontinuas por partes.

El Capitulo 1 estda dedicado al estudio clasico en los libros de G. S. Litvinchak
[38], [39] del problema de frontera de Haseman con datos Hélder suaves que incluye la
representacin integral y la solucién del problema de salto del problema de frontera de
Haseman, el teorema de la adhesion conforme y la reduccién del problema de Haseman
al problema famoso de Riemann. Este capitulo también contiene los fundamentos de la
teoria general de flexiones infinitesimales de superficie y un problema de tipo Haseman que
aparece en el estudio de los problemas de pegamiento de superficies de curvatura positiva
y de la rigidez de superficies seccionales (ver el libro [45] de I.N. Vekua). Entonces el
capitulo 1 contiene el historial del problema de Haseman, que incluye aplicaciones del
problema de frontera de Haseman.

En el Capitulo 2 introducimos las clases de funciones lentamente oscilatorias y cua-
sicontinuas, hacemos uso de [25, 26, 27, 30|, consideramos la acotacién de los operadores
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pseudodiferenciales de Mellin con simbolos acotados medibles y cuasicontinuos V(R)-
valuados en R, donde V(R) es el dlgebra de Banach de funciones absolutamente conti-
nuas de variacién total acotada en R, en los espacios LP(R,du) con medida invariante
du(p) = do/o. También se considera la compacidad de conmutadores de operadores pseu-
dodiferenciales de Mellin con simbolos V' (R)-valuados y cuasicontinuos en R, se presenta
el calculo simbdlico de Fredholm para el algebra de Banach de operadores pseudodiferen-

ciales de Mellin considerados y un criterio de Fredholm para tales operadores en el espacio
LP(RJH d:u)

El Capitulo 3 esta dedicado al estudio de la propiedad de Fredholm y del indice
para el operador integral singular con corrimiento 7" asociado al problema de frontera de
Haseman (0.0.4) con datos cuasicontinuos. Los resultados correspondientes son presenta-
dos en tres teoremas importantes (Teoremas 3.2.1-3.2.3). En este capitulo fueron también
investigadas propiedades de los corrimientos cuasicontinuos. Después, con la aplicacién de
operadores pseudodiferenciales de Mellin fue estudiado el dlgebra de Banach B, de opera-
dores integrales singulares modificados. El estudio del operador T' fue reducido al estudio
de operadores pseudodiferenciales de Mellin con simbolos cuasicontinuos matriciales.

Las demostraciones de los Teoremas 3.2.1-3.2.3 sobre la propiedad de Fredholm y el
indice del operador T en el espacio LP(I") sobre la curva estrellada I" estan presentadas en el
Capitulo 4. En este capitulo también esta probado un criterio de Fredholm generalizado del
operador T" en el espacio LP(I") sobre la curva I compuesta por arcos suaves y orientados
que tienen un conjunto finito de nodos. Los resultados de los Capitulos 3 y 4 se publicaron
en el articulo [33] en el ano 2022.

Posteriormente en el Capitulo 5 se estudia la invertibilidad de los operadores funcio-
nales binomiales A = al — bV, en los espacios de Lebesgue L”(I") sobre la curva estrellada
I', asi como la forma general de los operadores integrales singulares con corrimientos.
Usando esto, fue elaborado un criterio condicional de Fredholm para el operador integral
singular con corrimientos

Y:A+P++A_P_

con los operadores funcionales Ay = a,I — bV, y datos cuasicontinuos (ver el Teorema
5.1.2). Para p = 2, aplicando representaciones de élgebras C* obtenidas con el uso de
medidas espectrales y el método de trayectorias locales, en el Capitulo 5 fue establecido
un criterio de Fredholm para el operador Y en el espacio L*(T') (Ver el Teorema 5.1.3.

Entonces, el Teorema 5.1.3 da la condicién necesaria de la invertibilidad de opera-
dores funcionales A4 complementando el Teorema 5.1.2.

Los resultados del Capitulo 5 fueron publicados como un capitulo del libro [34] de
Springer en el ano 2023.
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Capitulo 1

Problema de frontera de Haseman y
sus aplicaciones

En este capitulo veremos brevemente como son las soluciones para el Problema
de Haseman para el caso en que los datos son continuos, el cual es parte del estudio
en la tesis [41] sobre la base del libro de G.S. Litvinchuk [37]. También mostraremos
aplicaciones del problema de frontera de Haseman a los problemas de pegamiento y rigidez
de superficies seccionales del libro de I.N. Vekua [45].

1.1. Representacion integral y solucién al problema
de valor en la frontera de Haseman, usando el
problema de salto

Las afirmaciones de esta seccién se pueden consultar en [37, seccién 7.1]

La curva simple orientada I' (abierta o cerrada) se llama curva de Lyapunov si la
siguiente condicién se cumple: la tangente de I' en cada punto ¢ existe y forma con el eje
real un angulo ©(t) que satisface la condicién

O(t1) — O(t2)| < Alts —t2/", A>0,0< < 1.

1



Sea H,(T") es el espacio lineal que consiste de funciones f : I' — C tales que existe
una constante finita M y una constante p € (0, 1] tales que para todos t1, ty € T' se
cumple la condicién de Holder

|f(t) = f(t2)] < Mty — to]".

Sea I' una curva de Lyapunov cerrada simple que divide el plano complejo extendido
C en dos componentes conexas Dy D~ tal que 0 € DT y oo € D~. Consideraremos
el problema de valor en la frontera de Hasemann. Consideremos una funcién analitica en
C\ I con salto en la curva I satisfaciendo la condicién de frontera en I'

O (at)) = G)D (t) + g(1), terl, (1.1.1)

donde G, g € H,(I') son funciones dadas, G(t) # 0 en I', y a(t) es un difeomorfismo en I
que preserva la orientacién en I', o/(t) # 0 en I, ®* es analitica en Dt y &~ es analitica
en D™, a {®*(2),P (2)} le llamaremos analitica por trozos. Para comenzar a estudiar el
problema (1.1.1) consideraremos el problema homogéneo mas simple

Ot (a(t)) = D (1), tel, (1.1.2)
el cual llamamos como el problema de salto.

Lema 1.1.1. El problema de salto (1.1.2) con la condicién adicional @~ (c0) = 0 no
tiene soluciones distintas de las triviales.

Demostracion. De acuerdo con las propiedades ®*(t) = (PL®T)(t), @~ (t) = (P_®7)(¢)
y PLP_ = P_P, =0 de las proyecciones P, = (I + Sr)/2y P_ = (I — Sr)/2, donde Sr
estd definida en (0.0.5) se obtienen las ecuaciones para las funciones ®*(t)

(P_3)(t) = %qﬁ(t) - 2% / %m —0, (1.1.3)
(PL37)(t) = %(I)‘(t) . QLM /F q:—_(?df ~0 (1.1.4)

donde t,7 € T, {®"(2), P (z)} es una solucién del problema (1.1.2). Haciendo la sustitu-
cién t — a(t) y 7 — a(7) en (1.1.3), obtenemos

Lot(a) - — _om) ol dr =
2® (a(t)) QWi/lﬂa(T)—a(t)q) (a(7))dr =0, (1.1.5)

usando la condicién de contorno (1.1.2) en (1.1.5) se tiene

Yoy - L /F a(o‘#@—(f)m = 0. (1.1.6)



Anadiendo (1.1.4) en (1.1.6), se llega a la ecuacién integral

B 1 1 o/ (1) B B
P (t)—i-%/r (T—t_Oé(T)—Oz(t)>q) (t)dr =0 (1.1.7)

la cual es una ecuacién canénica de Fredholm, es decir, (I + K)®~ = 0, donde I es el
operador identidad y K es un operador compacto. Por lo tanto, por la teoria de Fredholm,
la ecuacion (1.1.7) tiene un nimero finito de soluciones linealmente independientes (ver
[13], [17], [18] ¥ [41]). Ya que los valores de frontera de soluciones del problema (1.1.2)
satisfacen a la ecuacién (1.1.7), se cumple que el problema de salto (1.1.2) también tiene
un numero finito de soluciones linealmente independientes. Esta claro que si la solucion
es constante para el problema de valor en la frontera (1.1.2), en virtud de que asumimos
®~(00) = 0, la constante es igual a cero. Ahora si suponemos que la funcién es analitica por
tozos {®](z), @, (2)}, no es igual a alguna constante, es una solucién al problema (1.1.2).
Originando que la k—esima potencia (k es un nimero natural) de la identidad @] («(t)) =
o (1), da

{27 ()} = {27 (1)}, k=1,2,...
Esto implica junto con toda solucién {®(z), P, (z)} cada funcién analitica por trozos
{(®F(2))*, (®;(2))*}, donde k es un ntimero natural es también una solucién para el
problema (1.1.2). Todas las soluciones son linealmente independientes y obtendremos un
conjunto infinito numerable de soluciones linealmente independientes. Pero esto contradice
la conclusién obtenida previamente de que el problema (1.1.2) que tiene un conjunto finito

de soluciones linealmente independientes. O

Lema 1.1.2. La ecuacion integral homogénea canonica de Fredholm

(Lo)(t) == p(t) + %m/r <a(70)/(_2(t) - )QO(T)dT =0, teT, (1.1.8)

no tiene soluciones distintas de las triviales.

Demostracion. Sea o(t) una solucién de la ecuacién integral (1.1.8), y consideremos las
integrales de tipo Cauchy

1 _
2 Jp T —2
1
cb(z):_,/ o) 4 zeD,
2 Jp T — 2

donde a4 () es la funcién inversa de a(t). Notemos que &~ (c0) = 0. Usando las férmulas
de Sokhotski-Plemelj (0.0.2), (0.0.3), obtenemos

(Lo)(t) = DT (a(t) — D (t), teTl. (1.1.9)



Ya que ¢(t) es una solucién de la ecuacién (1.1.8), de (1.1.9) tenemos

/—¢(a‘1<7))drzo, ze DY,

T T_i) (1.1.10)
/('DTdTEO, ze D™,
r7T—%

Ahora, para las ecuaciones (1.1.10) y las férmulas de Sokhotski-Plemelj (0.0.2), (0.0.3),,
concluimos que la funcién ¢(a_1(t)) es el valor de contorno de la funcién U~ (z) analitica
en el dominio D™, que desaparece en z = co y ¢(t) es el valor de contorno de la funcién
Ut(z) analitica en D7 i.e.

pla_q(t)) =¥ (1), o(t) =T (1), U~ (00) =0. (1.1.11)
Para (1.1.11) obtenemos el problema con valor en la frontera
UH(t) =0 (at)), U~ (00) = 0. (1.1.12)
Aplicando el Lema 1.1.1, obtenemos
Ut(z) =T (2) =0, o(t) = 0.
U

Definicién 1.1.1. Un operador A € B(X) se dice que es Fredholm si su imagen es cerrada
y los espacios kerA y ker A* formados por los nicleos del operador A y de su operador
adjunto A* son de dimension finita. Y en tal caso Ind A = dim ker — dim ker A

Usando la alternativa de Fredholm que dice lo siguiente:

Definicién 1.1.2. La alternativa de Fredholm. Para la ecuacion Az =y con un operador
de Fredholm A, una de las siguientes alternativas se cumplen.

a) La ecuacion homogénea Ax = 0 no tiene soluciones linealmente independientes
(a(A) = 0) y entonces la ecuacion Az = y es incondicionalmente y univocamente
soluble.

b) La ecuacion homogénea Az = 0 tiene soluciones no triviales, y para la solubilidad de
las ecuaciones Ax =y es necesario y suficiente que las a(A) (= a(A*)) condiciones
de solvencia u(y) = 0 ocurran para todos u € ker A*.

Concluimos que la correspondiente ecuaciéon no homogénea Loy = f es incondicio-
nalmente soluble y tiene una tnica solucién.

Ahora podemos deducir la representacion integral especial para una funcion analitica
por trozos.



Teorema 1.1.1. (Representacion integral para una funcién analitica por trozos) Sea a(t)
un difeomorfismo que preserva la orientacion en la curva de Lyapunov cerrada I' definida
en la formulacion del problema (1.1.1) sobre si mismo de tal manera que o'(t) € H,(I') y
a'(t) # 0, con la funcion inversa a_1(t). Para cualquier funcion {®*(z), ®~(2)} analitica
por trozos en el plano complejo C con salto en la curva ', que desaparece en el punto z =
00, es decir, ®~(00) = 0, y teniendo en I' los valores de contorno ®*(t), ®~(t) € H,(T)
tal que las siguientes representaciones se siguen,

21 T—2

<I>—(z)i/F ) gr LeD

" L [plaa(r) +
O (z)=— | ———dr, z€ DT,
/F (1.1.13)

271 T—2z

donde ¢ € H,(T").

Demostracion. Evaluando, de acuerdo con las formulas de Sokhotski- Plemelj, los valores
de contorno ®*(«(t)) y ®(¢) de las integrales de tipo Cauchy (1.1.13), obtenemos la
ecuacién integral de Fredholm

(Lo)(t) = T (a(t)) —d (), tel (1.1.14)

donde el operador integral £ estd definido en (1.1.8). Se sigue por el Lema 1.1.2 y de la
alternativa de Fredholm que la ecuacion integral (1.1.14) es incondicionalmente soluble y
tiene una dnica solucién ¢(t). O

Teorema 1.1.2. (Solucion del problema de salto del valor en la frontera de Haseman)
La unica funcion analitica por trozos que desaparece en infinito, la cual es solucion del
problema de valor en la frontera

ot (a(t)) — D (t) = g(t) (1.1.15)

con g(t) € H,(I') estd dada por las formulas

B (z) = L/FMCZT, B (2) = i/rmch (1.1.16)

21 T—Z 211 T—2z

donde p(t) es una solucion de la ecuacidon integral de Fredholm

(L)) = o(t) + —— /F (a(T‘;"(_TL 7 ! )gp(T)dT — o) (1.1.17)

21 T—1

la cual es incondicionalmente y univocamente soluble.



Demostracion. El Teorema 1.1.1 nos dice que la tnica solucién del problema con valor
en la frontera (1.1.15) es representado de la forma (1.1.16). Calculando los valores en la
frontera @1 («(t)) y @~ (¢) de las integrales de tipo Cauchy (1.1.16) y después sustituiremos
los valores en la condicién de frontera (1.1.15), llegamos a la ecuacién (1.1.17) para la cual
la densidad ¢(t) de la representacién de la integral (1.1.16) es representada univocamente
e incondicionalmente por la funcién g(t) € H,(T'). O

Usando la solucién del problema de salto
T (at) =Y (t)=InG(), teT,

es posible estudiar la pregunta completa de la solubilidad del problema homogéneo de
valor en la frontera de Haseman

o+ (a(t)) = GH)D (1) (1.1.18)

para el caso {arg G(¢) }r = 0, donde G(t) € H,(I"). Este resultado nos permitird demostrar
eventualmente el Teorema de adhesion conforme.

Teorema 1.1.3. (Solucidn del problema homogéneo con valor en la frontera de Haseman
con indice de Cauchy cero en sus coeficientes) El problema homogéneo con valor en la
frontera de Haseman (1.1.18) con {arg G(t)}r = 0 tiene una unica solucion no trivial en
las clases de funciones analiticas por trozos que satisfacen la condicion ®~(oc0) =1 y el
problema no tiene soluciones distintas de las triviales que desaparezcan en infinito.

Demostracion. Consideremos el problema con valor en la frontera (1.1.18) y supongamos
que k = 5-{arg G(t)}r = 0. Buscamos una solucién al problema (1.1.18) que satisfaga la
condicién ¢~ (co0) = 1. Desde x = 0 evaluando en logaritmo ambas partes de (1.1.18) nos
da el problema de salto con valor en la frontera de Haseman:

TH(a(t) =Y (t) = InG(¢) (1.1.19)
donde T*(2) =In®*(z), T (2) = In® (2). En virtud de que la condicién &~ (c0) = 1,
consideremos le problema con valor en la frontera (1.1.19) en las clases de funciones analiti-
cas por trozos que satisfacen la condicién In @~ (oc0) = T~ (c0) = 0. Consecuentemente,
por el Teorema 1.1.2, tenemos que existe una tnica solucién
[OH(x) = T, B (z) =T )

del problema con valor en la frontera (1.1.18) que satisface la condiciéon ¢~ (c0) = 1. La
solucién general del problema (1.1.18), en las clases de funciones analiticas por trozos
acotadas en infinito, toman la forma

(™) TGy,

donde ¢ es una constante compleja arbitraria. Si imponemos la condicién adicional &~ (o0) =
0, con ¢ = 0y, por tanto, el problema con valor en la frontera (1.1.18) sélo tiene la solucién
trivial en las clases de funciones analiticas por trozos que desaparecen en infinito. O



1.2. El teorema de la adhesion conforme y la reduc-
ciéon del problema de Haseman al problema de
Riemann

En esta seccién se mostrard que los dominios Dt y D, definidos por la curva de
Lyapunov cerrada y simple I', se pueden transformar mediante una aplicacion conforme
en dominios A* y A~ respectivamente. Se puede pensar que los dominios AT y A~
estan definidos mediante una curva de Lyapunov I simple y cerrada, que divide a C
en dos dominios conexos, que es la imagen bajo la transformacion conforme de la curva
original T'. Los dominios A* y A~ son tales que las imdgenes de los puntos «(t) € T
( por medio de la transformacion Dt — AT) y de los puntos ¢ € T’ ( por medio de la
transformacion D~ — A7) se pegan en el mismo punto en el nuevo contorno I"”. Usando
estas transformaciones y la sustitucién de variables, podemos eliminar el corrimiento a(t)
en la condicién de frontera en I' del problema de Haseman (1.1.1), transformadolo a un
problema de Riemann en I".

Ahora denotemos por w(z) y w™(z) a las funciones que realizan el mapeo conforme
Dt — Aty D™ — A~ respectivamente. El requisito de la concurrencia de las imdgenes
de los puntos a(t) y t significa que los valores limites sobre I' de las funciones w™(z) y
w™(z) satisfacen la condicién de adhesién

W (a(t) = w(b). (1.2.1)

La funcién w™(z) tiene necesariamente un polo en el dominio D~, ya que si este no
es el caso, por el Lema 1.1.1 ocurrirfa que w™(2z) = const en D~ y por lo que no obtenemos
un mapeo con la propiedad necesaria. Ya que la transformaciéon w=(z) : D~ — A~ tiene
que ser uno a uno, este polo es simple. Por lo tanto finalmente tenemos a w™(z) de la
forma

w(2)=z+0 (2), (1.2.2)

donde @™ (z) es una funcién analitica en D~ que desaparece en infinito. Teniendo en
cuenta la ecuacién (1.2.2), se puede ver que el problema con valor en la frontera (1.2.1)
es equivalente al problema de salto de Haseman

w(a(t)) — o (t) = t, tel, (1.2.3)

el cual debe ser resuelto a fin de encontrar una funcién analitica por trozos {w*(z), 0™ (2)}
que desaparece en infinito. De acuerdo con el Teorema 1.1.2, el problema de valor en



la frontera (1.2.3) tiene una tunica solucién la cual es representada por (1.1.16), donde
¢(t) satisface la ecuacién Lo = t. Asi, las funciones de adhesién w™(z) y w™(z) estan
determinadas tnicamente por (1.2.1) y (1.2.2). Ahora transformaremos el problema de
Haseman (1.1.1) en I' al problema de Riemann en . Sea t = w_,(w) la funcién inversa
aw=w (1), ie.
wi(Wh(w) =w, wel, whw () =t, tel
Reemplazando ¢ por w”;(w) en la condicién de frontera (1.2.1), obtenemos
wH{a(w (w))} =w. (1.2.4)

Ahora introducimos la funcién analitica por trozos {®, ®;} por

3H(x) =B (5)], @ (5) = B W (=) (1.2.5)
Entonces la condicién de frontera de Haseman (1.1.1) tiene la forma

eH{w (a(t)} = GOy (w (1) +9(t),  teT
Haciendo la sustitucién ¢t = w™ (w), i.e. pasamos del contorno I' al contorno I, obtenemos

&7 {wHaw, ()]} = Gy (@)Or (W) + g, (), wel,

Usando la identidad (1.2.4), obtenemos el problema de Riemann con valor en la frontera
en el nuevo contorno I

O7 (w) = G(wo(w))®y (w) + 9w (w),  weTl", (1.2.6)

Por lo que queda probar que las transformaciones wt : DT — AT y w™ : D™ — A~
satisfacen las condiciones enlistadas arriba.

Teorema 1.2.1. (Adhesién conforme) Las funciones w™(z) y w™(2), las cuales son solu-
ciones del problema con valor en la frontera (1.2.1) en la clase (1.2.2), transforman uno
a uno los dominios DV y D~ en los dominios AT y A~ respectivamente. Los dominios
ATy A™ estdn acotados por los contornos I, y I respectivamente, y estos dominios A
y A~ no se intersectan y son divididos por la curva comin de Lyapunov I'', =17 =T"

complementando entre si hasta el plano complejo extendido C := C U {o0}.
Demostracion. La prueba de este teorema serd dividida por los siguientes cinco pasos:

1. Primero probaremos que las fronteras de los dominios A* y A~ coinciden, i.e. I, =
I"_. Sea w € I",. Entonces existe un punto ¢ € I' tal que w*(¢) = w. En virtud de la
ecuacion wt(t) = w™(a_1(t)), obtenemos que w* (a_1(t)) = w y, consecuentemente,
w € I'_. Por lo que, I", C I"_; la inclusién inversa I C I", es probada de manera
analoga. Por lo tanto I", =17 =T1".



2. Probaremos que los valores limites w*(t) y w™(¢) de la solucién del problema de
valor en la frontera (1.2.1) tiene derivaciones con respecto a t perteneciente a la
clase H,(I'). Para mostrar ésto, consideramos el problema de Haseman

o/ ()" (aft)) =77 (1) (1.2.7)

Vamos a resolver el problema (1.2.7), y vamos a llegar a la solucién del problema
inicial (1.2.1) integrando la solucién del problema (1.2.7) con la condicién adicional
7~ (00) = 1. En vista de la férmula 5-{arg o/ (t)}r = 0, tenemos

1 1 0
—qar =0.
2 | ") [

Por lo tanto, por el Teorema 1.1.3, el problema con valor en la frontera (1.2.7) tiene
una unica solucién analitica por trozos que satisface la condiciéon v~ (oc0) = 1. La
solucién {y*(2),7 (2)} podemos expresarla en términos de la integrales de tipo
Cauchy con densidades en H,(T"). Consecuentemente, 7*(t) € H,(T) (6 7*(t) €
H;_(T') si p=1). Ahora consideremos la funcién

wo(z) = {/( )y(t)dt, ze DT / v(z)dz, z € D‘},
a(to to

donde ¢y es un punto arbitrario en el contorno I'. La funcién wy(z) satisface la

condicién de frontera wy (a(t)) = wy (). De hecho

a(t) t t
sifat) = [yt = [ et = [ 3 (i = w5 0)

(to) to to

Ademas, el desarrollo de la funcién wgy (z) en una vecindad alrededor de infinito,
tiene la forma

_ ay [05)
wy (2) :z—i—ao—i-;%—;—i-... (1.2.8)

Ciertamente, integrando la ecuacién (1.2.8) en I' y usando el Teorema integral de
Cauchy, obtenemos

—2miResy ™ (2)] 1200 = /

r

o (8)dt = / o/ (£)7 (o))t = / 2 (€)dE = 0.

Por lo tanto Resy™(2)].—0 = 0y el desarrollo de v(z) en infinito tiene la forma
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y asf la formula (1.2.8) es valida. Sea W*(2) = w*(2) — wi(2), donde wi(z) es una
solucién del problema con valor en la frontera (1.2.1) de la clase de funciones que
satisfacen (1.2.2). Entonces las funciones W*(z) satisfacen la condicién de frontera

siendo W~ (z) acotada en infinito. De acuerdo con el Lema 1.1.1, tenemos que
W=(2) = const, i.e. wF(z) = wi(2) + const. Derivando las ecuaciones, obtenemos

dw=(t)

= ~F(t terl.
= (1), €

dw (t)
Por lo tanto =5~ € H,(I').

. Ahora probaremos que si ty, to € I' 'y t; # to, entonces w™(t;) # w™ (t2). En otras

palabras, el contorno I'” es una curva de Jordan simple que divide el plano complejo
C en los dominios AT y A~. Supongamos lo contrario, i.e. que w™ (t;) = w™ (t2) = wp
para t; # to, e introducimos las funciones wi(z) = w*(2) — wp.

Las funciones wi(2) satisfacen la condicién de frontera (1.2.1), entonces

wi (t1) = wy (t2) = wi (a(t1)) = wi (a(t2)) = 0. (1.2.9)

Reescribimos la condicién de frontera (1.2.1) en la forma

at) = alt)lolt) — o(t)] wi (1)) 0
(t—t)(t 1) () —alt)la() —alt)] (=)t —t)
y se fija
ol wt) e
2= ek —em)l Y T e )

Ya que las condiciones (1.2.9) se cumplen, de acuerdo con lo que se habia probado
+

dwdt(t) € H,(T'), obtenemos que wj (t) € H,('). Ademas w, (00) =0y

la condicién de contorno

wy (a(t)) =

(t—t)(t —t2)

[(t) — a(t)]a(t) — altz)]

ocurren. Ademsds el indice de Cauchy del coeficiente del problema de Haseman (1.2.10)
es igual a cero. De hecho, si el punto ¢ se mueve a lo largo de I" en direccién positiva
desde el punto ¢; en el mismo punto ¢;, entonces los argumentos del numerador y de-
nominador de las fracciones 2 35 0 ofti) , 4= 1,2, ambas incrementan en 7. Por lo tanto
el incremento de los argumentos de las fracciones ya mencionadas son igual a cero.

wy (1) (1.2.10)
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Ademds wy (00) = 0. En vista del Teorema 1.1.3, el problema homogéneo (1.2.10)
s6lo tiene la solucién trivial w*(z) = 0. Por lo tanto w*(z) = w = const. Sin em-
bargo, esta igualdad no es posible ya que la funcién w™(z) tiene un polo en infinito.
Por lo que tenemos una contradiccion. Consecuentemente,

w(ty) #w (ta), sity, ty €T con ty # ts.

. Ahora, la correspondencia uno a uno de los dominio DT — AT y D™ — A~ se
siguen directamente del conocido principio de correspondencia de frontera de los
mapeos conformes. De acuerdo con el principio mencionado es suficiente establecer
que la correspondencia uno a uno es valida para las curvas frontera, pero esto fue
justo lo que hicimos en el paso 3.

. Resta establecer que la curva I'” pertenece a la clase de las curvas de Lyapunov. De-
notamos por s y o el arco de la abscisa de los puntos ¢t € I' y w € IV correspondiendo
una a la otra. Obviamente

7 =os)- | ol (¢(s))ds.

Esto implica que la funcién o(s) incrementa mondtonamente y que existe la funcién
inversa mondtonamente creciente s = s(o). Ademés

> mlsy — s1],

|02 = 01| = |o(s2) = o(s1)| = ‘ /12 |wi(£(s))]ds

donde m = min{|w}(t(s))| : s € [s1, $2]}. Nétese que m # 0 ya que la solucién del
problema (1.2.8) no desaparece en ningun punto en I'. Por lo tanto

15(02) — s(0)] < %m ) (1.2.11)

Pero esto significa que la funcién s(o) satisface la condicién de Hélder con exponente

_ dw(t(s(o
d

p = 1. Ahora consideramos la derivada w/, - D) Obtenemos que

, dw(t) dt(s) ds | w'(t)
Yo = m Tas do )

= t/(s)e’ @8 W' O, (1.2.12)

El segundo factor en el miembro derecho de la férmula (1.2.12) satisface la condicién
de Holder. De hecho de acuerdo a la ecuacién (1.2.11), la funcién s(o) es una funcién
de Holder que toma valores reales. La funcién ¢(s) tiene una derivada acotada y,
consecuentemente, la funcién ¢(s(o)) satisface una condiciéon de Holder. Finalmente
w'(t) € H,(I") tal como fue probado arriba. Ya que el contorno I' es una curva de
Lyapunov, la funcién t'(s(o)) también pertenece a la clase de Holder. Asi la derivada
w! satisface una condicion de Holder respecto a o, y esto significa que I" pertenece
a la clase de las curvas de Lyapunov.
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O

El Teorema 1.2.1 da un soporte completo al razonamiento acerca de la reduccion
del problema de Haseman (1.1.1) al problema de Riemann (1.2.6). Usando el siguiente
teorema

Teorema 1.2.2. El numero [ de soluciones linealmente independientes y el nimero p de
condiciones de solubilidad linealmente independientes del problema de valor de frontera
de Riemann ®*(t) = G(t)®(t) + g(t), t € T, para un par de funciones ésta dada por

[ = maz (0, k), p = maz (0, —k),

donde Kk = %{arg G(t)}r. Las soluciones y las condiciones de solubilidad del problema
Ot (t) = G(t)P (t)+g(t) estdn expresadas en forma explicita (por medio de las integrales
de tipo Cauchy) por las formulas

OE(2) = XE(2)UE(2) + XE(2)Pe_1(2)
donde la funcion analitica por trozos X (z) es definida como

Xt(2)=e"® y X~ (2)=z"" ¥ en Dty D, respectivamente,

T(z>—i/rwdﬂ \Il(z):%/r 9)_dr e

 2mi T—2z Xt(r)r—2’

P._1(2) es un polinomio de orden k —1 y [, ;J(f()t)t’“_ldt =0parak=1,2,.., —kK.

Obtenemos el siguiente resultado acerca de la solubilidad del problema de valor de
frontera de Haseman.

Teorema 1.2.3. El numero | de soluciones linealmente independientes del problema ho-
mogéneo de Haseman en la clase de funciones analiticas por trozos que desaparece en el
infinito esta dado por | = maz (0,k), y el nimero de condiciones de solubilidad lineal-
mente independientes del correspondiente problema de Haseman no homogéneo es dado
por p = maz (0, —k) donde r = 5={arg G(t)}r.

Como se observa de las soluciones, éstas pueden ser obtenidas en forma explicitas
si los mapeos conformes wt : D¥ — AT y w™ : D~ — A~ son conocidos. Se sigue de
los argumentos precedentes que el problema de construir w™ y w™ son equivalentes, en
algin sentido a resolver una ecuacion canoénica de Fredholm. Por lo tanto ninguno de los
métodos (el método de la ecuacién integral o el método de la adhesiéon conforme) tiene
ventaja uno sobre otro en el problema de resolver efectivamente el problema de Haseman.
El problema de Haseman es soluble en una forma explicita si la ecuacién integral de
Fredholm Ly =t admite tal solucion.
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1.3. Fundamentos de la teoria general de las flexiones
infinitesimales de superficie

Sea S una superficie regular seccional, es decir, compuesta por pedazos pegados de
diferentes superficies, de clase C"™ representada en forma vectorial por la ecuacion

r=r(z', 2?).
Consideremos ahora la familia de superficies S., representada por la ecuacion de la forma
1,2 1,2 1,2
ro(x,z%) =r(z,2°) +eU(z, 27),

donde € es un parametro numérico arbitrario y U(z!, 2%) es una funcién vectorial con-
tinuamente diferenciable de un punto de la superficie. Se dicen que las superficies S.
son flexiones infinitesimales de la superficie S si la diferencia entre los cuadrados de sus
elementos lineales son una cantidad de orden €2, i.e.

ds? — ds* = O(£?). (1.3.1)

Ya que
ds* = drdr, ds® = drdr + 2edrdU + £2dUdU,

para que (1.3.1) es cierto, es necesario y suficiente que

drdU = 0. (1.3.2)

La ecuacion (1.3.2) implica que
dU =V xdr (1.3.3)

donde V es una funcién vectorial. El vector V se llama vector de rotacién.

La tultima ecuacion es llamada“la ecuacién de flexién inifinitesimal” de la superficie
S, v el vector U que satisface esta ecuacion es llamada “el vector de desplazamiento
de flexion infinitesimal”. Tal un campo vectorial en S puede ser brevemente llamado el
“campo de desplazamiento”. En virtud de (1.3.1) tenemos

271/2
ds. = ds [1 + £? @—Ij) } : (1.3.4)
es decir,
ds. —ds = O(*) > 0. (1.3.5)

Por lo que tenemos lo siguiente.
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Teorema 1.3.1. Como un resultado de una flexion infinitesimal de la superficie cada
elemento de ella toma un incremento no negativo de sequndo orden de pequenez, es decir,

O(g?).

En lo que sigue consideraremos siempre solo deformaciones continuas de una super-
ficie, es decir, suponemos que el vector de desplazamiento U es una funcién continua de
un punto de una superficie.

Por una verificacién directa encontramos que la ecuacin (1.3.2) siempre tiene solu-
ciones de la forma

U=Qxr+C, (1.3.6)

donde €2 y C son vectores arbitrarios. El campo vectorial (1.3.6) se llama “flexiones
triviales” o “campo trivial de desplazamientos”.

El problema basico de la teoria de la flexion infinitesimal de superficies consiste
en la determinacién de campos de desplazamiento no triviales que satisfacen la ecuacion
(1.3.2).

Sea S una superficie de la clase C™.

El cuadrado del elemento lineal, es decir, la primera forma fundamental cuadratica
de la superficie S, tiene la forma

[ = ds® = agpdrda’”, (1.3.7)
donde
Uop = Ao = Tolo Para o, B =1,2, a=ajax —ajy >0, (1.3.8)

__ Or
Y Ta = gga-

Considere la segunda forma fundamental cuadratica de la superficie .S,
1T = bogda®da”, (1.3.9)

donde

62
Y op= X (1.3.10)

baﬂ = Nrag, Tag = 01028’ | X Iy .
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La curvatura principal de la superficie esta dada por

_ b11b22 - b%Q

5 -
11022 — G7q

K (1.3.11)

Sea L una linea en la superficie S. A lo largo de L consideremos la tripleta natural
s, m, b, donde s, m y b es, respectivamente, el vector tangente unitario, el vector unitario
de la normal principal y el vector binormal unitario. Por eso

sxm=b, mxb=s, bxs=m, (1.3.12)

Descomponiendo el vector de desplazamiento U con respecto a la tripleta natural s, m, b,
obtenemos

U = uss + u,,,m + upb. (1.3.13)

Diferenciando a lo largo de esta ecuacién con respecto a los arcos de la curva L y haciendo
uso de las formulas Serret-Frenet

ds dm db
A = — = 1.3.14
s km, s ks + xb, o xm, (1.3.14)

donde £ es la curvatura y y la torsién de la curva L, obtenemos

dU dug Ay, duy,
= — — - — — ) 1.3.1
s (ds kum)s+< 7 + kug Xub)er(ds +Xum>b (1.3.15)
Por otro lado, de la ecuacion (1.3.3) sigue que
dU
= V x s = (vs8 + v,m + ypb) X s = vymu,,b, (1.3.16)
s

donde vy, v,,, v, son las proyecciones del vector de rotacion V sobre los vectores
unitarios de la tripleta natural.

Considerando los dos vectores unitarios mutuamente perpendiculares que son tan-
gentes a la superficie

dr dr
1= — = — 1.3.1

y teniendo en cuenta las relaciones

Ixs=mn, dU=YV xdr, (1.3.18)
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tenemos
dU dU
5S:E:VXS, 51:W:VX1, (1319)
m=0lxs+1xds=V xn, (1.3.20)

donde ds, 01, on son variaciones de los vectores s, 1, n, respectivamente.

Si J[y| es un funcional con la funcién y = y(z) como argumento, y hay un pequeno
cambio en su argumento de y a y + h, donde h = h(z) es una funcién en el mismo
espacio funcional que y, entonces el cambio correspondiente en el funcional es AJ[h] =
Jly + h] — J[y]. La funcién h se llama la variacién de la funcién y. El funcional J[y| se
dice que es diferenciable si AJ[h| = ¢[h] + ¢||h||, donde ¢[h] es un funcional lineal, ||A||
es la norma de h, y ¢ — 0 como ||h|| — 0. El funcional lineal ¢[h] se llama de primera
variacion de J[y] y se denota por §J[h] = @[h].

Sea L la linea de contacto de dos superficies STy S™. A lo largo de L consideremos
adem4s la tripleta natural s, m, b y dos tripletas mas —s,n*, 17 y s, n™, 1~ conectadas con
las superficies ST y S~. Podemos asumir que esas tripletas tienen la misma orientacién
que la tripleta natural s, m, b.

Investigando las flexiones infinitesimales de la superficie regular S = ST + S~ |
tenemos en vista de la continuidad de la deformacién

Ut=U" (en L), (1.3.21)

donde U™ y U~ son los vectores de desplazamientos de flexiones de las superficies S* y
S, respectivamente. Diferenciando la relacién de (1.3.21) con respecto al arco de la curva
L y tomando en cuenta que dU =V X dr tenemos

Vixs=V~ xs, ide V-V =ups, (1.3.22)

donde p es una funcién de la curva L. Diferenciando la relacién de (1.3.22) una vez mas
con respecto al arco s, obtenemos

AVt AV i
ds s K ds "’
o bien, usando [45, Capitulo 5, férmula (7.49)],
+1+ + -1- - du
k1T + 67 s — 0k 17 — 07, s = —kpm — ——s, (1.3.23)

ds

donde kf, k7, 7, 77 son las curvaturas normales y las torsiones geodésicas de las super-

ficies STy S~ a través de la curva L, respectivamente. Ya que 1¥ = —msin * + b cos *
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(ver [45, Captulo 5, formula (7.31)], este vector de relacién es equivalente a las siguientes
tres relaciones escalares:

0kt cos 0t — 0k, cosf =0,

Skt sin@t — 0k, sinf~ = kyp, (1.3.24)

dp

15’

donde 6* € [—, 7| son los dngulos entre vector de normal principal m de la curva L y
los vectores normales n* para las superficies S*, respectivamente.

ot — o1, = —

De acuerdo con las féormulas
(1) 0k = dkscosf, (2) kdf = —dk,sinb, (1.3.25)
(ver [45, Capitulo 5, férmula (7.43)]), la segunda de las relaciones anteriores implica que

sin 0 sin 0~

- Skt —
= %% 2

ok, =060~ — 607, (1.3.26)
es decir,
p=2069, donde V=0 —0%. (1.3.27)

Se puede ver que ¢ es igual al angulo suplementario de 7, el cudl es el dngulo entre
las superficies ST y S™, es decir, es igual al dngulo formado por sus normales n™ y
n- :cos¥=n"n".

Por lo tanto, en la linea de contacto el vector de rotacién tiene una discontinuidad
Vt -V~ = s, (1.3.28)
donde 99 es la variacién del angulo de contacto.

Haciendo uso de las relaciones (1.3.24) tenemos

o bien
59 = —Zilz%k- (1.3.30)
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La relacién (1.3.27) puede también derivar lo siguiente:
M=V xm-5§b, m=V xm-—4d§b.

De donde
(V+ -V ) xm-— (5(9+ —67)b =0,

500 —0") =59 =bm(Vt — V7)) = —pubms =
Esto fué probado. De (1.3.24) y en vista de (1.3.27) tenemos

Okt cos 0t — 0k, cosf =0,
dov 1.3.31
ot —or, + — =0. ( )
ds
Esas relaciones podemos llamarlas ”las condiciones de conjuncién a través de la linea de
contacto”.

Las férmulas (1.3.31) se pueden derivar también de la siguiente manera. Ya que la
curva L pertenece a ambas superficies ST y S~ y la deformacién que es continua podemos
escribirla como

0k = 6kt cos 0 = 6k cosO,
st déo- (1.3.32)

T

ds  °  ds

Estas relaciones implican (1.3.31) si tomamos en cuenta que 69 = 660~ — 667.

ox = 01 —

1.4. El problema H

En investigaciones de campos de flexion de superficies regulares seccionadas es nece-
sario tomar en cuenta no solo las condiciones de acotamiento en la frontera de la superficie,
pero también las condiciones de conjuncién en las lineas de contacto. Estas circunstancias
complican significativamente el problema. En esta seccién se muestra que incluso en los
casos mas simples se enfrentan con problemas matematicos que se han investigado muy
poco.

Sea Sty S~ secciones de los ovaloides los cuales estdn conectados y juntos constru-
yen un una cerradura, pero en general una superficie no convexa. Ahora elegimos en S
y S las redes conjugadas isométricas de lineas las cuales homeomorficamente mapean
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esas superficies en los dominios G* y G~ del plano z, teniendo en comun la frontera I la
cual es una curva suave cerrada simple; G~ es un dominio infinito. Se puede ver que esas
redes siempre existen. En este caso el contorno de contacto L es doblemente mapeado
homeomorficamente en la curva I, y a cada punto M de la curva L tiene correspondencia
en I' en general dos puntos distintos ¢ y v(t) donde v(t) es la funcién que establece el
mapeo de homeomorfismo de la curva I' en si misma.

Si los dominios G y G~ no son fijos de antemano, podemos introducir en toda la
superficie suave seccionalmente cerrada el sistema de coordenadas conjugadas-isometricas
en comtn, por medio de cual la superficie ST + S~ es mapeada homeomorficamente en el
plano entero z.

Podria ser soportada la idea de que en ambas superficies las coordenadas conjugadas
isometricamente son presentadas en tal camino que las ecuaciones para las funciones
complejas de desplazamiento y flexion tienen la forma

dw+Aw+Bw =0 (en Gt +G") (1.4.1)

o' — Aw' — Bw' =0 (en Gt +G™) (1.4.2)
respectivamente.

La funcién compleja de desplazamiento es definida por la férmula
w = 2Urs (1.4.3)
y satisface la ecuacién (1.4.1), donde por [45, Capitulo 5, férmula (3.64)] y por [45, Capitu-

lo 2, férmula (6.66)],
A= —g In \/ (l\/f,

af/f 0/ a”
2a* %(a\/f>

(1.4.4)

B=-—

y por [45, Capitulo 2, férmulas (6.55)]

1
+ - o +3\2 —12
a” =dr,r;, a = d4rsrs, G_Z«a > —la” ).
Si el dominio G es simplemente conexo, entonces la funcién compleja de flexién @' es la
funcién analitica generalizada que satisface la ecuacién (1.4.2) conjugada a la ecuacién

(1.4.1) para la funcién compleja de desplazamiento.

En el caso bajo la consideracién la condicién de la conjuncién (1.3.31) o la condicién
equivalente (1.3.28) puede también ser escrita de la forma compleja, haciendo uso de la
funcién de flexién compleja ' la cual satisface la ecuacién (1.4.2).



20

Definiendo la funcién

U'(z) =\ aVK®©'(2), (1.4.5)

donde K es la curvatura principal definida por (1.3.11) y a es dada por (1.3.8), transfor-
mamos la ecuacién (1.4.2) a la forma

8:U' — BU =0. (1.4.6)

En vista de (1.4.5) tenemos (ver [45, Capitulo 5, férmula (6.44)]) que

av 2 d
e Im{U ()L, (1.4.7)
ds K ds
donde
dz dr .dy or 1 0r Or

& ds s Fo e 2\ Ty

Diferenciando a través de la relacion (1.3.28) con respecto a el arco de la curva L
obtenemos

AVt dV~ dd

Con la ayuda de la formula (1.4.7) esta condicién puede ser escrita de la siguiente manera:

o 2O () ey - (% o)

= —kmdv — dcgﬁs, zel, (1.4.9)
s

donde ¢ y z son puntos de la curva I' conectada por la relacién ¢ = v(z). En general,
en lo que sigue las cantidades suministradas por los signos “+ 7 y “ —7 se refiere a los
puntos t = v(z) y z en I', respectivamente. Ademds, hay que tener en cuenta que el lado
derecho de la relacién (1.4.9) es tomado en el punto z. Ademds, U™ y U’ son soluciones
de la ecuacién (1.4.6) en G* y G~, y son continuas en Gt +T'y G~ + T, respectivamente.

Ademas, en infinito la siguiente condicion se puede satisfacer
U~(2) = O0(z|™). (1.4.10)

Multiplicando a lo largo de las relaciones escalares (1.4.9) por el vector complejo (0yn)™*
y tomando en cuenta que

(1) Oy — —%\/@K, (2) Amdr = 0, (14.11)
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obtenemos en I' la relacion

UH—[I/(Z)] = ﬁ1U/ ( ) + U’ ( ) + (300 + 54@ (1.4.12)

donde f,, (n = 1,2,3,4) estan dados por las funciones de los puntos en la curva I" repre-
sentada por la siguiente formula (ver [45, Capitulo 5, férmulas (8.16a)]):

2(0m)*(0:r)” dz

b= K+\/7 dt’ t=v(z),
2(0m)*(dr)” dz
= 70 = )
P Vevevea T i
B 2k ds o)t
63 - = W%m( zn) ;
Ba=— 2 dss(azn)+, t=v(z).

VKT dt
Si ahora consideramos las férmulas (1.3.29) y [45, Capitulo 5, férmulas (7.50)], obtenemos
para 6¢ la siguiente expresion:

59 = kfljﬁ_ {(d””) U~ (z )} (en T). (1.4.14)

Ahora tomando en cuenta la relacién de lado izquierdo (1.4.12) llegamos a la relacién

U (=) = B0 (=) + BT (2) + B Re {(j) Tl aa

en I'. Aqui por [45, Capitulo 5, férmulas (8.17)-(8.18)]) tenemos

. sin ) dz sind  [dz\>
5 2514—53%(%) B“ds {kﬁn/ (d3> }

. sin ¥ dz sin 9 dz\ >
By = P +53W<%) ’64ds {k+\/_(d8> ] (1.4.16)
sin

By = 54/{?47

Asi, el problema de rigidez de la superficie cerrada arreglado en las dos secciones de
ovaloides gufas al problema de determinacién de una funcién U’(z) la cual en G* y G~
satisface la ecuacién (1.4.6), es continua en Gt + ' y G~ + I', mientras en la curva I’
la relacion (1.4.15) y en infinito la condicién (1.4.10) se satisfacen. Este problema en el
futuro lo llamaremos H. Se puede observar que este problema se reduce a un problema
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analogo para funciones analiticas si las superficies ST y S~ son secciones de superficies
algebraicas convexas de segundo orden, ya que entonces B = 0. Entonces, es de interés
investigar el problema H primero en las clases de funciones analiticas. La investigacion
para este caso, ademas del interés geométrico, merece atencién también desde el punto de
vista del problema de frontera de Haseman.

Ya estaba indicado, en general, podemos limitarnos al caso en el cual v(t) = t. Esto
ocurre si en la superficie ST+ .S~ (en general no convexo) se introduce una red isométrica
conjugada comun de rectas, tal que las rectas cruzan la recta de contacto continuamente
pero sus tangentes y el angulo coordenado sufren dscontinuidades. Si el problema H tiene
solamente solucién trivial U’ = 0, esto significa que la superficie cerrada ST + S~ es
rigida. Si ahora la solucién no trivial para el problema H existe, puede tener solamente
un numero finito de de soluciones linealmente independientes. Este resultado implica
que cada superficie del tipo indicado anteriormente se puede convertir en una superficie
rigida sometiéndola a algunos nimeros (finitos) de restricciones adicionales puntuales. Sin
embargo, es posible indicar algunas clases de superficies que son rigidas sin condiciones
adicionales.

Ahora examinaremos el caso en el cudl la linea de contacto coincide con la linea de
tangencia de las superficies ST y S7. En este caso sint = 0 y la formula (1.4.16) muestra
que la condicién (1.4.15) toma la forma

Utlv(2)] = B1U(2) + BU'~(2), =ze€eT. (1.4.17)

Una investigacion de la solubilidad de este problema puede reducirse al problema analogo
en la clase de funciones analiticas. De hecho, la solucion requerida puede ser representada
de la forma

I+ — ot wT(2) ; +
{U (2) = ®*(2)e si 2€GT, (1.4.18)

U=(2) =0 (2)er &) si ze€G,

donde ®* y &~ son funciones holomorfas en Gt y G, respectivamente, y w™ y w™ son

funciones de la clase C,(E), a = ’%2, p > 2. Ademds ®* es continua en GT +T'y & es
continua en G~ + I' y en infinito satisface la condicién

D (2) = 0(|2] ). (1.4.19)

Introduciendo las expresiones (1.4.18) en (1.4.17) obtenemos

T [v(2)] = a1 (2)P (2) + ao(2)®(2), z€T, (1.4.20)

donde

Q1 = 5166‘)_(2)70)“”(2)), Qo = Bzewi(z)fwﬂy(z))- (1.4.21)
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El problema (1.4.20) cuando v(z) = z fué investigado por N. P. Vekua, para un sistema de
funciones analiticas. Sus resultados implican que el problema tiene solo un nimero finito
de soluciones linealmente independientes de orden finito en infinito. (En nuestro caso, el
orden es de k = —4). El problema (1.4.20) para as = 0 pero v(z) # z fué investigado por
D.A. Kveselava. Se ve de (1.4.21) y (1.4.13) que este caso ocurre cuando

<g_?>+(%) =0 para t=uv(z). (1.4.22)

Por lo visto en (1.4.11) esta relacién se cumple por tangencia de segundo orden. Se ve de
manera simple que la condicién (1.4.22) es invariante con respecto al cambio del sistema de
coordenadas de la superficie. En este caso, el estudio del problema puede ser completado.

De hecho, la relacién (1.4.20) toma ahora la forma
ST v(2)] = a1 (2)® (2). (1.4.23)

Mads ain, con ayuda de las formulas (1.4.21) y (1.4.13) se encuentra que «;(2) no desapa-
rece en ninguna parte de I' y el indice »r = 0. Estas condiciones ocurren en dos casos, es
decir: (1) si ST+ .5 es un ovaloide y (2) si ST+ S~ es concava en la misma direccién. De
acuedo con el teorema de Kveselava todas las soluciones del problema (1.4.23) teniendo
en los polos del infinito de orden finito son dados por las formulas

Ot (2) = X(2)P4(2), ze G,

Q7 (2) = X(2)P2(2) + X(2)P(2), z2€G, (1.4.24)

donde P(z) es un polinomio en z, ®; y ®5 son funciones holomorfas en G+ y G, res-
pectivamente, y son determinadas univocamente por el polinomio dado P(z); también
$y(00) =0y ®; = Py =0 cuando P(z) = 0. Finalmente X (z) es también llamada como
la solucién candnica del problema, que no desaparece en ningin lugar del plano excepto
en el punto infinito donde la siguiente expansién se satisface:

X(z)-z‘”(ao—i-%—k...), ag # 0.

Ya que en nuestro caso » = 0, y en vista de (1.4.24) para la solucién del problema
que satisface en infinito la condicién (1.4.19) donde tenemos P(z) = 0. Reciprocamente,
&t = &~ = 0. Esto completa la demostracion.

En el caso de tangencia simple la condicién (1.4.22) no se satisface. Sin embargo o
y ap cumplen la desigualdad
lag| > |ag| (enT)

A pesar de eso, se sigue para los resultados de B. Bojarski que también en este caso el pro-
blema no tiene solucion. Entonces, se establece que una superficie cerrada compuesta por
dos secciones de ovaloides distintas es rigida si la linea de contacto es la linea tangencial.
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1.5. El problema de rigidez de superficies seccionales

El método dado en la Seccién 1.4 también puede ser aplicado al problema de rigi-
dez de superficies cerradas compuestas por un nimero finito de secciones de ovaloides
So, 51, ..., S;p. Para definidad supongamos que Sy es una superficie m-conexa, i.e. Sy es
un ovaloide con las aberturas L, ..., L,, contactadas con superficies convexas simplemente
conexas S, ..., Sy, respectivamente. Por una adecuada elecciéon de coordenadas conjuga-
das isometricamente podemos mapear homeormoficamente la superficie Sy en el dominio
G acotadas por curvas cerradas simples I'1, ', ..., I',,, las curvas I's, ..., I',, estan situa-
das dentro de I'y. Subsecuentemente, por una apropiada seleccion de redes conjugadas
isometricamente de lineas en S, ..., S, estas superfies pueden ser mapeadas homeomor-
ficamente en un dominio infinito GG; acotado por la curva I'y, y los dominios Gs, ..., G,,
acotados por I'y,...,T',,, respectivamente. En este caso, para cada linea de contacto L;
la cudl suponemos que es suficientemente suave, es mapeada homeomorficamente de dos
distintas maneras en la curva I'; y a cada punto M de la curva L; corresponden en I'; dos
puntos z y t = v;(2) donde v;(z) es la funcién establecida or el mapeo homeomorfico de
I en si mismo. Escribiendo las condiciones de conjuncién (1.3.28) en la forma compleja
obtenemos la condicién de frontera de la forma

2
dz \ dU|(z)
(ds) ds

(zely; 5=1,2,....,m)

Uilvi(2)] = Bi;Us(2) + B3,;Us(2) + B; ; Re

: (1.5.1)

donde f3; son funciones totalmente definidas del punto del contorno I' = I'y + ... +- T, las
cuales estan dadas por las férmulas de la forma (1.4.16), U] satisfacen la ecuacion (1.4.6)
en el dominio G; y es continua en G; +I'; (j = 0,1,...,m); en infinito U] estd sujeta a
la condicién (1.4.10). El problema (1.5.1) es facilmente reducible a una ecuacién integral
singular equivalente. Entonces, puede ser probado que el problema puede tener solamente
un numero finito de soluciones linealmente independientes. Por lo tanto, superficies sec-
cionales regulares (no convexas) compuestos en la forma indicada anteriormente, puede
tener solo un conjunto finito de flexiones infinitesimales. Por lo tanto, tales superficies
pueden ser convertidas en superficies rigidas a someterlas a un nimero finito de restric-
ciones puntuales, por ejemplo, mediante una sujecion rigida de un ntimero finito de puntos
de la superficie.

Si todas las lineas de contacto son lineas tangenciales de las condiciones de frontera
(1.5.1) se simplifica y toma la forma

Uilvi(2)] = BiUg(2) + B;Uj(2), 2z €T (1.5.2)
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(j=1,...m).

Una investigacion de la solubilidad del problema también se puede obtener del caso de
funciones analiticas. Si es posible descubrir que el problema (1.5.2) que no tiene soluciones
no triviales, satisface la condicién (1.4.10), este resultado es equivalente a la rigidez de
una superficie cerrada compuesta en la forma indicada arriba a lo largo de las lineas de
tangencia, de un ntimero finito de superficies convexas.

El problema de rigidez de superficies cerradas compuestas, de manera arbitraria,
de un numero finito de secciones de superficies regulares convexas conduce a un mé&s
complicado problema de valor en la frontera para funciones analiticas generalizadas. Mas
investigaciones sobre este tema son por lo tanto de gran importancia.

Consideraremos casos en los que como consecuencia del pegamiento de las superficies
surgen restricciones que aseguran la rigidez de al menos una de las superficies de contacto.
Diremos que las superficies ST y S~ estan rigidamente pegadas a lo largo de L si bajo
una flexion infinitesimal de la superficie la variacion del angulo de contacto se desvanece,
es decir,

69 =60~ — 00" =0 (a lo largo de L). (1.5.3)

Asumimos que en cada punto de la curva L tenemos o bien k} # 0 o k; # 0. Por ejemplo,
si una de las superficies ST 0 S~ es de curvatura principal positiva, la condicién de arriba
siempre se satisface. Si esta condicion se satisface, la curva L es llamada ”la curva de
pegamiento normal”. Si en un punto de la curva la condicién k} = k; = 0 ocurre, este
punto se dice que es un punto singular de la curva de pegamiento L. Si la curva L contiene
solo puntos singulares, esta curva se llama la linea de pegamiento singular. En cada punto
singular la linea es tangente a las direcciones asintéticas de las superficies ST, S~. A partir
de ahora, asumiremos que la curva L es una linea de pegamiento normal.

Puesto que de acuerdo con (1.3.29)
kXoy = —sindok,, k; 09 = —sinddk;, (1.5.4)
la relacién (1.5.3) se cumple si una de las siguientes condiciones se satisface:
(1) sind =0 (a lo largo de L),

(2) kF+#0, 6k; =0, o k; #0, 0kI=0.

s

Reciprocamente, si sin? # 0, la condicién (1.5.3), en vista de (1.5.4) y (1.3.31), siempre
implican las condiciones

okt =0, o0k; =0, o =0dr,, (alolargode L), (1.5.5)

S
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es decir,

dVT =dV~ =d7,sds (alolargo de L). (1.5.6)

Si las superficies ST y S~ son tangentes a lo largo de la curva L, entonces n™ = +n~
(en L) y pues sind = 0, es decir, §¢ = 0 a lo largo de L.

Entonces tenemos el siguiente resultado.

Teorema 1.5.1. La linea tangente de superficies es la linea de pegamiento rigido, es
decir, bajo flexiones infinitesimales arbitrarias de esas superficies las lineas tangentes se
preservan.

En otras palabras la tangencia (a lo largo de la curva) de superficies se preserva
bajo flexiones infinitesimales. Esto es adecuado al hecho que ST y S~ tienen en comin
banda con la base L y reciprocamente bajo flexiones infinitesimales una rotacion de un
area elemental de la banda puede ser considerada como comtn para STy S™. Ya que, en
el caso bajo consideracion (las superficies son tangentes) cos 8 = +cosf~, en las lineas
tangentes de las dos superficies las cuales no son lineas asintdticas o sus envolventes, las
siguientes condiciones se satisfacen:

okt = +6k;, ot =617 (alolargode L). (1.5.7)

S S



Capitulo 2

Operadores pseudodiferenciales de
Mellin

2.1. Funciones cuasicontinuas y lentamente oscilato-
rias

2.1.1. El algebra C* SO(R.) de funciones lentamente oscilatorias
en R,

Sea R, = (0,00) y sea SO(Ry) la subalgebra C* de L>(R;) que consiste de todas
las funciones a € C(R;) N L*(R,) que oscilan lentamente en 0 e oo, es decir (ver, e.g.,
[43]), satisface para algin (equivalentemente, para todo) A > 1 la condicién

lim méx{|a(z) — a(y)| : x,y € [r, ]} =0 para s € {0,00}.

r—S

Dada un algebra C* conmutativa con unidad A, denotamos por M ( 4) el espa-
cio ideal maximal de A. Sea R, := [0, +o0]. Identificando los puntos x € R, con los
funcionales de evaluacién 0,(f) = f(x), obtenemos M (C(R,)) = R, . Entonces

M(SORy)) =R UA, A= Mo(SO(Ry)) N Moo (SO(R)),

donde M, (SO(R4)) = {§ € M(SO(Ry)) : {|o(,) = s} son fibras del conjunto M ( SO(Ry))
sobre los puntos s € {0, 00}. Por [[22], seccién 2.1], las fibras My( SO(RL)) y Moo ( SO(RL))
son espacios Hausdorff compactos conexos.

27
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2.1.2. Funciones BMO y VMO

Sea L € {R, T}, donde T es la circunferencia unitaria. Dada una funcién integrable
localmente f € Lj, (L), y un intervalo finito I C £ de la medida de longitud de Lebesgue

[I| = [, dm, sea
)= |17 / F(t)dm(t)

denota el promedio integral de f sobre I. El conjunto de funciones f € L}, (L) para el
cual

hmsup|]| 1/|f f)ldm(t) =0

6=011<6

es el subespaco cerrado VMO( L) de Vanishing mean oscillations functions en el espacio
de Banach BMO( L) (ver, e.g., [[16],[42]). Sea R = RU {oo}, considerando el homeomor-
fismo

v:T—=R, @) =i(1+1t)/(1-1), (2.1.1)
por [16], f € BMO(R) siy sélo si f o~y € BMO(T). Por el contrario,
VMO :={foy': fecVMO(T)} (2.1.2)

es un subespacio propio de VMO(R) estando la clausura de C(R) en BMO(R) [16].

2.1.3. El algebra C* QQC de funciones cuasicontinuas en T

Sea H* la subélgebra cerrada de L>(T) que consiste de todas las funciones que son
limites no-tangenciales en T, de funciones analiticas acotadas en el disco unitario abierto

D:={z€C:|z|] <1}, ysea C:=C(T). Por [42] y [43], el dlgebra C* QC := QC(T) de
funciones cuasicontinuas en T estd definida por

QC = (H*® +C)N (H> + C) = VMO(T) N L>(T). (2.1.3)
Ya que C' C QC, el espacio ideal maximal de QC' es de la forma

QC) = JM(QC),  M/(QC) :={¢ e M(QC): ¢l =t} (2.1.4)

teT

donde M;(QC) son fibras de M(QC') sobre los puntos ¢t € T.
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Para t € T, sea M?(QC) el conjunto de funcionales en M;(QC) que se encuentra

dentro de la topologia débil estrella cerradura en QC* del conjunto {dx; : A € (1,00)},
donde para t = €%,

A 0+m /X '
he:QC—C, fr— 2—/ f(e®)dz  para todo (\t) € (1,00) x T;
T Jo—m/A

MFHQC) :={¢ € Mi(QC) : £(f) = 0 si f € QC y limsup|f(z)| = 0}.

z—tt

Para cada t € T, se sigue de [[43], Lema 8] (ver también [[13], Seccién 3.3]) que
M (QC) N M7 (QC) = MY(QC), M (QC) UM (QC) = M/(QC).

Por lo tanto, la fibra M;(QC') se divide en tres conjuntos disjuntos:

MP(QC), M (QC)\ M{(QC), M, (QC)\ M (QC).

Con respecto a las funciones en L*®(T) mientras arménicamente se extienden en el
disco unitario abierto D, deducimos de [[43], p. 821] que la restriccién ¢; de una funcién
f € QC al radio [0,t), donde ¢t € T, es una funcién continua acotada en [0,¢) que oscila
lentamente en el punto ¢, es decir, g, € SOI0,t). Por [[43], p. 823], cada funcién en
SO|0,t) tiene una extensién continua al espacio compacto [0, ) U M?(QC), lo cual puede
ser identificado con la fibra M,(SOI0,t)). Mas aun, por [[43], p. 823], para cada t € T
el dlgebra restringida QC'|y0qcy es isomorfo al dlgebra cociente SO[0,t)/Cy[0,), donde
Co[0,t) denota el espacio de funciones continuas en [0,¢) que tienden a cero en el punto t.

Sea PQC = alg(QC, PC) el subélgebra C* de L>(T) generada por las dlgebras C*
QC y PC, donde PC := PC(T) consiste de todas las funciones cuasicontinuas a trozos
en T, es decir, las funciones tienen limites unilaterales finitas en cada punto t € T. Las
funciones en PQC son denominadas como las funciones cuasicontinuas a trozos.

2.1.4. Funciones cuasicontinuas en Ry R,

Sean VMO dadas por (2.1.2) y QC(R) el algebra C* de funciones cuasicontinuas
en R que estan definidas de manera similar a (2.1.3) por

QC(R) := (H®(R) + C(R)) N (H=(R) + C(R)) = VMO N L=(R).
Como M(C(R)) = R, se sigue de (2.1.4) que M(QC(R)) = U,c5 M.(QC(R)),
M (QC(R)) := {€ € M(QC(R)) : &lom) = =}
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Aplicando el homeomorfismo 7 : T — R dado por (2.1.1), concluimos que aoy € QC' siy
sélo si a € QC(R). Por lo tanto, se puede asociar las fibras M,(QC(R)) y Mt(QC’) como
sigue: £ € M,(QC(R)) para = € R si y sélo si el funcional f definido por f(a o) =£&(a)

para cada a € QC(R) pertenece a M;(QC') para t = v~ (x ) € T. Similarmente, definimos
los conjuntos M= (QC(R)) y M2(QC(R)) para cada z € R.

Sea R, = [0, 00]. El &lgebra C* de funciones cuasicontinuas en R estd definida por

QC(R.) := QC(R)|z, := VMO[, N L™(R,).

El espacio ideal maximal M (QC(R,)) puede ser identificado con el conjunto

MQC(R,)) = M (QCR) U (| Mc(QC(R)) UML(QCR)),  (2.15)

zeR L

donde M2 (QC(R)) significa M (QC(R)).

2.2. Operadores pseudodiferenciales de Mellin con
simbolos cuasicontinuos

Sea V(R) el dlgebra de Banach de todas las funciones absolutamente continuas a
de variacién total acotada V(a) en R, dotadas con la norma

lally = llall =g + V(a / o () d.

Siguiendo [26, 27], sea L=(R,, V(R)) el conjunto de todas las funciones a: Ry x R — C
tales que @ : 7~ a(r,-) es una funcién valuada en V(R) medible acotada en R,. Por lo
tanto, a(-,xz) € L*(R;) por cada z € R := [—00, 400, y la funcién

. Oa
o oty = mixlatr )]+ [ |52 )|

pertenece a L (R ). Tenga en cuenta que los limites a(r, £00) = lim,_, 1 a(r, z) existen
en casi todos los  en R. Claramente, L* (R, V(R)) es un algebra de Banach con la
norma

’.)HV’

||aHL°°(R+,V(1R)) = eiiguP Ha(r

donde ess sup denota el supremo esencial (ver[26]).
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Como usualmente, sea C§°(R,) el conjunto de todas las funciones infinitamente di-
ferenciables de soporte compacto en R, . Sea du(o) = do/o la medida invariante (norma-
lizada) en R, . Las siguientes acotaciones resultan para los operadores pseudodiferenciales
de Mellin obtenidas en [27, Theorem 9.1] junto con [26, Theorem 3.1].

Teorema 2.2.1. Sia € L*(R.,V(R)), entonces el operador pseudodiferencial de Mellin
Op(a), definido para funciones f € C§°(R.) por la integral iterada

[Op(a) 27T/d:c/R a(r,z ( )xf(g)d—gg for reR,, (2.2.1)

se extiende a un operador lineal acotado en el espacio LP(Ry, du) y alli es un nimero
C, € (0,00) que depende sélo de p tal que

1OP()lsr@®. ) < Cpllafl oy vmy)-
Sea L>=(T, V(R)) el conjunto de todas las funciones b : TxR — C tal que t — b(t, -)

es una funcién medible acotada V (R)-valuada en T. Decimos que b € L>(T, V(R)) es una
funcién cuasicontinua con valor en V(R) en T, b € QC(T,V (R)), si

¢ )—uil/I[a(T,-)dm(T)

donde m(+) es la medida de longitud de Lebesgue en T.

lim sup —

dm(t) =0,
v

Una funcién a € L>®(R, V(R)) se refiere como una funcién V(R)-valuada cuasicon-
tinua en R, a € QC(R, V(R)), si la funcién b definida por b(¢,-) = a(y(¢),) parat € T,
donde v esta dado por (2.1.5), pertenece a QC(T, V(R)). Sea QC (R, V(R)) el conjunto
de restricciones de funciones a € QC(R, V(R)) a R, con respecto a la primera variable.
Entonces QC(R,, V(R)) es una subdlgebra de Banach de L>*(R,, V(R)).

Dados a € QC(R,,V(R)) y h € R, sea a"(r, z) := a(r,z + h) para casi todo r € R,
y todo x € R. Sea E(R,, V(R)) el subélgebra de Banach de L>* (R, V(R)) que consta de
todas las funciones a € QC(R,,V(R)) que cumplen las dos condiciones:

1 — 0 2.2.2
sz et =l =0 222
lim ess sup/ |0 a(r, )| dx = 0. (2.2.3)
M=o rery  JR\[-M,M]

Siguiendo [25], para p € (1,00), consideramos el dlgebra de Banach ©, C gp =
B(LP(R,,du)) generada por operadores pseudodiferenciales de Mellin Op(a), de la forma
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(2.2.1) con sfmbolos V (R)-valuados cuasicontinuos a € £(R,,V(R)). Notemos que el
algebra ©,, contiene operadores que no son operadores pseudodiferenciales de Mellin Op(a)

~

con simbolos a € £(R,, V(R)), pero son limites de sucesiones de operadores Op(a,,) con

~

simbolos a,, € E(R4, V(R)).

Teorema 2.2.2. [25, Teorema 5.3] Para cada p € (1,00) y para todos los operadores
Dy, Dy €®,, el conmutador [Dy, Ds] es un operador compacto en el espacio LP(R,, du).

Para probar este teorema se usan relaciones de operadores psudodiferenciales de
Mellin con simbolos cuasicontinuos y operadores integrales singulares con coeficientes
cuasicontinuos.

El ideal /’6,, = KC(LP(R4, du)) de operadores compactos esté contenido en el dlgebra
de Banach ©, (ver [25, Section 5]). Por lo tanto, el algebra de Banach cociente D7 :=

9,/K, es conmutativa, y D7 C B = B,/ Ky, gg es llamada el dlgebra de Calkin.
Sea B(M, C) el dlgebra de todas las funciones acotadas de valores complejos en el
conjunto compacto 9 C M(QC(R,)) x R definido por
M = My UM _ oo UM UM,
M. = M7 QCE) U (U MIQCE) ) UML(QO(R)] x o)

Mo = [M(QC(R)) \ My (QC(R))] x R = M(QC(R)) x R,
M. = [MZ(QC(R)) \ ML (QC(R))] x R = M2(QC(R)) x R.

o0

(2.2.4)

Se define el simbolo de Fredholm D del operador D := Op(a) € ©, con simbolo
cuasicontinuo V(R)-valuado a € £(R,, V(R)) por

D&, z) == a(§,x) paratodo (& z) € M, (2.2.5)

donde a(§, £00) son los valores de las transformadas de Gelfand de la funciones a(-, +00)
en el espacio ideal maximal M (QC(R;)) (la transformada de Gelfand es un homomorfismo
de elementos de algebras de Banach conmutativas via funciones continuas complejas sobre
espacios de ideales maximales). Y por [25] se definen los valores a(§, x) para cada & €

MI(QCR))U M2 (QC(R)) y cada = € R en la forma

a(e,2) = lim —— [ a(y(t), 2)dm(t)

n—o0 |[n‘ I

~

para la funcién a(y(-),-) € E(T_,V(R)), T_ := {2 € T : Imz < 0}, y una sucesién de
arcos I,, C T es tal que sus centros ¢, tienden a —1 o 1 si, respectivamente, £ € M{J(QC(R))
o0& e M(QC(R)), y lim, o |I,| = 0.



33

Una subalgebra con unidad cerrada A de un dlgebra de Banach con unidad B con
la misma unidad se llama inverso cerrado en B, si para cada A € A sus espectros en
las algebras A y B coinciden (ver, por ejemplo, [12, pg. 3]). Por lo tanto, si A € A es
invertible en B, entonces A es invertible en A.

El célculo simbdlico de Fredholm para el dlgebra de Banach ®, y el Criterio de
Fredholm para los operadores D € ®,, en términos de sus simbolos de Fredholm se dan
de la siguiente manera.

Teorema 2.2.3. [25, Teorema 5.4] Para p € (1,00), el mapeo D +— D(-,-) dado por
(2.2.5) sobre los generadores del dlgebra de Banach ®, que son operadores pseudodiferen-
ciales de Mellin Op(a) con simbolos a € E(R,,V(R)), se extiende a un Banach dlgebra
homomorfismo @, : ©, — ®,(D,), donde ®,(D,) es una subdlgebra del dlgebra B(O, C),
ker @, D /EP, y ker @, = IEp para p = 2. El dlgebra cociente de Banach D7 es conmutativo
e inverso cerrado en el algebra de Calkin g;r, y su espacio ideal mazimal es homeomorfo a

M. Un operador D € ®©,, es Fredholm en el espacio LP(Ry, dp) si y solo si la transformada
de Gelfand D™ — D(-,-) es invertible sobre M, lo que significa que

D& x)#0 forall (& x)e€M. (2.2.6)

El criterio de compacidad para los operadores pseudodiferenciales de Mellin con
simbolos a € £(R,, V(R)) tiene la siguiente forma.

Teorema 2.2.4. [25, Teorema 5.5] Para p € (1,00), el operador pseudodiferencial de Me-

llin Op(a) con simbolo a € E(R, V(R)) es un operador compacto en el espacio LP(R ., du)
sty solo si
a(,z) =0 forall (& z) € M. (2.2.7)
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Capitulo 3

El problema de frontera de Haseman

con coeficientes y corrimientos
cuasicontinuos

3.1. Datos cuasicontiuos del operador T

Curva estrellada. La curva estrellada I' estd definida por la férmula
N
= JTw Tp=¢*R. (k=1,2,.,N),
k=1

donde los rayos I'y, son orientados, o bien de 0 a co, o de co a 0, y
0< B <Py <...< Py <2m.
Con cada rayo I'y asociamos el nimero

- 1 si 0 es el punto inicial de I'y,
7Y 21 si Oesel punto final de T',.

Funciones cuasicontinuas en I'.

(3.1.1)

(3.1.2)

(3.1.3)

QC(T") define el conjunto de todas las funciones cuasicontinuas b : I' — C, lo que
significa que existen funciones b, € QC(R,) tal que b(e®*r) = by(r) para r € R, y todo

k=1,2,..,N.

35
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Similarmente, decimos que b € SO(T') si b, € SO(R,) para todo k =1,2,..., N.
Corrimientos cuasicontinuos

Sea o un homeomorfismo que preserva la orientacién de cadarayo I'y (k = 1,2, ..., N)
sobre el mismo, que posee la propiedad

In|o/| € L®(D). (3.1.4)

Entonces el operador de corrimiento V, : f + f o« y su inverso V! son acotados
en los espacios LP(I'), p € (1, 00). Llamaremos a como el corrimiento cuasicontinuo en I'
si

Oé(eiﬁk’f’) _ eiﬁkrewk para r € R+ Y k = 1,2, ,.,’]\77 (315)

donde wy y ¢ @ 7 — rwi(r) son funciones con valores reales en QC(Ry). Si o es un
corrimiento cuasicontinuo, entonces se sigue de (3.1.4) y (3.1.5) que

o (€Prr) = (1 + rw)(r))e ") para r € Ry y todo k, (3.1.6)
ess irﬁ{f (1+rwi(r)) >0 paratodo k =1,2,...,N.
relR4

Por (3.1.6), o' € QC(I"). Definimos las funciones con valores reales w, ¢, € QC(I") por

w(t) :==Infa(t)/t], calt) :=e*D? paratel. (3.1.7)

3.2. Propiedad de Fredholm y el indice del operador
T

Haciendo uso de la interrelaciones de los operadores integrales singulares con coefi-
cientes cuasicontinuos y los operadores pseudodiferenciales de Mellin con simbolos cuasi-
continuos establecidos en [30], y aplicando una reduccion a tales operadores, obtenemos
los resultados principales de la tesis.

Definamos los conjuntos

A= My(QC(R)) UM (QC(R)), A’ := MJ(QC(R)) UML(QC(R)),  (32.1)

My = MYUQCR)) xR, My := M2 (QC(R)) x R. (3.2.2)
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Teorema 3.2.1. Sea p € (1,0), G € QC(") y sea I una curva estrellada y o« : T' — T
un corrimiento que satisface las condiciones de la Subseccion 3.1. Entonces el operador
T =V,P, + GP_ es Fredholm en el espacio LP(I") si, y sélo si una de las dos siguientes
condiciones equivalentes se satisface:

ess{glﬁ |G(t)] >0y detT(E,x) # 0 para todo (€, ) € My UM, (3.2.3)
s [G(1)] > 0y @, (n(€). M(€) £ Z para todo & € A", (3.2.4)

donde det T(&,x) estd definida para todo (&, x) € My U My, por
det 5(&, @) = ([T e @) (TT Gu(©))Ps(a)

ep=1 ep=—1
+( T e @) (] 6u)P-(w), (3.2.5)
ep=—1 er=1
Po(z) := 271 %+ coth(m(x +i/p))] para todo x € R, (3.2.6)
A InfAl\ 1 arg)

<Pp(77> )‘) = (% + 7)% + ]—9 — 7, (3.2.7)

N N
n(€) =) eaw(€). A& =) Gi'(6) parage A’ (3.2.8)

k=1 k=1

Ocupando la definicién de Sarason [43] del indice de Cauchy de una funcién inver-
tible f € PQC, para la cual la extensién arménica F' de f (ver [13]) al disco unitario
D C C estd acotada lejos de 0 en el anillo 1 — ¢ < |z| < 1, para un suficientemente
pequeno € > (. Entonces el indice de Cauchy ind f esté definido como winding number de
la funcién F, : t — F(rt) en T para algin r € (1 —¢,1):

1
indf := lim —{arg F,(t) }ser, (3.2.9)
r—1 271
donde {arg F.(t)}:er denota el incremento del argumento de F,(t) para t € T.

Con « definida en la seccién 3.1, podemos asociar el homeomorfismo que preserva
la orientacién @ : I' — T tal que In|a’| € L>(I"), o € SO(I'), la funcién con valores
reales @ : t — In(a(t)/t) esta en SO(T), las funciones Wy : r +— W(ekr) v ¢y o 1+ 10, (1)
pertenecen a SO(Ry), y

wk(&) = we(§) para todo € € A° y todo k=1,2,...,N. (3.2.10)

Entonces el operador V5 : f — f o a es acotado en los espacios LP(T"), p € (1,00).
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Teorema 3.2.2. Sea p € (1,00), a y I' satisfacen las condiciones del Teorema 3.2.1,
a:T =T, te te*Des un corrimiento asociado con «, las funciones w € QC(I') dadas

por (3.1.7) y& € SO(T) satisfacen (3.2.10), y las funciones G*' € QC(T') y G € SO(T)

son tales que
ékﬂ(f) = GEH(E) para todo € € A° y todo k =1,2,..., N, (3.2.11)

entonces los operadores T' =V, P, +GP_ y T := VP +GP_ son Fredholm en el espacio
LP(T) solo simultdneamente, y en el caso de la propiedad de Fredholm

IndT = IndT + ind(Gq 0 7), (3.2.12)
donde 7y estd dado por (2.1.1), la funcion G, € QC(R) estd definida por

A [T (es/PGy)(z) i x € Ry,
= /o 3.2.13
Gale) { chvzl(ew’“/ka)a’“(—x) si veR_, ( )

Yy ind(aa o) es el indice de Cauchy de la funcion invertible Gaoy e QC.

Teorema 3.2.3. 5i se satisfacen las condiciones del Teorema 3.2.1 y 3.2.2 y el operador
T = V,P, +GP_ es Fredholm en el espacio LP(I") con p € (1,00), entonces también lo es

el operador T := Vz P, + GP_ Y

ndT = lin <Z ;—;{argék(f)}re[mfl,m] N arg)\2(77:11) B arg;\;m)
+ Blgy(im™), Xom™) = E((g(im), Xm))) + ind(@a0), (3214

donde {argék(r)}re[m-1,m] es el incremento del argGy,(r) para r € [m™*, m,

N

n(r) = Zék&k(r), o) = H G (r) para r € Ry, (3.2.15)

y E(x) es la parte entera del numero x.

3.3. Propiedades de los corrimientos cuasicontinuos

Andlogamente con [20], decimos que un homeomorfismo que preserva su orientacion
a: Ry — R, sobre el mismo es un corrimiento cuasicontinuo en Ry silna/ € L¥(R,) y
o' € QC(Ry). Denotamos por QCS(Ry) al conjunto de tales corrimientos.



39

Los resultados de esta seccion generalizan los resultados correspondientes del articu-
lo [20], donde o/ € SO(R,) esta sustituida por o/ € QC(R,) que requieren técnicas mas
avanzadas.

El siguiente teorema generaliza [[20], Lema 2.2] con o € SO(R.).

Teorema 3.3.1. Un homeomorfismo « : @Jr — EJ” que preserva la orientacion, pertenece
a QCS(R,) si a(r) = re*™) para r € Ry, donde las funciones con valores reales w y
¢ r— 1w (r) pertenecen a QC(R,L) y

essinf,ecr, (1 +rw'(r)) > 0. (3.3.1)

Si un homeomorfismo o : Ry — R, que preserva la orientacion, pertenece a QCS(R,)
y satisface la condicion de la continuidad absoluta, entonces a(r) = re*") para r € Ry,
donde las funciones con valores reales w y ¢ : v+ rw'(r) pertenecen a QC(Ry) y

essinf,er, (1 +rw'(r)) > 0. (3.3.2)

Demostracion. NECESIDAD: Sea v € QCS(R, ). Entonces Ina € L*(R,) y por tanto

0 < mg:=ess inf o/(r) <esssup (r) = M, < oo, (3.3.3)
reRy reR4
o € QC(Ry), y a(0) =0, a(co) = co. Como a(0) = 0 y « es absolutamente continua,
se puede deducir que

P(r)(r) = olr) = E/OT o (x)de = /o o (ra)de, (3.3.4)

r r

lo cual implica debido a (3.3.3) y (3.3.4) que ¥ € L>®(R;). Ya que &' € QC(R,) o,
equivalentemente, o/ oy € QC(T_), donde ~ : T — R estd dada por (2.1.1) y T_ := {t e
T : Imt < 0}, ésto sigue que para cada € € (0,1), existe un § > 0 tal que para todos los
arcos I C T_ de medida |I| <4,

i),
11 Jr

Para z € (0,1], sea I, = {y ![y(t)x] : t € I} C T_. La medida del arco I, estd determi-
nado por

a[y(t)] — %H/Ia’[’y(T)]dm(T) dm(t) < Z. (3.3.5)

(4 )t + (x — 1)

(z—=1Dt+ (xz+1) (3:3.6)

L) = / FOlm(),  falt) = ()] =

Dado € € (0,1), tomamos a v, : € (0,1). Se sigue que

_ 13
dméx{||o/[| oo ),1}

, B A - 2z
£ (0)] = (z—1)t+ (@ + 12 22(1+Ret)+ (1— Re t)

1
<_7
T
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Lo cual implica para |I| < d. := dv. por lo visto en (3.3.6) que
|| <27 'I| <6 paratodo x € [v,1]. (3.3.7)

Entonces, para todos los arcos I C T con || < 6., inferimos de (3.3.4) que

%/ a0 g7 f wolam(r] o
dx_m// xldzdm(r ‘dm
_ i / 7 / [ @hi —a'h(¢>x]>dmdm<¢>ldm<t>

<o /(] / ~ o/by(r)al dedmt)dm(r)
< 2vef[a]| ooy + / 6 (| AE /” o' [y(#)] —a'[w)]\dm(t)dmm)dx

!
< E+2/ - / ) dm(r ‘dm t)da. (3.3.8)
2 L
Ya que |I,| < ¢ para x € [v., 1] por (3.3. 7) deducimos de (3.3.8) y (3.3.5) que
sup /)1/1 /zb dm(T ’dm <,
<. 11 ]

lo cual significa que ¥ € QC(R,) junto con . Puesto que QC(R,) es un algebra C*,
podemos deducir de (3.3.4) que la funcién w(r) = In[a(r)/r] tdmbien estd en QC(R.).
Por lo tanto a(r) = 7e*("). Finalmente, puesto que o/, ¢ € QC(R.), se sigue de (3.3.3)
y de la igualdad

o (r) = (14 rd(r))e”™ (3.3.9)
que la funcién ¢ : r — rw'(r) también pertenece a QC(R,) y (3.3.2) se cumple.
SUFICIENCIA: Sea o un homeomorfismo de R, en el mismo que preserva la orien-

tacién, con los puntos fijos 0 y oo; y sea a(r) = re*("), donde las funciones w y ¢ estan
en QC(R,) y (3.3.2) se satisface. Ya que

0 < ess inf e < ess sup e*" < o0,
reRy reR4

inferimos de (3.3.2) y (3.3.9) que Ino/ € L>(R,). Ademas, como las funciones e* y ¢ estan
en QC(R.), esto se sigue de (3.3.9) que o pertenece a QC(R;). Asi, a € QCS(Ry).

]
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Lema 3.3.1. [[30], Lema 6.5] Si a« € QCS(R,) y @ := v ' oa o, entonces In|a’| €
L>(T_) ya' € QC(T-).

Se demostrara la siguiente generalizacién de [[11], Proposicién 2.5] y [[20], Lemas
2.2.2.3].

Teorema 3.3.2. Sibec QC(Ry) ya € QUS(R,), entonces las funciones boa yb—boa
pertenecen a QC(Ry) y b(§) — (bo «)(§) = 0 para todo § € A.

Demostracion. Es claro que b € QC(R,) si y sélo si bo~y € QC(T_). Andlogamente,
boa € QC(RQ siysélosiboaoy € QC(T_). Pero boa oy = (bo~)oa, donde
a=~ytoaony, por el Lema 3.3.1, In|a| € L=(T_) y @ € QC(T_). Por lo tanto,
inferimos de [[30], Teorema 2.2] que las funciones boa oy y (b —bo «) o~y pertenecen
a QC(T_), lo cual implica que las funciones b y bo « estdn en QC(R,). La biyeccién ~
manda los puntos fijos —1 y 1 del corrimiento a : T_ — T_ a los puntos fijos 0 y oo del
corrimiento o : Ry — R, | respectivamente. Identificando los funcionales £ € M(QC(R))
y EE M(QC) por lareglade b(§) = (boy)(g) para b € QC(R), inferimos de [[30], Teorema
2.3] que

b(€) = (boa)(€) = (bo7)(§) — (hoaoy)(§) =0

para todo £ € &, lo cual completa la demostracion. O

Los siguientes resultados generalizan [[20], Lema 2.4].

Teorema 3.3.3. Si a € QCS(R,), entonces su inverso § = a ! estd en QCS(R,).

Demostmcwn Ya que Ina’ € L*(Ry) y o € QC(R,), se infiere de la igualdad 5'(r) =
a,(ﬁ( ;; Para el homeomorfismo f R,y — Ry que Infg’ € L®(R,). Puesto que o/ €
QC(R,) y o estd separada de cero, se sigue que ' o = 1/a/ € QC(R,). Entonces
f'oaoy e QC(T_). Por lo tanto, para cada € > 0 existe un § > 0, tal que para todos
los arcos I C T_ de medida |I| <4,

19
m/ﬁ o a)[y(P)]dm(r ‘dm <& (3.3.10)

donde Cj := 2||6Z’||Loo(T_)||B’||Loo(T_), v B=~"10B0~ es la funcién inversa de &. Ya que
a oy =~vyoa, (3.3.10) implica la siguiente desigualdad

1 /
m/am Pt

If!/ BLIF (7)ldm(r ‘\5 !dm()<5 (3.3.11)

0
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para todo I C T_ con |I| < 6.

Ahora consideremos todos los arcos a(/) C T_ tal que |a(I)] < (S/H/B\,||Loo(’]1‘7). En

este caso |I| = |(B o @)(I)| < ||§’||loo(qr_)|&(])| < 4. Tomando tales arcos a(l) C T_,
inferimos en base a la igualdad v o a = a oy que

1 ,
)~ & / ) fam ()

< G o [P 0O) =BG )im()

a(l)| a(I)

Bt |[,/ 81| (o) |dm(o) |dmi(1)

!I|/ BB () ldm(r ‘W )ldm(t) (3.3.12)

donde

1]
“la()]

Aplicando (3.3.11) para I C T_ con |I| < ¢, deducimos de (3.3.12) y (3.3.13) que, para
todos los arcos a(I) C T_ tales que |a(1)| < 6/||8'||Le(_),

1 /
Y(8)] — a0] / . B'[y(T)]dm(r)|dm(t) < e.

Por lo tanto, 5/ € QC(R,) junto con ¢/, y por lo tanto 8 € QCS(R). ]

Co := 2||&|| ooz < 2/|@|| oo ey 18] | Loe(r_y = Co. (3.3.13)

a(l)] a(l)

Las siguientes afirmaciones son generalizaciones de [[22]. Lema 2.6].

Lema 3.3.2. Sia € QCS(R,) y 8= a™!, entonces las funciones
w(r) :=Infa(r)/r], &(r):=W[B(r)/r], reRy, (3.3.14)
pertenecen a QC(Ry), w(r) = —w[B(r)] para r € Ry y

w(€) = —&(&) para todo € € A. (3.3.15)
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Demostmcz’on Por el Teorema 3.3.3, 5 € QCS(R,). Por el Teorema 3.3.1, a(r) = re“(")
y B(r) = re®™ para r € R, donde w,w € QC(R, ), dados por (3.3.14). Entonces

w(r) =MW[B(r)/r] = = In[r/B(r)] = = In[(v0 B)(r)/B(r)] = —w[B(r)]

para r € R,. Por lo tanto, deducimos del Teorema 3.3.2 que wo 8 € QC(R4) y w(§) +
(&) = w(§) —w[B(&)] = 0 para todo £ € A, las cuales dan (3.3.15).

O
Lema 3.3.3. Si o € QCS(R,), entonces w € SO(Ry), ¢ € QC(R,) y ¢(§) = 0 para
todo € € A",

Demostracion. Junto con el corrimiento a € QCS(R,), definimos el corrimiento ¢ €
QCS(R,) por ((r) = 1/(a(1/7)) = re=“(1/") para r € R,.. Puesto que a(0) = ((0) =0y
o/, (" € QC(R,), se sigue de las igualdades

R R A R (O CE A T)
0

r r T T Jo

y [[43], Lema 4] que las funciones e y r — e “(1/") son continuas en R, y lentamente
oscilatoria en 0, lo cual significa que ¥ € SO(R;) C QC(R,). Entonces w € SO(R})
también. Por lo tanto, ¢ = /e —1 € QC(R,) junto con . Para cada & € MJ(QC(R,))
hay una sucesién de puntos r,, € R, tales que lim,,_,o, 7, = 0y, en vista de (3.3.16),

1 [™
01/(5) = lim _/ Oé,(l')dl’ — l{m ew(’/‘n) — ew(g).
0

n—00 Ty n—00
Entonces deducimos de (3.3.9) que ¢(£) = 0 para todo ¢ € MJ(QC(R)). Ya que

(1/T> "(1/r)e* ™) para r

podemos relacionar los puntos £ € MQO(QC(R)) 775 € MJ(QC(R)) por laregla o/ (£)e %) =
¢'(ne). Entonces para £ € M2 (QC(R)) y ne € MJ(QC(R)) hay una sucesién {r,} en Ry
tal que lim,,_,, 7, = 00 y, en vista de (3.3.16),

1 1/1“n
¢'(n¢) = lim —)/0 ((z)dz = lim e W) — g=w(&), (3.3.17)

n—00 (1/rn n—o0o

Por lo tanto, (3.3.17) implica que o/(£) = ¢'(1¢)e*© = 2 para todo £ € M2 (QC(R)).
Entonces, en visto de (3.3.9), ¢(£) = 0 para cada £ € M2 (QC(R)) lo es también. O
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3.4. El algebra de Banach ‘5, de operadores integra-
les singulares modificados

Dadop € (1,00) y N € N, B, = B(L}(R4)), y K, := K(LY(R4)) (ver la introduc-
cién para X = LA (R, )), donde L% (R, ) es el espacio de Banach de funciones vectoriales

1 :
¢ = {pr}_, con entradas ¢, € LP(R,) y la norma ||p|| = (25:1 ||g0H1£p(R+)) '’ Consi-

deremos el algebra de Banach
2, = alg{al,Sg, : a € [QC(R)|nxn C B, (3.4.1)

generada por todos los operadores de multiplicacion al por funciones matriciales N x N
a con entradas en QC(R,) y por el operador integral singular de Cauchy Sg, dado
por (0.0.5) con Ry en lugar de I'. Como es bien conocido (ver, e.g., la prueba de [[40],
Teorema 4.1.5]), K, C 2, para cada p € (1,00). Para 5 € C con Ref € (0,27), tomamos
los operadores Rg € B, definidas por

(Rof)(r) = i/ SO reRr, (3.4.2)

mi Jg, 0 —€ePr

El operador Rs pertenece al algebra de Banach alg{l,Sr,} C B, generada por
los operadores I y Sg, (ver, e.g., [[40], Seccién 4.2]). Sea G el conjunto de todos los
corrimientos a € QCS(R, ) que preservan la orientacién .

Sea ‘B, denota el dlgebra de Banach generada por todos los operadores de la forma
Q=a, Py, +a Py, +cVoRs € By, (3.4.3)

donde a, c € [QC(Ry)]|nxn, 5 € Ccon Rep € (0,2m), Pﬂi :=2"1(I+ SR, ), Rs estd dada
por (3.4.2), y V,, es el operador de corrimiento definido por V,,f = fo«, donde o € G. El
algebra de Banach 9B, contiene propiamiente al algebra de Banach 2, dada por (3.4.1).
Como K, C B, podemos definir B = B,/IC,.

Consideremos el isomorfismo isométrico

o LR = Ly (Reydp), (L) =r7f(r) (r € RL),

Vo B (R ) - BA(Ed). Amtar-t

Por [[30], Seccién 6] y (2.2.1), la imagen ¥, del operador (3.4.3) tiene la forma

¥o(Q) = Op(a), (3.4.5)
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donde la funcién matricial q € [QC(Ry, V(R))|nxn estd dada por
407, 7) = a4 ()P4 () + a_(1)P_ (&) — e(r)e D HPR (1) (3.4.6)

para (r,r) € R, x R, las funciones P, estdn definidas por (3.2.6), w estd dada por
w(r) = Infa(r)/r] parar € Ry, y

Ry(x) = ™A /sinh(n(x 4 i/p)) para todo = € R. (3.4.7)

Por (3.4.5), para todos los generadores () del dlgebra de Banach B, que estan dados por
(3.4.3), los operadores Wy(Q) son operadores pseudodiferenciales de Mellin Op(q) (ver en
la féormula 2.2.1 a = q) con simbolos matriciales cuasicontinuos (3.4.6). Sin embargo, el
operador W(A) para todo A € B, no son operadores pseudodiferenciales de Mellin con
tales sfimbolos. Si N = 1, entonces el dlgebra de Banach B7 es conmutativa (ver [[30],
Teorema 6.4]). Por [[30], Teorema 7.1], su espacio ideal maximal es de la forma

—~

Mg, =Moo UM_oc UM UM, (3.4.8)
donde los conjuntos My v M., estan dados por (3.2.2) y
Mio = M(QC(R,)) x {0}, (3.4.9)

respectivamente, con M (QC(R,)) dado por (2.1.5).

Sea Q™ := Q + K,. Si N = 1, entonces se sigue de [[30], Teorema 7.1] que el mapeo
Q™ — 9(+,-) dado por los generadores del algebra de Banach B} por

Q(¢, ) = ay (§)Py(x) + a_(§)P-(x) + c(&)e“ O H/IR y(x) (3.4.10)

y (3.4.7) para todo (§,x) € ﬁm, que se extiende a la transformada de Gelfand

—~

y por tanto la siguiente desigualdad se cumple:

méx{| A&, 2)| : (€2) € Mg, } < 1k [|A+ Klsoge, )

Si N € N, entonces llamamos a A(,-) el simbolo de Fredholm de un operador
A € B,. Por [[30], Teorema 6.4], las entradas del matricial operador ) conmutan a
dentro de operadores compactos. Entonces podemos definir iinicamente det () a dentro de
operadores compactos. Por [[13], Teorema 1.14], el operador ) es Fredholm en el espacio
L (R,) siy sélo si det @ es Fredholm en el espacio LP(R, ). Por lo tanto, se infiere del
siguiente criterio de Fredholm de [[30], Teorema 7.1].

Teorema 3.4.1. Sip € (1,00) y N € N, entonces un operador A € B, es Fredholm en
el espacio L%, (R,) siy sdlo si el simbolo de Fredholm (3.4.11) de A es invertible, ésto es,

detA(&,x) #0 para todo (§,x) € ﬁﬁy (3.4.12)
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3.5. Aplicaciones de los operadores pseudodiferencia-
les de Mellin

Sea 1 < p < oo ysea ' = [ T es la curva estrellada definida por (3.1.1) y
(3.1.2), y sea a : I' — T satisface las condiciones de la Seccién 3.1. Combinando [[29],
Lema 4.1] y [[30], Corolario 3.3], tenemos lo siguiente.

Lema 3.5.1. Sip € (1,00), 5 € Cy Re f € (—m,7), yw € QC(R,), entonces las
siguientes funciones pertenecen al dlgebra de Banach QC (R, V(R)):

s,(r, ) := s,(z) := coth(m(z +i/p)), (r,r) € Ry x R,

o eBaip) o o
pslr ) = hpsle) = g ey () ERe xR, (3.5.1)

)(z+i/p) exp(B(z +i/p))
sinh(w(z +i/p))’

0o 5(r, ) == e (r,z) € Ry x R. (3.5.2)

Junto con (3.4.4), consideremos los isomorfismos

©: LA() = Ly(Re,dp),  (RF)(r) = {7 f(eP )}, (r € Ry),

U B(LP(T)) — B(LR, (R, dp)), A— ®AD. (3.5.3)

Por (3.1.4), los operadores de corrimiento V! estan acotados en el espacio LP(T'). Enton-
ces

U(V,) = diag{cglvaj ;V:l, Voo f = foag, c(r) = e wr(r)/p (reRy), (3.5.4)
donde ay, : 7+ rer(™ estdn en QOS(R,), Vo, € B(LP (R, du)) y por (3.1.7),
ca(€P0r) = cp(r) = e/ para r € Ry y todo k=1,2,..., N. (3.5.5)

Tomando en cuenta los Lemas 3.3.3 y 3.5.1, obtenemos las siguientes dos W-imagenes de
[[29], Teorema 5.3, 5.6].

Teorema 3.5.1. Sea 1l <p < oo yseal = Uszl Iy una curva estrellada dada por (3.1.1)
y (3.1.2). Entonces

U(Sr) = [Oplergin)ljnmr:  8in(r.z) = gju(@) para (r,x) Ry xR, (3.5.6)
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donde g, := 1 s1 0 es el punto inicial de Uy, e == —1 si 0 es el punto final de Ty, las
funciones g, estdn dadas para todo v € R y todo k,j =1,2,..., N por

coth(m(x +1i/p)) si  j=k,
gjx(z) == cap(0; 5 (x+i/p)) o (3.5.7)
’ { sinh(ﬂ'k(eri/p)) st ) # k7
Oi :=m sgn(j — k) — (B — Br) € (—m,7), (3.5.8)

v gix € V(R), gjr € QC(R4, V(R)) para todo j, k=1,2,...,N.

Teorema 3.5.2. Sea 1 <p < oo y sea ' = Uszl 'y la curva estrellada y un corrimiento
cuasicontinuo o : I' — T satisface las condiciones de la Seccion 3.1, entonces

(W (VoSr)ljk = exOp(v,k), para todo j,k=1,2,...N (j # k),

donde las funciones v;;, € QC(Ry,V(R)) estin dadas por (r,x) € R, x R por

iw; (r)(z-+i/p) ex'p(Qij(a? —l—.z'/p)) (3.5.9)
sinh(7(z +1i/p))

con 0, definidas por (3.5.8), y e, dados por (3.1.3).

v;r(r,x) =e

Por lo tanto, las W-imdgenes de Sr y el conmutador [V, St] son operadores pseu-
dodiferenciales de Mellin con simbolos cuasicontinuos matriciales.
Lema 3.5.2. Si A € B, y V(A) = Op(a) donde a € [QC(RL,V(R))|nxn, a(, z)
desaparece para todo (§,z) € My, , y Mg, estd dado por (3.4.8), entonces A € K.

Demostracion. Ya que a(§,x) = Onxn para todo (€, z) € ﬁ@w donde ﬁm es el espacio
ideal maximal del algebra BT para N = 1, se sigue de [[13], Teorema 1.35(d)] para p = 2
que || Op(a) + K(LA (R, du))|| = 0, de donde A € K. Pero el operador A = ¥~Op( a)]
esta acotado en todos los espacios LP(I') para p € (1,00). Por analogia con [[32], Lema
4.5], entonces concluimos que A € K, para todo p € (1, 00).

]

Para j,k = 1,2,..., N, obtenemos [¥(Sp)|ex = xS y (W (SP))jk = &?kéj’k sij #k,
donde los operadores S, R;;, € B(LP(Ry,dp)) estan dados para r € R, por

-~ r/o)l/P - r/o)l/p
(Sf)(r):%/]R (/Qg)%@dg, (Rj,kf)(r)zi/ Mdg (3.5.10)

T Ry O — et(Bi—=Br)r ="

Aplicando (3.4.4), deducimos lo siguiente de [[30], Teorema 6.4].
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Lema 3.5.3. Sip € (1,00), c € QC(R,) y Vak,éﬂg € B(LP(R,,du)) estan dados por
(3.5.4) y (3.5.10), entonces para todo j, k = 1,2,...,N con j # k y todo A € {g, EM},
los conmutadores [cI, A] y [Va,,A] son operadores compactos en el espacio LP(R,,du),
mientras que los operadores S, R;; conmutan por parejas.

A continuacién, la relacion A ~ B significa que A — B es un operador compacto.
Modificando la prueba de [[29], Lema 6.1] al caso de corrimientos cuasicontinuos, estable-
cemos lo siguiente.

Lema 3.5.4. Bajo las condiciones del Teorema 3.5.2, para todo j,k =1,2,..., N,
VSR Viek ~ Op(25 by, 05). (3.5.11)
donde €;, ¢, € {—1,0,1}, b, 5 y 0 estdn dados por (3.5.1) y (3.5.8),
(rz) = e para (r,z) € Ry x R, (3.5.12)
y las funciones 97 b,q, 03" pertenecen a QC(Ry, V(R)).
Demostracion. Sea j,k =1,2,..., N y k # j. Probaremos el teorema para €;, ¢, € {—1,1}
(los otros casos se tratan de manera andloga). Por los Teoremas 3.3.1 y 3.3.3 los corri-

mientos inversos ' (r) = Bi(r) son de la forma re“*(") donde wy(r) = —w,(B(r)) por el
Lema 3.3.2. Por lo tanto, para r € R, , tenemos

al(r) = re ) B = wp Sioep =1, O = O St = —1. (3.5.13)
Por el Lema 3.5.3 obtenemos
VIR &k 2 VIV Ry, = Vi, iRy, (3.5.14)
donde para r € R,, en vista de (3.5.13),
a;jr(r) = (af o a;j)(r) = reikM) (1) = @i(r) + D (re®i ™). (3.5.15)
Del Teorema 3.5.2 se sigue que
Vi, Rie = Op(0;), (3.5.16)
donde las funciones b, € QC(Ry,V(R)) ( cf. (3.5.2) y (3.5.9)) estdn dadas por

- i1 (e €XD (05, (x+i/p
Bji(r, ) := €00 sinl(l(JWk(I +i/P)))) = 24 (r: Dpg, () (3:5.17)
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para (r,r) € Ry x Ry, por (3.5.12) y (3.5.15),
0, 1(r, 2) 1= ™% = exp(ix]@;(r) + Dp(re® ™). (3.5.18)

Puesto que V4’ }N%MV;: = Op(0, khpe,,) en vista de (3.5.14) y (3.5.16)-(3.5.8), resta probar
que para todo j # k los operadores pseudodiferenciales de Mellin

Op(0;1hpe,,) — OP( bpo, 01, (3.5.19)

dondNe Oj-j by, 05 € QC(RL, V(R)), son compactos en el espacio LP(Ry,du). Para todo
¢ € A, se sigue de (3.5.13) y Teorema 3.3.2 que

(w0 Be)(€) = wr(§),  Di(&) = ewr(§), (Droa)(€) = Gi(E) = exwr(§),
para k,j = 1,2, ..., N, lo cual implica en visto con (3.5.13) y (3.5.15) que
wik(€) = T (&) + (D 0 ) )(§) = €jw;(§) + exwr(§)  para todo & € A, (3.5.20)

Junto con la funcién v, € QC(Ry, V(R)), consideremos otra funcién v, € QC(R,, V(R))
dada para (r,z) € Ry x R por

g . pi(ejwj(r)tepwi(r xexp(ﬁ%k(a:—l—z/p)) =65 €
0 n(rz) = eilejw;(r)+epwy(r)) sinh(r(z +1/p)) =, (7, aj)hpﬂj’k(aj)Dk’“(T, x). (3.5.21)
Por la prueba de [[30], Teorema 6.6], inferimos de (3.5.17), (3.5.20), (3.5.21) que

lo cual nos da la compacidad del operador (3.5.19) y prueba (3.5.11).

Consideramos los operadores pseudodiferenciales de Mellin

U(T-Ty) =1+ ¥[((caVa) ™ = D)(PrP- — P_(caVa) P1)],

U(TLT) = 1+ W[((caVa) = I)(PyPo — P_(caVa) Py, (3.5.22)

donde Ty = (coVio ) P+ P_ y co = /P,
Se sigue de (3.5.4), (3.5.5), (3.5.22), los Teoremas 3.5.1, 3.5.2 y el Lema 3.5.4 que

U(T_T,) ~ Op(Ap-14s), U(TLT_) =~ Op(AaAur),

Aw = DB + B, Ay =D, + P, (3.5.23)
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D (r, x) := diag{0k(r, x)}ff:l = diag{eiw’“(””&}fc\le, (3.5.24)

Pai(r,z) =27 Iy £ lexgjx (T, x)];\szl), (3.5.25)

y g, esta definido por (3.5.6)- (3.5.7). Ya que wy, € SO(Ry) para todo k = 1,2, ..., N por
el Lema 3.3.3, concluimos que [[29], Teorema 6.2] sigue siendo cierto para los corrimientos
cuasicontinuos a1, lo cual nos da lo siguiente.

Teorema 3.5.3. Sip € (1,00), I' y a satisfacen las condiciones de la Seccion 3.1 y la
funcién c, € QC(T) estd dada por (3.1.7), entonces los operadores Ty 1= (¢, Vo) Py + P
son Fredholm en el espacio LP(T") e IndTy = 0.

Las demostraciones de los teoremas se hardan en capitulos mas adelante.



Capitulo 4

La teoria de Fredholm para el
operador T

4.1. Propiedades de Fredholm para el operador
T=V,P,+GP_

En esta seccion estableceremos un criterio de Fredholm para el operador T' = V,, P, +
GP_ en el espacio LP(I') bajo las condiciones de la seccién 3.1.

Teorema 4.1.1. Si G € QC(T') y las condiciones del Teorema 3.5.2 se satisfacen, en-
tonces el operador T = V,P, + GP_ es Fredholm en el espacio LP(I') si y sdlo si las
condiciones (3.2.3) se cumplen.

Demostracion. Ajustando G, := ¢,G, donde ¢, € QC(I") estd dada por (3.1.7), obtene-
mos

TT = (VoPy + GP)((caVa) ' Py + P.) = ¢' Na, (4.1.1)

Ny = Py + Go P+ (Gol — (coVo))(P_(co V) ' Py — P P). (4.1.2)
Introduciendo la funcién matricial diagonal & € [QC(R,)]yxn por
B, (r) := diag{e*PGL(MNIN,, reRy, (4.1.3)
deducimos de (3.5.3), (4.1.2), Teorema 3.5.2 y el Lema 3.5.4 que
U(N,) =~ Op(My), (4.1.4)

51
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Na = Py + BaP- + (G0 — D) (P-D Py — P4P-), (4.1.5)

donde las funciones matriciales ©, y P estan dadas por (3.5.24) y (3.5.25), y las entradas
de la funcién matricial N, estén en QC (R, V(R)). Ya que el operador T_ es Fredholm en
el espacio LP(I") en vista del Teorema 3.5.3, se sigue de (4.1.1) y (4.1.4) que el operador
T es Fredholm en el espacio LP(T") si y sélo si el operador pseudodiferencial de Mellin
Op(N,) es Fredholm en el espacio LY (R, du). Como las entradas de la funcién matricial
M, pertenecen a QC(R,, V(R)) y por lo tanto los correspondientes operadores pseudodi-
ferenciales de Mellin conmutan dentro de operadores compactos en vista de [[30], Teorema
6.4], deducimos que el operador Op(M,,) es Fredholm en el espacio LA, (R, du) si y s6lo
si el operador Op(detMN,) es Fredholm en el espacio LP(R,,du), lo cual es equivalente,
por [[30], Teorema 7.1], a las desigualdades

det Ny (&, ) # 0 para todo (§,x) € M_oo UM, o0, (4.1.6)

det N, (&, ) #0  para todo (€, x) € My U M., (4.1.7)

donde My v M, estan definidas por (3.2.2) y Mo, estdn dadas por (3.4.9). Por lo
tanto, nos resta probar que las condiciones (4.1.6)-(4.1.7) para 0, dada por (4.1.5) son
equivalentes a ambas condiciones (3.2.3). Puesto que las funciones matriciales 91, (r, 00)
son diagonales, podemos deducir de (4.1.3), (4.1.5) y (3.2.5) que

det N, (1, £00) = det (P (r, £oo) + B, (1, £00)P_(r, £00))
= H (ex PG (r)) para r € Ry,

EkziFl

Por eso (4.1.6) se satisface si y sélo si la primera condicién en (3.2.3) se satisface.
Por otro lado, (3.5.23) y (4.1.1) implican que
MNo = (DoP1+ + B P)As—1 = C,TA1, T:=T P + 6P, (4.1.8)
donde ®,, B v B, estan dadas por (3.5.24), (3.5.25) y (4.1.3), respectivamente, y

Co(r) = diag{e YL, 6(r) = diag{Gi(r)}iL, (r € Ry),

. 4 4.1.9
B, (r, x) = diag{e“ " EH/PNN_ para (r,x) € Ry x R. ( )

Las condiciones (4.1.6)-(4.1.7) y (3.2.2) implican la propiedad
inf{| det N, (&, 2)| = (&, 2) € My UM} >0, (4.1.10)

mientras (4.1.10) implica (4.1.7). Por (4.1.8), para todo (£, z) € 9t U M.,

det N, (&, ) = det €, (&) det T(€, x) det Ay-1 (€, ), (4.1.11)
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donde det T(&,z) equivale a (3.2.5) de manera similar a [[29],(7.2)], det €, = [[o_, e“*/?
por (4.1.9), y det A, = ([, _, 0, )Py + (I,= 2. 1)P_ por (3.2.5). Ya que det €,
y det A,-1 estdn separadas de cero, se sigue de (4.1.11) que (4.1.10) es equivalente a la
propiedad

inf{] det T(&, z)[ : (§,2) € My UM} > 0. (4.1.12)

Finalmente, (3.2.3) es equivalente a (4.1.12) combinada con la primera condicién en
(3.2.3), lo cuél completa la prueba.

0

Lema 4.1.1. Sip € (1,00), G € QC(T) y Gi(&) # 0 para todo £ € A® y todo k =
1,2,...,N, entonces la sequnda condicion en (3.2.3) se cumple si y solo si

©0p,(n(€),\€)) € Z para todo £ € A°, (4.1.13)
donde A° y las funciones p,,n, \ estin dadas por (3.2.1) y (3.2.7), (3.2.8).

Demostracion. Si Gi,(€) # 0 para todo € € A® y todo k = 1,2, ..., N, entonces por (3.2.5),
det T(&, ) # 0 para todo (&, x) € My UM, siy sélo si

N
(H eiskwk(g)(a:Jri/p)G;Ek (f))P+(:c) + P_(x) #0 (4.1.14)
k=1

para todos (£, z) € My U M. Aplicando (3.2.8), vemos de las identidades
P(x) = [exp(r(x +i/p))]/[2sinh(n(z +i/p))], = €R,
que (4.1.14) es equivalente a la condicién
MO @Hi/p)=InANOI—iarg N©) o2n(2+3/) £ 1 para todo (€,z) € A x R. (4.1.15)
La condiciéon (4.1.15) se satisface si y s6lo si para cualquier k € Z el sistema

{ —n(&)/p —In|A(&)| + 27z = 0
n(€)z — arg A(§) + 2r/p = 27k

no tiene soluciones (¢, z) € A? x R. Pero esto es equivalente (4.1.13).

El Teorema 4.1.1 y el Lema 4.1.1 implican el siguiente resultado.

Corolario 4.1.1. Si G € QC(I') y las condiciones del Teorema 3.5.2 se cumplen, en-
tonces el operador T = V,Py + GP_ es Fredholm en el espacio LP(T") si y solo si las
condiciones (3.2.4) se satisfacen.

Combinando el Teorema 4.1.1 y el Corolario 4.1.1, obtenemos el Teorema 3.2.1
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4.2. Indice del operador T'=V, P, + GP_

4.2.1. Los indices de Cauchy

Sea f invertible en PQC, F la extensién armonica de f al disco unitario D y sea
Pf := 27Y(I + St). Por [[43], Teorema 1], el operador de Toeplitz Ty = Py fP es
Fredholm en el espacio de Hardy H?(T) si y solo si la funcién arménica F, es separada
de 0 en el anillo 1 — € < |z] < 1 para un suficientemente pequeno € > 0. Por lo tanto, se
sigue de [[43], Teorema 2] y (3.2.9) para el operador de Fredholm T} que

1
IndTy = —indf = —}}_Ig %{arg F(rt)}ier- (4.2.1)

Siguiendo [43], para alguna funcién invertible f € QC(R,) y algin r € (0,1),
construimos una funcién f, € SO(R;) C QC(R,) tal que

F(&) = [:(&) para todo & € A", (4.2.2)

Primero, tomamos una funcién f € QC (R) dada por f(x) := f(Jz|) para z € R. Entonces
f es invertible en QC(R). Aplicando el homeomorfismo v : T — R dado por (2.1.1),

deducimos que f o+ es invertible en ()C'. Por lo que el operador de Toeplitz con simbolo
f o~ es Fredholm en el espacio de Hardy H?(T). Sea

F() = o T%@ow(wdm(t) (z eD)

la extensiéon arménica de la funcién J?o v € QC al disco unitario abierto D. Como es
conocido (ver, e.g., [[14], Seccién 1.2, Corolario 2]), (f o v)(t) = lim,_,;- F(rt) para casi
todo ¢t € T. Por [[43], p.821, Corolario], las funciones ¢.;, definidas por g4;(z) := F(£x)
para = € [0, 1), pertenece a SO[0,1), esto es, g+1 son funciones continuas acotadas en
[0,1) que oscilan lentamente en 1, lo cual significa que para algin (equivalentemente,
arbitrario) n € (0,1),

(lsl’_rgsupﬂgil(as) —gu1(y)|: z,ye [l =4,1—ndl} =0.
Maés atin, se sigue de [[43], p. 823] que

g41(€) = (fon)(€) para todo € € M, (QC). (4.2.3)
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Para ¢ € (0,1) y r = 1 — ¢, consideramos la funcién F, € C(T) dada por F,.(z) = F(rz)
para todo z € T. Para t = ¢¥ con § € (—,0), definimos

g-1(1l—0—7) si e (—m,—7+¢],
g (t) =< Fleap(i®8D)) si € [-m+e, €l (4.2.4)

g(14+0) si 0¢€]—¢0),

donde g_1(1 —0 —7)0F(mr+6—1)y g1(1 +6) = F(1+6). La funcién ¢ es continua en
T_\ {£1} = v }(R,) y oscila lentamente en +1. Por lo tanto, por [[32], Lema 2.1], las
funciones f,, estan dadas por

j:(m) = (¢ oy ™N(z) para todo x € R, (4.2.5)

estan en SO(R,) para cada r € (0,1). Podemos ver, por construccién, que (4.2.2) se

satisface. Mds aun, por [[43], Teorema 1], la funcién f, dada por (4.2.3)- (4.2.5) es invertible
en SO(R,) para todo r € (0,1) cerca de 1.

4.2.2. Demostracion del Teorema 3.2.2

Si G € QC(I') es invertible en QC(I"), entonces para cada Gy € QC(R,) (k =
1,2, ..., N) existen funciones Gy € SO(R..) invertibles en SO(R..) y que satisfacen (3.2.11)
(ver subseccién 4.2.1). Por el Lema 3.3.3, wy, € SO(R), pero ¢y, : 7 — rwj(r) estan en
QC(R,). Define las funciones w, € SO(R,) por

1

wi(r) = ;/0 wr(x)dx, k=1,2,...,N.

Entonces ¢y, () := 7w (r) = —wk(r) +wi(r) para r € Ry, donde o € SO(R,). Por [[22],
Lema 2.2], lim,_,srw,(r) = 0 para s € {0,000}, y por lo tanto (3.2.10) se cumple. Junto
con V,,, definimos el operador de corrimiento Vz, donde a(e®r) = ePrye @ (") parar € R,
yk=1,2..,N;w,— w € SOR,), mientras que ¢y — = QCRL), (¢ — gz~5k)|Ao =0,

pero (¢r — ¢r)|x puede diferir de 0.

Con la funcién ¢, dada por (3.1.7), asociamos la funcién cz € SO(I') tal que
ca(ePrr) = G(r) = e“ /P para r € Ry y todo k = 1,2,....,N, v ¢ € SO(R,). Por
lo tanto, a la funcién G, = ¢,G que es invertible en QC(I'), relacionamos la funcién
G, = czG invertible en SO(T"), donde (@a)k = &Gy € SO(R,) para k = 1,2,...,N y,
por (3.2.10) y (3.2.11),

(Go)r(&) = (Ga)r(&) para todo € € A y todo k =1,2,...,N. (4.2.6)
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Dado p € (1,00) y Gq, Ga que satisfacen (4.2.6), consideremos los operadores
T =VoP, +GP_, T:=ViP, +GP_, Ty:=P, + (GG )P_, (4.2.7)

donde, por el Teorema 4.1.1, los operadores 1"y T son Fredholm en LP(T"). Tomando
a(t) =t para todo t € I', deducimos de (3.2.5) y (3.2.11) que

L= (GaGa k(&) si (6.2) € My,
det To(€, @) = ¢ [, _1(GaGaIk(§) si (&) € M, (4.2.8)

§
a~ o )k<€
1 st (&2) € MyUM,.

Por lo tanto, por el Teorema 4.1.1, el operador T es Fredholm en el espacio LP(T).

Aplicando (4.2.7), obtenemos

To(Py 4+ GoP) = Py + GoP- + (GoGo' — 1)P, (1 — G,)P-

~ P, + G, P_ (4.2.9)

por que A := (GoG2' —1)P, (1 —Gy)P- es un operador compacto en el espacio LP(I'). En
efecto, por el Teorema 3.5.1 y (4.2.6), el simbolo a € [QC(R,,V(R))|nxn del operador
pseudodiferencial de Mellin Op(a) = W(A) desaparece para todo (§,z) € ﬁ@ _, y porlo
tanto Op(a) es un operador compacto en el espacio L% (R, du) por el Lema 3.5.2. Simi-
larmente, pasando a los operadores pseudodiferenciales de Mellin, deducimos de (4.2.6),
Teorema 3.5.2 y el Lema 3.5.2 que

(Py + (éaGZI)P—)(GaI — (caVa))(P-(caVa) "' Py — PLP-)

~ (Gol — (caVa))(P_(caVz) ' Py — P.P_). (4.2.10)

Por (4.1.1) y el Teorema 3.5.3, Ind7" = IndN,, donde N, esta dado por (4.1.2). Se sigue
de (4.1.2) y (4.2.7), (4.2.9), (4.2.10) que

ToNy ~ Ni := Py + GoP_ + (Gol — (c5Va))(P-(caVa) 'Py — P, P_),

donde el operador Nz es Fredholm en el espacio LP(I"). Por otro lado, por analogia con
(4.1.1) y (4.1.2), obtenemos

Nz = ca(VaPy + GP_)((caVa)'Py + P_) = 51T, (4.2.11)

donde T esta dada por (4.2.7) y el operador T_ := (czVa) 'Py + P_ es Fredholm en el
espacio LP(I") y tiene indice cero por el Teorema 3.5.3. Ya que Ty N, ~ Nz, deducimos de
(4.2.11) y el Teorema 3.5.3 que

IndT} + IndN, = IndN5 = IndT". (4.2.12)
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Ya que Ind7T" = IndN,,, deducimos de (4.2.12) que

Ind7 = IndT + IndTy. (4.2.13)

Junto con Tj, consideremos el operador 1) := gPHQ + Py, € B(LP(Ry)), donde G :=

Hfj:l(Gaé;l)Z’“. Por el Teorema 3.4.1, se sigue de (3.4.3), (3.4.10), (3.4.12) y la igualdad
de la forma (4.2.8) para T7 que el operador T} es Fredholm en el espacio LP(R,). Por
(4.2.8), también tenemos

IndTy = IndOp(Fy) = IndOp(det Fy)

— Indop((ﬂ(éaGgl)ﬁ)m + P_)

k=1

= nd(( i (GoG3 ") ™ )PE, + Pz, ) = IndTh. (4.2.14)

k=1

Sea G(z) := G(z) para x € Ry y G(x) := 1 para z € R_. Entonces G € QC(R) por [[43],
Lema 2], los operadores T} = QPH%Z + Py, y1Is = éPH{ + Py son Fredholm en los espacios
LP(R,) y LP(R), respectivamente, y Ind Ty = Ind T». Sea Go(z) := ngl(éa)i’“(]ﬂ)
para z € R. Entonces Gy € QC(R). De acuerdo con (3.2.13), introducimos el operador
T € B(LP(R)) con G, € QC(R) por

N e .
~ = - A L (Go)F(x) st xzeR

T =G Pf+ Py, Gulz)= =1 (Go)y * 4.2.15

ern Q= { D T e

Ya que ng ~ éOTQ donde el operador Tj := Pﬂg + éOPR’ es Fredholm del indice cero en

el espacio LP(R), se sigue que el operador T es Fredholm en el espacio LP(R) junto con
T5 y IndT = IndT5. Por lo tanto, por (4.2.14),

IndTy = IndT} = IndT, = Ind7. (4.2.16)

Ya que los operadores Ty y T son Fredholm en todos los espacios LP(R) para p € (1,00),
deducimos de [[44], Teorema 3] que sus indices coinciden para todo p € (1,00). En parti-
cular, para p = 2 y v dada por (2.1.1), se sigue que UVva_l = (éa ov)Pf + Py, donde
(Uyp)(t) = (1 =) Y(po7)(t) para t € T. Aplicando (4.2.15), el operador de Toeplitz
T~

G0y CON simbolo Gy 07, y (4.2.1), deducimos que

IndT = Ind((Go 07)Pf + Pr) = IndTy = —ind(G, 0 9). (4.2.17)

Combinando (4.2.16) y (4.2.17), concluimos que Ind7y = —ind(@a 07), lo cudl junto con
(4.2.13) nos da (3.2.12) y prueba el Teorema 3.2.2.
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4.2.3. Demostracion del Teorema 3.2.3

Ya que el operador T esté dado por (4.2.7) y tiene datos lentamente oscilatorios,

deducimos la siguiente férmula del indice para el operador T de [[29], Teorema 8.2] con
d=0.

Teorema 4.2.1. Si las condiciones del Teorema 3.2.2 se satisfacen, y las funciones ék Yy
Wy, estan en SO(Ry) para k =1,2,...,N, y el operador T = VzP, + GP_ es Fredholm en
el espacio LP(T'), entonces essinficr |G(t)] > 0, ¢,(n(£), \(€)) € Z para todo £ € A°, y

arg \(m™) _arg X(m)
2T 2m

N
~ , 8k‘ ~
IndT" = n}bl_lgo ( § : 27T{arg Gk(r>}r€[m_1,m} +

+E(pp(ii(m ™), Nm™))) - E(wp(ﬁ(m)ﬂ(m)))),

donde las funciones , y ﬁ,x estan dadas por (3.2.7) y (3.2.15), respectivamente, y FE(x)
es la parte entera de un x € R.

Combinando el Teorema 4.2.1 sobre el indice del operador T y el Teorema 3.2.2,
obtenemos (3.2.14) y completamos la demostracién del Teorema 3.2.3.

4.3. Criterio de Fredholm generalizado

Consideremos una curva compuesta I' = J;* ; I', € C U {oo}, donde T}, son arcos
suaves, orientados, acotados y no acotados, con interiores distintos en pares, y con puntos
finales en el conjunto finito Y de nodos que incluyen a oco. También suponemos que los
arcos [y no forman cuspides en los nodos ¢t € Y y en cada arco de I'y tienen diferentes
puntos finales. Aplicando los resultados de los operadores pseudodiferenciales de Mellin
con simbolos cuasicontinuos, la teoria de Fredholm es construida para el problema con
valor en la frontera de Haseman ®*oa = G®~ + g en el conjunto de espacios de Lebesgue,
donde ®* son valores de frontera angulares en I' de la funcién analitica desconocida
®, G y g son funciones dadas en I', y @ es un homeomorfismo de cada arco I'y en si
mismo que preserva la orientacién de arcos. Ademds teniendo que el coeficiente Gy
la derivada del corrimiento o’ son funciones cuasicontinuas en cada arco I'j, el criterio
de Fredholm se establece para el equivalente operador integral singular con corrimiento
T = V,P. + GP_ en el espacio LP(I'), si la funcién gy := go By g € QC(I'y) donde los
operadores Py = 27!(I 4 Sr) son relacionados con el operador singular integral de Cauchy
Sr, y el operador de corrimeinto V,, esta dado por V,,f = f o .
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Un arco de longitud finita lo llamaremos arco acotado. Si la longitud de un arco es
infinita, lo llamaremos como un arco no acotado.

Para cada arco acotado y orientado I'y de longitud [, tomamos un difeomorfismo que
preserva la orientacién Sy : [0, k] — 'y, y decimos que una funcién g de valores complejos
es cuasicontinua en el arco I'y, g € QC(T';), si la funcién g := g o By, es cuasicontinua en
el segmento Ly := [0,1;] C R, gxr € QC(Lg), donde QC(Ly) := QC(R)|,. Para cada arco
no acotado orientado I'y, con puntos finales 7, € C y 7, = 0o, tomamos un difeomorfismo
Br : Ry — Iy tal que Bi(0) = 7 v Br(c0) = 7/ = oo, y decimos que una funcién con
valores complejos g es cuasicontinua en el arco I'y, g € QC(T'y), si la funcién gy := gofy es
cuasicontinua en el semieje positivo Ry C R, g € QC(R), donde QC(R;) := QC(R)|r, .
Una funcién g : I' — C es llamada cuasicontinua en I', g € QC(T), si g € QC(T'x) para
cada k=1,...,m.

Para cada nodo t € Y, sea 7y, la unién de todos los arcos 'y con puntos finales ¢
para k € {1,2,...,m}. Por lo tanto, v = Ugen,l, donde el conjunto Ny C {1,2,...,m}
contiene m(t) elementos. Para cada t € Y, sea k4, kay, ..., K1), los nimeros de arcos 7y
con puntos finales ¢t que son enumerados en sentido contrario a las manecillas del reloj si
t es un nodo finito, y en sentido de las manecillas del reloj si t = co. Para cadat € Y y
cada s € {1,2,...,m(t)}, ponemos

o0 1 si tesel punto inicial de Ty, (4.3.1)
ot —1 si  teselpunto final de I'y,,. o
Para cada k = 1,2,....m sea L, = L; si I', es un arco finito, y sea Ly := Ry si I’y

es un arco acotado. El homeomorfismo o de cada arco I';, en si mismo que preserva la
orientacién, posee la propiedad de

In|o’| € L=(T}). (4.3.2)

Entonces el operador de corrimiento V,, : f +— foa y su inverso V! estdn acotados
en el espacio LP(I'), p € (1,00). Llamaremos tal o un corrimiento cuasicontinuo en I' si
para cada k = 1,2, ..., m, la derivada aj, del homeomorfismo

ay = Bl oao By (4.3.3)
del conjunto L; sobre si mismo es una funcién cuasicontinua en Ly, es decir, &;1 €

QC(Ly). Si L = Ry para algin k = 1,2,..,m, entonces se sigue de [[36], Teorema 4.1]
que las funciones

wi(r) = In[ag(r)/r], ér(r) :r— rw.(r) (4.3.4)
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pertenecen al conjunto QC(R,). Si Ly = Ly = [0, ;] para algin k = 1,2, ..., m, entonces
la funcién

Ui (r) = ag(r)/r = l/or ap(x)dz, re|0,l], (4.3.5)

r

es continua en (0, ;] y lentamente oscilatoria en 0. Esto implica que la funcién
WE - — h’l’l/}k (436)

es también continua en Ly y lentamente osciltoria en 0. Ya que ¢, = e“* por (4.3.6), se
sigue de (4.3.5) que ag(r) = re“*, y por lo tanto

& (r) = (14 rw)(r))e ",
Por lo tanto la funcién ¢y, : r — 1+ rwy () pertenece a QC(Ly).

Por otro lado, para L, = Lj, = [0, ] la funcién

Ui(r) = Bill) = %lr) _ 1 /lk aj,(z)dx (4.3.7)

lk—T lk—T

es continua en [0,/;) y lentamente oscilatoria en el punto l. Por lo tanto, la funcién

(r) = Iny(ly — r) (4.3.8)

es lentamente oscilatoria en el punto 0. Para cada t € YV y cada s € {1,2,...,m(t)},
introducimos para r € Ly, , la funcién

-~ _ ajks,t<r) s1 Lks,t = [07 lks,t] Y ﬁkg,t(t) = lks,t?
W (r) B { Wk ¢ (T’) si Eks,t = [07 lks,t] Y /Bks,t (t) =00 Lks,t - R+. (439)

Seat € Y un punto finito. Para cada arco acotado o no acotado I'y, , para s € {1,2,...,m(t)}
con punto inicial ¢, ponemos &y, , (§) = wy, ,(§) para cada £ € MJ(QC(R)). Sit € Y\ {oo}
es un punto final de un arco acotado o no acotado I'y,, para s € {1,2,...,m(t)}, entonces
ponemos Wy, ,(§) = Wy, ,(§) para cada { € MJ(QC(R)). Sit = oo € Y, entonces para cada
arco no acotado I'y, ,, para s € {1,2,...,m(t)} con puntos iniciales o finales ¢, ponemos
W, (&) = wg,,(§) para cada & € M2 (QC(R)). Similarmente, para cada t € Y y cada
s € {1,2,...,m(t)}, introducimos para r € L;,_, la funcién

_ (G © /Bks,t © hks,t)(r) Si Lks,t = [07 lks,t] y /Bks,t (t) = lks,ﬂ
G (1) = { (GoBu)r) si Law=[00ny Be.(t) =00y, =RE310)

Entonces, si ¢ € Y es un punto finito, para cada arco acotado o no acotado I'y,,
con s € {1,2,...,m(t)} y con punto inicial ¢, ponemos Gy, ,(§) = (G o B, ,)(§) para cada
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£ e MJ(QC(R)). Sit €Y \ {oo} es un punto final de un arco acotado o no acotado I'y,
para s € {1,2,..,m(t)}, entonces para cada £ € MJ(QC(R)) ponemos

Guo={ MGy 3 AIRY wen

donde hy(r) = I, — r para L, = L;. Sit = oo € Y, entonces para cada arco no acotado
[y, ,, con s € {1,2,...,m(t)} que comienza o termina en el punto ¢, ponemos Gy, ,(§) =
(G o B, )(€) para cada & € M2 (QC(R)). Ahora definimos los siguientes conjuntos

[ MJ(QCMR) xR si teY\{oo}
”V—{Mg@0®»xR e (4.3.12)

MO = { MJ(QC(R)) si teY \{co} (4.3.13)

MO(QC(R)) si t=oc0€Y.

Para cada t € Y, cada punto (&,z) € M; y cada £ € M, definimos los valores

r
<Hgks’t:1 ezwks () (x+i/p) ) <H5k5 =1 Gks . 5)) ’P+ (:L')—l—

(Hakst e “””) (Hek i Gkst@))? (@) siteY\{oo}
T, x) = ’ (4.3.14)
(Hsks’tzl Do O)+/p) > (Hsk =1 Gkst )>P+(95)+

(Hak - ks 1 (E)(@+i/p) ) <H€k . ert(é-))P (x) sit=o00€Y,
\

Pi(z) =271 & coth(r +i/p))] para todo x € R, (4.3.15)
n InjAl\ 1 arg\

Ni= (g g = — 4.3.16

oo, A) 1= 2mp 2 > 2r p 2 ( )

) e, B, () st teY\{oo}, £ € MJ(QC(R)),
o) "{ S0 5@ s t=coey, ceMUQO®), BT

(4.3.18)

€k

[ G € st tey )\ {oo}, € € MYQC(R)),
[IMYG, 7€) si t=oc0eY, £ MLQO(R)).
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Obtenemos el siguiente criterio de Fredholm para el problema de frontera de Ha-
seman con datos cuasicontinuos G € QC(I') y o/ € QC(I') en una curva compuesta
.

Teorema 4.3.1. Sea p € (1,00), G € QC(I'), I' = J,-, Tx € CU {oo}, donde T},
son arcos suaves acotados o no acotados con interiores distintos a pares y con puntos
finales en un conjunto finito Y de nodos que pueden incluir a oo, y sea o : I' = T un
homeomorfismo que preserva la orientacion de cada arco Ty, tal que (4.3.2) se satisface
y tal que o) € QC(Ly) para el corrimiento oy dado por (4.3.3). Entonces el operador
T = Vo,P, + GP_ es Fredholm en el espacio LP(I') si y sdlo si uno de las siguientes
condiciones equivalentes se satisfacen:

ess %g |IG(t)| >0 y %€, x) #0 para todot €Y y todo (&, x) € My, (4.3.19)
ess %glﬁ 1G] >0y p,(7:(€),\e(€)) € Z para todo t €Y y todo (£,x) € M, (4.3.20)

donde Ty(§, x) estd definida para todo (&, x) € M, por (4.3.14) con Py (x), Wy, (1), Gy, (1)

Y €k, dados por (4.8.15), (4.3.9), (4.3.10) y (4.3.1), respectivamente, y @p(m:(§), Ae(§))
estd definida por (4.3.16) con n:(€) y Ae(§) dados por (4.3.17) y (4.3.18), respectivamente.



Capitulo 5

Operadores integrales singulares con
coeficientes y corrimientos
cuasicontinuos

5.1. Invertibilidad de operadores funcionales
binomiales y estudio de operadores integrales
singulares con corrimientos

Dado p € (1,00), la curva estrellada I" y un corrimiento o : I' — I" que satisfacen
las condiciones de la Seccién 3.1, consideremos el operador funcional binomial

A =al — bV, € B(LP(T)), (5.1.1)

donde a,b € QC(I"), @ es un corrimiento cuasicontinuo definido en la Seccién 3.1, I es el
operador identidad, y V,, es el operador de corrimiento dado por V., f = f o a.

Teorema 5.1.1. Si p € (1,0), a,b € QC(T"), una curva estrellada T' = Uivzl Iy oy
un corrimiento cuasicontinuo « satisfacen las condiciones de la Seccion 3.1 , y « tiene
solamente dos puntos fijos 0 y 0o, entonces el operador funcional A = al—bV,, es invertible

en el espacio LP(I') si y sdlo si para cada k = 1,2,...,N una de las siguientes dos
condiciones alternativas se satisface:
essinf |ag(r)] >0 and max (\bk(n)\|a§€(n)|_l/p/]ak(77)\) <1, (5.1.2)
reR4 neA
essinf |bg(r)] >0 and max (]ak(n)||a§€(77)|1/p/\bk(77)|) <1, (5.1.3)
reRy neA

63
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donde ai(r) = a(e’®r), bi(r) := b r) y ap(r) = e Pra(ePr) para r € Ry y k =
1,2,...,N, vy _
A= M (QC(R)) U M_(QC(R)). (5.1.4)

Haciendo uso de las interrelaciones del operador singular integral con coeficientes
cuasicontinuos y operadores pseudodiferenciales de Mellin con simbolos cuasicontinuos
establecidos en [30] y aplicando una reduccién de tales operadores, obtenemos el criterio
de Fredholm para el operador

Y =(ar I —b. Vo)Py + (a1 —b_V,)P_ € B(LP(I")), (5.1.5)
con coeficientes cuasicontinuos
at,by € QC(T") y el corrimiento cuasicontinuo a.

Ahora definiremos los conjuntos

A?:= My(QC(R)) U ML (QC(R)), (5.1.6)
My = MJ(QC(R)) x R, M, := M2 (QC(R)) x R. (5.1.7)

Entonces el siguiente condicional criterio de Fredholm para el operador Y es valido.

Teorema 5.1.2. Sea p € (1,00), ax,by € QC(I") y sea una curva estrellada I y un co-
rrimiento o« : I' — T' satisfacen las condiciones de la Seccion 3.1, donde o tiene sélamente
dos puntos fijos 0 y co. Si los operadores funcionales Ay = a+l — bV, son invertibles

en el espacio LP(T"), entonces el operador Y = A, P, + A_P_ es Fredholm en el espacio
LP(T) si y sdlo si

det Y(&,0) = ([ _ Avsten)) (T, A-sle))Pula)
+ (H%:_l As (8, x)) (Hskzl A_ k(& a:))??_ (r) £ 0 (5.1.8)
para todo (&, ) € My UM, donde
Pi(x) = %[1 + coth(w(z +1i/p))] para z € R, (5.1.9)
A1 (€,1) = ax 1 (€) — by p (&)™ O@TIP) parg (€, 1) € Mo UM, (5.1.10)

as 1 (r) == as(ePer), by y(r) = by(err), wi(r) == In[ag(r)/r] para r € Ry, y los corri-
mientos oy : R, — R estan definidos en el Teorema 5.1.1.
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Teorema 5.1.2 nos da suficientes condiciones de Fredholm para el operador Y en el
espacio LP(I") que consisten en el criterio de invertibilidad para los operadores funcionales
binomiales Ay = a4 l—b.V, en el espacio LP(I"), los cuales se definen en el Teorema 5.1.1, y
el cumplimiento de (5.1.8). Para obtener el criterio completo de Fredholm para el operador
Y, queda por demostrar la invertibilidad de los operadores Ay en el espacio LP(I") para
el operador de Fredholm Y. Para p € (1,2) U (2,00) esta pregunta esta abierta.

Si p = 2, entonces obtenemos el siguiente criterio de Fredholm para el operador Y
aplicando C*-dlgebra representaciones relacionadas con las de [8, Section 4], obtenido me-
diante el uso de medidas espectrales y el método de trayectorias locales [23, 4] relacionados
con C*-dlgebras asociadas con sistemas dindamicos C* (see, e.g., [2, 3]).

Teorema 5.1.3. Sean p = 2, ay,by € QC(T), la curva estrellada T y el corrimiento
a: I' = I satisfacen las condiciones de la Seccion 3.1 donde « tiene solo dos puntos fijos
0 y co. Entonces el operador Y = A, P, + A_P_ es Fredholm en el espacio L*(T) si y
solo si los operadores funcionales Ay = ay+l — bV, son invertibles en el espacio LQ(F) Y
(5.1.8) se cumple para todo (§,x) € My UMy, donde p=2 in (5.1.9) y (5.1.10).

5.2. Invertibilidad de operadores funcionales

Esta seccién estd dedicada a la demostracién del Teorema 5.1.1.

Demostracion. El operador A = al — bV, es invertible en el espacio LP(I") si y sélo si
para cada k = 1,2,..., N, los operadores Ay := ail — bV, son invertibles en el espacio
LP(R,). Reescribiendo los operadores Ay en la forma

~

Ak = CLk] - kaOék’ (521)

donde by, := bi(a))"YP y U,, = (a))YPV,, son operadores isométricos, deducimos de
[[19], Teorema 3| que cada operador Ay es invertible en el espacio LP(R) si y solo si es
invertible en el espacio L?(R,). Para cada k = 1,2, ..., N, consideremos el grupo ciclico
{a} : n € Z} que actia topolégicamente libremente (ver, e.g., [7]) en el espacio ideal
maximal M(QC(R,)) definido por (2.1.5). Sea V' el operador unitario en el espacio [* :=
I>(Z) dado por (Vf)(n) = f(n + 1) para todo f € [> y todo n € Z. Para cada £ €
Mg, (QC(R)) := Uer, M (QC(R)), definimos los operadores discretos

(Ak)g = ak,g_f — bk,SV € B(ZZ), (5.2.2)

donde las funciones ay ¢, by ¢ € [ estan dadas por

o~

are(n) = (apoag)(§), bee(n) = (broap)(§), neLZ.



66

Por [[7], Teorema 5.2], el operador A, dado por (5.2.1) es invertible en el espacio L*(R)
si y solo si para cada § € Mg, (QC(R)), el operador (A4y)e dado por (5.2.2) es invertible
en el espacio [2 y

sup{[[(A)g I : € € M, (QC(R))} < oc.

Por [[19], Teorema 17], para cada & € Mg, (QC(R)), el operador (Ay)e es inverible en el
espacio [2 si y sélo si una de las siguientes condiciones de cumple:

(4) £I€1£|ak,£(n)| >0, 7((bre/ane)V) <1,

5.2.3
(i) faf ()] > 0. r((ane/buaV™) < 1 (523)

donde 7(A) es el radio espectral de un operador A € B(l?). Sea Aj, de la forma (5.2.1)
invertible en el espacio [?(R, ). Entonces [[7], Teorema 5.2 (iii)] implica que los operadores
(Ag)y = ar(n)I —/b\k(n)V son invertibles en el espacio [2 para cada n € A, lo cual implica
que |ax(n)| # ]Bk(n)\ para todo 7 € A. Por lo tanto, o bien |a,(n)| > ]Bk(n)\ para todo
n € My (QC(R)), o |an(n)| < |/b\k(n)| para todo n € M (QC(R)). La misma propiedad es
valida para todo n € M (QC(R)).

En realidad, afirmamos que esto ocurre, si o bien |ax(n)| > [br(n)| para todo n € A,
o lag(n)| < |Zk(77)] para todo n € A.AEn efecto, si 0 es un punto repulsor de ay, y oo es el
punto atractor de ag, y |ax(n)| > |br(n)| para todo n € M (QC(R)) y |ar(n)| < |bx(n)|
para todo n € M_(QC(R)), entonces para cada § € Mg, (QC(R)) hay un ne € N tal que
infn>n§ |bk75(n)\ > 0, l/Ilfn<_n5 |ak7§(n)] >0 y

lage(n)|/lbee(n)] < mix  {Jap(m)|/[be(n)]} < 1 para todo n > ne,
NEMso (QC(R))

e /laeml < mix  {Bu(o)l/le(n)]} < 1 para todo n < —nc
neMy (QC(R))
Ya que Ay es invertible en el espacio L?(R;), entonces para cada £ € Mg, (QC(R)) se
puede alcanzar que la propiedad ay¢(n)bye(n) # 0 para todo n € {—ng,...,ne¢}, por una
pequena perturbacién de coeficientes ay, b, € QC(R,) que preservan la invertibilidad del
operador (Ay)e en el espacio [2. Por [[19], Proposicién 14], la funcién

[T [bre(s) /ane(s)]  si —neN,
f(n) = 1 si n=0,

[Tcilare(s = 1)/bre(s —1)] st neN,

pertenecen a ker(Ay)e C [2, lo cual contradice la invertibilidad de Ay en L*(R.).

Si 0 es el punto atractor de cy y 0o es el punto repulsor de ay, v |ar(n)| < [be(n)]
para todo n € My (QC(R)) vy |ax(n)| > |br(n)| para todo n € M (QC(R)), entonces



67

nuevamente el operador Ay, no es invertible en L?(R, ). Otros dos casos de desigualdades
diferentes en 0 y oo contradicen la invertibilidad del operador adjunto A; en el espacio
L*(R,), lo cual demuestra la afirmacién mencionada arriba.

Por lo tanto, para la invertibilidad del operador Ay, solo uno de los casos (i) o (i7)
se puede realizar para todo { € Mg, (QC(R)) en (5.2.3). Entonces, o bien

~

b b
min  |ag(&)] > 0, sup r(ﬁv> = max 15(n) <1 (5.2.4)
£eM(QC(R4)) €Mz, (QCR) “kg ned  ar(n)
si |ag(n)| > \/b\k(n)| para todo 17 € A, o bien
min \/b\k(f)| > 0, sup 7“(%‘/_1) = max |gk(77>| <1 (5.2.5)
€eM(QC(RY)) €M, (QC(R) “Drg ned  by(n)

si Jax(n)] < [be(n)] para todo n € A, lo cudl demuestra la necesidad de las condiciones
(5.1.2) y (5.1.3). Combinando (5.2.3), (5.2.4) y (5.2.5) obtenemos la suficiencia de las
condiciones (5.1.2) y (5.1.3).

]

Si las condiciones del Teorema 5.1.1 se satisfacen y para k = 1,2, ..., N el operador
Ay, = apl — bV, es invertible en el espacio LP(R, ), entonces

Zfzo((bk/ak)vak)"alzll si (5,1,2) se cumple

—1
Ay —{ VS (an/bVo )b T si (5,1.3) se cumple. (5.2.6)

Escribimos ay, > by si (5.1.2) se satisface en (5.2.6), y bx > ay, si (5.1.3) se cumple.

5.3. Demostracion del Teorema 5.1.2

Ya que los operadores Ay = arl — b.V, son invertibles en el espacio LP(I") y los
operadores Ay = ay il — by ;V,, son invertibles en LP(R,) para todo k = 1,2,..., N,
deducimos del Teorema 5.1.1 y (5.1.10) que

Ay k(&) # 0 para todo (&,x) € My UMy, y todo k =1,2,..., N.

Tomando los operadores de corrimiento V,, € B(LP(I')) con corrimientos 74 : I' = T
dados por

r sl a4 > bi,ka

. 3.1
S1 bi,k > A+ k, (5 3 )
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para 1 € R, y todo k = 1,2,.... N. Sea ¢, (er) = c,, 1(r) = (yx(r)/r)/P para
r € Ry y todo k = 1,2,..., N por (3.5.5). El Teorema 3.5.3 implica que el operador
Yo = (¢, V5, )Py + (¢y_V,_)P- es Fredholm en el espacio LP(I"). En efecto, el operador
¢, V,_ es invertible en el espacio LP(I'), entonces Yy = (¢, V, )(c5V5P; + P_), donde
Yeyr o=t T —= T, 5 := (3(t)/t)/? para t € T, y por eso el operador (¢5V5)P, + P_
es Fredholm en el espacio LP(I") por el Teorema 3.5.3. Similarmente el operador }/}0 =
(cy, Vo )P Pr 4 (¢, V, )"t P_ es también Fredholm en el espacio LP(I"). Entonces el ope-
rador pseudodiferencial de Mellin ¥(Y,Yp) es Fredholm en el espacio LY (R4, dp) también.
Entonces tenemos

YYo=Aice, V, P +A_c, V, P+ Hy,

(5.3.2)
HO = (A+ — A_>(P+677V77P_ — P_C'Y+‘/'Y+P+)'

Para cada operador Rz dada por (3.4.2), deducimos de los Teoremas 3.5.1 y 3.5.2 que los
operadores Ay ,Rg poseen la propiedad: Vo (A4 x, Rs) son operadores pseudodiferenciales
de Mellin con simbolos cuasicontinuos en QC(R,, V(R)). Se puede ver fécilmente que los
simbolos de los operadores pseudodiferenciales de Mellin en los Teoremas 3.5.1 y 3.5.2
pertenecen actualmente a las clases [E(R4, V(R)|yxn. Se sigue por analogia con [[22],
Lema 5.5] que los operadores ‘IJU(A;},C,R/;) también poseen tal propiedad. Por lo que

concluimos de (5.3.2) que

U(Hy) = Op[(Ay — A)(PLD_P_ — P_D,%.)] (5.3.3)

es un operador pseudodiferencial de Mellin con simbolo matricial cuasicontinuo en la clase

~

[E(R4, V(R))]nxn, donde Py estdn dados por (3.5.25) y
A (r,x) == diag{as (r) — by (r)e s @H/PAN

1 si a4 > bj:,k,

Dy = diag{oestisy,  den(rz) = { e (o R S,

e

essif{|det(Di(r,z))|: (r,z) € Ry x R} > 0. (5.3.4)
Aplicando (5.3.1) y (3.5.4), deducimos que V(Ayc,,V,,) = diag{B+}5_,, donde, res-

pectivamente,
A pl —brgey 'V, 81 awp > biy,
By = by w1 s
—(bepey 1 — sk Vo, ) si +k > At k,
donde las funciones ¢, son definidas por (3.5.4). Consideremos los invertibles en el espacio

LP(R,, du) operadores

A= { I— (bi,k/ai,k)c;lkvak si a4 > by,
e I — (atk/bi,k)ci,kVa_kl si bi,k > A k-
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y los invertibles en el espacio LP(I") operadores
Ay = U (diag{(1 — 8pi)] + SmpArsi},), m=1,2,..N, (5.3.5)

donde 0,, , es el simbolo de Kronecker. Para m = 1,2, ..., N, consideremos los operadores
P.o, Y, Y, € B(LP(I')) dados por

t 1 t/)V2=e (1
(Pr2f)(t) 1:§:‘:%/F(/ )T—t il )dT, fel’T), tel,
Yo = A\+,mp+,2 + A\—mp—,% ?m = A\I_}mpﬁ-,z + A\:}mP_,z, (5.3.6)

donde los operadores Ei’m estdan definidos por (5.3.5). Como \I/(me/m) ~ Op(‘ﬁm) y
V(YY) ~ Op(M,, y Op(MN,,), Op(M,,,) son operadores pseudodiferenciales de Mellin

con simbolos cuasicontinuos MN,,, N, € [E(R4, V(R)]yxn dados por

A~

N (7, 2) = Vo (1, 2) Vo (1, 2), N (1, 2) = Vo (7, )V (7, ),

Yin(r,2) = A (1, 0)P 4 21, 2) + A, 2) B o(r, ),
Vinlr2) = AL (r, ) B2, 2) + A (1, 0)B o), (,2) € Ry X R,
donde P o(r, x) estan dadas por (3.5.25) con g, x(r, ) := g;,(z) definida por (3.5.7) con
p reemplazado por 2, Au(r, z) = diag{(1 — Syu) + s s(r,2) Ly, ¥

1= (bai(r)/as,(r)esOEHm) i ay > by,

Asslre) = { 1 — (s g (r) /b g (r)e s DETR) i by > auy. (5:3.7)

Por lo tanto los operadores leA/m y )/}mYm son Fredholm en el espacio LP(I") si y solo si los
operadores pseudodiferenciales de Mellin Op(det(,,91,,)) con simbolos det(M,,,N,,) €

~

E(R,,V(R)) son Fredholm en el espacio LP(R,du). En tal caso los operadores Y,, v Y,
son Fredholm en el espacio LP(T"). Ya que

det(M, (r, )M (1, 7)) = det(Vn(r, 2)) det (P (r, 2)),

det(YV(r,z)) = .ij,m(r, x)Pia(x) + j_jm,m(r, x)P_a(x),

det(Vp(r,z)) = AL (r,2)Pyo(z) + AL (r,z)P_o(x),

Jm,m —Jm,m s
donde jn, = =+ si e, = £1, Pro(z) = 271(1 + tanh(rz)) para 2 € R, y Ay (r, 2) estdn
dados por (5.3.7), se sigue de manera similar a [[22], Teorema 7.1] que det(M,,M,,,) # 0

para todo (§,z) € Mg, lo cudl nos da la propiedad de Fredholm de Y;, y Yy, en LP(T)
para todo m = 1,2, ..., N, e implica la propiedad:

det(Vp(r,z)) 0  (€,2) € My U M. (5.3.8)
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Més aun, deducimos de (5.3.2) y (5.3.6) que

No =YY V1Yo Yy =d P y+d_P_,+H, (5.3.9)

N
H:=Y HpYy1Ymso Yy,
m=0
donde Hj esta dado por (5.3.2) y

Hl = (AJFC»H_V

T+

—A_c, V, )(PyATh Py — P_ATL P, 5)YaYs. Yy,

Hy, = (A—&-C’HV’HA;,II“'A;}M*I o A_CV*VV*A:}l"'A:’lmfﬁ

X(P+,2A\:71mp_72 — P—,2A\_T_,1mp+,2)i}m+l}/}m+2~'}/}N (m = 2, ceny N),

o - aen() S asm > bam,
de(etmr) = di’mm‘{ (M)A (r) S baw S aso

conr e R,.

Ya que los operadores Y, y Y, para m = 1,2,..., N son Fredholm en L?(T"), con-
cluimos de (5.3.9) que el operador Y es Fredholm en el espacio LP(I") si y solo si lo es el
operador Ny. Pero U(Ny) = Op(Ny) es un operador pseudodiferencial de Mellin con un
sfmbolo cuasicontinuo Ny € [E(R,, V(R))] . El operador Op(My) es Fredholm en el es-
pacio L5 (R, du) siy solo si el operdor Op(det 91) es Fredholm en el espacio LP(R, dpu).

Por (5.3.9), inferimos que

det No(r, ) = det[diag{d m(r)} =y B 2(r, 2) + diag{d—m(r) b1 B-2(r, )]

= (II dem)( II d-m()Pit@)

(T den) (I dm0)P-(2)

para (r,z) € Mo UM_. Ya que las funciones dy ,, son invertibles en L>(R,) para
cada m = 1,2,..., N en vista del Teorema 5.1.1 para los invertibles de operadores A,
concluimos que essinf,cg, |detNy(r, +00)| > 0. Por lo tanto, inferimos de [[30], Teore-
ma 7.1] que el operador Op(det91) es Fredholm en el espacio LP(R,,du) si y solo si
det Ny(&, z) # 0 para todo (&, x) € My U M. Mas ain, se sigue de (5.3.9) para todo
(&, ) € My UM, que

det Mo(&, ) = det Y(&, z) det Vo (€, z) det Yy (€, z).... det Yy (€, z), (5.3.10)
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donde det Vo(§, ) = det[(D B, +D_P_)(&,2)] # 0 por (5.3.4) similarmente a (5.1.8),
det Y, (&, z) # 0 para todo m € {1,..., N} por (5.3.8) y

det)}(f,x) = det(A+(§, x)%-ﬁ-(ga fL‘) + A_(f,l‘)q}_(f,l‘))

es calculada por la férmula (5.1.8) similarmente a la férmula (3.2.5). Por lo tanto de
(5.1.10) y (5.3.10) sigue que detNy(&,z) # 0 para todo (§,x) € My U M, si y solo si
det Y(&, z) # 0 para esos puntos, lo cudl completa la demostracion del Teorema 5.1.2.

5.4. La forma general de operadores integrales
singulares con corrimientos

Para probar el teorema 5.1.3 bajo las condiciones de la Seccion 3.1, necesitamos
encontrar por analogia con [8] una forma general de operadores en el dlgebra C*

B = alg{QC(I"), Sr,U,} C B(L*(I")) (5.4.1)

generado por todos los operadores de multiplicacién al con a € QC(I"), por el operador
integral singular de Cauchy Sr definido por (0.0.5) y por el operador de corrimiento
unitario U, : f ~ |o/|/2(f o a). Vemos que U™ € B para todo n € Z.

El grupo ciclico G = {a” : n € Z} generado por el corrimiento « tiene el conjunto
A := {0,000} C I' de puntos fijos en comin y actia libremente en el conjunto I'y,. := '\ A.
Por lo tanto, el grupo G actia topolégicamente libremente sobre I', lo que significa que
para cada conjunto finito ' C G \ {e}, donde e = a es la unidad de G, y cada conjunto
abierto 2 C I hay un t € 2 tal que g(t) # t para cada g € F' (cf. [7]).

Sean A° y OA | respectivamente, el interior y la frontera de A. Entonces A° = @ y
OA = A. Para el conjunto Gr de todas las G-érbitas G(t) := {g(t) : g € G} de puntos
t € I', tenemos la siguiente particién: Gr = Gy U Gy, donde G es el conjunto de todas
las G-6rbitas en I' que tienen sélo un punto, y Gy, es el conjunto de todas las G-6rbitas
contables en I'y,..

Para cada k =1,2,..., N, definimos el mapeo
i i Ry = Ty, (r) := e r paratodo r € R,. (5.4.2)

Fijando t,, € w para cada G-érbita w € Ggp., y colocando I'y e := T'x \ A para k =
1,2,..., N, para cada G-Orbita w € G,,., también definimos

ty = ”)/kjl(tw) y >\w =Yk si tw € Pk,are para k= 17 27 s 7N' (543>
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Junto con B dada por (5.4.1), consideremos la subédlgebra C*
2 = alg{QC(I"),U,} C B(L*(T)) (5.4.4)
generada por los operadores U, y al para todo a € QC(I').

Sean 2A° v B las subdlgebras no cerradas de B que consisten de todos los ope-
radores de la forma > " T;1T;o...T;j, (n,j; € N), donde T; son, respectivamente, los
generadores al (a € QC(I")) y U, de la C*-dlgebra A dada por (5.4.4), o los generadores
al (a € QC(T)), Sr and U, de la C*-4lgebra B. Las dlgebras 2(° y BY son subdlgebras

densas de 2 y B, respectivamente.

Sea $ el ideal bilateral cerrado de B siendo la clausura del conjunto
.60 = {Z B;H;C; : B;, C; € %0, H,eH, me N} C %, (545)
i=1

donde H := {[al, Sr], UrSr(Ur)* — Sr:a € QC(T),n € Z}. El ideal K = K(L*(T')) esté

contenido en § (ver, e.g., [6, Section 11]).

Aplicando los Teoremas 3.5.1, 3.5.2 y 2.2.4, inferimos que los operadores H € §)
tienen singularidades puntuales en 0 y oo, y son localmente compactos en todos los demés
puntos de I' debido a (2.2.7), lo que significa que cH ~ Hel ~ 0 para todas las funciones
c € C(I') que desaparecen en 0 y oo.

Para cada k = 1,2,..., N, definimos el conjunto
Qk:,arc = U Mfw (QC(R)), (546)
WEGk,arc

donde Gy, o €s €l conjunto de todas las G-6érbitas de puntos ¢ € I'y 4. Para cada k =
1,2,...,N, cada § € Qyarc y cada operador A = Y _.a,U" € 2A° con un conjunto
finito /' C Z y coeficientes a,,, € QC(I"), definimos similarmente a

Ak’g = akgf — bMV € B(ZZ), (547)
los operadores discretos Ay ¢ en el espacio (* = [*(Z) por
Aké = Z am,kngm, (548)
meF

donde (V f)(n) = f(n + 1) para todo f € [* y todo n € Z, los coeficientes a,, x¢ € I*°
estan dados por amke(n) = ((am)r 0 af)(§) para todo n € Z, y ((an)i o of) (&) significa
el valor de la transformada de Gelfand de la funcién (a.,)r o af € QC(R4) en el punto
f € Qk,arc-

Puesto que A° = &, obtenemos el siguiente lema por analogia con [8, Lemma 8.2].
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Lema 5.4.1. Cada operador B € B° estd representado en la forma

B=AYP + A"P_+ Hp, with A* =Y atUr e’ Hpe &, (5.4.9)

meF

donde F es un subconjunto finito de Z, a € QC(T) para todo m € F,

i s [ Ay, < E{IB Bl HES) (410)

k,arc

los conjuntos QU orc estan dados por (5.4.6), y para cada k =1,2,... . N y cada § € Qp are
los operadores Aif € B(I?) estdn definidos por A* € A° como en (5.4.8).

Demostracién. Fijamos B € B°. Ya que UyaU! = (aoa)l y aoa € QC(T) junto con
a € QC(T') en vista del Teorema 3.3.2 aplicado a la funcién de matriz diagonal siendo el
coeficiente en ¥[(a o )] ( viendo que

T L) = LRy dpy), (YA)() = {2 f (%)} | (r e RY),

W B(LP(T)) — B(LA(Ry,du)), A TAYD), (5.4.11)

deducimos de (5.4.5) que B es de la forma (5.4.9). Asi, solo necesitamos probar la de-
sigualdad (5.4.10).

En primer lugar, por analogia con [5, Theorem 7.2], demostremos que
1A ellsaz) < 1B+ Hllsrewy (5.4.12)

para cada H € $°, cadak =1,2,..., N y cada & € Q4. Fijando H € $°, lo cual implica
que
B+H=A"P_+ A P_+H, con Hy=Hg+ HecH". (5.4.13)

Para cada n € N, sea II, € B(I?) el operador de multiplicacién por la funcién
caracteristica del conjunto finito F,, = {m € Z: |m| < n}.

Fijamos k = 1,2,...,N, w € Gy are, § € M7, (QC(R)). Entonces

1Az llsa2) = lminf [T, AT l02)- (5.4.14)

Elegimos un segmento v C R, tal que ¢, € u y los segmentos a’(u) son sub-
conjuntos disjuntos de R, para todo m € Z. Sea M,(QC(R)) = |, M-(QC(R)).
Consideremos el espacio de Hilbert [?(F},) consistente en las restricciones de funciones
f € [? hacia el conjunto (2n + 1)-puntos Fj,. Sea , la funcién caracterfstica del conjunto
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n

U, = Vi(un) C Tgare, donde w, == J _  of*(u) C Ry. Entonces x,,Hoxnl =~ 0 en el
espacio L?(T"). Aplicando el isomorfismo isométrico

Ot L(Un) = L3 (), (0np)(t) = [(UZ0)(w(t))],,__,» tEu,
inferimos de la forma (5.4.13) similarmente a [5, Theorem 7.2] que

TnXn(B + H)xnoy ' 2 00 (Xn AT X0 Prxnd + Xn A" XnP-Xul)oy, !

~ AL PE+ AL Py € B(L3, 14 (u), (5.4.15)

(n)~ u

donde Pf = L(I £ 5,) y S, estd dado por (0.0.5) con I' reemplazado por u C Ry,
y AjE son (2n + 1) x (2n + 1) funciones matriciales con entradas en QC(R)|, tal que

AjE ( ) = [(af_mJ~C o O‘ZL)@)]ZS:—n para z € u. Entonces se sigue de manera similar a
[9, Theorem 7.1 y a la seccién 7.4] que los operadores g(irl)l son invertibles en el espacio
L3, .1 (u) si el operador /TZ;L)PJ + Z(_n) P es Fredholm en este espacio. Esto implica que

HA ]HB L2

2n+1(u

<|ALPE+ AL P (5.4.16)

(n)” u
Combinando (5.4.15) and (5.4.16), inferimos que

1AG) M szz. < Xa(B+ H)xal| < 1B+ Hllsam (5.4.17)

+1(“)

Por (5.4.17), para cada n € M,(QC(R)) y cada n € N, se sigue que
A ey < NG s,y < 1B + Hllswery,

lo cual implica que

||HnA]:§§Hn||B(ZQ) S sup ||HnAian||B(l2) S ”B + H||B(L2(F))- (5418)
neMu(QC(R))

Aplicando (5.4.14) and (5.4.18), inferimos que para cada k = 1,2,..., N, cada w € G 4rc
y cada § € Mz (QC(R)) C Q. are,

HA ‘B(lz = hmmf HH A HnHB(lQ) S HB + HHB(LZ(F))a

|
lo cual implica (5.4.12) para todo & € Q4 y todo H € $H°. Entonces, por (5.4.12),

max  sup HA < ||B + H||p2ry) paratodo H € 9,

k=1.2,.N ¢cq 5H512)

k arc

que nos da (5.4.10). O
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Sea A el C*-algebra de 2 x 2 matrices diagonales con entradas valoradas en 2.

Teorema 5.4.1. Cada operador B € ‘B esta representado de forma unica en la forma
B=A"P, + A~ P_+ Hp, (5.4.19)

donde AT son operadores funcionales en la C*-dlgebra A, Py = %([ + Sr) y Hg € 9.

Ademds, el mapeo B — diag{ A", A~} es un C*-dlgebra homomorfismo de B sobre 2,
cuyo kernel es 9, y

A% <inf {|B + Hl||gr2q : H € <|B|= inf B+ Kllgr2qn.  (5.4.20
[A=]| < tuf {|| B+ H| g2 9} < |B] e o) 1B+ Kllsamy- )

Demostracidén. Fijamos B € B representado en la forma (5.4.9). Se observa, en vista de
(5.4.10) que el mapeo B +— diag{A", A~} es un *-homomorfismo algebraico del dlgebra
no cerrada B en 5[, cuyo kernel es $°. Este mapeo estid dado en los generadores de B
por

al — diag{al,al}, U, diag{U,,U,}, Sr+— diag{l,—1}.

Se sigue de [7, Theorem 5.2] adaptado al espacio L?(T") que, respectivamente

+ _ e +
1A* |22y = X S [ Axell 5oy (5.4.21)

Condicién (5.4.20) para B € B° se sigue de (5.4.21), Lema 5.4.1 y K C H. Por conti-
nuidad, (5.4.20) es valido para cualquier operador B € B, lo que implica la unicidad de
descomposicién (5.4.19) para cualquier operador B € B. ]

5.5. Demostracion del Teorema 5.1.3

La demostracion de Teorema 5.1.3 se divide en las demostraciones de varios teore-
mas.

De acuerdo a [8, Section 4], con el C*-dlgebra B dada por (5.4.1), asociamos el
espacio de Hilbert

He = P Hy. (5.5.1)

’u}EGarc

donde los espacios de Hilbert Ho son dados por

Hoo = P(Mz, (QC(R)) x {£oo}, I1*(Z,C?)) para todo w € Gy (5.5.2)
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Consideremos ahora la representacién > del C*-algebra B en el espacio de Hilbert
(5.5.1), definido para cada B € 8 por

®*(B) = P ¥x(B), (5.5.3)

’wEGa'rc

donde ®*° es la suma directa de C*-algebra homomorfismos
O B — B(Hy), B O(B)=Symy (B)I (w € Gupe), (5.5.4)

definido inicialmente en los generadores al, Sp y UY del C*-algebra B para todo a €
QC(T) y todo k € Z como sigue.

Siw € Gares tw € Tare ¥ Ly € Ry, entonces $2°(B) son operadores de multiplicacién
por las funciones matriciales no finitas

Sym(y(B) : M;, (QC(R)) x {£oo} — B(I*(Z,C?)) (5.5.5)

cuyos valores en los puntos (§,z) € Mz (QC(R)) x {#£oo} definen operadores lineales
acotados en el espacio [*(Z,C?) y se dan en los generadores de B por

[Symy (al)](€, z) := diag { diag {(a 0 @™ 0 A,)(£), (a0 a™ 0 \u)(€) }}, s
[Sym:y (Sr)] (€, x) := diag { diag{tanh(7x), — tanh(ﬂx)}}
[Sym (U, @) == (diag {dnm—r: Onm—n}) ez

(5.5.6)

nez’

donde por cada a € QC(I") y cada t,, € Tk e con k =1,2,..., N, la funcién a o o™ o
pertenece a QC(Ry), 0,,.m es el stimbolo de Kronecker, y yx y Ay, estdn definidos por (5.4.2)
y (5.4.3), respectivamente.

Aplicando el Teorema 5.4.1, establecemos el siguiente resultado por analogia con [8,
Teorema 10.1] (ver también [8, Teorema 4.1]).

Teorema 5.5.1. Sean una curva estrellada I' y un corrimiento o : I' — I satisfacen las
condiciones de la Seccion 3.1 donde « tiene solo dos puntos fijos 0 y co. Entonces por
cada w € Ggpe €l mapeo O° : B — B(HX) definido en los generadores de la C*-dlgebra
B por formulas (5.5.4)—~(5.5.6) extiende a un homomorfismo C*-dlgebra ®° de B en la
C*-dlgebra B(H) tal que

120 (Bl < |B| = KE,&&E(F)) |B + Klls2ry) para todo B € B, (5.5.7)

donde H estd dado por (5.5.2), y ker ®° D K(L*(T)).
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Demostracion. Sea w € Ggpe. Se puede ver de (5.5.6) que para cada w € G, existe una
matriz D, tal que D,I € B(I*(Z,C?), D, tiene exactamente una entrada distinta de
cero en cada fila y cada columna, todas estas entradas son iguales 1, y la transformacion
de semejanza Symj; (B) — D,, Symj; (B)D,' = (A;;); ;—; cambia las posiciones de filas y
columnas envia entradas diagonales impares en A; ; e incluye entradas diagonales pares en
As 5. Entonces para cualquier operador B € B° representando en la forma B = AT P, +
A™P_ + Hp por el Lema 5.4.1, cada k = 1,2,...,N, cada w € G y cada punto
£ € My (QC(R)), inferimos de (5.5.6) que

Dy ([Sym3y (B)](§, +00)) D, ' I = diag{Af ¢, A},

. (5.5.8)

Dy ([Sym3y (B))(§, —00)) D, ' = diag{ A, Af .}

Aplicando (5.4.21) y la estimacién (5.4.20), deducimos de (5.5.8) que
||[Symfu°(B)](§7 +OO)HB(12(Z,(C2)) < méX{HAi“B(LZ(F))} < ’B|7 ( )
5.5.9

||[Sym$<B>]<€7 _OO)HB 12(7.C2 S max {||Ai||B(L2(F))} S |B|
(1*(z,C?))

Por (5.5.9), los *~homomorfismos algebraicos ¥ : B% — B(H) se extienden por con-
tinuidad a todo la C*-dlgebra 9B, y los *-homomorfismos W : B — B(H°) satisfacen
(5.5.7) para todo w € Gype. O

Armado por el Teorema 5.5.1 y aplicando los C*-algebra homomorfismos de &9
dados por (5.5.4)—(5.5.6), inmediatamente obtenemos la siguiente condicién necesaria de
Fredholm por analogia con [8, Theorem 4.2(iv)].

Teorema 5.5.2. Bajo las condiciones del Teorema 5.5.1, si un operador B € B es
Fredholm en el espacio L*(T'), entonces el operador ®*(B) definido por (5.5.3)(5.5.6) es
invertible en el espacio H> dado por (5.5.1)~(5.5.2), es decir, para cada w € Gy y cada
(&, 2) € My (QC(R)) x {Fo0}, el operador [Symy (B)](&, x)] es invertible en el espacio
de Hilbert I*(Z,C?) y

Sym>(B)](&, z)I) " < 0.
weGore (€)M (SQuCEzR))X{ﬂ:oo}HG ym (B)(E 2)1) [l peqzeny < 00

tw

De acuerdo con la Seccién 5.1, para probar el Teorema 5.1.3, resta obtener la si-
guiente afirmacion sobre la base del Teorema 5.5.2.

Teorema 5.5.3. Si el operador Y definido por (5.1.5) es Fredholm en el espacio L*(T),
entonces los operadores funcionales AL = a+l — bV, son invertibles en el espacio L*(T).
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Demostracidn. Paracadak =1,2,..., N, cadapuntot € Ty arc y cada§ € M_ - 1 (QC(R)),
consideremos el operador discreto

Ape=ap J—b; .V e B(l?), (5.5.10)

donde las funciones afg, bfg € [*° estan dadas por

afe(n) = (azpoaf)(€), bie(n) = (biroaf)(), neL,

Zi,k = by () V2 and ay 4 (r) = ax (o), by g (r) = ba(e?r) and oy (r) := e~ Pra(err)
forre R, and k=1,2,..., N.

Por (5.5.6), paraw € Gy Y definido por (5.1.5), el operador ®°(Y') = Sym;; (Y')I
estd dado por la siguiente funcién matricial infinita: si ¢, € I'y 4pc para k =1,2,..., N y

£ € Mz (QC(R)), entonces

[Symy (Y)](€, +o0) = (diag {(a o a})(€). (a; ©a})(E)}onm),, ez
+ (diag { (B 0 ap)(€), (B © af)(E) }onm-1),, ez

[Symgy (V)](€, —00) = (diag {(a; © a})(€), (af © a})(&) }onm), ez
+ (diag {(B; 0 ap)(), (B} © aR)(E) }bnim-1),, ez

Entonces parak =1,2,..., N, ty, € Irare y & € Mz (QC(R)), inferimos que los operadores
[Symy (Y )](§ +00)I son invertibles en el espacio [?(Z,C?) si y solo si los operadores
discretos Aj ¢ dados por (5.5.10) son invertibles en el espacio I* = I*(Z). Por lo tanto, si el
operador Y es Fredholm en el espacio L*(T"), entonces deducimos del Teorema 5.5.2 que
los operadores discretos Ajfg son invertibles en el espacio [? para cada k = 1,2,..., N,
cada w € Gare con ty € Uy are, y cada £ € Mz (QC(R)), y

A ) :
wESGl'lkl:,)arc éeMzil(lgc(R)) H( ké) HB(l2) o

Por lo tanto, por analogia con [7, Teorema 5.2(ii)], los operadores Ay = ax I — by Vi,

son invertibles en los espacios L?*(T'y) para todos los k = 1,2,..., N. Esto implica la
invertibilidad de ambos operadores Ay = a+l — b1V, en el espacio L?*(T") para el operador
de Fredholm Y € B(L*(T)). O

Finalmente, combinando el Teorema 5.5.3 y el Teorema 5.1.2 en el caso de p = 2,
completamos la demostracion del Teorema 5.1.3. O
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