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10. La gráfica b) muestra la serie de tiempo para los rendimientos logaŕıtmicos de
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la autocorrelación de lo rendimientos absolutos. . . . . . . . . . . . . . . . . . 57

4.23. Divergencia Kullback-Leibler para la distribución de probabilidades de trayectorias

de longitud L en sentido directo e inverso, de la simulación con órdenes a mercado
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Resumen

En el presente trabajo estudiamos la formación de precios a través de un libro
de órdenes, mediante un modelo estocástico basado en cadenas de Markov abiertas a
tiempo discreto, inspirado en el modelo propuesto en [18]. Exploramos anaĺıticamente
el modelo utilizando la técnica de las funciones generadoras de momentos, para de-
ducir relaciones de recurrencia para los primeros momentos de los precios de compra
y venta. Realizamos simulaciones numéricas para comprobar la capacidad del modelo
para reproducir las propiedades estad́ısticas más reportados en la literatura. Además,
realizamos estimaciones sobre la irreversibilidad en los rendimientos logaŕıtmicos y tra-
tamos de caracterizar el flujo de información mediante el ingreso de órdenes a mercado,
para evaluar su impacto en la irreversibilidad de los rendimientos. Asimismo, hicimos
estimaciones sobre la irreversibilidad de datos reales de las criptomonedas Bitcoin y
Ethereum.
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Caṕıtulo 1

Introducción

Los mercados financieros son lugares f́ısicos o virtuales, en los cuales se comercian
bienes comúnmente llamados instrumentos financieros, entre los que podemos encontrar
acciones, bonos y criptomonedas, entre otros.

Los comerciantes, personas que desean obtener un beneficio económico al participar
en los mercados financieros, necesitan diseñar estrategias que les permitan reducir sus
pérdidas y aumentar sus ganancias en la medida de lo posible. Para favorecer el diseño
de dichas estrategias es necesario estudiar la formación de precios, es decir, cómo el
precio de los bienes cambia a lo largo del tiempo y cómo se ve afectado por diversos
factores, por ejemplo, la información disponible en los medios, como las noticias o redes
sociales.

En los mercados financieros, los comerciantes desean comprar o vender una cierta
cantidad de un cierto instrumento financiero a un determinado precio. Al conjunto de
esta información (instrumento, cantidad y precio) que representan los intereses de los
comerciantes, se le denomina orden. Estas órdenes son almacenadas en bases de datos
llamadas libros de órdenes. Estas bases de datos, además de almacenar los intereses
de los participantes, también permiten efectuar las transacciones de compraventa y
facilitan el acceso al mercado.

Antes del auge de la computación, las órdenes se registraban a mano en libretas, de
alĺı que la herramienta que se utiliza en la actualidad se siga llamando libro de órdenes.
En la actualidad, con el auge de los dispositivos electrónicos, resulta indispensable el
uso de mejores herramientas, como lo son los libros de órdenes modernos.

La formación de precios a través de modelos de libros de órdenes es un tema amplia-
mente estudiado[18, 19, 8, 23, 10, 14, 4, 2, 15, 16], para ello se ha propuesto una gran
cantidad de modelos [18, 19, 8, 23, 10, 14, 4], todos ellos con sus ventajas y limitaciones.
La mayoŕıa de ellos puede catalogarse en una de dos categoŕıas, los modelos de agentes
y los modelos estocásticos, dependiendo del enfoque que se le de al modelo.

Describir matemáticamente el comportamiento exacto de todos los comerciantes de
un mercado financiero es imposible, sin embargo, aproximar su comportamiento como
un conjunto de procesos estocásticos ha demostrado ser una buena aproximación.

En matemáticas, un proceso estocástico es un modelo no determinista usado para
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describir la evolución temporal de un fenómeno. Esto resulta adecuado cuando la des-
cripción exacta de un fenómeno muy complicada o cuando el sistema estudiado puede
considerarse fundamentalmente aleatorio, como es el caso de los sistemas financieros.
Un ejemplo de esta situación es el lanzamiento de una moneda. Sabemos que las le-
yes de la mecánica rigen la evolución de este experimento; sin embargo una descripción
mecánica exacta puede resultar poco práctica. En este caso es claro que una descripción
probabiĺıstica nos ofrece una manera mas práctica de describir este fenómeno.

La reversibilidad es la capacidad de un proceso para ocurrir en sentido opuesto. Es
decir, el proceso que lleva a un sistema del estado A al B, es reversible si, el proceso
que lleva al sistema del estado B al A también es posible e igualmente probable. La
irreversibilidad es la ausencia de esta capacidad y es muy frecuente en la naturaleza,
aśı mismo, la irreversibilidad suele aparecer en sistemas que involucren la transmisión
de información.

El funcionamiento de los mercados financieros es esencialmente discreto, los precios
a los que se comercian los instrumentos financieros, sin importar el tipo de cambio, son
múltiplos enteros de una cantidad mı́nima, mientras que los intervalos de tiempo están
dados por la velocidad de las herramientas computacionales que se dispongan. De modo
que modelar un libro de órdenes como un sistema a tiempo discreto es una propuesta
bastante razonable.

En el presente trabajo propondremos un modelo estocástico sencillo de libro de
órdenes, estudiaremos la formación de precios y la irreversibilidad dentro del mode-
lo. Probaremos la capacidad del modelo para reproducir algunas de las caracteŕısticas
estad́ısticas más reportadas en la literatura. Finalmente utilizando datos reales estima-
remos la irreversibilidad de algunas criptomonedas.



Caṕıtulo 2

Antecedentes

Los mercados financieros son espacios f́ısicos o virtuales en los cuales se realiza el
intercambio de instrumentos financieros. La herramienta utilizada por la mayoŕıa de
los mercados financieros para almacenar los intereses de sus participantes es llamada
libro de órdenes ĺımite o simplemente libro de órdenes [6]. En esencia, un libro de
órdenes es una base de datos privada que contiene la información de todas las órdenes
enviadas al mercado, como lo pueden ser: el tipo de orden, precio, cantidad, fecha, etc.
En la literatura generalmente se habla de libros de doble subasta (double auction en
inglés), esto se refiere al hecho de que en dicho libro existen órdenes de compra y de
venta. Se dice que un mercado es impulsado por órdenes (order-driven en inglés), si
sus participantes interactúan mediante un libro de órdenes ĺımite. En estos sistemas las
órdenes son ejecutadas siguiendo la regla “primero en precio, primero en tiempo”, es
decir, al decidir que orden ejecutar, el precio tiene prioridad sobre el tiempo en el que
las órdenes llegaron al libro [6].

2.1. Fenomenoloǵıa

Para empezar a estudiar los libros de órdenes es necesario comprender algunos de
los conceptos más usados dentro de la literatura, como lo pueden ser:

Precio de venta (ask price en inglés), comúnmente denotado por a(t), es el precio
mas bajo que un vendedor aceptará por un bien.

Precio de compra (bid price en inglés), comúnmente denotado por b(t), es el precio
mas alto que un comprador pagará por un bien.

Brecha (spread en inglés), comúnmente denotado por s(t), es la diferencia entre
el precio de venta y el de compra, es decir,

s(t) = a(t)− b(t). (2.1)

3
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Precio medio (mid price en inglés), comúnmente denotado por m(t), es el prome-
dio entre el precio de venta y el de compra, es decir,

m(t) =
a(t) + b(t)

2
. (2.2)

La volatilidad es una medida estad́ıstica del cambio en el precio de un instrumento
financiero.

Otro concepto muy referido en la literatura es la hipótesis de los mercados eficientes,
una idea propuesta por Eugene Fama [3], que hace referencia al cómo los precios de un
bien reflejan la información disponible sobre el mismo. Esta hipótesis tiene tres formas:
débil, semifuerte y fuerte. La forma débil supone que el precio actual de los bienes
refleja el historial de precios de los mismos, por lo tanto, bajo esta hipótesis, no es
posible aumentar los rendimientos mediante el análisis de series de tiempo. En la forma
semifuerte se asume que el precio actual de los bienes además de reflejar el historial
de precios, refleja también toda la información pública relacionada al bien, de modo
que, la única forma de aumentar los rendimientos es mediante información privilegiada.
Finalmente, en la forma fuerte de la hipótesis de los mercados eficientes se asume que el
precio de un bien refleja toda la información existente del mismo, por lo tanto, no existe
forma alguna de aumentar los rendimientos ya que estos son esencialmente aleatorios.

En los mercados financieros reales existen muchos tipos de órdenes, sin embargo, la
mayoŕıa de los modelos consideran solo tres tipos básicos de órdenes [18, 19, 8, 23, 10,
14, 4], los cuales son:

Orden ĺımite, estas órdenes representan la intención de los comerciantes para
comprar o vender una cantidad especifica de bienes a un precio especifico. Estas
órdenes pueden entenderse como ofertas, pues representan el deseo de un comer-
ciante de realizar una transacción muy especifica. sin embargo, la culminación de
dicha transacción no esta asegurada. Las órdenes ĺımite permanecen en el libro
por tiempo indefinido, hasta ser canceladas o ejecutadas.

Orden a mercado, son órdenes para comprar o vender bienes de forma inmediata
al precio disponible en el mercado. Estas órdenes representan las transacciones de
compraventa.

Orden de cancelación, estas órdenes cancelan órdenes ĺımite del libro. Estas órde-
nes no representan transacciones y se dan por ejemplo, cuando un comerciante ya
no desea esperar a que su orden ĺımite sea ejecutada.

Estas definiciones y una lista más extensa sobre los tipos de órdenes existentes puede
ser encontrada en [6].
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2.1.1. Propiedades estad́ısticas de los libros de órdenes

La digitalización de los mercados financieros ha facilitado el acceso a la información
de los mismos. Esto ha permitido observar y analizar ciertas caracteŕısticas dentro de
la dinámica interna de los libros de órdenes.

En [6] podemos encontrar caracteŕısticas que nos podŕıan ayudar a construir modelos
de libros de órdenes mas elaborados, caracteŕısticas como los intervalos de tiempo entre
órdenes a mercado, los cuales tienen distribuciones que se asemejan a una distribución
tipo Weibull [16] o también una distribución q-exponencial [12]. La caracterización
del volumen de las órdenes ĺımite se suele proponer como una distribución tipo ley de
potencias [15, 23], mientras que la distribución de órdenes ĺımite asemeja también a una
ley de potencias alrededor de los precios de compra y venta [10]. Tal como se muestra
en [4] el tiempos que tarda una orden en ser ejecutada o cancelada también asemeja a
una ley de potencias.

De igual forma, el acceso a estos sistemas a permitido observar fenómenos como
la zona con mayor concentración de órdenes ĺımite, la cual está lejos de los precios de
compra y venta [10] aśı como la diferencia en la actividad financiera al inicio y al final
del d́ıa [2].

El acceso a la información de estos sistemas a permitido estudiar cosas como el
número total de órdenes ĺımite que existen a una distancia ∆p de los precios de compra
y venta como un indicador de la liquidez del mercado [23] y el cambio en el precio de
un bien debido a la ejecución de una orden a mercado [1].

2.1.2. Hechos estilizados

La dinámica de los mercados financieros puede diferir mucho entre uno y otro,
debido a factores como el tipo de instrumento que se comercie, el páıs y el año que se
estudie. A pesar de eso, existen una serie de caracteŕısticas emṕıricas frecuentemente
observadas en las series de tiempo financieras, estas caracteŕısticas se suelen llamar
hechos estilizados o stylized facts. Entre las más comunes tenemos [1]:

Distribución de cola pesada para los rendimientos. Se ha observado que
los rendimientos y rendimientos logaŕıtmicos tienen este tipo de distribución.

Ausencia de autocorrelación lineal entre los rendimientos. Se ha observa-
do que la función de autocorrelación entre los rendimientos sucesivos se aproxima
rápidamente a 0 y se mantiene con valores insignificantes [13, 19, 18]. Este hecho
se suele considerar una evidencia de la hipótesis de mercados eficientes, pues de
haber una correlación significativa, entonces seŕıa posible extraer una ganancia
sistemática del mercado. En datos de alta frecuencia se suele observar una auto-
correlación negativa en los primeros desfases, este hecho se atribuye al fenómeno
llamado bid-ask bounce[17].

Agrupamiento de volatilidad. Este fenómeno se refiere a la persistencia o
lento decaimiento de la autocorrelación lineal del cuadrado o valor absoluto de los
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rendimientos. Esta autocorrelación implica un cierto grado de predictibilidad en
la amplitud de los rendimientos, y a menudo se interpreta como una correlación
en la volatilidad de los rendimientos y no sobre los rendimientos mismos [17].
Gráficamente podemos notar este hecho cómo una agrupación de periodos de alta
volatilidad.

Asimetŕıa en la distribución de rendimientos. Se ha observado que los
rendimientos negativos grandes son más frecuentes que los positivos [19].

Normalidad agregada. Se ha observado que al aumentar la escala de tiempo
con la cual se calculan los rendimientos, la propiedad de cola larga se vuelve menos
pronunciada [1].

2.2. Modelos

Los modelos de libros de órdenes son representaciones simplificadas de la dinámica
interna de los mercados financieros. A nivel fundamental buscan proveer algo de enten-
dimiento acerca de cómo las caracteŕısticas microscópicas de estos sistemas afectan a
las macroscópicas, como lo pueden ser la liquidez, la formación de precios, entre otros.
La mayoŕıa de los modelos en la literatura pueden clasificarse en una de dos categoŕıas,
los modelos estocásticos y los basados en agentes, de acuerdo a cómo estos tratan de
aproximarse a la dinámica de estos sistemas.

2.2.1. Modelos basados en agentes

Los modelos basados en agentes o también llamados perfectamente racionales tratan
de caracterizar matemáticamente el comportamiento de uno o más tipos de inversores,
a los cuales llaman agentes. Estos agentes “toman decisiones”de acuerdo a su caracteri-
zación y la información que tienen. Estos modelos suelen hacer suposiciones auxiliares
sobre el comportamiento de los agentes.

En [19] se propone un modelo en donde se consideran dos tipos de agentes basados
en el comportamiento de inversores reales. En este trabajo se reproducen algunos de
los hechos estilizados, y se estudia el impacto sobre estos al variar la población de los
agentes o los parámetros que caracterizan a un mismo tipo de agente, por otro lado en
[14] se propone un modelo en donde se asumen dos tipos de agentes, unos que traten
siempre de maximizar sus ganancias y otros que suben órdenes de forma aleatoria. En
este trabajo se estudia el impacto sobre el mercado al variar la población de dichos
agentes.

2.2.2. Modelos estocásticos

Los modelos estocásticos o de cero inteligencia imponen una serie de condiciones
a un conjunto de procesos estocásticos con la finalidad de recrear la dinámica de las
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órdenes dentro del libro, sin tomar en cuenta el proceso de la toma de decisiones que
implica.

En [8] se propone un modelo de agentes, en donde los agentes toman decisiones de
forma aleatoria. Su finalidad era comparar los resultados obtenidos con datos reales,
teniendo cómo conclusión que este tipo de modelos, a pesar de su simpleza, son capaces
de reproducir ciertas caracteŕısticas de sistemas reales. Por otro lado en[18] se propone
un modelo a tiempo continuo, cuyos parámetros están basados en observaciones de datos
de alta frecuencia. Este modelo está pensado en ser lo suficientemente sencillo cómo para
ser tratado de forma anaĺıtica, pero a la vez capaz de reproducir algunas caracteŕısticas
emṕıricas de los libros de órdenes, su objetivo es reproducir la dinámica de los libros
de órdenes a tiempos cortos, aśı cómo estudiar la predictibilidad de ciertos eventos.
En un trabajo mas reciente [5], se propone un modelo en donde el flujo de órdenes
se modela como un conjunto de variables aleatorias independientes e idénticamente
distribuidas, y se busca hacer predicciones sobre caracteŕısticas básicas del mercado,
cómo la volatilidad. Al final se concluye que el modelo tiene muchas limitaciones.

En la sección 3.3 proponemos un modelo estocástico capaz de reproducir cuali-
tativamente algunos de los hechos más reportados en la literatura, pero a su vez lo
suficientemente sencillo como para ser tratado anaĺıticamente, hasta el punto de ob-
tener relaciones de recurrencia para los valores esperados de los precios de compra y
venta.
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Caṕıtulo 3

Metodoloǵıa

3.1. Procesos estocásticos e irreversibilidad

3.1.1. Cadenas de Markov

Las cadenas de Markov fueron introducidas por el matemático ruso Andrey Mar-
kov alrededor de 1905. Su intención era crear un modelo probabiĺıstico para analizar la
frecuencia con la que aparecen las vocales en poemas y textos literarios. El éxito del
modelo propuesto por Markov radica en que es lo suficientemente complejo cómo para
describir ciertas caracteŕısticas no triviales de algunos sistemas cient́ıficos y sociales, pe-
ro al mismo tiempo es lo suficientemente sencillo para ser analizado matemáticamente.
Repasaremos lo conceptos básicos de las cadenas de Markov siguiendo las definiciones
hechas en [11].

Dado que las cadenas de Markov son un tipo de proceso estocástico, empezaremos
definiendo estos procesos.

Definición. Un proceso estocástico es una colección de variables aleatorias {Xt :
t ∈ T} parametrizadas por un conjunto T , llamado espacio parametral, en donde las
variables toman valores dentro de un conjunto S llamado espacio de estados.

Definición. Se dice que un proceso estocástico discreto {Xn : n ∈ N} es una cadena
de Markov si cumple con la condición de Markov,

P(Xn = xn+1|X0 = x0, ..., Xn = xn) = P(Xn+1 = xn+1|Xn = xn), (3.1)

esto quiere decir que el estado de la cadena al tiempo n depende únicamente de su
estado en el tiempo inmediatamente anterior.

Probabilidad de Transición. Sean i y j dos estados de una cadena de Markov. A
la probabilidad,

kij(n, n+ 1) ≡ P(Xn+1 = j|Xn = i), (3.2)

9
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se le denomina probabilidad de transición y representa la probabilidad de pasar del
estado i al j en el salto de tiempo de n a n+1. Cuando la probabilidad kij(n, n+1) no
depende de n, se dice que la cadena es estacionaria u homogénea en el tiempo, de modo
que la notación se puede simplificar como kij, para cadenas de Markov estacionarias.

Distribución de probabilidad. De forma general, el estado de una cadena de Mar-
kov a tiempo n se denota mediante un vector llamado distribución, que es de la forma:

ρn = (ρn,0, ρn,1, ...), tal que,
∑
i

ρn.i = 1, (3.3)

en donde la componente ρn,i representa la probabilidad de que la cadena se encuentre en
el estado i al tiempo n. Adicionalmente la evolución de una cadena de Markov se puede
dar a partir de un estado inicial i bien definido, o de forma más general, partiendo de
una distribución inicial ρ0.

Teorema de Probabilidad total. SeaM un espacio muestral, {Ai}ni=1 una partición
sobre M y B ⊂ M , entonces,

P(B) =
n∑

i=1

P(Ai)P(B|Ai), (3.4)

es decir, la probabilidad de que un evento suceda en cualquier parte de una partición
es igual a la probabilidad de que suceda un elemento de la partición multiplicado por
la probabilidad condicional del evento B dado el elemento A de la partición.

Proposición (Ecuación de Chapman-Kolmogorov). Para cualesquiera pares de
números enteros r y n, tales que, 0 ≤ r ≤ n y para cualesquiera dos estados i y j, se
cumple,

kij(n) =
∑
k

kik(r)kkj(n− r). (3.5)

Demostración. Por el teorema de probabilidad total y la propiedad de Markov,

kij(n) = P(Xn = j|X0 = i)

=
∑
k

P(Xn = j,Xr = k,X0 = i)

P(X0 = i)

=
∑
k

P(Xn = j|Xr = k)P(Xr = k|X0 = i)

=
∑
k

kkj(n− r)kik(r).
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Proposición La probabilidad de transición en n pasos está dada por la entrada (i, j)
de la n-esima potencia de la matriz de transición K, es decir,

kij(n) = (Kn)ij. (3.6)

Demostración. Aplicando el teorema de Chapman-Kolmogorov, tenemos,

kij(n) =
∑
i1

kii1(1)ki1j(n− 1)

=
∑
i1,i2

kii1(1)kii2(1)ki2j(n− 2)

...

=
∑

i1...in−1

kii1(1) · · · kin−1j(1)

= (Kn)ij.

Definición. Sea {Xt : t ∈ T} un cadena de Markov con espacio de estados S y sea
i ∈ S un estado cualquiera. Definimos el periodo del estado i como

d(i) = m.c.d{n ≥ 1 : kii(n) > 0}, (3.7)

en donde m.c.d significa máximo común divisor. Si d(i) = 1, se dice que el estado es
aperiódico.

Definición. Se dice que una cadena de Markov con espacio de estados S es irreducible
si para cualesquiera dos estados i, j ∈ S se cumple

kij(n) > 0, (3.8)

es decir, es posible llegar de un estado cualquiera i a otro estado cualquiera j, en un
número finito de pasos.

Proposición En una cadena de Markov irreducible, todos los estados tienen el mismo
periodo, por lo que, si un estado tiene periodo k se dice que la cadena tiene periodo k.

Evolución de una distribución

Una matriz de transición establece una dinámica en el conjunto de las distribuciones,
sobre el espacio de estados de la correspondiente cadena de Markov. En palabras más
simples, la distribución de probabilidades a tiempo 1, dada por ρ1, está relacionada con
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la distribución inicial ρ0 a través de la matriz de transición, de la forma:

ρ1,j = P(X1 = j)

=
∑
i

P(X1 = j|X0 = i)P(X0 = i)

=
∑
i

ρ0,ikij, (3.9)

o bien en forma matricial,
ρ1 = ρ0K.

De forma general para n ≥ 1,

ρn = ρn−1K = ρ0K
n. (3.10)

Es decir, tenemos una sucesión infinita de distribuciones de probabilidad ρi, en don-
de todas salvo la primera están relacionadas con la anterior mediante la matriz de
transición.

Estacionaridad

En procesos estocásticos existen distintos tipos de estacionaridad, pero todas se re-
fieren al grado con el cual el modelo probabiĺıstico de una variable aleatoria indexada en
el tiempo permanece “constante”. Entre los diferentes tipos de estacionaridad tenemos:

Estacionaridad fuerte o de orden N [22]. Sea {Xt}∞t=1 un proceso estocástico, se
dice que el proceso es fuertemente estacionario si,

P((X1, . . . Xk) = (x1, . . . xk)) = P((Xt, . . . Xt+k) = (x1, . . . xk)), (3.11)

es decir, la probabilidad conjunta de una trayectoria es invariante ante corrimien-
tos de tiempo.

Estacionaridad de primer orden [9]. Se dice que un proceso estocástico {Xt}∞t=1

tiene estacionaridad de primer orden, si su densidad de probabilidad no depende
del tiempo, es decir,

P(Xt = x) = P(Xt′ = x), ∀t, t′. (3.12)

Estacionaridad débil [22]. Se dice que un proceso estocástico {Xt}∞t=1 tiene esta-
cionaridad débil, si su valor esperado y autocovarianza son constantes, es decir,

⟨X⟩ = µ, (3.13)

Cov(Xt, Xt+l) = γl. (3.14)

Estacionaridad en cadenas de Markov [11]. Se dice que una cadena de Markov
con matriz de transición K = (kij) y distribución de probabilidad π = (π0, ...) es
estacionaria, si cumple con la ecuación:

πj =
∑
i

πiki,j. (3.15)
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Distribución ĺımite

Como ya se mencionó antes, la matriz de transición K determina una sucesión de
distribuciones de probabilidad {ρi}∞i=1, sobre el espacio de estados de la correspondiente
cadena de Markov. Bajo ciertas condiciones, estas sucesiones pueden converger, por lo
que decimos que una distribución de probabilidades converge a una distribución ĺımite
si,

ρ = ĺım
n→∞

ρn. (3.16)

La distribución ĺımite es estacionaria para cadenas de Markov ergodicas, es decir cade-
nas de Markov en las cuales se puede pasar de un estado i a un estado cualquiera j en
un número finito de pasos.

Definición. Sea K una matriz de transición de una cadena de Markov y sea ρ0 su
distribución inicial. Decimos que su distribución ĺımite es el vector dado por:

ρ = ĺım
n→∞

ρ0K
n, (3.17)

cuyas componentes están dadas por:

ρj = ĺım
n→∞

∑
i

ρ0,ikij(n). (3.18)

3.1.2. Cadenas de Markov abiertas

Estudiaremos las cadenas de Markov abiertas siguiendo el trabajo [20]. Sea S un
conjunto finito con cardinalidad #S = s, el espacio de estados de una cadena de Markov
irreducible y aperiódica. Consideremos que sobre este espacio de estados transita una
colección de part́ıculas siguiendo con la matriz de transición Q : S ×S → [0, 1], tal que∑

j qij ≤ 1, con la desigualdad estricta cumpliéndose para al menos un i ∈ S. Podemos
interpretar estas probabilidades de la siguiente manera, las part́ıculas pueden pasar de
un estado i dentro de la cadena, a un estado j también dentro, con probabilidad qij o
bien pueden salir de la cadena con probabilidad ei = 1−

∑
j qij. Por último definimos

{Jt : t ∈ N} como una sucesión de vectores aleatorios que toman valores valores en S,
que representarán el ingreso de part́ıculas a la cadena. Decimos que (S,Q, {Jt : t ∈ N})
es una cadena de Markov abierta con espacio de estados S, matriz de transición Q y
protocolo de entrada {Jt : t ∈ N}. La Figura 3.1 ilustra el caso más general de una
cadena de Markov abierta de 3 estados, en la cual podemos observar los protocolos de
entrada Ji, todas las posibles transiciones qi,j y las posibles salidas ei.
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Figura 3.1: Esquema de una cadena de Markov abierta de 3 estados, donde podemos observar los
protocolos de entrada J1, J2 y J1 aśı como todas las posibles transiciones y salidas.

Sea {Nt : t ∈ N} la sucesión de vectores aleatorios que representan la distribución
de part́ıculas del sistema al tiempo t. Es decir, N t

i representa el número de part́ıculas
en el estado i al tiempo t. En el contexto de cadenas de Markov abiertas se define
la evolución de la distribución de part́ıculas en el espacio de estados, partiendo de la
distribución inicial N0 mediante la ecuación:

Nt+1 ≡ Jt +Rt, (3.19)

donde el vector Rt representa la redistribución interna de las part́ıculas al tiempo t y
cuyas componentes están dado por:

Rt
i ≡

s∑
j=1

Bt
j,i, (3.20)

donde Bt
j,i representa el número de part́ıculas que pasaron del estado j al i al tiempo

t. La Figura 3.2 ilustra esta redistribución.

Figura 3.2: Esquema de la redistribución interna de las part́ıculas en una cadena de Markov.
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Definamos el vector At
i con componentes,

(At
i)j ≡

{
Bi,j si 1 ≤ j ≤ s

Ni −
∑s

j=1Bi,j si j = s+ 1,
(3.21)

es decir, el vector At
i es una generalización de la redistribución de las Ni part́ıculas

que hab́ıa en el estado i. Las primeras s componentes son la redistribución interna Rt,
mientras que la última representa el número de part́ıculas que salieron de la cadena
desde el estado i. La Figura 3.3 ilustra esa redistribución generalizada.

Figura 3.3: Esquema de los elementos que componen al vector At
i.

En cada paso de tiempo, cualquier part́ıcula tiene s+ 1 posibles transiciones, cada
una con su respectiva probabilidad, es decir, cada part́ıcula se comporta como una
variable aleatoria categórica. Por lo tanto, el vector At

i es un conjunto de variables
aleatorias categóricas, es decir, At

i tiene distribución multinomial con parámetros zi y
N t

i , denotada por At
i ∼ multinom(zi, N

t
i ).

(zi)j ≡
{
qi,j si 1 ≤ j ≤ s
ei si j = s+ 1,

(3.22)

con

ei = 1−
s∑

i=1

qi.j. (3.23)

Evolución de la distribución

Para obtener la matriz estocástica que gobierna el comportamiento del proceso
{Nt : t ∈ N}, definimos pt(n) como la probabilidad asociada al estado Nt = n, es decir,

pt(n) ≡ P(Nt = n), (3.24)
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nos referiremos a pt(n) cómo la distribución sobre el espacio de estados, la cual
puede escribirse como:

pt+1(n) = P(Nt+1 = n)

=
∑
k∈Ns

0

P(Nt = k)P(Nt+1 = n|Nt = k)

=
∑
k∈Ns

0

pt(n)P(Nt+1 = n|Nt = k). (3.25)

Llamaremos propagador a la probabilidad condicional de (3.25) y la denotaremos por
K(k,n), es decir,

K(k,n) ≡ P(Nt+1 = n|Nt = k). (3.26)

Utilizando la ec. 3.19 podemos reescribir la ec. 3.26 como,

K(k,n) ≡ P(Jt +Rt = n), (3.27)

dejando la dependencia deK sobre k impĺıcita dentro del vectorRt, ya que éste depende
solo de la distribución de las part́ıculas al tiempo t, por lo tanto,

pt+1(n) =
∑
k∈Ns

0

pt(k)K(k,n). (3.28)

Suponiendo que Jt y Rt son independientes, entonces, la probabilidad conjunta es
el producto de las probabilidades, es decir,

P(Jt +Rt = n) =
∑

j+r=n

P(Jt = j;Rt = r) =
∑

j+r=n

P(Jt = j)P(Rt = r), (3.29)

por lo que podemos reescribir el propagador K como:

K(k,n) =
∑

j+r=n

P(Jt = j)P(Rt = r). (3.30)

Funciones generadoras

Para resolver pt utilizaremos la técnica de las funciones generadoras de momentos
(FGM). La función generadora de momentos de Nt denotada por Gt : Rs ×Rs → R se
define como:

Gt(α) ≡ E
[
eN

tαT
]
=
∑
n∈Ns

0

pt(n)e
nαT

, (3.31)

análogamente definimos:

Ft(α) ≡ E
[
eJ

tαT
]
=
∑
j∈Ns

0

P(Jt = j)ejα
T

, (3.32a)

H(α) ≡ E
[
eR

tαT
]
=
∑
r∈Ns

0

P(Rt = r)erα
T

. (3.32b)
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Nótese que hemos omitido el sub́ındice en la función generadora H debido a que los
vectores de redistribución Rt y Rt′ son independientes y tienen la misma distribución,
por lo tanto, tienen la misma FGM.

Usando (3.32b) y (3.32a) podemos reescribir,

Gt+1(α) =
∑
n∈Ns

0

pt+1(n)e
nαT

=
∑
n∈Ns

0

∑
k∈Ns

0

pt(k)K(k,n)enα
T

=
∑
k∈Ns

0

∑
r∈Ns

0

∑
j∈Ns

0

pt(k)P(Rt = r)P(Jt = j)e(j+r)αT

=
∑
k∈Ns

0

pt(k)Ft(α)H(α). (3.33)

Para resolver H empecemos por considerar el vector aleatorio X definido como,

X =
s∑

i=1

At
i, (3.34)

que representa la redistribución de las part́ıculas que hab́ıa en el estado i, cuya función
generadora de momentos está dada por:

W (w) ≡ E
[
e
∑s

i=1 A
t
iw

T
]
=

s∏
i=1

E
[
eA

t
iw

T
]
, (3.35)

de donde podemos notar que el término E
[
eA

t
iw

T
]
es una FGM. La cuál resolveremos

aprovechando el hecho de que At
i ∼ multinom(zi, ki), por lo que,

E
[
eA

t
iw

T
]
=

∑
∑

ai,j=ki

ki!∏s
j=1 ai,j

s∏
j=1

z
ai,j
i,j ewjai,j

=
∑

∑
ai,j=ki

ki!∏s
j=1 ai,j

s∏
j=1

[zi,je
wj ]ai,j . (3.36)

De esta última expresión podemos identificar la última suma como el desarrollo del
multinomio, (

s+1∑
j=1

zi,je
wj

)ki

=

(
ews+1ei +

s∑
j=1

qi,je
wj

)ki

, (3.37)

por lo tanto,

W (w) =
s∏

i=1

(
ews+1ei +

s∑
j=1

qi,je
wj

)ki

. (3.38)
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Ahora estableceremos la relación entre H y W ,

H(α) = E
[
eR

tαT
]

(3.39)

= E
[
e
∑s

j=1 R
t
jαj

]
(3.40)

= E

[
s∏

i=1

e
∑s

j=1 B
t
i,jαj

]
(3.41)

= E
[
e
∑s

i,j=1 B
t
i,jαj

]
, (3.42)

si definimos α′ ≡ (α1, ...αs, 0), entonces,

H(α) = W (α′), (3.43)

es decir,

H(α) =
s∏

i=1

(
ei +

s∑
j=1

qi,je
αj

)ki

. (3.44)

Definiendo

H ≡
s∑

j=1

Hi, (3.45)

con

Hi = ln

(
ei +

s∑
j=1

qi.je
αj

)
, (3.46)

llegamos a
H(α) = ekH

T (α). (3.47)

Sustituyendo (3.47) en (3.33), tenemos,

Gt+1(α) =
∑
k∈Ns

0

pt(k)Ft(α)ekH
T (α), (3.48)

reescribiendo la suma sobre k como una función generatriz, llegamos a la relación de
recurrencia,

Gt+1(α) = Ft(α)Gt(H(α)), (3.49)

cuya solución es,

Gt+1(α) = G0(H
(t)(α)

t−1∏
r=0

Ft−r(H
(r)(α)), (3.50)

donde el supráındice entre paréntesis representa la composición de funciones, es decir
H(r) = H •· · ·•H r veces. Suponiendo que los vectores {Jt : t ∈ N} sean independientes
e idénticamente distribuidos, entonces,

Gt+1(α) = G0(H
(t)(α)

t−1∏
r=0

F(H(r)(α)), (3.51)
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cuya solución estacionaria Gstat está dada por:

Gstat(α) =
∞∏
r=0

F(H(r)(α)). (3.52)

Cadena de Markov abierta de un solo estado

Consideremos la cadena de Markov abierta de un solo estado representada por el
diagrama de la Figura 3.4

Figura 3.4: Esquema de una cadena de Markov abierta de un solo estado.

Como se muestra en el diagrama, el protocolo de ingreso {J t : t ∈ N} consiste en
una sucesión de variables aleatorias tipo Bernoulli con parámetro p.

Por (3.33) sabemos que la FGM está dada por:

Gt+1(α) = Ft(α)
∞∑
k=0

pt(k)H(α), (3.53)

con Ft dada por:

Ft(α) =
∑
j

P(J = j)ejα = (1− p+ peα), (3.54)

mientras que H, está dado por:

H(α) =
∑
r

P(R = r)eαr. (3.55)

Al haber solo un estado R se reduce de una variable aleatoria multinomial a una bino-
mial, es decir, R ∼ binom(k, q), por lo que,

H(α) =
k∑

r=0

(
k
r

)
qr(1− q)k−reαr

=
k∑

r=0

(
k
r

)
(1− q)k−r(qeα)r

= (1− q + qeα)k, (3.56)
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es decir,
H(α) = (1− q + qeα)k. (3.57)

Sustituyendo (3.57) y (3.54) en (3.53), tenemos,

Gt+1(α) = (1− p+ peα)
∞∑
k=1

pt(k)(1− q − qeα)k, (3.58)

haciendo H = ln(1− q − qeα), tenemos,

Gt+1(α) = (1− p+ peα)
∞∑
k=1

pt(k)e
Hk, (3.59)

identificando la suma como una FGM obtenemos la relación de recurrencia,

Gt+1(α) = (1− p+ peα)Gt(H(α)), (3.60)

cuya solución es,

Gt(α) = G0(H
(t)(α))

t−1∏
r=0

(1− pqr + pqreα), (3.61)

con solución estacionaria,

Gstat(α) =
∞∏
r=0

(1− pqr + pqreα), (3.62)

de donde podemos notar que el término entre paréntesis corresponde a la FGM de una
variable tipo Bernoulli con parámetro pqr, entonces,

Nt =
∞∑
r=0

Xr, (3.63)

con Xr ∼ Ber(pqr), con esto podemos calcular el valor esperado de N t,

E
[
Nt
]
=

∞∑
r=0

E [Xr] =
∞∑
r=0

pqr =
p

1− q
, (3.64)

y como las variables Xr son independientes, entonces,

Var(N t) =
∞∑
r=0

Var(Xr) =
∞∑
r=0

pqr(1− pqr) =
p

1− q
+

p2

1− q2
. (3.65)

3.1.3. Entroṕıa

La entroṕıa es un concepto que nació en la f́ısica, sin embargo, el concepto se extendió
a otras áreas de la ciencia. En teoŕıa de la información, para toda distribución de
probabilidad se define una cantidad llamada entroṕıa, esta cantidad es usada como
una forma de medir la información. Dentro de la teoŕıa de la información podemos
encontrar más de una definición de entroṕıa, a continuación presentaremos aquellas
que utilizaremos, siguiendo las definiciones hechas en [24].
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Definición. SeaX una variable aleatoria discreta con espacio de estados X y densidad
de probabilidad p(x) = P(X = x), x ∈ X . Definimos la entroṕıa de Shannon como:

H(X) ≡ −
∑
x∈X

p(x) ln (p(x)) . (3.66)

Esta entroṕıa es una medida de la incertidumbre de una variable aleatoria y es
la más relacionada con la entroṕıa f́ısica, ya que al multiplicar por la constante de
Boltzmann kb y hacer p(x) = 1/Ω, donde Ω es representa el número de estados posible
de un sistema f́ısico, recuperamos la entroṕıa Boltzmann,

H = kb ln(Ω). (3.67)

Definición. Sean {Xi}ni=1 un conjunto de n variables aleatorias discretas con espacio
de estados Xi respectivamente y densidad de probabilidad conjunta p

(
x1, x2, . . . , xn

)
=

P
(
(X1, X2, . . . , Xn) = (x1, x2, . . . , xn)

)
. Definimos la entroṕıa conjunta como:

H
(
X1, X2, . . . , Xn

)
≡ −

∑
x1∈X1

· · ·
∑

xn∈Xn

p(x1, x2, . . . , xn) ln [p(x1, x2, . . . , xn)] . (3.68)

Definición. Sean X y Y dos variables aleatorias discretas con el mismo espacio de
estados X y con densidades de probabilidad p(x) = P(X = x), x ∈ X y q(x) = P(Y =
x), x ∈ X . Definimos la entroṕıa relativa como:

D(p||q) ≡ −
∑
x∈X

p(x) ln

(
p(x)

q(x)

)
. (3.69)

También llamada divergencia Kullback-Leibler, es una medida de la diferencia entre
dos distribuciones.

Entroṕıa en procesos estocásticos

Dado que en los procesos estocásticos tenemos una sucesión infinita de variables
aleatorias, resulta natural preguntarse a qué ritmo crece la entroṕıa de un conjunto
infinito de variables aleatorias. La tasa de entroṕıa se define como ese ritmo de creci-
miento.

Definición. Sea {Xi}ni=1 una sucesión de variables aleatorias. Definimos la tasa de
entroṕıa como [24]:

h ≡ ĺım
n→∞

1

n
H
(
X1, X2, . . . , Xn

)
. (3.70)

La tasa de entroṕıa es también una medida de la entroṕıa por śımbolo de un conjunto
de variables aleatorias.
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Definición. Sea {Xi}ni=1 una sucesión de variables aleatorias, p(x1, x2, . . . , xn) =
P
(
(X1, X2, . . . , Xn) = (x1, x2, . . . , xn)

)
la probabilidad de ocurrencia de una trayecto-

ria y pR(x1, x2, . . . , xn) = P
(
(X1, X2, . . . , Xn) = (xn, xn−1, . . . , x1)

)
la probabilidad de

ocurrencia de la trayectoria en sentido opuesto. Definimos la tasa de producción de
entroṕıa [21] como:

ep ≡ ĺım
n→∞

1

n

∑
x1∈X1

· · ·
∑

xn∈Xn

p(x1, x2, . . . , xn) ln

[
p(x1, x2, . . . , xn)

pR(x1, x2, . . . , xn)

]
. (3.71)

Esta es una cantidad que cuantifica el grado de irreversibilidad de un proceso estocástico
y puede ser calculada como:

ep = hR − h, (3.72)

donde

hR ≡ − ĺım
n→∞

1

n

∑
x1∈X1

· · ·
∑

xn∈Xn

p(x1, x2, . . . , xn) ln [pR(x1, x2, . . . , xn)] . (3.73)

3.1.4. Irreversibilidad

Reversibilidad

El concepto de reversibilidad hace referencia a la posibilidad de revertir un proceso
o trayectoria. Su definición depende del contexto y aun aśı puede variar. Por ejemplo,
en procesos estocásticos podemos encontrar las siguientes definiciones:

Se dice que un proceso estacionario es reversible en el tiempo si ∀n ∈ N,

P
(
(X1, . . . , Xn) = (x1, . . . , xn)

)
= P

(
(X1, . . . , Xn) = (xn, . . . , x1)

)
, (3.74)

es decir, la probabilidad de ocurrencia de una trayectoria es la misma que la de
la trayectoria en sentido opuesto [11].

En el contexto de cadenas de Markov, se dice que una cadena irreducible y ape-
riódica es reversible si cumple con la ecuación de balance detallado, [11]

πipij = πjpji. (3.75)

Irreversibilidad

Se dice que un sistema es irreversible, si no cumple con su correspondiente condición
de reversibilidad. En algunos casos, dada la complejidad de los sistemas, es imposible
evaluar la condición de reversibilidad, para ello existen indicadores que nos dan una
medida de la reversibilidad de un proceso. En el presente trabajo utilizaremos la tasa
de producción de entroṕıa y el ı́ndice de irreversibilidad de patrones de tendencia para
cuantificar el grado de reversibilidad del sistema propuesto.
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Tasa de producción de entroṕıa. Como ya se definió antes, la tasa de entroṕıa
está dada por:

ep = ĺım
n→∞

1

n

∑
x1∈X1

· · ·
∑

xn∈Xn

p(x1, x2, . . . , xn) ln

[
p(x1, x2, . . . , xn)

pr(x1, x2, . . . , xn)

]
, (3.76)

sin embargo, en la práctica no es posible evaluar el ĺımite, por lo que aproximaremos la
tasa de producción de entroṕıa como:

e′p =
1

n

∑
x1∈X1

· · ·
∑

xn∈Xn

p(x1, x2, . . . , xn) ln

[
p(x1, x2, . . . , xn)

pr(x1, x2, . . . , xn)

]
, (3.77)

con n ∈ N.

Índice de irreversibilidad de patrones de tendencia Como se propone en [7],
dada una sucesión {rt : t ∈ N}, podemos definir la sucesión de tendencia de subida
como:

U t+n
t ≡ {ri : ri < ri+1 . . . < ri+n} , (3.78)

y la sucesión de tendencia de bajada como:

Dt+n
t ≡ {ri : ri > ri+1 . . . > ri+n} , (3.79)

en base a estas sucesiones podemos definir las sucesiones de duración de tendencias,
cuyos elementos están dados por,

T↑(t) = máx{n : rt < ... < rt+n}, (3.80)

T↓(t) = máx{n : rt > ... > rt+n}. (3.81)

Definimos el ı́ndice de irreversibilidad de patrones de tendencia como:

IT ≡ D(p↑||p↓), (3.82)

en donde P↑ y P↓ son las distribuciones de probabilidad de la duración de las tendencias
de subida y bajada respectivamente, es decir, p↑(n) = P(T↑ = n), p↓(n) = P(T↓ = n)
con n ∈ N.

3.2. Series de tiempo financieras

El análisis de series de tiempo financieras se centra en el estudio del valor de los
instrumentos financieros o activos como función del tiempo, es una disciplina altamente
emṕırica que cuenta con elementos de incertidumbre, como lo puede ser la volatilidad
de los rendimientos [22].
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Rendimientos

La mayoŕıa de los estudios financieros involucran los rendimientos de un activo en
lugar de los precios del mismo. Esto se debe a que los rendimientos son un indicador
adimensional sobre las oportunidades de inversión, por lo que resultan más interesan-
tes para los inversores. Por lo tanto, centraremos nuestro análisis en los rendimientos,
concretamente en los rendimientos logaŕıtmicos ya que estos son los que exhiben las
propiedades estad́ısticas más estudiadas.

En economı́a, existe más de una definición para el rendimiento de un activo, por
lo que presentaremos aquellas que utilizaremos a lo largo de este trabajo siguiendo las
definiciones hechas en [22], para activos que no pagan dividendos.

Rendimiento simple de un activo. Sea Pt el precio de un activo al tiempo t.
Definimos el rendimiento simple de periodo k como:

Rt(k) ≡
Pt − Pt−k

Pt−k

=
k−1∏
j=0

(1 +Rt−j)− 1. (3.83)

Rendimiento logaŕıtmicos. Sea Pt el precio de un activo al tiempo t. Definimos
el rendimiento logaŕıtmico de periodo k como:

rt(k) ≡ ln

(
Pt

Pt−k

)
=

k−1∑
j=0

rt−j. (3.84)

Por simplicidad, nos referiremos al rendimiento logaŕıtmico de periodo 1 como
rendimiento logaŕıtmico, es decir. sin especificar su periodo.

Rendimiento absoluto. Sea Pt el precio de un activo al tiempo t. Definimos el
rendimiento absoluto de periodo k como:

|rt(k)| ≡
∣∣∣∣ln( Pt

Pt−k

)∣∣∣∣ . (3.85)

Función de autocorrelación

En estad́ıstica, la función de autocorrelación de una serie de tiempo {rt} nos indica
el grado de dependencia lineal entre rt y sus valores rezagados rt−l, también es utiliza-
da como una herramienta para encontrar patrones repetitivos dentro de una serie de
tiempo.

Sea rt una serie de tiempo débilmente estacionaria. Definimos la autocorrelación de
lag-l, como la correlación entre rt y su valor rezagado rt−l, es decir,

ρl(rt, rt−l) =
Cov(rt, rt−l)√
Var(rt)Var(rt−l)

=
Cov(rt, rt−l)

Var(rt)
, (3.86)

en donde Cov es la covarianza y Var la varianza. Bajo la hipótesis de estacionaridad
débil, ρl debe ser una función únicamente de l con valores entre [−1, 1], algunas de sus
propiedades son las siguientes [22]:
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p0 = 1.

pl = p−l.

Se dice que una serie de tiempo no está autocorrelacionada, śı y solo si ρl = 0
para toda l > 0.

Para un conjunto {rt}Tt=1 con media r̄ la autocorrelación de lag-l se puede estimar
como [22]:

ρ̂l(rt, rt−l) =

∑
(rt − r̄)(rt−l − r̄)∑

(rt − r̄)2
, 0 ≤ l ≤ T − 1. (3.87)

3.3. Modelo propuesto

El modelo que proponemos a continuación se trata de un modelo estocástico basado
en cadenas de Markov a tiempo discreto para un libro de órdenes de doble subasta. La
idea es que el modelo sea lo suficientemente sencillo como para ser tratado anaĺıtica-
mente, pero que a su vez pueda reproducir algunas de las caracteŕısticas más observadas
en series de tiempo financieras. Además utilizaremos el modelo para estudiar la irrever-
sibilidad en series de tiempo financieras.

3.3.1. Aspectos generales

El modelo representa un libro de órdenes dentro del cual podemos distinguir los tres
tipos básicos de órdenes, las cuales son:

Orden ĺımite

Orden de cancelación

Orden a mercado

Para representar el estado del libro construiremos dos vectores acoplados que re-
presentarán las órdenes de venta y compra respectivamente. Sean At

p y Bt
p el número

de órdenes de venta y compra respectivamente a precio p y tiempo t. Definimos los
vectores At y Bt que representarán estado del sistema a tiempo t como:

At = (At
1, A

t
2, . . .), Bt = (Bt

1, B
t
2, . . .). (3.88)

Definimos el precio de compra a(t) y el precio de venta b(t) como:

a(t) ≡ min{p : At
p ̸= 0}, (3.89)

b(t) ≡ max{p : Bt
p ̸= 0}, (3.90)

Para describir el flujo de órdenes definiremos los siguientes vectores aleatorios
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Flujo de órdenes ĺımite de venta a tiempo t, representado por el vector aleatorio
I t(b), cuyas componentes están dadas por,

I t(b) ≡
{
I tp, p > b(t),
0, p ≤ b(t),

(3.91)

es decir, el flujo de órdenes ĺımite de venta está restringido a los precios por encima
del precio de compra b(t).

Flujo de órdenes ĺımite de compra a tiempo t, representado por el vector aleatorio
J t(a) cuyas componentes están dadas por,

J t(a) ≡
{
J t
p, p < a(t),
0, p ≥ a(t),

(3.92)

es decir, el flujo de órdenes ĺımite de compra está restringido a los precios por
debajo del precio de venta a(t).

Flujo de órdenes de cancelación de venta, representado por el vector Ct cuyas
componentes están dadas por,

Ct ≡
{
Ct

p(A
t
p), At

p ̸= 0,
0, At

p = 0,
(3.93)

Flujo de órdenes de cancelación de compra, representado por el vector Dt cuyas
componentes están dadas por,

Dt ≡
{
Dt

p(B
t
p), Bt

p ̸= 0,
0, Bt

p = 0,
(3.94)

Flujo de órdenes a mercado de venta representado por M t cuyas componentes
están dadas por,

M t ≡
{
M t

p, p = a(t),
0, p ̸= a(t),

(3.95)

Flujo de órdenes a mercado de compra representado por N t cuyas componentes
están dadas por,

N t ≡
{
N t

p, p = b(t),
0, p ̸= b(t).

(3.96)

Ya que hemos establecido los tipos de órdenes a considerar, y que hemos introducido
los vectores que representarán el movimiento de las mismas. Proponemos la dinámica
a cuatro tiempos dada por:
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1. Arribo de órdenes a mercado de compra t → t+ 1:

Bt+1
p ≡ Bt

p −N t
p

(
Bt

p

)
, p = b(t), (3.97)

2. Arribo y cancelación de órdenes de compra t+ 1 → t+ 2:

Bt+2 ≡ Bt+1 + J t+1 −Dt+1. (3.98)

3. Arribo de órdenes a mercado de venta t+ 2 → t+ 3:

At+3
p ≡ At+2

p −M t+2
p

(
At+2

p

)
, p = a(t+ 2), (3.99)

4. Arribo y cancelación de órdenes de venta t+ 3 → t+ 4:

At+4 ≡ At+3 + I t+3 − Ct+3. (3.100)

La dinámica propuesta se ilustra en la Figura 3.5 y se estudiará de forma anaĺıtica en
el siguiente caṕıtulo.

Figura 3.5: Representación esquemática del modelo de libro de órdenes propuesto, utilizando cadenas
de Markov abiertas.

3.3.2. Simulación de control

Utilizando la dinámica propuesta se realizaron simulaciones de control, con las si-
guientes distribuciones

(Órdenes ĺımite) I t ∼ Ber(qs) J t ∼ Ber(qs) (3.101)

(Órdenes de cancelación) Ct ∼ Binom(At, ps) Dt ∼ Binom(Bt, ps) (3.102)

(Órdenes a mercado) M t ∼ Binom(At
a(t), rs) N t ∼ Binom(Bt

b(t), rs)(3.103)

con las cuales se evaluó la calidad del modelo y se estimó la irreversibilidad del mismo.
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3.3.3. Simulación tipo Markov

Es un hecho que las órdenes a mercado no se comportan como variables aleatorias
independientes e idénticamente distribuidas, pues el precio de un bien refleja al me-
nos una parte de la información referente al mismo. Partiendo de esta idea modelamos
las órdenes a mercado de manera tal que podamos introducir una fuente de irrever-
sibilidad y estudiar su impacto sobre la irreversibilidad en los rendimientos. Para ello
implementamos la siguiente cadena se Markov.

Sea {Xn : n ∈ N} una cadena de Markov con espacio de estados s = {0, 1, . . . , N}
y matriz de transición Q : N ×N → [0, 1], cuyas componentes están dadas por:

Qi,j =


q si j = (i+ 1) mod(N + 1)

1− q si j = (N + i− 1) mod(N + 1)
0 cualquier otro caso,

(3.104)

en donde mod es la función modulo. Esta cadena tiene una estructura de anillo como
se muestra en la Figura 3.6.

Figura 3.6: Esquema de una cadena de Markov en anillo de N estados.

Esta cadena de Markov tiene la propiedad de ser reversible si q = 1
2
, e irreversi-

ble cuando q ̸= 1
2
, lo que nos permitirá comparar los resultados para ambos casos.

Denotaremos la distribución generada por esta cadena como X ∼ Markov(N, q).



Caṕıtulo 4

Resultados

4.1. Cálculos anaĺıticos

En esta sección estudiaremos el comportamiento conjunto de las variables aleatorias
a(t) y b(t) definidas en las ecuaciones 3.89 y 3.90 respectivamente. Al igual que en la
Sección 3.1 utilizaremos la técnica de las funciones generadoras de momentos, por lo
que empezaremos calculando las matrices de transición o propagadores.

4.1.1. Propagadores

Sea pt(x, y) ≡ P(a(t) = x, b(t) = y) la distribución de probabilidad conjunta de las
variables aleatorias a(t) y b(t) y sea p0(x, y) la distribución inicial. En términos de los
propagadores, las distribuciones a tiempos posteriores están dadas por:

pt+1(x, y) =
∑
x′,y′

k1 (x
′, y′;x, y) pt (x

′, y′) , (4.1)

pt+2(x, y) =
∑
x′,y′

k2 (x
′, y′;x, y) pt+1 (x

′, y′) , (4.2)

pt+3(x, y) =
∑
x′,y′

k3 (x
′, y′;x, y) pt+2 (x

′, y′) , (4.3)

pt+4(x, y) =
∑
x′,y′

k4 (x
′, y′;x, y) pt+3 (x

′, y′) , (4.4)

donde t = 4n, n ∈ N y

k1 (x
′, y′;x, y) =P (a(t+ 1) = x; b(t+ 1) = y | a(t) = x′, b(t) = y′) , (4.5)

k2 (x
′, y′;x, y) =P (a(t+ 2) = x; b(t+ 2) = y | a(t+ 1) = x′, b(t+ 1) = y′) , (4.6)

k3 (x
′, y′;x, y) =P (a(t+ 3) = x; b(t+ 3) = y | a(t+ 2) = x′, b(t+ 2) = y′) , (4.7)

k4 (x
′, y′;x, y) =P (a(t+ 4) = x; b(t+ 4) = y | a(t+ 3) = x′, b(t+ 3) = y′) . (4.8)

Durante esta sección se buscará una expresión para cada uno de estos propagadores,
bajo la suposición de independencia y estacionaridad.

29
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Evolución de t a t+ 1

Para describir el propagador k1 correspondiente a la ecuación:

Bt+1
p = Bt

p −N t
p(B

t
p), p = b(t), (4.9)

notemos que no hay cambio en el vector At, es decir At+1 = At, por lo tanto,

k1 = P (b(t+ 1) = y | b(t) = y′)P (a(t+ 1) = x | a(t) = x′) (4.10)

= P (b(t+ 1) = y | b(t) = y′) δx,x′ , (4.11)

lo que nos deja con tres posibles relaciones entre y y y′, que son:

1. y > y′,

2. y = y′,

3. y < y′.

Trataremos cada uno de estos casos por separado, bajo las siguientes hipótesis de esta-
cionaridad e independencia entre componentes

La probabilidad de que no existan órdenes ĺımite de compra en p al tiempo t es
constante y está dada por:

P(Bt
p = 0) ≡ γ. (4.12)

La probabilidad de que al tiempo t las órdenes a mercado ejecuten todas las
órdenes ĺımite de compra existentes en el precio de compra es constante y está
dada por:

P(Bt
y′ = N t

p) ≡ µ. (4.13)

Análisis de los casos

1. y > y′, dado que las órdenes a mercado remueven órdenes ĺımite, el precio de
compra no puede crecer, es decir,

k1(x
′, y′;x, y) = 0, y > y′. (4.14)

2. El diagrama de la Figura 4.1 ilustra el caso y = y′, para que esto ocurra solo es
necesario que en p = y′ las órdenes a mercado no ejecuten todas las órdenes ĺımite
existentes, es decir,

k1(x
′, y′;x, y) = 1− µ, y = y′. (4.15)
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Figura 4.1: Esquema del movimiento del precio de compra. El diagrama ilustra el caso en que y = y′

tras la ejecución de órdenes a mercado.

3. El diagrama de la Figura 4.2 ilustra el caso y < y′, para que esto ocurra se debe
cumplir que:

Las órdenes a mercado ejecuten todas las órdenes ĺımite existentes en el
precio de compra, lo cual ocurre con probabilidad,

P(Bt
y′ = N t

y′) = µ. (4.16)

En los precios p ∈ [y′ − 1, y + 1] no debe haber órdenes ĺımite, lo cual tiene
probabilidad,

P
(
Bt

y+1 = 0, . . . , Bt
y′−1 = 0

)
=

y′−1∏
p=y+1

P(Bt
p = 0) = γy′−y−1. (4.17)

Por último, en p = y debe haber al menos una orden ĺımite, es decir,

P(Bt
y ̸= 0) = 1− γ. (4.18)

Por lo tanto,

k1(x
′, y′;x, y) = µ(1− γ)γy′−y−1, y < y′. (4.19)
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Figura 4.2: Esquema del movimiento del precio de compra. El diagrama ilustra el caso en que y < y′

tras la ejecución de órdenes a mercado.

Por lo tanto, de forma general de propagador k1 es:

k1(x
′, y′;x, y) = δx,x′


0, y > y′

1− µ, y = y′

µ(1− γ)γy′−y−1, y < y′.

(4.20)

Evolución de t+ 1 a t+ 2

Para describir el propagador k2 correspondiente a la ecuación:

Bt+2 = Bt+1 + J t+1 −Dt+1, (4.21)

notemos nuevamente que no hay cambio en el vector At, por lo tanto,

k2(x
′, y′;x, y) = P (b(t+ 2) = y | b(t+ 1) = y′) δx,x′ . (4.22)

Al igual que en el caso anterior, empezaremos por realizar algunas hipótesis, bajo la
suposición de independencia entre las componentes Bt

p y Dt
p y asumiendo que el sistema

se encuentra en el estado estacionario.

La probabilidad de que todas las órdenes ĺımite en p sean canceladas es constante
y está dada por:

P(Bt+1
p = Dt+1

p ) ≡ ξ, (4.23)

La probabilidad de que al tiempo t+ 1 no lleguen órdenes ĺımite de compra en p
es constante y está dada por:

P(J t+1
p = 0) ≡ ζ. (4.24)

Al igual que en el caso anterior existen tres posibles relaciones entre y y y′
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Análisis de los casos

1. El diagrama de la Figura 4.3 ilustra el caso y = y′, para este caso necesitamos
que:

En los precios p ∈ [y′+1, x− 1] no lleguen órdenes ĺımite, lo cual ocurre con
probabilidad,

P(J t+1
y′+1 = 0, . . . , J t+1

x−1 = 0) = ζx−y−1. (4.25)

En p = y′ debe haber al menos una orden ĺımite, lo cual tiene probabilidad,

P(Bt
y′ ̸= 0) = 1− ζξ. (4.26)

por lo tanto,
k2(x

′, y′;x, y) = ζx−y−1(1− ζξ), y = y′. (4.27)

Figura 4.3: Esquema del movimiento del precio de compra. El diagrama ilustra el caso en que y = y′

tras el arribo y cancelación de órdenes ĺımite de compra.

2. El diagrama de la Figura 4.4 ilustra el caso y > y′, para este caso necesitamos
que:

En los precios p ∈ [y+ 1, x− 1] no lleguen órdenes ĺımite, lo cual ocurre con
probabilidad,

P(J t+1
y+1 = 0, . . . , J t+1

x−1 = 0) = ζx−y−1. (4.28)

En p = y debe llegar al menos una orden ĺımite, lo cual ocurre con probabi-
lidad,

P(J t+1
y ̸= 0) = 1− ζ. (4.29)

Por lo tanto, para este caso,

k2(x
′, y′;x, y) = ζx−y−1(1− ζ), y > y′. (4.30)
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Figura 4.4: Esquema del movimiento del precio de compra. El diagrama ilustra el caso en que y > y′

tras el arribo y cancelación de órdenes ĺımite de compra.

3. El diagrama de la Figura 4.5 ilustra el caso y < y′, para este caso necesitamos
que:

En p = y haya al menos una orden ĺımite, lo cual tiene probabilidad,

P(Bt+1
y ̸= 0) = 1− ξζ. (4.31)

En los precios p ∈ [y′, x′] no deben llegar órdenes ĺımite, lo cual tiene proba-
bilidad,

P(J t+1
y′ = 0, . . . , J t+1

x′ ) = ζx−y′−1. (4.32)

En los precios p ∈ [y + 1, y′] se deben cancelar todas las órdenes ĺımite
existentes y no deben llegar nuevas órdenes, lo cual tiene probabilidad,

P
(
(J t+1

y′ = 0, Dt+1
y′ = Bt+1

y′ ), . . . , (J t+1
y+1 = 0, Dt+1

y+1 = Bt+1
y+1)

)
= (ζξ)y

′−y.
(4.33)

Por lo tanto, para este caso,

k2(x
′, y′;x, y) = ζx−y′−1(1− ξζ)(ζξ)y

′−y, y < y′. (4.34)
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Figura 4.5: Esquema del movimiento del precio de compra. El diagrama ilustra el caso en que y < y′

tras el arribo y cancelación de órdenes ĺımite de compra.

Por lo tanto, la forma general del propagador k2 es:

k2(x
′, y′;x, y) = δx,x′

ζx−y−1(1− ζξ)ξy
′−y y ≤ y′

ζx−y−1(1− ζ) y > y′.
(4.35)

Evolución de t+ 2 a t+ 3

Para describir el propagador k3 correspondiente a la ecuación:

At+3
p = At+2

p −M t+2
p (At+2

p ), p = a(t), (4.36)

notemos que no hay cambio en el vector Bt, por lo tanto,

k3(x
′, y′;x, y) = P (a(t+ 3) = x | a(t+ 2) = x′) δy,y′ , (4.37)

lo que nos deja con tres posibles relaciones entre x y x′, las cuales resolveremos por
separado bajo las siguientes hipótesis

La probabilidad de que en p a tiempo t + 2 no haya órdenes ĺımite de venta es
constante y está dada por:

P(At+2
p = 0) ≡ γ. (4.38)

La probabilidad de que al tiempo t+ 2 las órdenes a mercado ejecuten todas las
órdenes ĺımite en el precio de venta es constante y está dada por:

P(At+2
x′ = M t+2

x′ ) ≡ µ. (4.39)
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Análisis de los casos

1. El diagrama de la Figura 4.6 ilustra el caso x > x′, para este caso necesitamos
que:

En p = x′, las órdenes a mercado ejecuten todas las órdenes ĺımite existentes,
lo cual tiene probabilidad,

P(At+2
x′ = M t+2

x′ ) = µ. (4.40)

En los precios p ∈ [x + 1, x′ − 1] no debe haber órdenes ĺımite de venta, lo
cual tiene probabilidad,

P(At+2
x+1 = 0, . . . , At+2

x′−1 = 0) = γx−x′−1. (4.41)

Por último, en p = x debe haber al menos una orden ĺımite de venta, es
decir,

P(At+2
x ̸= 0) = 1− γ. (4.42)

Figura 4.6: Esquema del movimiento del precio de venta. El diagrama ilustra el caso en que x > x′.
tras la ejecución de órdenes a mercado de venta.

Por lo tanto,
k3(x

′, y′;x, y) = µ(γx−x′−1)(1− γ) x > x′. (4.43)

2. El diagrama de la Figura 4.7 ilustra el caso x = x′, para que esto ocurra solo
necesitamos que en p = x′ las órdenes a mercado no ejecuten todas las órdenes
ĺımite existente, por lo tanto,

k3(x
′, y′;x, y) = 1− µ x = x′. (4.44)
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Figura 4.7: Esquema del movimiento del precio de venta. El diagrama ilustra el caso en que x = x′.
tras la ejecución de órdenes a mercado de venta.

3. x < x′, nuevamente dada la naturaleza de las órdenes a mercado este caso tiene
probabilidad 0.

Por lo tanto, la forma general del propagador k3 es:

k3(x
′, y′;x, y) = δy,y′


1− µ, x = x′

µ(1− γ)γx−x′−1, x > x′

0 x < x′.

(4.45)

Evolución de t+ 3 a t+ 4

Para describir el propagador k4 correspondiente a la ecuación:

At+4 = At+3 + I t+3 − Ct+3, (4.46)

notemos que no hay cambio en el vector Bt, por lo tanto,

k4(x
′, y′;x, y) = P (a(t+ 4) = x | a(t+ 3) = x′) δy,y′ , (4.47)

lo que nos deja con tres posibles relaciones entre x y x′ las cuales resolveremos bajo las
siguientes hipótesis

La probabilidad de que todas las órdenes ĺımite de venta en p sean canceladas es
constante y está dada por:

P(At+3
p = Ct+3

p ) ≡ ξ. (4.48)

La probabilidad de que no ingresen órdenes ĺımite de venta en p al tiempo t + 3
es constante y está dada por:

P(I t+3
p = 0) ≡ ζ. (4.49)
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Analizando los casos

1. El caso x = x′ se ilustra en la Figura 4.8,

Figura 4.8: Esquema del movimiento del precio de venta. El diagrama ilustra el caso en que x = x′

tras el arribo y cancelación de órdenes ĺımite de venta.

para que esto ocurra es necesario que:

En los precios p ∈ [y+ 1, x− 1] no lleguen órdenes ĺımite, lo cual ocurre con
probabilidad,

P(I t+3
y+1 = 0, . . . , I t+3

x−1) = ζx−y−1. (4.50)

En p = x debe haber al menos una orden ĺımite, lo cual tiene probabilidad,

P(I t+3
x ̸= 0, Ct+3

x ̸= At+3
x ) = 1− ζξ. (4.51)

Por lo tanto para este caso,

k4(x
′, y′;x, y) = ζx−y−1(1− ζξ)δy,y′ , x = x′. (4.52)

2. El caso x > x′ se ilustra en la Figura 4.9, para que esto ocurra es necesario que:

En los precios p ∈ [y+ 1, x− 1] no lleguen órdenes ĺımite, lo cual ocurre con
probabilidad,

P(I t+3
y+1 = 0, . . . , I t+3

x−1 = 0) = ζx−y−1. (4.53)

En los precios p ∈ [x′, x − 1] se deben cancelar todas las órdenes ĺımite, lo
cual tiene probabilidad,

P(Ct+3
x′ = At+3

x′ , . . . , Ct+3
x−1 = At+3

x−1) = ξx−x′
. (4.54)

En p = x debe haber al menos una orden ĺımite, lo que tiene probabilidad,

P(Ct+3
x ̸= At+3

x , I t+1
x ̸= 0) = 1− ζξ. (4.55)
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Por la tanto para este caso,

k4(x
′, y′;x, y) = ζx−y−1(1− ζξ)ξx−x′

δy,y′ x > x′. (4.56)

Figura 4.9: Esquema del movimiento del precio de venta. El diagrama ilustra el caso en que x > x′

tras el arribo y cancelación de órdenes ĺımite de venta.

3. El caso x < x′ se ilustra en la Figura 4.10, para que esto ocurra necesitamos:

En p = x, llegue al menos una orden ĺımite, lo cual que tiene probabilidad,

P(I t+3
x ̸= 0) = 1− ζ. (4.57)

En los puntos p ∈ [y + 1, x − 1] no lleguen órdenes ĺımite, lo cual que tiene
probabilidad,

P(I t+3
y+1 = 0, . . . , I t+3

x−1 = 0) = ζx−y−1. (4.58)

Por lo tanto para este caso,

k4(x
′, y′;x, y) = ζx−y−1(1− ζ)δy,y′ x < x′. (4.59)

Figura 4.10: Esquema del movimiento del precio de venta. El diagrama ilustra el caso en que x < x′

tras el arribo y cancelación de órdenes ĺımite de venta.
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Por lo tanto, la forma general del propagador k4 es:

k4(x
′, y′;x, y) = δy,y′

ζx−y−1(1− ζξ)ξx−x′
x ≥ x′

ζx−y−1(1− ζ) x < x′.
(4.60)

Resumen

En resumen, la evolución del sistema está dada por los núcleos:

k1 = δx,x′


0, y > y′

1− µ, y = y′

µ(1− γ)γy′−y−1, y < y′,

(4.61a)

k2 = δx,x′

ζx−y−1(1− ζξ)ξy
′−y y ≤ y′

ζx−y−1(1− ζ) y > y′,
. (4.61b)

k3 = δy,y′


1− µ, x = x′

µ(1− γ)γx−x′−1, x > x′

0, x < x′,

(4.61c)

k4 = δy,y′

ζx−y−1(1− ζξ)ξx−x′
x ≥ x′

ζx−y−1(1− ζ) x < x′.
(4.61d)

La probabilidad de que no haya órdenes ĺımite en p al tiempo t, sin importar el
tiempo de orden está dada por:

P(At
p = 0) = P(Bt

p = 0) = γ. (4.62)

Dado que cada punto dentro del libro puede describirse con el diagrama de la Figura
4.11
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Figura 4.11: Representación esquemática del modelo de libro de órdenes propuesto, utilizando cade-
nas de Markov abiertas.

correspondiente al ejemplo de la Subsección 3.1.2, entonces, el número de órdenes en p,
sin importar el tipo está dado por

P(At
p = 0) = P(Bt

p = 0) = P(
∞∑
r=0

Xr = 0), (4.63)

donde Xr ∼ Ber(pqr), es decir,

P(
∞∑
r=0

Xr = 0) =
∞∏
r=0

P(Xr = 0) =
∞∏
r=0

(1− pqr) = eln(
∏∞

r=0(1−pqr)) = e
∑∞

r=0 ln(1−pqr),

(4.64)
utilizando la aproximación de Taylor a primer orden

e
∑∞

r=0 ln(1−pqr) ≈ e−
∑∞

r=0 pq
r

= e−
p

1−q , (4.65)

es decir
γ ≈ e−

p
1−q . (4.66)

La probabilidad de que a tiempo t no ingresen órdenes ĺımite en p, sin importar su
tipo está dada por:

P(J t
p = 0) = P(I tp = 0) = ζ, (4.67)

dado que I, J ∼ Ber(p), entonces
ζ = 1− p. (4.68)

La probabilidad de que las órdenes a mercado ejecuten todas las órdenes ĺımite en
p a tiempo t está dada por:

P(M t
p ≥ At

p) = P(N t
p ≥ Bt

p) = µ, (4.69)

es decir

µ = P(M t
p ≥ At

p) =
∞∑

m=At
p

P(M t
p = m). (4.70)
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4.1.2. Funciones generadoras

De la misma manera que en la Sección 3.1.2, usaremos los propagadores para deter-
minar las funciones generadoras, una por cada propagador. Recordemos que la función
generadora está definida como:

G(α, β) = E[eαx+βy], (4.71)

utilizando la definición de esperanza,

Gt(α, β) = E[eαx+βy] =
∑
x,y

pt(x, y)e
αx+βy, (4.72)

de modo que, Gt+i está dada por:

Gt+i(α, β) =
∑
x,y

∑
x′,y′

k(x′, y′;x, y)pt+i−1(x
′, y′)eαx+βy, (4.73)

con t = 4n, n ∈ N e i ∈ {1, 2, 3, 4}.
Por simplicidad, se omitirán los argumentos de k durante el desarrollo de las funcio-

nes generadoras, mientras que la suma
∑

x′,y′ y la distribución pt(x
′, y′) se abreviarán

como
∑′ y p′ cuando sea posible.

Primer función generadora Gt+1

Partiendo de la definición:

Gt+1(α, β) =
∑
x,y

pt+1(x, y)e
αx+βy =

∑
x′,y′

pt(x
′, y′)

∑
x,y

k1e
αx+βy, (4.74)

sustituyendo k1 por su expresión en (4.61a) y reacomodando las sumas, tenemos,

Gt+1 =
′∑
p′eαx

′

{
(1− µ)eβy

′
+ µ(1− γ)

−∞∑
y=y′−1

γy′−y−1eβy

}
, (4.75)

haciendo el cambio de variable u = y′ − y − 1,

Gt+1 =
′∑
p′eαx

′

{
(1− µ)eβy

′
+ µ(1− γ)eβ(y

′−1)

∞∑
u=0

(
γe−β

)u}
, (4.76)

notando que la suma sobre u corresponde a una suma geométrica,

Gt+1 =
′∑
p′eαx

′+βy′
{
(1− µ) +

µ(1− γ)e−β

1− γe−β

}
, (4.77)

finalmente reescribiendo la suma sobre x′ y y′ como una función generadora, llegamos
a,

Gt+1(α, β) = Gt(α, β)

{
(1− µ) +

µ(1− γ)e−β

1− γe−β

}
. (4.78)
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Segunda función generadora Gt+2

Partiendo de la definición:

Gt+2(α, β) =
∑
x,y

pt+2(x, y)e
αx+βy =

∑
x′,y′

pt+1(x
′, y′)

∑
x,y

k2e
αx+βy, (4.79)

haciendo p′ = pt+1(x
′, y′) y sustituyendo k2 de (4.61b), tenemos,

Gt+2 =
′∑
p′eαx

′

{
(1− ζ)

x′−1∑
y=y′+1

ζx
′−y−1eβy + (1− ξζ)

−∞∑
y=y′

ζx
′−y−1ξy

′−yeβy

}
, (4.80)

cambiando los ı́ndices de las sumas por n = x′ − y − 1 en la primer suma y n = y′ − y
en la segunda, llegamos a,

Gt+2 =
′∑
p′eαx

′

{
(1− ζ)eβ(x

′−1)

x′−y′−2∑
n=0

(ζe−β)n + (1− ξζ)ζx
′−y′−1eβy

′
∞∑
n=0

(
ζξe−β

)n}
,

(4.81)
ahora notamos que las sumas corresponden a sumas geométricas y por lo tanto,

Gt+2 =
′∑
p′eαx

′
{
(1− ζ)eβ(x

′−1)1− (ζe−β)x
′−y′−1

1− ζe−β
+ (1− ξζ)ζx

′−y′−1eβy
′ 1

1− ζξe−β

}
,

(4.82)
reagrupando,

Gt+2 =
′∑
p′eαx

′
{
(1− ζ)e−β

(1− ζe−β)
eβx

′
+

(
− 1− ζ

ζ(1− ζe−β)
+

1− ξζ

ζ(1− ζξe−β)

)
ζx

′−y′eβy
′
}
,

(4.83)

haciendo c1(−β) = (1−ζ)e−β

(1−ζe−β)
, c2(−β) = − 1−ζ

ζ(1−ζe−β)
+ 1−ξζ

ζ(1−ζξe−β)
, tenemos,

Gt+2 =
′∑
p′eαx

′
{
c1(−β)eβx

′
+ c2(−β)ζx

′−y′eβy
′
}
, (4.84)

haciendo g = ln(ζ) → ζ = eg y h = ln(ξ) → ξ = eh,

Gt+2 =
′∑
p′eαx

′
{
c1(−β)eβx

′
+ c2(−β)egx

′+(β−g)y′
}
, (4.85)

separando las sumas,

Gt+2 = c1(−β)
′∑
p′e(α+β)x′

+ c2(−β)
′∑
p′e(α+g)x′+(β−g)y′ , (4.86)

identificando cada una de las sumas como funciones generadoras,

Gt+2(α, β) = c1(−β)Gt+1(α + β, 0) + c2(−β)Gt+1(α + g, β − g), (4.87)

con c1(−β) = (1−ζ)e−β

(1−ζe−β)
, c2(−β) = − 1−ζ

ζ(1−ζe−β)
+ 1−ξζ

ζ(1−ζξe−β)
.
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Tercer función generadora Gt+3

Partiendo de la definición:

Gt+3(α, β) =
∑
x,y

pt+3(x, y)e
αx+βy =

∑
x′,y′

pt+2(x
′, y′)

∑
x,y

k3e
αx+βy, (4.88)

sustituyendo k3 por su expresión en (4.61c) y reacomodando las sumas,

Gt+3 =
′∑
p′
∑
y

eβyδy,y′

{
(1− µ)eαx

′
+ µ(1− γ)

∑
x>x′

γx′−x−1eαx

}
, (4.89)

simplificando,

Gt+3 =
′∑
p′eβy

′

{
(1− µ)eαx

′
+ µ(1− γ)

∞∑
x=x′+1

γx′−x−1eαx

}
, (4.90)

haciendo el cambio de variable u = x− x′ − 1,

Gt+3 =
′∑
p′eβy

′

{
(1− µ)eαx

′
+ µ(1− γ)eα(x

′+1)

∞∑
u=0

(γeα)u
}
, (4.91)

notando que la suma sobre u corresponde a una suma geométrica,

Gt+3 =
′∑
p′eαx

′+βy′
{
(1− µ) +

µ(1− γ)eα

1− γeα

}
, (4.92)

finalmente reescribiendo la suma sobre x′ y y′ como una función generadora, llegamos
a,

Gt+3(α, β) = Gt+2(α, β)

{
(1− µ) +

µ(1− γ)eα

1− γeα

}
. (4.93)

Cuarta función generadora Gt+4

Por definición:

Gt+4(α, β) =
∑
x,y

pt+4(x, y)e
αx+βy =

∑
x′,y′

p′
∑
x,y

k4e
αx+βy, (4.94)

sustituyendo k4 por su expresión en (4.61d), tenemos,

Gt+4 =
′∑
p′eβy

′

{
(1− ζ)

x′−1∑
x=y′+1

ζx−y′−1eαx + (1− ξζ)
∞∑

x=x′

ζx−y′−1ξx−x′
eαx

}
, (4.95)
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cambiando los ı́ndices de las sumas por n = x− y′ − 1 en la primer suma y n = x− x′

en la segunda, llegamos a,

Gt+4 =
′∑
p′eβy

′

{
(1− ζ)eα(y

′+1)

x′−y′−2∑
n=0

(ζeα)n + (1− ξζ)ζx
′−y′−1eαx

′
∞∑
n=0

(ζξeα)n
}
,

(4.96)
ahora notamos que las sumas corresponden a sumas geométricas y por lo tanto,

Gt+4 =
′∑
p′eβy

′
{
(1− ζ)eα(y

′+1)1− (ζeα)x
′−y′−1

1− ζeα
+ (1− ξζ)ζx

′−y′−1eαx
′ 1

1− ζξeα

}
,

(4.97)
reagrupando,

Gt+4 =
′∑
p′eβy

′
{
(1− ζ)eα

(1− ζeα)
eαy

′
+

(
− 1− ζ

ζ(1− ζeα)
+

1− ξζ

ζ(1− ζξeα)

)
eαx

′
ζx

′−y′
}
, (4.98)

haciendo c1(α) =
(1−ζ)eα

(1−ζeα)
, c2(α) = − 1−ζ

ζ(1−ζeα)
+ 1−ξζ

ζ(1−ζξeα)
, tenemos,

Gt+4 =
′∑
p′eβy

′
{
c1e

αy′ + c2ζ
x′−y′eαx

′
}
, (4.99)

haciendo g = ln(ζ) → ζ = eg y h = ln(ξ) → ξ = eh,

Gt+4 =
′∑
p′eβy

′
{
c1e

αy′ + c2e
αx′

eg(x
′−y′)

}
, (4.100)

separando las sumas,

Gt+4 = c1

′∑
p′e(α+β)y′ + c2

′∑
p′e(α+g)x′+(β−g)y′ , (4.101)

identificando cada una de las sumas como funciones generadoras,

Gt+4(α, β) = c1Gt+3(0, α+ β) + c2Gt+3(α + g, β − g), (4.102)

con c1(α) =
(1−ζ)eα

(1−ζeα)
, c2(α) = − 1−ζ

ζ(1−ζeα)
+ 1−ξζ

ζ(1−ζξeα)
.

En resumen

Gt+1(α, β) = c3(−β)Gt(α, β), (4.103)

Gt+2(α, β) = c1(−β)Gt+1(α + β, 0) + c2(−β)Gt+1(α + g, β − g), (4.104)

Gt+3(α, β) = c3(α)Gt+2(α, β), (4.105)

Gt+4(α, β) = c1(α)Gt+3(0, α+ β) + c2(α)Gt+3(α + g, β − g), (4.106)

(4.107)
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con:

c1(α) =
(1− ζ)eα

(1− ζeα)
, (4.108)

c2(α) =
(1− ξ)(1− eα)

ζ(1− ζeα)(1− ζξeα)
, (4.109)

c3(α) = (1− µ) +
µ(1− γ)eα

1− γeα
. (4.110)

4.1.3. Primeros momentos

En términos de las funciones generadoras, los momentos de una distribución están
dados por:

Mn =
dnG

dαn
(α)

∣∣∣∣
α=0

. (4.111)

En nuestro caso, los primeros momentos de la distribución conjunta de los precios de
compra y venta denotada por pt(x, y) ≡ P(a(t) = x, b(t) = y) están dados por:

ut =
∂

∂α
Gt(α, β)

∣∣∣∣
α,β=0

, (4.112)

y

vt =
∂

∂β
Gt(α, β)

∣∣∣∣
α,β=0

, (4.113)

los cuales corresponden a los valores esperados ⟨a(t)⟩ y ⟨b(t)⟩ respectivamente. Utilizan-
do las funciones generadoras obtenidas en la Subsección 4.1.2 calcularemos los primeros
momentos de la distribución. La Tabla 4.1 resume los valores más usados durante el
desarrollo de los primeros momentos.

c1(0) = 1 c2(0) = 0 c3(0) = 1

c′1(0) =
1

1−ζ
c′2(0) =

ξ−1
ζ(1−ζ)(1−ζξ)

c′3(0) =
µ

1−γ

Tabla 4.1: Funciones y primeras derivadas de c1, c2 y c3 evaluadas en 0.

Primeros momentos de Gt+1(α, β)

Partiendo de la definición:

ut+1 =
∂

∂α
Gt+1(α, β)

∣∣∣∣
α,β=0

, (4.114)
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sustituyendo G1 por su valor en (4.103),

ut+1 = c3(−β) ∂
∂α
Gt(α, β)

∣∣∣∣∣∣
α,β=0

, (4.115)

evaluando
ut+1 = ut. (4.116)

Partiendo de la definición:

vt+1 =
∂

∂β
Gt+1(α, β)

∣∣∣∣
α,β=0

, (4.117)

sustituyendo (4.103),

vt+1 =
∂

∂β
c3(−β)Gt(α, β)

∣∣∣∣
α,β=0

, (4.118)

evaluando,

vt+1 = vt −
µ

(1− γ)
Gt(0, 0), (4.119)

por definición Gt(0, 0) = 1, por lo tanto,

vt+1 = vt −
µ

(1− γ)
. (4.120)

Primeros momentos de Gt+2(α, β)

Por definición:

ut+2 =
∂Gt+2

∂α
,

sustituyendo G2 por su valor en (4.104) tenemos que,

ut+2 =
∂Gt+2

∂α

∣∣∣∣
α,β=0

=
∂

∂α
c1(−β)Gt+1(α + β, 0)

∣∣∣∣
α,β=0

+
∂

∂α
c2(−β)Gt+1(α + g, β − g)

∣∣∣∣
α,β=0

,

evaluando,
ut+2 = ut+1. (4.121)

Por definición:

vt+2 =
∂Gt+2

∂β
,

sustituyendo G2 por su valor en (4.104) tenemos,

vt+2 =
∂Gt+2

∂β

∣∣∣∣
α,β=0

=
∂

∂β
c1(−β)Gt+1(α + β, 0)

∣∣∣∣
α,β=0

+
∂

∂β
c2(−β)Gt+1(α + g, β − g)

∣∣∣∣
α,β=0

,

evaluando la derivada,

vt+2 = ut+1 −
1

1− ζ
+

1− ξ

ζ(1− ξζ)(1− ζ)
Gt+1(g,−g). (4.122)
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Primeros momentos de Gt+3(α, β)

Partiendo de la definición:

ut+3 =
∂

∂α
Gt+3(α, β)

∣∣∣∣
α,β=0

, (4.123)

sustituyendo G3 por su valor en (4.105),

ut+3 =
∂

∂α
c3(α)Gt+2(α, β)

∣∣∣∣
α,β=0

, (4.124)

aplicando reglas de derivación y evaluando,

ut+3 = ut+2 +
µ

(1− γ)
Gt+2(0, 0), (4.125)

por definición Gt(0, 0) = 1, por lo tanto,

ut+3 = ut+2 +
µ

(1− γ)
. (4.126)

Partiendo de la definición:

vt+3 =
∂

∂β
Gt+3(α, β)

∣∣∣∣
α,β=0

, (4.127)

sustituyendo G3 por su valor en (4.105),

vt+3 =
∂

∂β
c3(α)Gt+2(α, β)

∣∣∣∣
α,β=0

, (4.128)

aplicando reglas de derivación y evaluando,

vt+3 = vt+2. (4.129)

Primeros momentos de Gt+4(α, β)

Partiendo de la definición:

ut+4 =
∂Gt+4

∂α

∣∣∣∣
α,β=0

,

sustituyendo G4 por su valor en (4.103) tenemos,

ut+4 =
∂Gt+4

∂α

∣∣∣∣
α,β=0

=
∂

∂α
c1(α)Gt+3(0, α+ β)

∣∣∣∣
α,β=0

+
∂

∂α
c2(α)Gt+3(α + g, β − g)

∣∣∣∣
α,β=0

(4.130)
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evaluando,

ut+4 = vt+3 +
1

1− ζ
− 1− ξ

ζ(1− ξζ)(1− ζ)
Gt+3(g,−g). (4.131)

Partiendo de la definición:

vt+4 =
∂Gt+4

∂β
,

sustituyendo G4 por su valor en (4.106) tenemos,

vt+4 =
∂Gt+4

∂β

∣∣∣∣
α,β=0

=
∂

∂β
c1(α)Gt+3(0, α+ β)

∣∣∣∣
α,β=0

+
∂

∂β
c2(α)Gt+3(α + g, β − g)

∣∣∣∣
α,β=0

,

evaluando,

vt+4 = vt+3. (4.132)

Resumen de la dinámica de los primeros momentos

Las relaciones de recurrencia para los primeros momentos del sistema son:

ut+1 = ut, (4.133a)

vt+1 = vt −
µ

1− γ
, (4.133b)

ut+2 = ut+1, (4.133c)

vt+2 = ut+1 −
1

1− ζ
+Gt+1(g,−g)

(
1− ξ

ζ(1− ξζ)(1− ζ)

)
, (4.133d)

ut+3 = ut+2 +
µ

1− γ
, (4.133e)

vt+3 = v2, (4.133f)

ut+4 = vt+3 +
1

1− ζ
−Gt+3(g,−g)

(
1− ξ

ζ(1− ξζ)(1− ζ)

)
, (4.133g)

vt+4 = vt+3, (4.133h)

Dado que las relaciones de recurrencia obtenidas resultaron más complejas de lo
esperado y que por śı solas no son capaces de describir el comportamiento de los precios
o los rendimientos, se optó por complementar el estudio del modelo con un análisis
numérico.
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4.2. Simulación de control

Utilizando las ecuaciones de movimiento propuestas en el Caṕıtulo 3 realizamos
simulaciones de control para comparar los resultados obtenidos del modelo con los
hechos reportados en la literatura.

Partiendo de las condiciones:

Intervalo de precios que se está considerando es [0, 5000].

Condiciones iniciales son a0 = 2510 y b0 = 2500

A0
p =

{
100, p ≥ a(t),
0, p < a(t),

B0
p =

{
100, p ≤ b(t),
0, p > b(t).

(4.134)

Entrada de órdenes ĺımite

I t ∼ Ber(0.8), J t ∼ Ber(0.8). (4.135)

Cancelación de órdenes ĺımite

Ct
p ∼ Binom(At

p, 0.01), Dt
p ∼ Binom(Bt

p, 0.01). (4.136)

Órdenes a mercado

Np ∼ Binom(20, 0.01), Mp ∼ Binom(20, 0.01). (4.137)

Se obtuvo una serie de tiempo de 5 × 107 datos que representa el precio medio o mid
price de un bien. Esta serie de tiempo se ilustra en la gráfica de la Figura 4.12 y es la
que se utilizó para los cálculos de esta sección.

Figura 4.12: Precio medio en función del tiempo, de la simulación de control.
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4.2.1. Rendimientos

Para el análisis de los datos calculamos los rendimientos logaŕıtmicos dados por

rt(k) = ln

(
Pt

Pt−k

)
=

k−1∑
j=0

rt−j. (4.138)

con el periodo k dado en pasos de simulación. Las Figuras 4.13a y 4.13b muestran los
rendimientos de periodo k = 10 y k = 490 respectivamente, mientras que las gráficas
de las Figuras 4.14a y 4.14b muestran el fenómeno de normalidad agregada, pues las
distribuciones se asemejan a distribuciones gaussianas al aumentar el periodo.

(a) (b)

Figura 4.13: Series de tiempo de los rendimientos logaŕıtmicos de la simulación de control. La gráfica
a) muestra la serie de tiempo para los rendimientos logaŕıtmicos de periodo 10. La gráfica b) muestra
la serie de tiempo para los rendimientos logaŕıtmicos de periodo 490.
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(a) (b)

Figura 4.14: Distribuciones de los rendimientos logaŕıtmicos de la simulación de control. La gráfica
a) muestra la distribución para los rendimientos logaŕıtmicos de periodo 10. La gráfica b) muestra
muestra la distribución para los rendimientos logaŕıtmicos de periodo 490.

El modelo logró reproducir cualitativamente la ausencia de autocorrelación y el
agrupamiento de volatilidad, como se muestra en la gráfica de la Figura 4.15 la función
de autocorrelación tiene valores cercanos a cero, salvo por una autocorrelación negativa
durante los primeros desfases, (fenómeno atribuido a al bid-ask bounce). Mientras que
podemos apreciar que la autocorrelación de los rendimientos absolutos se mantiene
positiva.

Figura 4.15: Autocorrelaciones de los rendimientos logaŕıtimicos de periodo 200. La ĺınea segmentada
representa la autocorelación de los rendimientos. La ĺınea con puntos representa la autocorrelación de
lo rendimientos absolutos.
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4.2.2. Irreversibilidad

Para el análisis de irreversibilidad, se aleatorizó la serie de datos obtenida de la
simulación, con la finalidad de perder toda posible estructura en la serie, dando cómo
resultado una serie en principio reversible. Se comparó el resultado obtenido al calcular
los indicadores de ambas series, la original y la aleatorizada.

Como primer indicador de irreversibilidad, aproximamos la tasa de producción de
entroṕıa como la divergencia Kullback-Leibler entre trayectorias de longitud L extráıdas
de las series de tiempo de los rendimientos. Como se ilustra en la Figura 4.16, para este
procedimiento dividimos los rendimientos en 3 categoŕıas dependiendo de su valor.
Asignamos el valor 0 a aquellos rendimientos r : r ≤ µ − ασ, el valor 1 a r : r ∈
(µ−α, µ+α) y finalmente asignamos el valor 2 a aquellos rendimientos r : r ≤ µ+ασ,
en donde α es un parámetro que nos permite tener poblaciones similares en las tres
categoŕıas.

Figura 4.16: Esquema del procedimiento utilizado para categorizar los rendimientos logaŕıtmicos.
Asignamos el valor 0 a aquellos rendimientos r : r ≤ µ − ασ, el valor 1 a r : r ∈ (µ − α, µ + α) y
finalmente asignamos el valor 2 a aquellos rendimientos r : r ≤ µ + ασ, en donde α es un parámetro
que nos permite tener poblaciones similares en las tres categoŕıas.

Este primer indicador sugiere que el modelo es reversible, pues como se muestra en la
Figura 4.17 tanto la serie original como la aleatorizada tienen el mismo comportamiento.
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Figura 4.17: Divergencia Kullback-Leibler para la distribución de probabilidades de trayectorias de
longitud L en sentido directo e inverso. La ĺınea anaranjada muestra el resultado obtenido con los datos,
mientras que la ĺınea azul muestra el resultado obtenido al aleatorizar los datos antes del análisis.

Finalmente, se calculó el indicador de irreversibilidad de patrones de tendencia (IT).
La Figura 4.18 muestra el resultado de calcular el indicador de irreversibilidad de pa-
trones de tendencia en función del periodo de los rendimientos, utilizando muestras de
tamaño 105 extráıdas de la misma serie de datos.

Figura 4.18: Índice de irreversibilidad de patrones de tendencia. La gráfica muestra el IT en función
del periodo de los rendimientos logaŕıtmicos.
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4.3. Simulación tipo Markov

Siguiendo con en análisis, se modelaron las órdenes a mercado basándose en una
cadena de Markov como la mencionada en la Subsección 3.3.3 y que se muestra en la
Figura 4.19, en donde el número que representa al estado indica el número de órdenes a
ejecutar. Recordemos que la distribución generada por esta cadena la denotamos como
Markov(N, q)

Figura 4.19: Esquema de una cadena de Markov en anillo de N estados.

4.3.1. Órdenes a mercado tipo Markov reversibles

Los resultados de esta sección son a partir de las siguientes condiciones:

Intervalo de precios que se está considerando es [0, 5000].

Condiciones iniciales son a0 = 2510 y b0 = 2500

A0
p =

{
100, p ≥ a(t),
0, p < a(t),

B0
p =

{
100, p ≤ b(t),
0, p > b(t).

(4.139)

Entrada de órdenes ĺımite

I t ∼ Ber(0.8), J t ∼ Ber(0.8). (4.140)

Cancelación de órdenes ĺımite

Ct
p ∼ Binom(At

p, 0.01), Dt
p ∼ Binom(Bt

p, 0.01). (4.141)

Órdenes a mercado

Np ∼ Markov(10, 0.5), Mp ∼ Markov(10, 0.5). (4.142)
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Se obtuvo la serie de tiempo ilustrada en la gráfica de la Figura 4.20, la cual representa
el precio medio o mid price y es la que se utilizó para los cálculos de esta sección.

Figura 4.20: Precio medio en función del tiempo, de la simulación con órdenes a mercado modeladas
a partir de una cadena de Markov reversible.

Hechos estilizados

Para el análisis de los datos empezamos por verificar el cumplimiento de los hechos
estilizados reportados. En la gráfica de la Figura 4.22 podemos notar una atenuación en
el agrupamiento de volatilidad, pues la autocorrelación de los rendimientos absolutos
se asemeja mucho a la autocorrelación de los rendimientos.
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(a) (b)

Figura 4.21: Distribución de los rendimientos logaŕıtmicos de la simulación con órdenes a mercado
basadas en una cadena de Markov reversible. La gráfica a) muestra la distribución de los rendimientos
logaŕıtmicos con periodo 20. La gráfica b) muestra la distribución de los rendimientos logaŕıtmicos con
periodo 300.

Figura 4.22: Autocorrelaciones de los rendimientos logaŕıtimicos de periodo 300. La ĺınea segmentada
representa la autocorelación de los rendimientos. La ĺınea con puntos representa la autocorrelación de
lo rendimientos absolutos.

Irreversibilidad

Siguiendo el procedimiento descrito en la sección anterior, aproximamos la entroṕıa
relativa y calculamos el indicador de patrones de tendencia como indicadores de la
irreversibilidad del sistema
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Figura 4.23: Divergencia Kullback-Leibler para la distribución de probabilidades de trayectorias de
longitud L en sentido directo e inverso, de la simulación con órdenes a mercado basadas en una cadena
de Markov reversible. La ĺınea anaranjada muestra el resultado obtenido con los datos, mientras que
la ĺınea azul muestra el resultado obtenido al aleatorizar los datos antes del análisis.

Figura 4.24: Índice de irreversibilidad de patrones de tendencia, de la simulación con órdenes a
mercado basadas en una cadena de Markov reversible. La gráfica muestra el IT en función del periodo
de los rendimientos logaŕıtmicos.
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4.3.2. Órdenes a mercado tipo Markov irreversibles

Los resultados de esta sección son a partir de las siguientes condiciones:

Intervalo de precios que se está considerando es [0, 5000].

Condiciones iniciales son a0 = 2510 y b0 = 2500

A0
p =

{
100, p ≥ a(t),
0, p < a(t),

B0
p =

{
100, p ≤ b(t),
0, p > b(t).

(4.143)

Entrada de órdenes ĺımite

I t ∼ Ber(0.8), J t ∼ Ber(0.8). (4.144)

Cancelación de órdenes ĺımite

Ct
p ∼ Binom(At

p, 0.01), Dt
p ∼ Binom(Bt

p, 0.01). (4.145)

Órdenes a mercado

Np ∼ Markov(10, 0.25), Mp ∼ Markov(10, 0.25). (4.146)

Se obtuvo la serie de tiempo ilustrada en la gráfica de la Figura 4.25, la cual representa
el precio medio o mid price y es la que se utilizó para los cálculos de esta sección.

Figura 4.25: Precio medio en función del tiempo, de la simulación con órdenes a mercado modeladas
a partir de una cadena de Markov irreversible.
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Hechos estilizados

Para el análisis de los datos empezamos por verificar el cumplimiento de los hechos
estilizados reportados

(a) (b)

Figura 4.26: Distribución de los rendimientos logaŕıtmicos de la simulación con órdenes a mercado
basadas en una cadena de Markov irreversible. La gráfica a) muestra la distribución de los rendimientos
logaŕıtmicos con periodo 10. La gráfica b) muestra la distribución de los rendimientos logaŕıtmicos con
periodo 490.

Figura 4.27: Autocorrelaciones de los rendimientos logaŕıtimicos de periodo 300. La ĺınea segmentada
representa la autocorelación de los rendimientos. La ĺınea con puntos representa la autocorrelación de
lo rendimientos absolutos.
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Irreversibilidad

Siguiendo el procedimiento descrito en la sección anterior, aproximamos la entroṕıa
relativa y calculamos el indicador de patrones de tendencia como indicadores de la
irreversibilidad del sistema

Figura 4.28: Divergencia Kullback-Leibler para la distribución de probabilidades de trayectorias de
longitud L en sentido directo e inverso, de la simulación con órdenes a mercado basadas en una cadena
de Markov irreversible. La ĺınea anaranjada muestra el resultado obtenido con los datos, mientras que
la ĺınea azul muestra el resultado obtenido al aleatorizar los datos antes del análisis.

Figura 4.29: Índice de irreversibilidad de patrones de tendencia, de la simulación con órdenes a
mercado basadas en una cadena de Markov reversible. La gráfica muestra el IT en función del periodo
de los rendimientos logaŕıtmicos.
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4.4. Análisis de series reales

Para contrastar los resultados obtenidos con el modelo se realizó el mismo análisis
con datos de criptomonedas obtenidos de la página https://www.cryptodatadownload.
com. Se analizaron los registros obtenidos minuto a minuto de las criptomonedas Bitcoin
(BTC) y Ethereum (ETC) provenientes del exchange Bitstamp. El análisis abarcó los
registros de los años 2012 a 2022 para el BTC y de 2017 a 2022 para ETC.

Los resultados mostrados en esta sección corresponden al total de los datos recabados
de ambas criptomonedas. Las gráficas de las Figuras 4.30a y 4.30b muestran los precios
de apertura en dólares estadounidenses (USD) como función del tiempo en minutos de
ambas criptomonedas. Adicionalmente en la Subsección 4.4 se realizaron estimaciones
de irreversibilidad para los volúmenes comerciados.

(a) BTC (b) ETH

Figura 4.30: Series de tiempo de los precios de apertura registrados minuto a minuto por el exchange
Bitstamp. La gráfica a) muestra el precio de apertura en dólares estadounidenses (USD), de la cripto-
moneda BTC. La gráfica b) muestra el precio de apertura en USD, de la criptomoneda ETH.

Rendimientos

Para el análisis se calcularon los rendimientos logaŕıtmicos de periodo k = 1 minuto,
como se muestra en las Figuras 4.31a-4.31b, y con ellos se calcularon las funciones de
autocorrelación cómo se muestra en las Figuras 4.32a y 4.32b, con las que verificamos
la ausencia de autocorrelación en los rendimientos y el agrupamiento de volatilidad.

https://www.cryptodatadownload.com
https://www.cryptodatadownload.com
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(a) BTC (b) ETH

Figura 4.31: Series de tiempo de los rendimientos logaŕıtmicos de periodo 1 minuto, calculados con
los datos extráıdos del exchange Bitstamp. La gráfica a) muestra los rendimientos de la criptomoneda
BTC. La gráfica b) muestra los rendimientos de la criptomoneda ETH.

(a) BTC (b) ETH

Figura 4.32: Funciones de autocorrelación de los rendimientos logaŕıtmicos de periodo 1 minuto, cal-
culados a partir de la información extráıda del exchange Bitstamp. La gráfica a) muestra las funciones
de autocorrelacion para BTC, mientras que la gráfica b) muestra las autocorrelación para ETH.

Irreversibilidad

Siguiendo el procedimiento descrito en la Subsección 4.2.2 calculamos la divergencia
Kullback-Leibler para trayectorias de longitud L extráıdas de las series de tiempo de
los rendimientos, como se muestra en las gráficas de las Figuras 4.33a y 4.33b.
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(a) BTC (b) ETH

Figura 4.33: Divergencia Kullback-Leibler para la distribución de probabilidades de trayectorias de
longitud L en sentido directo e inverso, de los rendimientos logaŕıtmicos de periodo 1 minuto, calculados
a partir de la información extráıda del exchange Bitstamp. La ĺınea anaranjada muestra el resultado
obtenido con los datos, mientras que la ĺınea azul muestra el resultado obtenido al aleatorizar los datos
antes del análisis. La gráfica a) muestra los resultados obtenidos para la criptomoneda BTC. La gráfica
b) muestra los resultados obtenidos para la criptomoneda ETH.

Calculamos el ı́ndice de irreversibilidad de patrones de tendencia para ambas crip-
tomonedas, variando el periodo de los rendimientos como se muestra en las Figuras
4.34a y 4.35a, en donde podemos notar una pérdida de la irreversibilidad al aumentar
el periodo, para ambas criptomonedas. También calculamos el IT tomando una venta-
na de 90 d́ıas para después deslizarla a lo largo de todos los rendimientos de periodo 1
minuto, como se muestra en las Figuras 4.34b y 4.38b.
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(a) (b)

Figura 4.34: Índice de irreversibilidad de patrones de tendencia para la criptomoneda BTC. La
gráfica a) muestra una perdida de la irreversibilidad al aumentar el periodo de los rendimientos. La
gráfica b) muestra el resultado de calcular el IT para diferentes ventanas de 90 d́ıas.

(a) ETH (b) ETH

Figura 4.35: Índice de irreversibilidad de patrones de tendencia para la criptomoneda ETH. La
gráfica a) muestra una perdida de la irreversibilidad al aumentar el periodo de los rendimientos. La
gráfica b) muestra el resultado de calcular el IT para diferentes ventanas de 90 d́ıas.

Irreversibilidad en volúmenes

Para las estimaciones de irreversibilidad de esta subsección se utilizaron los volúme-
nes en dólares estadounidenses (USD), es decir, la cantidad de dólares invertidos en
estas criptomonedas registro a registro, como se muestra en las Figuras 4.36a y 4.36b
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(a) BTC (b) ETH

Figura 4.36: Volúmenes en USD registrados minuto a minuto por el exchange Bitstamp. La gráfica
a) muestra los volúmenes del BTC. La gráfica b) muestra los volúmenes del ETH.

Las técnicas utilizadas fueron: La divergencia Kullback-Leibler para trayectorias
de longitud L como se muestra en las Figuras 4.37a y 4.37b y la ı́ndice de patrones
de tendencia, calculado tomando una ventana de 90 d́ıas y deslizandola a lo largo de
todos los registros. Ambos indicadores sugieren la existencia de irreversibilidad en estas
criptomonedas.

(a) BTC (b) ETH

Figura 4.37: Divergencia Kullback-Leibler para trayectorias de longitud L extráıdas de los volúmenes.
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(a) BTC (b) ETH

Figura 4.38: Índice de irreversibilidad de patrones de tendencia aplicado a los volúmenes.
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Caṕıtulo 5

Conclusiones

En el presente trabajo se propuso un modelo estocástico para el estudio de la dinámi-
ca de los libros de órdenes de doble subasta. En el modelo propuesto se han incluido
algunas de las caracteŕısticas básicas de los libros de órdenes reales. Espećıficamente:
arribo de órdenes ĺımite, cancelación de órdenes ĺımite y arribo de órdenes a mercado.

La simplificación de estas caracteŕısticas básicas junto a la teoŕıa de cadenas de
Markov estacionarias, nos permitió reducir la complejidad de nuestro análisis. Al centrar
el análisis sobre la distribución conjunta de los precios de compra y venta, pasamos
de un sistema de N dimensiones a uno de 2. Utilizando la técnica de las funciones
generadoras de momentos dedujimos un conjunto de ecuaciones de recurrencia para el
primer momento de los precios de compra y venta

Para complementar el análisis se realizaron simulaciones numéricas. Estas simula-
ciones ayudaron a comprobar la capacidad del modelo para reproducir las propiedades
estad́ısticas más reportadas en series de tiempo reales, es decir, los hechos estilizados. A
través de la simulación pudimos notar que bajo ciertos parámetros el modelo reproduce
adecuadamente algunos de los hechos estilizados mas reportados en la literatura. Por
ejemplo, la ausencia de autocorrelación, la agrupación de volatilidad, la distribución de
cola larga para los rendimientos y la agregación de normalidad.

Durante el análisis de los datos provenientes de la simulación, pudimos notar que
para reproducir los hechos estilizados es importante una alta variabilidad en los ren-
dimientos. Dentro de la simulación pudimos lograr esto al aumentar el volumen de las
órdenes a mercado, o aumentando el periodo de los rendimientos. Sin embargo, duplicar
el periodo de los rendimientos, duplica el tiempo de ejecución, por lo que se optó por
aumentar el volumen de las órdenes a mercado. Con los parámetro utilizados pudimos
notar que el agrupamiento de volatilidad se reproduce débilmente en periodos a partir
de ∼ 200 pasos de simulación, mientras que con el mismo periodo podemos apreciar
más fácilmente propiedades como la cola larga en las distribuciones y la normalidad
agregada.

Para contrastar el análisis hecho sobre el modelo analizamos estad́ısticamente series
de tiempo reales. Espećıficamente estudiamos los precios y volúmenes de las criptomo-
nedas BTC y ETH con registros de periodo 1 minuto. Nos centramos particularmente
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en el análisis de la irreversibilidad de los rendimientos y volúmenes de dichas cripto-
monedas. Para el análisis de la irreversibilidad usamos dos indicadores, el ı́ndice de
patrones de tendencia y la divergencia kullback-Leibler para trayectorias.

El análisis de datos reales mediante el indicador de patrones de tendencia sugiere
que la irreversibilidad en las series de tiempo de los rendimientos se pierde al aumentar
el periodo. Mientras que a periodo constante pudimos observar una irreversibilidad
persistente. Los datos obtenidos de la simulación sugieren que el modelo es capaz de
reproducir cualitativamente esta perdida de irreversibilidad.

La divergencia Kullback-Leibler para trayectorias simbólicas sugiere irreversibilidad
en datos reales, mientras que en la simulación no es del todo claro.

Respecto a los volúmenes, ambos indicadores sugieren irreversibilidad de las series
de tiempo de ambas criptomonedas.

Finalmente, como una posible continuación de este trabajo, se podŕıa tratar de
resolver las relaciones de recurrencia de los primeros momentos, también se podŕıan
cambiar las distribuciones usada en la simulación por unas más realistas o bien se
podŕıa estudiar la amplitud de las tendencias de subida y bajada.
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