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Resumen

Una forma de estudiar la naturaleza es fragmentándola en subsistemas. Posteriormente se

realizan experimentos y la información obtenida se recopila en secuencias de datos llamadas

series de tiempo. A partir de estas series de tiempo se busca identificar qué tipo de dinámica

presenta el sistema. Entre las opciones se encuentran dinámicas deterministas o estocásticas.

En caso que el sistema sea determinista entonces puede que su dinámica sea lineal, no lineal,

periódica, cuasiperiódica o caótica. También existen sistemas que se encuentran en un régimen

de criticalidad. Conocer en qué tipo de régimen dinámico se encuentra un sistema es funda-

mental para entender su funcionamiento y, cuando es posible, realizar predicciones.

El problema es que detectar signos de determinismo con un nivel de significancia bien estableci-

do a partir de series de datos emṕıricos es altamente complicado. Esto dificulta poder distinguir

entre comportamientos caóticos y estocásticos. De igual manera, identificar comportamientos

no lineales en datos emṕıricos no es sencillo. Generalmente, estas dificultades se deben a que

en los experimentos reales no se conocen las ecuaciones dinámicas del sistema, ni tampoco

la dimensión de su espacio de estados. Existen métodos que permiten la reconstrucción del

espacio de estados pero solamente son aplicables a series de tiempo que sean deterministas,

estacionarias, con bajos niveles de ruido y de baja dimensión. Estas propiedades muy rara vez

las cumplen los datos emṕıricos. Además, durante el proceso de reconstrucción del espacio de

estados se requiere del ajuste artesanal de varios parámetros, lo cual puede llevar fácilmente a

errores.

En esta tesis se presenta un nuevo ı́ndice estad́ıstico J basado en las fases de Fourier que permi-

te identificar comportamientos deterministas con un nivel de significancia bien establecido, lo

cual permite establecer una definición de qué es ruido. Además, este ı́ndice J detecta las carac-

teŕısticas no lineales de las series de tiempo, es resistente al ruido y proporciona una resolución

de tiempo-frecuencia mediante un enfoque de doble ventana de ejecución. También es sensible

al grado de irregularidad presente en la dinámica del sistema, esto implica que potencialmente

podŕıa distinguir entre dinámicas regulares y caóticas.

Para mostrar la utilidad del ı́ndice J se aplica a modelos dinámicos teóricos y a registros prove-

nientes de sistemas reales. Como modelos teóricos se estudian los mapeos loǵıstico y de Hénon,

aśı como los modelos continuos de osciladores tipo Rössler, Lorenz y de van der Pol. En el caso

de sistemas reales se trabaja con datos provenientes de registros intracraneales de un pacien-
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iv Resumen

te con epilepsia, registros de fluctuaciones de densidad en un paleolago ubicado en Tlaxcala,

México y registros de paleoclima provenientes de Antártida y Groenlandia.

También se presenta un nuevo método basado en las fases de Fourier para detectar puntos

cŕıticos a partir de información espacial contenida en una imagen asociada a un estado dinámico.

Este método se aplica en simulaciones de modelos de percolación en dos dimensiones.
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2.1. Desarrollo histórico . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

2.2. Sistemas lineales y no lineales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

2.3. Análisis de series de tiempo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

2.3.1. Reconstrucción del espacio de estados . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

2.3.2. Análisis del atractor . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

2.3.3. Exponentes de Lyapunov . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

2.3.4. Datos sustitutos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

3. Fases de Fourier 21

3.1. Transformada de Fourier . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
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6.1.2. Análisis de las imágenes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73

7. Conclusiones 77

Bibliograf́ıa 81
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Caṕıtulo 1

Introducción

Actualmente existe un consenso en la comunidad cient́ıfica en cuanto a que muchos de los

sistemas presentes en la naturaleza y sociedad se comportan como sistemas complejos [1, 2, 3].

Algunos ejemplos de estos sistemas son: 1) Cerebro humano [1, 4, 5]: La complejidad de es-

te órgano se puede observar en sus distintos niveles de organización que van desde la acción

individual de sus 1011 células neuronales hasta la estructura de la red neuronal en la que se

estima existen unas 1014 conexiones. 2) Sistema card́ıaco [6, 7]: Debido a las distintas funcio-

nes card́ıacas que realiza (como la señalización de ondas eléctricas, la contracción mecánica y

el flujo sangúıneo) y a sus dinámicas de múltiples escalas (que van desde el comportamiento

celular hasta las cámaras del corazón y el órgano completo), el sistema card́ıaco requiere de un

análisis desde el punto de vista de los sistemas complejos. 3) Clima global [8, 9, 10]: El clima es

el promedio a largo plazo del comportamiento dinámico del sistema formado por las complejas

interacciones entre océano-atmósfera-Tierra [11]. 4) Mercados financieros [12, 13, 14]: Son uno

de los sistemas más complejos que existen debido a que es muy complicado estimar el número

de factores que intervienen en los mercados, el impacto que tienen y la forma en que están

interrelacionados.

A pesar de la gran importancia que tienen los sistemas complejos, no existe una única definición

sobre qué es un sistema complejo. En la literatura se pueden encontrar diversas definiciones

que son válidas dependiendo el problema que se esté estudiando [15, 16, 17, 18]. Aún aśı, la

mayoŕıa de definiciones concuerdan en que los sistemas complejos deben tener un conjunto de

caracteŕısticas esenciales. Por ejemplo: un gran número de unidades dinámicas que interactúan

entre si, multiples niveles de organización, variabilidad y adaptabilidad, invarianza de escala,

retroalimentación, comportamientos emergentes y la no linealidad [19].

Por si sola, la no linealidad no es una condición necesaria ni suficiente para tener un sistema

complejo. Existen sistemas complejos que son lineales [20], y también existen sistemas no li-

neales que no son complejos [15]. Aún aśı, se observa que muchos sistemas complejos poseen

algún tipo de no linealidad [15]. El caos también está relacionado con la complejidad, aunque

no todos los sistemas complejos son caóticos ni viceversa [22]. En la teoŕıa clásica de los siste-

mas dinámicos se considera que la no linealidad es una propiedad necesaria, pero no suficiente,
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4 INTRODUCCION

para la existencia de dinámicas caóticas [3]. Otras propiedades necesarias para el caos son la

dependencia a condiciones iniciales y el determinismo [21]. Entonces, para el estudio de siste-

mas que existen en el mundo real es sumamente importante tener la capacidad de identificar

y analizar correctamente los signos de determinismo y no linealidad presentes en sus series de

datos. Resolver estas cuestiones es el punto central de este trabajo.

Al trabajar con datos emṕıricos que provienen de sistemas reales, identificar si estos contienen

algún indicador de comportamiento determinista con un nivel de significancia bien establecido

es una tarea para nada sencilla [23, 24]. Y esto es un punto crucial para poder distinguir entre

una dinámica caótica y una estocástica. Tampoco es fácil identificar cuáles son los componentes

no lineales de la dinámica que se está analizando [29]. Estas dificultades se deben principal-

mente a que las caracteŕısticas no lineales y deterministas, al igual que toda la información

dinámica del sistema, se manifiestan en el espacio de estados que por lo general no es accesible

de manera directa. Es más, en muchas situaciones ni siquiera es posible conocer la dimensión

del espacio de estados. Una forma de resolver esta problemática es reconstruir un espacio de

estados topológicamente equivalente al original mediante un procedimiento de embedding que

requiere el ajuste emṕırico de varios parámetros [25, 27]. Además, la correcta reconstrucción del

espacio de estados solamente es posible si los datos son estacionarios, tienen una alta relación de

señal/ruido y se han medido en un sistema de baja dimensión [25], condiciones que raramente se

cumplen en los sistemas del mundo real. Y en los casos en que si es posible la reconstrucción del

espacio de estados, el análisis de la topoloǵıa del atractor reconstruido necesita del ajuste nada

trivial de un conjunto de varios parámetros [25, 27]. Una alternativa es utilizar medidas teóricas

de la información, pero éstas también conllevan sus propias dificultades [29]. Otro problema

es que al trabajar en la modalidad univariante es necesario comparar los resultados con datos

sustitutos, y los datos sustitutos generados por la transformada de Fourier pueden fallar en

representar adecuadamente la hipótesis nula de que el ruido comparte las mismas propiedades

lineales que los datos originales [28, 29].

En este trabajo se propone un nuevo ı́ndice estad́ıstico J basado en la información no lineal

contenida en las fases de Fourier que es fácil de implementar, no involucra el ajuste de paráme-

tros y que no está sujeto a las restricciones presentes en los métodos discutidos anteriormente.

Además, este nuevo ı́ndice permite detectar signos de determinismo con un nivel de significancia

bien establecido, es robusto ante ruido y puede aplicarse a sistemas de alta dimensionalidad.

También es capaz de extraer caracteŕısticas no lineales de las series de tiempo evitando de esta

manera la comparación con datos sustitutos [30]. Esta nueva metodoloǵıa se presenta como una

alternativa para aquellas situaciones en las que no es posible o es muy laborioso realizar una

reconstrucción del espacio de estados.

La criticalidad es otro concepto que está ı́ntimamente relacionado con la complejidad y la no

linealidad. Se considera que los sistemas complejos se encuentran en un punto cŕıtico, el cual

es un punto intermedio entre el orden y el desorden [22, 31]. Las caracteŕısticas que hacen

que un sistema sea complejo son las mismas que se presentan cuando un sistema se acerca al
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punto cŕıtico de una transición de fase de orden-desorden [31]. En el punto cŕıtico todas las

partes del sistema presentan un alto grado de conectividad y surgen nuevas propiedades como

la universalidad, auto similitud, invarianza de escala y leyes de potencia [19, 22, 31]. Por tanto,

es sumamente importante contar con la capacidad de identificar los puntos cŕıticos. Desafortu-

nadamente, encontrar la criticalidad en sistemas reales a partir de sus datos emṕıricos es muy

complicado debido a que por lo general no se conocen las ecuaciones dinámicas del sistema.

Además, en muchos experimentos no es posible variar el parámetro de orden del sistema.

Haciendo uso de las herramientas y conocimientos adquiridos en la elaboración del ı́ndice J ,

en este trabajo también se presenta una nueva metodoloǵıa basada en las fases de Fourier pa-

ra detectar el punto cŕıtico en un modelo de percolación. Lo novedoso del método es que la

detección del punto cŕıtico se realiza analizando únicamente la información espacial contenida

en imágenes procedentes de simulaciones del modelo de percolación. Por tanto, no es necesario

conocer las ecuaciones dinámicas del sistema.

En resumen, en este trabajo se atacan las siguientes problemáticas: 1) Identificar componentes

deterministas con un nivel de significancia bien establecido, 2) Proporcionar una definición de

ruido, 3) Diferenciar caos de ruido y 4) Identificar cuando un sistema opera en un punto cŕıtico

a partir de imágenes.

El trabajo está organizado de la siguiente manera: En el caṕıtulo 2 se presentan los antecedentes

teóricos sobre el análisis no lineal de series de tiempo. También se mencionan las principales

dificultades que conlleva la aplicación de los métodos clásicos de análisis no lineal. Después, en

el caṕıtulo 3 se demuestra que la información no lineal de un sistema se encuentra en las fases de

Fourier y se muestran algunos trabajos previos donde es evidente la importancia de las fases de

Fourier. Posteriormente, en el caṕıtulo 4 se presenta el ı́ndice estad́ıstico J , se muestra a detalle

la forma de calcularlo y se examinan sus caracteŕısticas. El caṕıtulo 5 contiene aplicaciones del

ı́ndice J a modelos teóricos y datos del mundo real. En espećıfico datos provenientes de EEG

y de variaciones de densidad en un paleolago. En el caṕıtulo 6 se presenta un método para

detectar puntos cŕıticos en imágenes que también se basa en las fases de Fourier. Por último, en

el caṕıtulo 7 se hace un resumen de los resultados presentados y se plantean posibles trabajos

para el futuro.
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Caṕıtulo 2

Análisis no lineal de series de tiempo

El análisis no lineal de series de tiempo está basado en un conjunto de ideas, métodos y

técnicas que se utilizan para estudiar y modelar la dinámica de series de tiempo que presentan

caracteŕısticas e interacciones no lineales entre sus componentes. Permite identificar patrones,

tendencias y estructuras no lineales en los datos y puede proporcionar una comprensión más

profunda de la dinámica subyacente en las series de tiempo.

Dentro de la dinámica no lineal se encuentra el estudio de los sistemas dinámicos no lineales,

área que es de suma importancia para el análisis no lineal de series de tiempo. Estas teoŕıas

exploran sistemas dinámicos intrincados y cómo es que pequeñas variaciones en las condiciones

iniciales pueden tener un impacto significativo en la evolución del sistema a largo plazo. En el

análisis no lineal de series de tiempo se busca identificar y comprender estos comportamientos

caóticos o no lineales presentes en los datos.

En este caṕıtulo primero se presenta una breve reseña histórica sobre el desarrollo histórico

del análisis no lineal. Después se realiza una discusión sobre qué es un sistema no lineal y sus

caracteŕısticas. Por último se da un repaso sobre las técnicas y procedimientos convencionales

que se aplican en el análisis no lineal de series de tiempo.

2.1. Desarrollo histórico

Históricamente, el estudio de los sistemas no lineales se remonta al año 1665 con los trabajos

sobre relojes de péndulo y sincronización realizados por Christiann Huygens. En una carta di-

rigida a su padre, Huygens relata que cuando en una viga se colocan dos relojes idénticos y se

permite que sus péndulos oscilen libremente durante unos 30 minutos, se observa que estos se

sincronizan con el mismo periodo y amplitud pero oscilando en direcciones opuestas [33]. Para

explicar este fenómeno Huygens utilizó sofisticados argumentos geométricos que involucraban

términos no lineales [34].

El siguiente gran avance en el campo fue hecho por Henri Poincaré a finales de la década de

7
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1890 [35]. Al trabajar en el problema restringido de los tres cuerpos demostró que no es posible

obtener una solución anaĺıtica al problema debido a la sensibilidad del sistema a las condi-

ciones iniciales. También observó que esta caracteŕıstica provoca la imposibilidad de realizar

predicciones a largo plazo sobre la dinámica del sistema, a pesar de que las ecuaciones que lo

rigen son deterministas. Poco tiempo después, en 1892, Aleksandr Lyapunov propuso en su tesis

doctoral un criterio de estabilidad para sistemas dinámicos [36]. Este resultado sentó las bases

para el estudio de la estabilidad en sistemas no lineales. En las décadas posteriores hubo otras

importantes contribuciones realizadas por cient́ıficos como Birkhoff, Kolmogorov, Balthasar,

Arnold y Moser, entre otros [37].

El gran auge de la dinámica no lineal como campo de investigación surge en la segunda mitad

del siglo XX, en gran parte gracias al avance en el computo cient́ıfico. Las nuevas computado-

ras teńıan más poder de cálculo y eran capaces de realizar integración numérica, un método

fundamental para el análisis de ecuaciones no lineales. En 1960 Edward Lorenz, aprovechando

estos nuevos desarrollos computacionales, publicó su trabajo sobre un modelo atmosférico con

comportamiento caótico [38]. Aunque actualmente este articulo es considerado como uno de los

trabajos pioneros y más relevantes dentro de la teoŕıa de caos, en el momento de su publicación

no llamó mucho la atención de los cient́ıficos probablemente por quedar oculto en una revista

climatológica.

A continuación se muestra una ĺınea de tiempo para algunos de los resultados más importantes

en el desarrollo histórico del análisis no lineal:

1665: Christiaan Huygens reporta los primeros indicios de comportamiento no lineal en

sistemas f́ısicos al observar la sincronización de dos relojes colgados de la misma base [34].

1873: James Clerk Maxwell da una conferencia en Cambridge sobre determinismo en la

que habla sobre la dependencia a condiciones iniciales y la capacidad de hacer predicciones

[39].

1892: Henri Poincaré utiliza métodos geométricos para estudiar sistemas dinámicos no

lineales [35].

1901: Ivar Bendixson publica un teorema que permite demostrar la existencia de soluciones

periódicas y clasificar los tipos de comportamientos posibles para sistemas dinámicos

continuos de dos dimensiones [40]. Este teorema se conoce como teorema de Poincare-

Bendixson.

1902: J. Willard Gibbs hace la primer referencia explicita al espacio de estados1 como un

espacio geométrico abstracto en el que se pueden estudiar las propiedades dinámicas de

un sistema [41].

1927: George David Birkhoff desarrolla la teoŕıa de los sistemas dinámicos dispersivos

[42].

1En la publicación original Gibbs lo llama espacio fase.
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1948: Norbert Wiener introduce el concepto de ruido y estudia su influencia en los sistemas

dinámicos [43].

1960: Edward Lorenz presenta el concepto de caos determinista en un modelo climatológi-

co [38].

1967: Stephen Smale publica un art́ıculo en el que presenta la herradura de Smale. Esto

ayuda a comprender la relación entre la dinámica homocĺınica y el caos [44].

1975: Benoit Mandelbrot introduce el término fractal y desarrolla la geometŕıa fractal que

sirve para describir objetos y fenómenos naturales con estructuras no lineales [45].

1975: Mitchell Feigenbaum descubre la universalidad en las bifurcaciones de periodos en

los sistemas dinámicos caóticos [46].

1980: Joseph Auslander y James A. Yorke presentan el concepto de caos topológico y

muestran que cualquier mapeo con periodo tres debe tener subconjuntos caóticos [50].

1980: Packard, Crutchfield y Farmer proponen una técnica para reconstruir el espacio de

un sistema dinámico [49].

1981: Floris Takens formaliza la teoŕıa para la reconstrucción del espacio fase en sistemas

dinámicos [47].

2004: Kantz y Schreiber publican su libro titulado “Nonlinear Time Series Analysis”junto

con la paqueteŕıa de código abierto TISEAN [25].

2.2. Sistemas lineales y no lineales

Entender las propiedades y caracteŕısticas dinámicas de los sistemas es importante porque,

de acuerdo con la corriente filosófica del sistemismo, todo lo que existe es un sistema o forma

parte de un sistema. Los sistemas se pueden catalogar en lineales y no lineales, aśı como en

deterministas y estocásticos. Antes de comenzar con la dicotomı́a entre los sistemas lineales y

no lineales es conveniente definir qué es un sistema.

Desde el punto de vista etimológico, la palabra sistema proviene de la ráız griega συστηµα

(sýstema), la cual está formada por el prefijo syn (reunir o juntar) y el término histanai (per-

manecer). Entonces un sistema se refiere a una “colección de objetos que conforman una unidad,

permanecen juntos e interactúan entre śı de manera directa o indirecta”.

Un sistema puede pensarse como un objeto que a partir de cierta entrada genera una salida. Si

llamamos S al sistema, x a la entrada y y a su salida podemos representar al sistema como la

función:

y = S(x). (2.1)

La principal caracteŕıstica de un sistema lineal es que su salida es proporcional y puede ser

determinada directamente a partir de la entrada. Por ejemplo, sabemos que la elasticidad de



10 CAPÍTULO 2. ANÁLISIS NO LINEAL DE SERIES DE TIEMPO

un resorte antes de llegar al ĺımite elástico está determinada por ley de Hooke F = kx para

x ≪ 1. Esta ley dice que al aplicar una fuerza F al resorte este se elongará una distancia x, y

cuando se aplique una fuerza 2F entonces la distancia será 2x. Aqúı podemos observar que la

entrada F del sistema es directamente proporcional a la salida x por un factor k que representa

la constante elástica del resorte. Al graficar x vs F se obtiene una ĺınea recta como se muestra en

la figura 2.1 dentro de la región elástica. Esta gráfica, que se representa mediante una ecuación

lineal de la forma y = mx + b, es una de las razones por la que se les llama sistemas lineales.

Entonces, los sistemas lineales al igual que cualquier operador lineal cumplen con la propiedad

de distribución sobre la suma y sacar escalares:

S(αx1 + βx2) = αS(x1) + βS(x2). (2.2)

De la ecuación 2.2 se deduce que los sistemas lineales cumplen con el principio de superposición,

es decir, son aditivos e invariantes de escala.

Figura 2.1: Gráfica que muestra como cambia la elongación de un resorte con respecto a la fuerza aplicada.

Dentro de la región elástica (rectángulo azul) el comportamiento es lineal y deja de serlo cuando entra a la

región de plasticidad (rectángulo naranja).

Una consecuencia relevante de que un sistema lineal cumpla con el principio de superposición

es que puede descomponerse en partes más simples. Esto significa que cada parte del sistema

puede estudiarse por separado y la suma de estos resultados será equivalente a estudiar el sis-

tema completo.

El problema con los sistemas lineales radica en que no son capaces de representar ı́ntegramente

a la naturaleza. La mayoŕıa de los modelos lineales que existen surgen al hacer idealizaciones

y simplificaciones de la naturaleza, por lo que solamente funcionan de manera local o apro-

ximada con respecto a la magnitud del fenómeno que estudian. Es decir, los modelos lineales
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únicamente son aproximaciones a la naturaleza. Por ejemplo, la ley de Hooke solamente es

válida para algunos metales y rangos de esfuerzos, pues cuando se llega a la región plástica el

comportamiento deja de ser lineal (figura 2.1). De igual manera, cuando el resorte se estira el

comportamiento pasa a ser modelado por la ecuación F = k1x + k2x
3 + ... que ya no es lineal

pues la variable x aparece con potencias distintas a 1.

Un sistema no lineal es aquel que no cumple con el principio de superposición y por tanto la

salida y del sistema no es proporcional a la entrada x, entonces una pequeña causa (entrada)

puede tener grandes efectos (salida). Otra caracteŕıstica es que la suma de dos soluciones del

sistema no es una solución, por lo que no se puede obtener una idea del comportamiento de

todo el sistema estudiándolo por partes. Es decir, el todo es distinto a la suma de sus partes.

Estas diferencias entre un sistema lineal y uno no lineal hacen que el estudio, y las herramientas

que se usan, sean distintas para cada tipo de sistema.

Hasta este punto parece que es fácil diferenciar entre un comportamiento lineal y uno que no

lo es. Pero al estudiar datos provenientes del mundo real no es tan simple, pues un mismo

fenómeno puede tener caracteŕısticas de ambos. Además, los comportamientos irregulares no se

pueden atribuir de manera directa a una naturaleza no lineal, ya que también pueden deberse

a procesos aleatorios [26]. En la siguiente sección se discute con mayor profundidad el análisis

de las series de tiempo.

2.3. Análisis de series de tiempo

Una serie de tiempo es una secuencia de observaciones (datos) ordenadas en el tiempo rea-

lizadas sobre un sistema. El tiempo al que se registran las observaciones es discreto y puede ser

regular o irregularmente espaciado. Analizar series de tiempo consiste, básicamente, en calcu-

lar unos cuantos parámetros que permitan extraer información sobre las caracteŕısticas de los

datos y del sistema que los generó [27]. En esta sección se describe la forma clásica de realizar

el análisis para series de tiempo no lineales.

Un sistema dinámico es un modelo con una regla (ecuaciones) de evolución en algún espacio

de estados2 que determina de manera uńıvoca todos sus estados dinámicos futuros a partir

de ciertas condiciones iniciales. El espacio de estados, con dimensión igual al número de gra-

dos de libertad del sistema, es un espacio abstracto donde se encuentran todos los posibles

estados dinámicos del sistema de manera que cualquier punto del espacio fase representa un

estado dinámico del sistema. Es decir, el espacio de estados contiene la mı́nima información

necesaria para caracterizar completamente la dinámica de un sistema. Además, cualquier punto

del espacio fase puede servir como condición inicial del sistema. La ĺınea que conecta estados

2Por espacio de estados nos referimos al conjunto de todos los posibles estados dinámicos que puede tener

un sistema. En otras áreas de la f́ısica este espacio se conoce como espacio fase, pero en este trabajo no usamos

esa nomenclatura para evitar confusiones con el espacio de fases de Fourier que se introducirá más adelante.
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consecutivos a partir de una condición inicial se llama trayectoria y tiene estrecha relación con

la evolución temporal del sistema. Esto significa que al estudiar las trayectorias en el espacio

de estados somos capaces de extraer información sobre el comportamiento real del sistema.

Para un sistema dinámico que sea disipativo todas las trayectorias convergen a un subespacio

llamado atractor. La estructura del atractor proporciona información sobre la dinámica del

sistema: entre más complicada sea la estructura del atractor más complicada será la dinámica

del sistema. Algunos de los métodos más usados para caracterizar al atractor son: sección de

Poincaré, mapas de recurrencia, dimensión del atractor, dimensión de correlación, entroṕıa de

Shannon y exponentes de Lyapunov.

2.3.1. Reconstrucción del espacio de estados

Dada la cantidad de información que se puede extraer a partir del espacio de estados es

evidente la importancia de obtenerlo. El problema al trabajar con series de tiempo del mundo

real es que muy rara vez se tiene acceso directo al espacio de estados completo debido a que

las mediciones obtenidas solamente son una proyección del espacio de estados y no se conocen

las ecuaciones que gobiernan el sistema. Por ejemplo, puede ser que el espacio de estados de un

sistema esté formado por 100 variables pero las mediciones solamente nos permiten el acceso a

una sola serie de tiempo. Es decir, cada secuencia de mediciones que se realiza es un subconjun-

to unidimensional del espacio de estados. Para resolver esta problemática es necesario realizar

una reconstrucción del espacio de estados.

La reconstrucción del espacio de estados se lleva a cabo bajo los supuestos de que el sistema

que se está estudiando es determinista, tiene bajos niveles de ruido y es disipativo por lo que

posee un atractor inmerso en su espacio fase original de dimensión d. El método estándar para

realizar la reconstrucción del espacio fase se basa en realizar un embedding3 sobre la serie o

conjunto de series de tiempo que se tienen disponibles. El embedding consiste en construir una

secuencia de vectores con dimensión m mediante un retraso temporal τ a partir de la serie de

tiempo original, donde m es la dimensión del espacio fase reconstruido y τ es la separación

temporal entre las componentes de los vectores.

La eficacia del embedding se sustenta en los teoremas de Whitney y Takens. El teorema de

Whitney [74] asegura que toda variedad diferenciable d-dimensional puede ser embebida (in-

crustada) en un espacio euclidiano con dimensión 2d+ 14. Esto nos asegura que si m ≥ 2d+ 1

entonces el atractor en el espacio fase reconstruido será equivalente al atractor original. El

teorema de Takens [47] afirma que el atractor reconstruido es topológicamente equivalente al

atractor original, por lo que posee las mismas propiedades dinámicas como la dimensión to-

pológica, el espectro de Lyapunov y la entroṕıa. Posteriormente Sauer et al. [48] mostraron que

3La traducción al español es embebido. Sin embargo, en el área es común el uso de la palabra en inglés.
4La dimensión de embedding 2d + 1 es la óptima para el caso general. Pero existen situaciones en que la

dimensión de embedding adecuada es menor a 2d+ 1. Por ejemplo, un sistema tipo Rössler.
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para un fractal A con dimensión DA, un mapeo diferenciable de clase C1 de A sobre un espacio

Rm es un buen embedding para A siendo m > 2DA.

El éxito en la reconstrucción del espacio fase depende directamente de encontrar los valores

óptimos para los parámetros τ y m. Cuando se elige un valor de τ menor al óptimo el atractor

reconstruido no se despliega adecuadamente debido a que los m vectores están fuertemente

correlacionados o enredados . Si τ es muy pequeño el atractor reconstruido resulta en una recta

pues las coordenadas de los m vectores son prácticamente las mismas. En cambio, cuando los

valores de τ son mayores al valor óptimo los m vectores son casi independientes y provocan que

el atractor reconstruido resulte en una nube de puntos decorrelacionados linealmente y sin de-

masiada estructura. En ambos casos, τ menor o mayor al valor óptimo, el atractor reconstruido

deja de ser adecuado para un análisis posterior. En la figura 2.2 se muestra el efecto del valor

de τ en la reconstrucción de un atractor a partir de la variable x de un oscilador tipo Rössler

en régimen caótico. Se puede observar que para τ = 1 el atractor reconstruido es una recta,

mientras que para τ = 100 el atractor reconstruido presenta “pliegues”que no posee el atractor

original.

Figura 2.2: Efecto del valor de τ en la reconstrucción de un atractor mediante la técnica de embedding. El

embedding se realizó sobre una serie de datos provenientes de la variable x de un oscilador tipo Rössler en

estado caótico (a, b = 0.2, c = 18) con m = 3 y τ = 1, 10, 20, 30, 100.

Para encontrar el valor óptimo de τ se han propuesto varios métodos. Una opción es elegir

τ igual al valor de retraso temporal en el que por primera vez la función de autocorrelación

cruza por cero. El problema con este método es que la función de autocorrelación solamente

es sensible a interrelaciones lineales. Otra opción más conveniente es elegir τ como el valor en

el que la función de información mutua tiene su primer mı́nimo. En este caso el τ adecuado

es aproximadamente un cuarto del periodo dominante, valor que coincide con el mı́nimo de la

información mutua y con el primer cero de la función de autocorrelación. El problema con el

criterio de la información muta es que funciona bien para embedding en 2 dimensiones, pero no

necesariamente funciona en dimensiones más altas [52]. Un problema adicional en la elección

de τ es que todos los métodos antes mencionados suponen que los datos de la serie de tiempo

se registraron de forma equiespaciada, lo cual no siempre ocurre.

Elegir la dimensión mı́nima m del embedding para series de tiempo provenientes del mundo

real es una tarea complicada debido a que casi nunca se conoce la dimensión d del espacio de
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estados original. Cuando se elige una dimensión de embedding más pequeña que la adecuada las

trayectorias del atractor reconstruido no se despliegan adecuadamente. Y cuando la dimensión

de embedding es mayor a la ideal puede aparecer un sobre ajuste en las trayectorias del atractor

reconstruido, además de un costo computacional adicional al requerir más datos. En cualquier

caso el atractor reconstruido no reflejará las propiedades dinámicas del sistema original.

Kennel et al. [75] propusieron el método de falsos vecinos cercanos (FNN) que sirve, en princi-

pio, para determinar la mı́nima dimensión de embedding m necesaria para desdoblar de forma

correcta el atractor reconstruido. La metodoloǵıa de FNN se basa en la suposición de que

cuando dos puntos, pertenecientes al atractor de dimensión m, se encuentran cerca uno del

otro también permanecerán cercanos en atractores con dimensiones mayores a m. En cambio,

cuando se elige una dimensión de embedding menor a m puede suceder que algunos puntos

que en realidad están separados en el atractor original parezcan estar cercanos en el atractor

reconstruido como consecuencia de proyectar el atractor original en un espacio de dimensión

menor. Estos puntos se denominan falsos vecinos cercanos.

Para datos sin ruido y que provienen de un sistema determinista se espera que el porcentaje de

falsos vecinos cercanos se aproxime a cero a medida que se alcance el valor de m. Esto indica

que el atractor reconstruido se ha desdoblado correctamente.

A continuación se detalla el procedimiento para calcular FNN que aparece en el art́ıculo original

[75]. A partir de una serie de tiempo x(n) = (t0+nδt) se crean vectores utilizando una dimensión

de embedding con valor m y un retraso temporal τ que se elige como el valor en el que aparece

el primer mı́nimo en la función de información mutua para x(n):

y(n) = (x(n), x(n+ τ), ..., x(n+ (m− 1)τ)) . (2.3)

Posteriormente se toma cada y(n) del espacio m y se calcula su distancia euclidiana R(m) con

sus vecinos más cercanos. Después se calcula la distancia R(m + 1) para los mismos puntos

pero ahora en una dimensión m+1. Para determinar los falsos vecinos se establece el siguiente

criterio [75]: √
R2(m+ 1)−R2(m)

R2(m)
> Rtol, (2.4)

donde Rtol es un valor ĺımite que se escoge heuŕısticamente. Todo el proceso anterior se repite

aumentando el valor de m hasta que la proporción de falsos vecinos cercanos se aproxime a cero

y se mantenga estable.

Los autores señalan que el método de FNN falla cuando los datos contienen alguna cantidad

de ruido. Por ejemplo, cuando se busca el valor mı́nimo de m para series de ruido blanco los

criterios del método concluyen que el sistema puede ser embebido en un espacio de dimensión

finita y pequeña. Esto es un error porque se conoce que el ruido tiene asociados atractores de
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dimensión infinita. Este problema se debe a que en el ruido dos puntos que son vecinos no

necesariamente son cercanos entre si, por lo que siempre se encontrara un porcentaje de falsos

vecinos. Para solventar este problema se proporciona un segundo criterio [75]:

R(m+ 1)

RA

> Rtol, (2.5)

donde RA es un estimado del tamaño del atractor cuyo valor no se conoce y por tanto también

se elige de forma heuŕıstica. El problema con esta metodoloǵıa es que los criterios de cerca y

separados se definen de manera artesanal, lo cual puede dar lugar a errores en la reconstrucción

del espacio de estados.

Algunos autores sugieren que para realizar un buen embedding es mejor tomar el producto

τ(m− 1) en lugar de τ y m de manera separada [51].

Otro aspecto importante para la reconstrucción del espacio fase, que frecuentemente se pasa

por alto, es que las distintas variables o mediciones de un mismo sistema no siempre son igual

de útiles para extraer información sobre la dinámica subyacente. Este hecho repercute direc-

tamente en las métodos que se usan para determinar τ y m de manera óptima pues significa

que no todas las mediciones de un sistema son igual de útiles para la reconstrucción del espacio

fase. Por ejemplo, se ha demostrado [53] que cada variable perteneciente a un oscilador tipo

Rössler contiene niveles distintos de información dinámica sobre el sistema, resultando más fácil

reconstruir el atractor a partir de las variables x y y que usando la variable z .

La cantidad de ruido contenida en las series de tiempo también es un factor relevante pa-

ra la reconstrucción del espacio de estados. En la figura 2.3 se muestran los resultados al

realizar una reconstrucción del espacio fase a partir de series de tiempo contaminadas con

ruido. En este ejemplo el embedding se realizó sobre la variable x de un oscilador tipo Röss-

ler en régimen caótico contaminada con una pequeña cantidad de ruido (Signal Noise Ratio

SNR = σsenal/σruido = 7.94). En la reconstrucción se usó como dimensión de embedding

m = 3. Se puede observar que aunque m sea el valor óptimo no se logra obtener una buena

reconstrucción del atractor sin importar el valor de τ .

Figura 2.3: Reconstrucción del espacio fase a partir de una señal con ruido utilizando distintos valores de τ .

La reconstrucción se realizó sobre una serie de tiempo proveniente de la variable x de un oscilador tipo Rössler

en régimen caótico con a, b = 0.2 y c = 18. La señal tiene un Signal Noise Ratio SNR = σsenal/σruido = 7.94.
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La conclusión de está sección es que la reconstrucción del espacio de estados para datos reales

no es una tarea sencilla debido a las carencias de los métodos empleados y a las propiedades

que deben satisfacer los datos. Para realizar una correcta reconstrucción del espacio de estados

es necesario tener una cantidad suficiente de datos y que sean estacionarios, de baja dimensión

y con bajos niveles de ruido. Aún aśı, en el supuesto de que se llegasen a cumplir los requisitos

anteriores, existen varios pasos cruciales en la metodoloǵıa que no están bien establecidos y

que deben realizarse de manera artesanal dando lugar a errores y malas interpretaciones de los

resultados.

2.3.2. Análisis del atractor

Una vez que se logra la reconstrucción del espacio fase, cuando es posible, el siguiente pa-

so es estudiar las propiedades del atractor para obtener conclusiones sobre la dinámica del

sistema. Esto se realiza mediante el estudio de alguna medida invariante que permita carac-

terizar al sistema dinámico. Por ejemplo, los exponentes de Lyapunov (LE) λi y la entroṕıa

de Kolmogorov-Sinai (KS) hKS generalmente son suficientes para caracterizar los principales

aspectos concernientes a la predictibilidad de un sistema. Esto es debido a que son cantidades

matemáticas bien definidas relacionadas con propiedades intŕınsecas de un sistema dinámico,

son invariantes ante cambios de variables e independientes de la norma que se esté utilizando.

Debido a la relevancia de los exponentes de Lyapunov en este trabajo es que a continuación se

describen sus principales ventajas y desventajas.

2.3.3. Exponentes de Lyapunov

Los exponentes de Lyapunov λ son una medida muy utilizada en el análisis de sistemas

no lineales debido a que son capaces de distinguir entre dinámicas regulares y caóticas5. Es-

tos exponentes cuantifican la tasa de convergencia, o divergencia, entre órbitas cercanas en el

atractor conforme el sistema evoluciona en el tiempo. Exponentes positivos indican una diver-

gencia exponencial entre trayectorias cercanas, siendo esto un indicativo de dinámicas caóticas.

El número de exponentes λi es igual a la dimensión del espacio fase del sistema.

Obtener los exponentes de Lyapunov para sistemas dinámicos cuyas ecuaciones dinámicas son

conocidas es algo relativamente directo. Pero calcularlos a partir de series de tiempo prove-

nientes de un sistema cuyas ecuaciones no conocemos ni tampoco la dimensión del espacio de

estados, suponiendo que es determinista, es una tarea bastante delicada. Esto se debe a que una

serie de tiempo posee información limitada acerca de cuáles son las direcciones de contracción

o divergencia en el espacio fase.

Generalmente, los métodos para calcular los exponentes de Lyapunov a partir de un serie de

tiempo (univariante) se basan en la reconstrucción del espacio fase [54]. El problema surge en

5Para caos tomaremos la siguiente definición: “Comportamiento aperiódico a largo plazo en un sistema

determinista que exhibe una dependencia sensible de las condiciones iniciales”[3].
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que usualmente la dimensión de embedding m es mayor que la dimensión d del espacio fase

original. Esto provoca que se tengan m−D exponentes de Lyapunov que no están relacionados

con la dinámica del sistema. Estos exponentes extra se conocen como exponentes parásitos o

espurios. A pesar de que se han propuesto diversos métodos para diferenciar los exponentes

verdaderos de los espurios [55] en la práctica muchas veces es casi imposible lograrlo [56].

Otro problema es que todos los métodos que se utilizan para obtener tanto el máximo exponen-

te de Lyapunov como todo el espectro de exponentes requieren fijar un conjunto de parámetros

con reglas un tanto heuŕısticas que dependen de la habilidad y experiencia del investigador.

Además, los resultados obtenidos son fuertemente dependientes de la elección de los paráme-

tros, la longitud de la serie de tiempo, su grado de estacionalidad y la cantidad de ruido que

pueda tener. También deben tomarse en cuenta las imprecisiones numéricas de los equipos que

se usan para realizar los cálculos, pues estas se van acumulando en cada integración del méto-

do. Esto puede provocar que el método arroje un exponente positivo incluso para sistemas que

originalmente no presentan comportamiento caótico [57].

El ruido presente en las series de tiempo también afecta el cálculo de los exponentes de Lya-

punov. Se han publicado varios ejemplos donde se muestra que la estimación de los exponentes

de Lyapunov falla en distinguir caos de ruido en una serie de datos, provocando conclusiones

erróneas acerca de una dinámica caótica aún cuando se tiene una dinámica periódica o comple-

tamente aleatoria [23, 58, 59]. Esto significa que encontrar exponentes positivos de Lyapunov

en una serie de datos no es una prueba definitiva de la existencia de caos.

Entonces, al obtener un exponente de Lyapunov positivo el asunto primordial debeŕıa ser de-

terminar si el origen de esta dinámica es determinista o no. Si se puede confirmar con total

seguridad que el origen es determinista entonces se concluye que la señal es realmente caótica.

Una forma de buscar determinismo es probando si las propiedades estad́ısticas obtenidas de la

señal original como por ejemplo λ, se pueden obtener a partir de una señal con origen estocástico

que comparta las mismas propiedades estad́ısticas lineales como la distribución de amplitudes

y espectro de potencia con la señal original. Este procedimiento es un tipo de generación de

datos sustitutos.

2.3.4. Datos sustitutos

El método de datos sustitutos fue presentado originalmente como una prueba de no linealidad

en el trabajo de Theiler et al. [58]. La idea básica es que a partir de una serie original de datos

se crea un ensamble de datos, llamadas datos sustitutos, que comparten las mismas propiedades

estad́ısticas lineales que la original pero que pueden ser descritas completamente mediante un

modelo estocástico lineal. Para esto todas las no linealidades presentes en los datos sustitutos

son removidas. Posteriormente se aplica alguna medida no lineal tanto a la serie original como

a las series sustitutas. Si se observa que los resultados de la serie original se desv́ıan significa-

tivamente de la distribución de resultados de las series sustitutas, entonces se puede concluir
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que es poco probable que la serie original tenga un origen estocástico.

Cuando se quiere verificar la existencia de alguna estructura temporal en las series de tiempo

se pueden emplear datos sustitutos generados mediante una permutación aleatoria. Estos datos

sustitutos conservan la misma media, varianza y distribución que los datos de originales. Pero

al venir de una permutación han perdido cualquier estructura temporal que pudieran tener los

datos originales. En este caso la hipótesis nula es que los datos originales son completamente

descritos por variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas (ruido blanco).

Para datos que claramente muestran alguna correlación temporal es más apropiado emplear la

hipótesis nula de que los datos pueden ser modelados mediante un proceso Gaussiano lineal-

mente autocorrelacionado. Theiler et al. [58] mostraron mediante el cálculo de la dimensión de

correlación que este tipo de datos sustitutos no son adecuados para una prueba de no linealidad.

Los datos sustitutos se pueden emplear para determinar si la dinámica de un sistema exhibe

alguna caracteŕıstica de determinismo o si es el resultado de un proceso puramente ruidoso.

Esta es una pregunta nada trivial, especialmente en los sistemas reales que regularmente tie-

nen una baja tasa de señal/ruido. En estos casos es muy importante elegir la hipótesis nula

adecuada aśı como la forma de generar los datos sustitutos, pues de estas elecciones van a de-

pender los resultados de la prueba. Existen distintos métodos dependiendo si la hipótesis nula es

que la señal proviene de ruido blanco (descorrelacionado) o de ruido coloreado (correlacionado).

Cuando se quieren estudiar sistemas con variables correlacionadas los datos sustitutos genera-

dos por ruido blanco y permutación aleatoria no son el método adecuado. Se requieren datos

sustitutos que mantengan las mismas correlaciones que los datos originales. Esto significa que

los datos sustitutos deben tener la misma función de autocorrelación que los datos originales

pero con todas las componentes deterministas removidas. La hipótesis nula es que las datos

son generados por un proceso lineal aleatorio y que pueden ser completamente descritos por

caracteŕısticas lineales como la media, desviación estándar y la función de autocorrelación.

El teorema de Wiener-Khinchin [61] demuestra que la función de correlación se conserva si

se preserva el espectro de potencia. Entonces, preservar el espectro de potencia mientras se

aleatorizan las fases de Fourier de los datos originales proporciona datos sustitutos en los que

cualquier estructura no lineal se ha destruido.

Existen varios tipos de datos sustitutos para probar la no linealidad en datos. Entre los más

populares se encuentran los generados por Transformada de Fourier (FT) [58], Transformada

de Fourier con Amplitud Ajustada (AAFT) [62] y Transformada de Fourier Iterativa con Am-

plitud Ajustada (IAAFT) [63].

Los datos sustitutos generados mediante la transformada de Fourier no son adecuados cuando

los datos originales no tienen distribución normal. La efectividad del método AAFT depende

de que la distribución de los datos originales sea continua para que exista una transformación

de la distribución original a una distribución normal. El método de IAAFT produce ensambles
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de datos sustitutos que, por construcción, tienen exactamente el mismo espectro de potencia

y distribución en el tiempo. Este conjunto de sustitutos no es consistente con la hipótesis nula

de que los datos originales son realizaciones estad́ısticamente independientes de una transfor-

mación no lineal de un proceso estocástico lineal. Este efecto fue demostrado en el art́ıculo de

Kugiumtzis [64], donde muestra que una varianza muy pequeña en el espectro de potencia en

los datos sustitutos generados mediante AAFT y IAAFT provoca falsos rechazos de la hipótesis

nula al usar predictores estad́ısticos no lineales. Además, en los trabajos de Räht et al. [28] y

Mart́ınez et al. [29] se ha mostrado que los métodos de AAFT e IAAFT generan conjuntos de

datos sustitutos con correlaciones en las fases de Fourier provocando que estas series tengan

algunos componentes no lineales. Entonces, al usar sustitutos que poseen caracteŕısticas no

linealidades puede ocurrir que no se detecten ciertas caracteŕısticas no lineales presentes en las

series de datos estudiadas. Estas fallas en la generación de datos sustitutos provocan que las

medidas para detectar determinismo y no linealidad que se aplican de forma univariante, y que

por tanto necesitan una comparación con datos sustitutos, no funcionen.
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Caṕıtulo 3

Fases de Fourier

3.1. Transformada de Fourier

3.1.1. Antecedentes históricos

La transformada de Fourier es un operador lineal que permite establecer una relación biyec-

tiva entre una señal en el dominio del tiempo y una señal en el dominio de frecuencias. Algunas

de sus aplicaciones se pueden observar en el procesamiento de imágenes, audio y v́ıdeo, crista-

lograf́ıa, espectroscopia, diseño de lentes, criptoloǵıa, diseño y análisis de circuitos, mecánica

y computación cuántica, solución de ecuaciones matemáticas y análisis de señales de tiempo.

Debido a su amplia gama de usos, tanto en ciencia básica como aplicada, es que se considera

como una de las herramientas matemáticas más importantes.

El análisis de Fourier o análisis armónico es la rama de las matemáticas que se encarga de

estudiar la transformada de Fourier. Sin embargo, la historia de los oŕıgenes y fundamentos del

análisis de Fourier se remonta varios años antes a los trabajos realizados por Joseph Fourier

en 1822. En 1750 Leonard Euler [66] publicó un trabajo en el que describe la propagación del

sonido en un medio elástico utilizando series trigonométricas. Posteriormente en 1753 Euler [67]

presentó las fórmulas para obtener lo que más tarde se llegaŕıa a conocer como coeficientes de

Fourier, los cuales sirven para representar una función periódica de variable real en series. Otros

contemporáneos de Euler también se interesaron en el tema e hicieron avances. Por ejemplo, en

1753 Daniel Bernoulli [68] describió la forma de una cuerda vibrante mediante series de senos

y cosenos. Por esta misma época Louis Lagrange estaba interesado en el problema de cómo

obtener información de una órbita a partir de un conjunto finito de observaciones. En 1759

publicó su solución al problema utilizando interpolaciones trigonométricas para aproximar las

órbitas [69]. Este método es una extensión de los trabajos de Euler y resulta ser similar a los

que se usan actualmente para obtener la transformada de Fourier discreta, con la limitante que

el método de Lagrange solamente es válido para funciones pares.

El siguiente gran avance en el desarrollo de la transformada de Fourier fue realizado por el

matemático Carl Friedrich Gauss. En su art́ıculo de 1805 “Theoria interpolationis method nova

21
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tractata”[70] generalizó los trabajos de interpolación trigonométrica a cualquier tipo de función

periódica, tanto par como impar. En este trabajo Gauss proporciona un conjunto de ecuaciones

que permiten encontrar los coeficientes necesarios para expresar una función periódica como la

suma de series formadas por senos y cosenos. Este es el primer algoritmo conocido para calcu-

lar la transformada rápida de Fourier. Aún aśı es una de las contribuciones menos conocidas

de Gauss. Algunas razones por las que se perdió este trabajo son que Gauss dedujo su méto-

do utilizando funciones trigonométricas reales haciendo dif́ıcil su asociación con las funciones

exponenciales complejas utilizadas en los métodos modernos. También está el hecho de que

Gauss utilizó una notación poco convencional para el lector moderno. Por ejemplo, utilizaba el

śımbolo π para expresar la longitud de una serie. Otra causa que el trabajo se publicó de forma

póstuma en un compendio de varios volúmenes escritos en lat́ın [71].

El desarrollo moderno del análisis de Fourier comienza con publicación del art́ıculo “Théorie

analytiqe de la chaleur” [72] escrito en 1822 por el Barón Jean-Baptiste Joseph Fourier. En este

trabajo Fourier expresa que cualquier función arbitraria puede ser expandida en una combina-

ción de series trigonométricas. Este resultado no fue bien recibido por la Academia Francesa

de Ciencias, incluso Lagrange se puso de pie al escucharlo y sostuvo que era imposible. La

principal objeción era que una función discontinua no puede ser descrita como la combinación

de funciones continuas.

A pesar de las objeciones, la Academia no pod́ıa ignorar los resultados de Fourier pues estos

coincid́ıan con los experimentos realizados. Bajo estas circunstancias es que el trabajo de Fou-

rier ganó un premio otorgado por la misma academia actuando como jueces Laplace, Lagrange

y Legendre. Al momento de anunciar el premio los jueces dieron la siguiente advertencia: “Lo

novedoso del tema, junto con su importancia, nos ha decidido a otorgar el premio, aunque

observamos que la forma en que el autor llega a sus ecuaciones no está exenta de dificulta-

des y que su análisis para integrarlas todav́ıa deja algo que desear tanto en generalidad como

rigor” [73]. Posteriormente, cient́ıficos como Dirichlet y Lebesgue dieron mayor formalismo ma-

temático a los resultados de Fourier encontrando las condiciones bajo las cuáles son válidos. En

el art́ıculo de Bracewell [73] se encuentra una descripción más detallada sobre la vida de Fourier.

3.1.2. Formulación matemática

La transformada de Fourier pertenece a la familia de transformadas integrales. Una trans-

formada integral expresa una relación entre dos funciones f y g. Matemáticamente se expresa

según la ecuación 3.1 donde a, b y K(x, t) (conocido como kernel) deben ser los mismos para

todo el conjunto de pares de funciones f(t) y g(x).

g(x) =

∫ b

a

f(t)K(x, t)dt. (3.1)

Para enfatizar que la ecuación 3.1 actúa como un operador entre las funciones f(t) y g(x) suele
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expresarse como:

g(x) = Lf(t). (3.2)

Dado que el operador L debe ser lineal entonces la ecuación 3.1 satisface las condiciones:

∫ b

a

[f1(t) + f2(t)]K(x, t)dt =

∫ b

a

f1(t)K(x, t)dt+

∫ b

a

f2(t)K(x, t)dt, (3.3)∫ b

a

cf(t)K(α, t)dt = c

∫ b

a

f(t)K(α, t)dt. (3.4)

La definición de la transformada de Fourier depende del área en la que se proponga. Sin embargo,

todas las definiciones comparten una forma en común y pueden entenderse como una especie

de mapeo entre una función f(t) que depende del parámetro t y otra función g(ω) que depende

de ω. En este trabajo utilizamos la definición 3.1.

Definición 3.1. Dada una función f(t) ∈ L2(R), integrable en sentido de Lebesgue, definida

de R a C. Se define la transformada de Fourier de f(t) como la función F : R → C, dada por:

F{f(t)} = g(ω) =

∫ ∞

−∞
f(t)e−iωtdt. (3.5)

En la definición 3.1 f(t) es una función en el dominio del tiempo y g(ω) una función en el dominio

de las frecuencias. Algunos autores agregan el factor 1/
√
2π al inicio de la integral para guardar

la simetŕıa entre la transformada de Fourier y su transformada inversa. La transformada inversa

de Fourier se define como:

f(t) =
1

2π

∫ ∞

−∞
g(ω)eiωtdω. (3.6)

También existen las versiones discretas para la transformada de Fourier:

Xk =
N−1∑
n=0

xne
−iωnk, (3.7)

y para la transformada inversa:

xn =
N−1∑
k=0

Xke
iωnk. (3.8)

Otra forma común de expresar la transformada de Fourier es como una función compleja de la

forma:

F{S(t)} = a(ω) + ib(ω), (3.9)

donde S(t) es una señal en el dominio del tiempo, a(f) es la parte real de la transformada y

b(f) la parte imaginaria. Utilizando la identidad de Euler la ec. 3.9 se puede reescribir como:

F{S(t)} = A(ω)eiΦ(ω), (3.10)
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siendo A(ω) =
√

a2(ω) + b2(ω) la amplitud de Fourier y Φ(ω) = arctan(b(ω)/a(ω)) el ángulo

de fase.

En el área del procesamiento de señales se define la enerǵıa de una señal S(t) como:

E =

∫ ∞

−∞
|S(t)|2dt. (3.11)

Usando la relación del teorema de Parseval se llega a que:∫ ∞

−∞
|S(t)|2dt =

∫ ∞

−∞
|F(S(t))|2dω =

∫ ∞

−∞
|A(ω)|2dω. (3.12)

La relación 3.12 permite evaluar la enerǵıa de una señal S(t) al integrar el cuadrado de las

amplitudes de su transformada de Fourier. En otras palabras: La enerǵıa de una señal en

el dominio del tiempo es igual a la enerǵıa de su transformada de Fourier en el dominio de

frecuencia 1. Para describir cómo se distribuye la enerǵıa asociada a la señal sobre las frecuencias

se define la densidad espectral de enerǵıa como:

P (ω) = |F(S(t))|2 = |A(ω)|2. (3.13)

También es posible establecer una relación entre la densidad de enerǵıa espectral P (ω) y la

función de autocorrelación C(τ) =
∫∞
−∞ S(t)S(t+τ)dt. Comenzamos aplicando la transformada

de Fourier a la función de autocorrelación:

F(C(τ)) =

∫ ∞

−∞

[∫ ∞

−∞
S(t)S(t+ τ)dt

]
e−iωτdτ

=

∫ ∞

−∞
S(t)

[∫ ∞

−∞
S(t+ τ)e−iωτdτ

]
dt

Ahora hacemos el cambio de variable σ = t+ τ , por tanto τ = σ − t y dτ = dσ. Entonces:

F(C(τ)) =

∫ ∞

−∞
S(t)

[∫ ∞

−∞
S(σ)e−iω(σ−t)dσ

]
dt

=

[∫ ∞

−∞
S(t)eiωtdt

] [∫ ∞

−∞
S(σ)e−iωσdσ

]
=

[∫ ∞

−∞
S(t)e−iωtdt

]∗ [∫ ∞

−∞
S(σ)e−iωσdσ

]
= |A(ω)|2 (3.14)

La relación 3.14 se conoce como el teorema de Wiener-Khinchin y establece que la transfor-

mada de Fourier de la función de autocorrelación es igual a la densidad del espectro de potencia

de la señal. Dado que la función de autocorrelación C(τ) solamente cuantifica el grado de co-

rrelación o dependencia lineal de una señal consigo misma a un tiempo τ , entonces se concluye

que la serie de amplitudes de la transformada de Fourier únicamente contienen la información

1Por un factor de 1/2π.
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univariante lineal de la señal. El hecho de que la transformada de Fourier sea biyectiva implica

que toda la información de la señal en el dominio del tiempo también debe estar presente en

el dominio de las frecuencias. Por lo tanto, el resto de la información como las caracteŕısticas

de determinismo y de no linealidad debe estar codificada en las fases de Fourier Φ(ω) o en una

posible correlación entre Φ(ω) y A(ω) [29]. En muchas circunstancias está información es la

más relevante para caracterizar la dinámica de un sistema. En la siguiente sección se muestran

ejemplos ilustrativos sobre la importancia de las fases de Fourier.

3.2. Trabajo previo sobre las fases de Fourier Φ(ω)

En 1961 Srinivasan publicó un art́ıculo titulado “The significance of the phase synthesis”[76]

en el que se pone de manifiesto la importancia que tienen las fases de Fourier al trabajar en el

análisis de estructuras cristalinas utilizando técnicas de cristalograf́ıa.

La cristalograf́ıa por rayos X se utiliza para determinar la estructura tridimensional de los áto-

mos que se encuentran dentro de un cristal a partir de la función de distribución electrónica

ρ(x, y, z) = 1
V

∑
h

∑
k

∑
l |Fhkl|e−2πi(xh+yk+zl), donde h, k y l son los ı́ndices de Miller. Este pro-

cedimiento se conoce como “śıntesis de Fourier”. La amplitud de ρ(x, y, z) se obtiene a partir de

la intensidad de los puntos del patrón de difracción. En cambio, la fase de ρ(x, y, z) no se puede

obtener usando los datos experimentales de forma directa. Esto se conoce como el problema de

las fases en cristalograf́ıa.

Teniendo en mente los trabajos publicados previamente junto con Ramachandran y su labora-

torio, Srinivasan realizó varios experimentos en los que obtuvo la śıntesis de Fourier a partir

de las fases originales y variaciones de la amplitud. En el primer experimento obtuvo la śınte-

sis usando las fases y amplitudes originales, lo cual proporciona la estructura real del cristal.

Un segundo experimento fue normalizar todas las amplitudes conservando las fases originales.

En la tercer śıntesis se realizó una permutación aleatoria sobre el conjunto de las amplitudes

conservando nuevamente las fases originales. Y por último, obtuvo la śıntesis a partir de un

nuevo conjunto de amplitudes totalmente descorrelacionado con el conjunto de amplitudes ori-

ginales y manteniendo las fases originales. En todos los experimentos anteriores se observó que

la estructura real del cristal se logra recuperar bastante bien siempre y cuando no se alteren

las fases originales, mientras que las amplitudes pueden ser modificadas. La conclusión fue que

en la śıntesis de Fourier las fases contienen la mayor cantidad de la información necesaria para

conocer la verdadera estructura de un cristal. Ese mismo año también publicaron estos resul-

tados en la revista Nature [77].

En el año de 1975 Huang et al. [78] mostró que las fases de Fourier son extremadamente im-

portantes en el desarrollo de filtros para imágenes digitales. Para probar su punto realizó dos

reconstrucciones de una imagen. La primer reconstrucción se obtuvo a partir de las amplitudes

de la transformada de Fourier de la imagen original, mientras que para la segunda reconstruc-
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ción se usaron las fases de Fourier originales. Al comparar las imágenes reconstruidas con la

imagen original observaron que la imagen reconstruida usando las fases era más cercana a la

original que aquella reconstruida a partir de las amplitudes.

Posteriormente, en 1979 Oppenheim et al. [79] reportaron los resultados de su investigación

sobre imágenes digitales y fases de Fourier. En su trabajo aplicaban la transformada de Fourier

2D a una imagen digital, posteriormente modificaban las amplitudes y/o fases para después

aplicar la transformada inversa de Fourier 2D y finalmente obtener una nueva imagen digital.

En estos experimentos observaron que aquellas imágenes recuperadas en las que se mantuvieron

las fases de Fourier originales teńıan caracteŕısticas muy similares a las de la imagen original.

Mientras que en las imágenes en las que solamente se manteńıan las amplitudes originales no

se pod́ıa identificar las caracteŕısticas de la imagen original. La conclusión del trabajo es que

las fases de Fourier contienen la mayor cantidad de información sobre las propiedades de una

imagen. Oppenheim también realizó experimentos similares pero con señales de audio y su

conclusión fue la misma. A continuación se discuten ejemplos similares a los realizados por

Oppenheim.

Figura 3.1: Esquema del experimento con imágenes para ilustrar la importancia de las fases de Fourier. Las

figuras a) y b) muestran las imágenes originales a las que se les aplicó la transformada de Fourier bidimensional.

Posteriormente se intercambiaron las fases y amplitudes de Fourier y finalmente se recobro una nueva imagen

aplicando la transforma inversa de Fourier bidimensional. La figura c) muestra el resultado de combinar las

amplitudes de a) con las fases de b). La figura d) muestra el caso contrario.

En la figura 3.1 se muestran los resultados obtenidos en una variante del experimento realizado

por Oppenheim. Iniciamos con dos imágenes IA e IB, cada una en escala de grises y con un

tamaño de (210, 210) ṕıxeles. Posteriormente se aplica la transformada de Fourier 2D a cada

imagen para separar sus A(ω) de las fases Φ(ω). El último paso es aplicar la transformada

inversa de Fourier para recuperar una imagen a partir de la combinación de las fases y ampli-
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tudes. La flecha en color rojo señala la imagen que se obtiene al combinar las amplitudes de IA
(AA(ω)) con las fases de IB (Φ(ω)). La flecha azul señala el resultado de combinar AB(ω) con

ΦA(ω). En ambos casos se observa que la imagen final exhibe principalmente la información

proveniente de la imagen que aporta las fases Φ(ω), mostrando que las fases contienen mayor

cantidad de información que las amplitudes. Esto no significa que las amplitudes de Fourier

sean irrelevantes, pues se puede observar que sin las amplitudes correctas la imagen recobrada

tiene poca definición en los bordes de las figuras. En general, las amplitudes de Fourier son

relevantes en el caso en que la autocorrelación lineal sea importante.

Para el ejemplo con señales de audio se tomó la grabación de un hombre diciendo la frase

“Oh yeah, everything is fine”. La figura 3.2.a muestra la intensidad de esta señal a lo largo

del tiempo. Después se calcula a transformada de Fourier a la señal de audio y se realizan los

siguientes experimentos en el espacio de frecuencias: 1) Todas las amplitudes de Fourier son

normalizadas haciéndolas igual a 1 y las fases se conservan en su forma y orden original, 2)

las fases de Fourier se normalizan haciéndolas igual a 1 y las amplitudes se conservan en su

forma y orden original. Finalmente se aplica la transformada inversa de Fourier a las señales

de cada experimento para recobrar una señal en el dominio del tiempo. En la figura 3.2.b

se muestra la intensidad correspondiente a la señal del experimento 1 y en la figura 3.2.c la

intensidad de la señal del experimento 2. Por simple inspección visual se puede notar que la

señal del experimento 1 (fases originales) tiene mucho mayor similitud con la señal original

que la señal del experimento 2 (amplitudes originales). En el trabajo de Mart́ınez et al. [29] se

puede encontrar un ejemplo similar e ilustrativo con señales de audio, además de un extenso e

interesante análisis sobre la relevancia de las fases de Fourier en el análisis de señales de tiempo.

Figura 3.2: a) Espectro de la intensidad de la señal de audio correspondiente a la frase: “Oh yeah, everything

is fine”, b) Espectro de la intensidad de la señal de audio obtenido al normalizar a 1 las amplitudes de Fourier

de la señal a), c) Espectro de intensidad de la señal de audio obtenido al normalizar a 1 las fases de Fourier de

la señal a).

Los trabajos mencionados en esta sección fueron pioneros en llamar la atención hacia las fa-

ses de Fourier y mostrar su importancia. También abrieron una nueva área en el análisis y

procesamiento de imágenes y señales de audio. Sin embargo, en estos trabajos aśı como en
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los subsecuentes no se discute ningún método capaz de extraer y aprovechar la información

contenida en las fases de Fourier.

Figura 3.3: Espectro de potencia para un oscilador tipo Rössler en régimen a) periódico, b) caótico y c)

oscilador tipo Lorenz en régimen caótico. Espectro de fases para un oscilador tipo Rössler en régimen d)

periódico, e) caótico y f) oscilador tipo Lorenz en régimen caótico.

Probablemente, una de las causas por las que se prefiere trabajar con las amplitudes de Fourier

sea que acceder a la información encriptada en las fases no es algo directo. Por ejemplo, la

figura 3.3 muestra el espectro de potencia (amplitudes de Fourier al cuadrado) y el espectro de

fases de Fourier para un oscilador tipo Rössler y otro oscilador tipo Lorenz, ambos en régimen

caótico. Las gráficas correspondientes al espectro de potencia exhiben una estructura clara que

es fácil de interpretar, pues cada pico representa la intensidad con que aparece cierta frecuencia

en la señal. Por ejemplo, cuando el espectro de potencia exhibe una densa cantidad de picos

es probable que la señal corresponda a un sistema caótico o ruidoso. En cambio, interpretar

el espectro de las fases de Fourier no es tan simple. Se puede observar que este espectro no

presenta una estructura evidente que permita sacar conclusiones directas sobre la dinámica de

la señal a la que pertenece, más bien la distribución de las fases parece ser aleatoria. Incluso
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en el caso de sistemas periódicos el espectro de fases no presenta una estructura caracteŕıstica

que sea un indicativo directo del grado de periodicidad en la señal (figura 3.3.d).

En la siguiente sección se propone un nuevo ı́ndice estad́ıstico que permite aprovechar la infor-

mación contenida en las fases de Fourier para analizar series de tiempo.
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Caṕıtulo 4

Índice J

4.1. Introducción

En la sección sobre las técnicas empleadas para el análisis no lineal de señales se mostró la

importancia de tener acceso al espacio de estados de un sistema, pues a partir de él se pueden

conocer todos los aspectos relevantes para caracterizar la dinámica del sistema. Lamentable-

mente, cuando se trabaja con señales reales es extremadamente raro conocer por completo el

espacio de estados del sistema. En muchas ocasiones ni siquiera se sabe la dimensión correc-

ta que debe tener este espacio. Para resolver estos problemas se han creado métodos, bien

fundamentados matemáticamente, que permiten realizar la reconstrucción de un espacio fase

topológicamente equivalente al espacio fase original. El problema con estos métodos es que úni-

camente son válidos para datos estacionarios, con poca cantidad de ruido, de baja dimensión y

deterministas, caracteŕısticas que t́ıpicamente no poseen los datos de experimentos reales. En

la sección dedicada a las fases de Fourier se mostró que toda la información no lineal de un

sistema, y por lo tanto los signos de determinismo, se encuentra codificada en la secuencia de

las fases de Fourier o en posibles correlaciones entre las fases y amplitudes de Fourier. También

se discutió que acceder a esta información no es una tarea trivial.

En esta sección se presenta un nuevo ı́ndice estad́ıstico que permite aprovechar la información

contenida en las fases de Fourier para sacar conclusiones sobre la dinámica de los datos. Este

ı́ndice puede ser aplicado de manera directa a todo tipo de datos estacionarios. Es decir, no

es necesario aplicar un pre-procesamiento a los datos, lo cual implica pérdida de información,

ni se tienen las restricciones necesarias para la correcta reconstrucción del espacio de estados.

Además, no se requiere hacer comparaciones con datos sustitutos, método que no funciona co-

rrectamente para el caso univariante. [28, 29] A esta nueva medida le llamamos ı́ndice J .

La hipótesis en la que se sustenta el ı́ndice J es que las caracteŕısticas sobre la dinámica de un

sistema debeŕıan reflejarse en la secuencia de las fases de Fourier. Por tanto, este ı́ndice busca

identificar y cuantificar correlaciones en la secuencia del espectro de las fases de Fourier. Con

este propósito se crea una secuencia de pasos (caminata) sobre la superficie de un toroide de

31
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dimensión 3 embebido en el espacio de las fases de Fourier. Evaluando los cambios de dirección a

lo largo de la caminata es que el ı́ndice J proporciona información sobre la dinámica del sistema.

En la siguiente sección se describe a detalle este proceso y también se discute su interpretación

dinámica.

4.2. Metodoloǵıa

El ı́ndice J puede aplicarse tanto a datos univariantes como bivariantes, pero por simplicidad

comenzaremos explicando el método para el caso bivariante. Sean x⃗ = {x1, x2, ..., xN} y y⃗ =

{y1, y2, ..., yN} dos registros simultáneos del mismo sistema cada uno con N elementos. El

primer paso es obtener la Transformada de Fourier Discreta (DFT) para cada registro usando

la fórmula 4.1:

X(fk) =
N−1∑
n=0

xne
−i2πkn/N (4.1)

donde N es el número de datos en el registro, n es el dato que se está transformando, fk con

k ∈ [0, N − 1] es la frecuencia de Fourier, xn es el valor del registro para el dato n y X(fk)

es el valor de DFT para la frecuencia fk. Para hacer más eficiente el calculo computacional

se emplea el método Fast Fourier Transform (FFT) que reduce el tiempo de calculo al reali-

zar nlog(n) operaciones en lugar de n2, pero que solamente es aplicable a datos con longitud 2n.

La información sobre la amplitud A(fk) y la fase Φ(fk) correspondientes a la parte sinusoidal

e−i2πkn/N que está asociada a xn se encuentra contenida en el valor complejoX(fk). Para separar

la amplitud de la fase usamos las fórmulas 4.2:

A(X(fk)) =
|X(fk)|

N
=

√
Re(X(fk))2 + Im(X(fk))2

N
, (4.2)

Φ(X(fk)) = arctan

(
Im(X(fk))

Re(X(fk))

)
,

donde Im(X(fk)) es la parte imaginaria y Re(X(fk)) la parte real de X(fk).

En nuestro análisis estamos interesados en trabajar con las fases, por lo que desechamos las

amplitudes y nos quedamos únicamente con las fases correspondientes a los registros originales

ordenadas a partir de la frecuencia más baja hasta la frecuencia de Nyquist:

Φ⃗x = {Φx(f1),Φx(f2),Φx(f3), ...,Φx(fNx)}, (4.3)

Φ⃗y = {Φy(f1),Φy(f2),Φy(f3), ...,Φy(fNy)}. (4.4)

Como las fases Φ(fk) son ángulos entonces sus valores están restringidos al intervalo [0, 2π]

y por tanto su espacio de estados se puede representar en un ćırculo. Esto significa que el

espacio de estados conjunto para las series Φ⃗x y Φ⃗y es el producto cruz de dos ćırculos que, to-

pológicamente hablando, genera un toro tridimensional (figura 4.1). En consecuencia un punto
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Pk = (Φx(fk),Φy(fk)) se localiza sobre la superficie bidimensional de un toroide tridimensional.

Figura 4.1: Cuando el ćırculo 2 se mueve a lo largo de la circunferencia del ćırculo 1 se genera la superficie de

un toroide tridimensional que contiene todos los pares ordenados resultantes de (S1)× (S2) que es el producto

cruz del ćırculo 1 con el ćırculo 2.

Estamos interesados en cuantificar los cambios de dirección que ocurren a lo largo de la tra-

yectoria formada por la secuencia de los puntos Pk. Para esto es necesario definir un único

vector de trayectoria que vaya del punto Pk−1 al punto Pk. En principio, para cualquier espacio

topológico de dimensión dos o mayor existe un número infinito de trayectorias que unen a dos

puntos. En el espacio del toro también debe considerarse que, debido a su naturaleza ćıclica,

para llegar de un punto en su superficie a otro punto se pueden trazar caminos que cruzan

hacia atrás o hacia adelante en las direcciones toroidal y poloidal. Para reducir el número de

trayectorias posibles solamente consideraremos aquellas que sean geodésicas y que no impliquen

una rotación mayor a 2π ya sea en la dirección toroidal y/o poloidal. Con estas restricciones el

número de posibles trayectorias se reduce a 9 candidatos.

En la figura 4.2.a se ilustran 2 de las 9 posibles trayectorias geodésicas que unen a los puntos P1

(amarillo) y P2 (verde) mediante geodésicas. Si P1 = (Φx(f1),Φy(f1) y P2 = (Φx(f2),Φy(f2), en-

tonces las 9 trayectorias se obtienen al clonar el punto P2 en las posiciones: (Φx(f2),Φy(f2)+2π),

(Φx(f2),Φy(f2)−2π), (Φx(f2)+2π,Φy(f2)), (Φx(f2)+2π,Φy(f2)+2π), (Φx(f2)+2π,Φy(f2)−2π),

(Φx(f2)− 2π,Φy(f2)), (Φx(f2)− 2π,Φy(f2) + 2π) y (Φx(f2)− 2π,Φy(f2)− 2π). La figura 4.2.b

ilustra los clones del punto P2 y también 3 de las 9 posibles trayectorias para ir de P1 a P2.

La distancia más corta se ilustra con la flecha en color rojo. Para definir la caminata sobre la

superficie del toro se elige aquella trayectoria que presenta la conexión con la distancia eucli-

diana más corta.

Entonces, los vectores de trayectoria Vl con l = 1, ..., N − 1 representan la geodésica entre dos

puntos con la norma euclidiana más pequeña. En la figura 4.2.c se ilustran dos vectores (flechas

rojas) de posición entre tres puntos consecutivos de la caminata sobre la superficie del toroide.

El siguiente paso es cuantificar el ángulo de desviación α (fig. 4.2.c) entre cada par de vectores

Vl y Vl+1.
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Figura 4.2: Ilustración de cómo se define la trayectoria de la caminata sobre el toro. La figura a) muestra

dos caminos distintos sobre la superficie del toro tridimensional para avanzar de P1 a P2. En la figura b) se

ilustran 3 de las 9 posibles trayectorias para avanzar de P1 a P2. La flecha en color rojo indica la trayectoria

con la menor distancia euclidiana, esta es la que se elige para trazar la caminata. La figura c) ilustra dos pasos

subsecuentes de la caminata sobre el toro y el ángulo de desviación α.

Para determinar el ángulo α no basta solamente con medir el ángulo más pequeño entre dos

vectores, pues esta información no es suficiente para determinar en qué sentido está girando

Vl+1 con respecto a Vl. En la figura 4.3 se ilustra el caso en que los vectores V2 y V ′
2 comparten

el mismo ángulo de giro θ con respecto a V1 aún cuando uno está girando en el sentido de las

manecillas del reloj y el otro vector en sentido contrario. Para resolver está posible ambigüedad

es necesario combinar el producto punto y el producto cruz.

Figura 4.3: El valor de θ puede ser igual para dos vectores que están girando en dirección contraria. Al conocer

el signo del producto cruz podemos distinguir la dirección de giro y determinar α de manera uńıvoca.
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El ángulo θ más pequeño entre los dos vectores se obtiene a partir de la ec. 4.5.

θ = arc cos

(
V⃗1 · V⃗2

||V⃗1|| ||V⃗2||

)
. (4.5)

Para identificar el sentido del cambio de dirección se calcula el producto cruz entre los dos

vectores como se muestra en la ecuación 4.6.

V⃗1 × V⃗2 =

∣∣∣∣∣∣
x̂ ŷ ẑ

Φx(f1) Φy(f1) 0

Φx(f2) Φy(f2) 0

∣∣∣∣∣∣ = [Φx(f1)Φy(f2)− Φx(f2)Φy(f1)]ẑ. (4.6)

Si V⃗2 gira en sentido de las manecillas del reloj entonces el término Φx(f1)Φy(f2)−Φx(f2)Φy(f1)

tiene un valor positivo, y será negativo cuando el vector gire en sentido contrario. Para apro-

vechar esta información definimos la función signo (ec. 4.7) cuya salida solamente es un signo

positivo o negativo:

signo = sgn(Φx(f1)Φy(f2)− Φx(f2)Φy(f1)). (4.7)

Con la información de las ec. 4.5 y 4.7 establecemos los siguientes criterios para evaluar α:

Si signo > 0:

α = π − θ

Si signo = 0 y θ = 0:

α = θ

Si signo = 0 y θ < 0:

α = π

Si signo < 0:

α = π + θ

En la figura 4.3 se muestra que con los criterios antes descritos el ángulo α es distinto para V⃗2

y V⃗ ′
2 aunque θ sea igual.

Para cuantificar las correlaciones en la secuencia de los ángulos α se propone un nuevo ı́ndice

estad́ıstico que llamamos J y está determinado por la ec. 4.8. Por su definición, este ı́ndice solo

puede tomar valores entre 0 y 1. El valor 0 se obtiene cuando α es constante y el valor de 1 se

alcanza cuando Θ tiene una distribución uniforme y la cantidad de datos tiende a infinito.

J = 1−

∣∣∣∣∣ 1

N − 1

N−1∑
l=1

eiα(fl)

∣∣∣∣∣ . (4.8)

En la figura 4.4 se muestra un pseudocódigo que resume la metodoloǵıa empleada para el cálculo

del ı́ndice J . En la siguiente sección se estudio el comportamiento y caracteŕısticas de J .
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Figura 4.4: Diagrama de los pasos necesarios para el cálculo del ı́ndice J .

4.3. Interpretación

Figura 4.5: a) Proyección en el plano x − y de un oscilador tipo Rössler con una dinámica de

periodo 1 (a = b = 0.2, c = 4), b) Espectro de las fases de Fourier Φ(fk) para las componentes

x− y, c) Secuencia de los ángulos αl.

Con el fin de tener una interpretación acerca de los valores del ı́ndice J y su relación con el

comportamiento dinámico de un sistema se analizan dos casos ĺımites: un sistema con baja

periodicidad (periodo 1) y otro sistema formado por ruido blanco (alto grado de irregularidad).

Para el caso periódico se eligió un sistema tipo Rössler con periodo 1 (a = b = 0.2, c =

4). En la figura 4.5.a se muestra una proyección del atractor en el plano x − y. La figura

4.5.b muestra la distribución de las fases de Fourier (espectro de fases) para las señales x− y.

Se puede observar que las fases no están homogéneamente distribuidas sino que muestran

cierta estructura de agrupamiento. Al aplicar el procedimiento descrito en la sección anterior y

utilizando las componentes x y y del sistema Rössler, se obtiene la secuencia de ángulos α que

aparece en la figura 4.5.c. Es evidente que en promedio los ángulos α ≈ π, lo cual indica que la

caminata sobre el toro sigue una trayectoria más o menos regular en la que los pasos son hacia

adelante y hacia atrás. Al calcular el valor del ı́ndice J para este caso se tiene:

J = 1−

∣∣∣∣∣ 1N
N∑
l=1

eiα(fl)

∣∣∣∣∣ ≈ 1−

∣∣∣∣∣ 1N
N∑
l=1

eiπ

∣∣∣∣∣ ≈ 1−

∣∣∣∣∣ 1N
N∑
l=1

1

∣∣∣∣∣ = 1−
∣∣∣∣ 1NN

∣∣∣∣ ≈ 1− 1 ≈ 0.

Para el segundo caso de estudio se analiza un sistema formado por dos señales distintas de

ruido blanco que, basándose en las ideas de los datos sustitutos, representan la máxima canti-

dad de desorden posible pues sus valores no guardan ninguna correlación estad́ıstica entre śı.
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Para simular las señales se crearon series de 100,000 datos cada una con números aleatorios

uniformemente distribuidos entre 0 y 1. En la figura 4.6.a se muestra una parte de la señal de

ruido blanco utilizada. Las fases de Fourier correspondientes a las señales de ruido no muestran

ningún tipo de estructura (figura 4.6.b), más bien presentan una distribución uniforme. En

este caso los ángulos α tampoco parecen presentar algún tipo de estructura (figura 4.6.c). Sin

embargo, al graficar el histograma de los ángulos α (figura 4.7) se observa que la distribución

presenta cuatro máximos en los valores α = 0, π/2, π, 3π/2 y 2π (recordar que αl = 0 = 2π).

Estos máximos coinciden con los cruces entre los dos lazos que generan el toro sobre el que se

realiza la caminata (ĺıneas negras en la figura 4.2).

Figura 4.6: a) Sección de una señal de ruido blanco donde n es el número de datos y x ∈ [0, 1].

b) Espectro de las fases de Fourier Θ(fk) para una señal de ruido blanco. c) Secuencia de los

ángulos αl para una señal de ruido blanco. Se puede observar que no existe ningún tipo de

estructura en esta secuencia.

Debido a la distribución de los ángulos α se tiene que
∑N

l=1 e
iα(fl) ≈ 0, aśı que:

J = 1−

∣∣∣∣∣ 1N
N∑
l=1

eiα(fl)

∣∣∣∣∣ ≈ 1−
∣∣∣∣ 1N (0)

∣∣∣∣ ≈ 1− 0 ≈ 1.

Figura 4.7: Histograma de los ángulos αl para el sistema formado por dos señales de ruido

blanco. La distribución presenta cuatro máximos en los valores de α = π/2, π, 3π/2 y 2π.
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Del estudio de los dos casos anteriores podemos concluir que valores de J cercanos a 0 están

asociados con dinámicas simples y periódicas, mientras que valores cercanos a 1 (donde 1

es un valor asintótico que solamente se alcanza en el ĺımite de infinitos datos) se presentan

para sistemas con comportamientos completamente irregulares y aleatorios. Esta caracteŕıstica

motiva a utilizar el ı́ndice J como una herramienta para detectar signos de determinismo en

las señales.

4.4. Signos de determinismo

Un problema de suma importancia dentro del análisis de señales es determinar si las irre-

gularidades que presenta una serie de tiempo son producto de un proceso estocástico o poseen

una dinámica caótica y por tanto no lineal y determinista. Conocer si una serie de tiempo tiene

o no un componente determinista es crucial porque indica cuál es el enfoque adecuado para su

estudio.

Se han propuesto varios métodos para detectar determinismo [80, 81, 82, 83, 84, 85]. La gran

mayoŕıa se basa en el supuesto de que en una dinámica determinista suave las trayectorias que

son cercanas en el espacio de estados en cierto momento, continuaran siendo cercanas un tiempo

después. En otras palabras, estados instantáneos del sistema que son similares continuarán sien-

do similares en un futuro inmediato. Por lo tanto, estos métodos necesitan forzosamente realizar

una reconstrucción del espacio de estados. También es necesario contar con gran cantidad de

datos para poder comparar el comportamiento de las trayectorias en tiempos futuros. De lo con-

trario, podŕıa asignarse un comportamiento aleatorio a un sistema que es determinista debido a

la falta de conocimiento (datos) de su dinámica. Además, los métodos descritos anteriormente

están asociando predictibilidad con determinismo. Esto es un problema debido a que existen sis-

temas estocásticos con memoria y por tanto también tienen un horizonte de predictibilidad [86].

En la sección anterior se mostró que para una señal de ruido blanco el valor de J se acerca

asintóticamente a 1 conforme el número de datos N tiende a infinito. En la práctica ningún

experimento proporciona un número infinito de datos, aśı que es necesario establecer un criterio

estad́ıstico que permita determinar con un nivel de significancia bien establecido si una señal

con N puntos es ruido o si posee alguna caracteŕıstica de determinismo.

En este trabajo definimos el ruido como cualquier tipo de señal que no tenga ningún tipo de

estructura en el espacio de estados ni tampoco en el espacio de las fases de Fourier Φ(f) (ver

figura 4.6). Es decir, para una señal de ruido las fases Φ(f) tienen una distribución uniforme

debido al teorema de Wiener-Khinchin (ver ec. 3.14). En la figura 4.8 se muestran tres tipos

de señales de ruido de color, donde el color se asigna de acuerdo al valor de la pendiente β

que tenga el espectro de potencias en escala logaŕıtmica (P ∼ f−β). Se puede observar que

aún cuando el espectro de potencia tiene diferente estructura para cada caso, la distribución

uniforme de las fases Φ(f) se mantiene igual para los distintos tipos de ruido en el sentido de
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que no presenta ningún tipo de estructura. Esto implica que se pueden generar señales de ruido

con cualquier tipo de estructura deseada en el espectro de potencia (o autocorrelaciones), pues

los signos de determinismo se encuentran en las fases Φ(f) y no en las amplitudes A(f).

Figura 4.8: Se muestra: serie de tiempo (columna 1), espectro de potencia P (f) en escala

logaŕıtmica (columna 2) y distribución de fases de Fourier Φ(ω) para: a) ruido blanco (β = 0),

b) ruido rosa (β = 1), y c) ruido café o browniano (β = 2). El exponente β indica la relación

entre el espectro de potencia y la frecuencia (P ∼ f−β).

Para identificar indicios de determinismo en una señal con un número finito de observaciones

N mediante el uso del ı́ndice J , es necesario disponer de dos señales que representen adecuada-

mente la hipótesis nula de la ausencia total de cualquier caracteŕıstica determinista. Como se

discutió anteriormente, esto significa que las señales no deben tener ningún tipo de estructura

en el espacio de las fases de Fourier Φi(f). Para este propósito se generan dos series de ángulos

ξ1(f) y ξ2(f) ambas con N valores, donde ξi(f) son números aleatorios independientes unifor-

memente distribuidos entre 0 y 2π que simulan las fases de Fourier sin estructura que posee

cualquier ruido con el mismo N . Para garantizar que entre las dos señales que representan la

hipótesis nula no existe ningún tipo de interrelación lineal, se crean dos nuevas series de núme-

ros aleatorios con la condición de que las diferencias de fase originales se mantengan. Es decir:

Φ1(f) − Φ2(f) = ξ1(f) − ξ2(f), de esta forma se rompen las posibles interrelaciones lineales

pero se conservan las posibles correlaciones cruzadas lineales que potencialmente pueden exis-

tir. Estas nuevas series representan un tipo de ruido determinista arbitrario con correlaciones

lineales.
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Figura 4.9: Gráfica de la estimación del ı́ndice J para caminatas sobre el toro en función de

la longitud N de la trayectoria. La curva en rojo muestra la media de J para un ensamble de

M = 100 repeticiones para cada longitud N , las barras en color negro indican la desviación

estándar. La curva en verde indica el valor mı́nimo de J para el mismo ensamble de M = 100.

La recta en color azul es el valor ĺımite que alcanza J para N infinito. El recuadro muestra una

ampliación de la gráfica para segmentos con longitud N más pequeña.

Entonces, para detectar signos de determinismo en una señal emṕırica con N datos basta con

obtener el valor de su ı́ndice J y compararlo con el valor de Jmin, donde Jmin es el promedio

de los valores mı́nimos de J obtenidos en un ensamble de M señales con N datos que repre-

sentan correctamente la hipótesis nula. De esta forma el resultado será significante con un p

del orden 1/M . Si el resultado de la señal emṕırica está por debajo de Jmin, entonces la señal

tiene alguna propiedad determinista. En caso contrario, no es posible diferenciar la señal de un

ruido no determinista. Repitiendo este procedimiento es posible construir una curva universal

que muestre el valor de J promedio y de Jmin para un ensamble de M señales con p = 1/M

como una función del número de datos N de las señales.

En la figura 4.9 se muestran los resultados de la curva obtenida a partir de un ensamble con

M = 100 repeticiones para cada valor de N . Se observa que el tamaño N de la señal afecta

la sensibilidad con la que se pueden detectar estructuras en las caminatas aleatorias sobre el

toroide tridimensional. Aún aśı, conforme se incrementa N los valores de la curva se acercan

bastante rápido a 1, que es el valor asintótico para cuando N tiende a infinito. Esta curva

tiene un carácter universal porque es válida para cualquier señal con cualquier tipo de autoco-

rrelación lineal sin importar el tipo de sistema desde el cual se midieron los datos emṕıricos.

Esto significa que ya no es necesario realizar ninguna comparación con datos sustitutos lo cual

reduce enormemente el esfuerzo computacional en el análisis.
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En conclusión, se presente un nuevo método para detectar signos de determinismo que no

requiere del uso de datos sustitutos para determinar el nivel de significancia, se puede aplicar

de forma directa sin tener que procesar los datos, no requiere del ajuste de parámetros y

es aplicable a cualquier tipo de señal que satisfaga el teorema de Nyquist. Además, al no

ser necesaria la comparación con datos sustitutos, el procedimiento es numéricamente simple,

eficiente y barato.

4.5. Aplicación univariante

En las secciones anteriores se ha discutido el cálculo del ı́ndice J de forma bivariante, pues

para crear la caminata sobre el toroide es necesario tener dos señales distintas X y Y , con

igual cantidad de mediciones N , que provengan del mismo sistema. Sin embargo, en muchas

situaciones prácticas solamente se tiene acceso a una única medición del sistema. En estos casos

es necesario aplicar el ı́ndice J en su modalidad univariante.

Cuando únicamente se tiene una señal X con N número de datos, entonces se procede a crear

una copia de X desfasada en un tiempo τ , esta nueva señal será Y . De esta manera se obtienen

las nuevas señales X = {x1, x2, ..., xN−τ} y Y = {xτ , xτ−1, ..., xN}. En la sección de resultados

se muestra que la elección del valor de τ no influye cualitativamente en los resultados del ı́ndice

J . Por lo tanto no es un parámetro relevante en el procedimiento.
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Caṕıtulo 5

Aplicaciones del ı́ndice J

En este caṕıtulo se muestran los resultados de aplicar el ı́ndice J a sistemas con diversos

oŕıgenes y distintos tipos de dinámicas. Se investigan las aplicaciones del ı́ndice J en las mo-

dalidades bivariante y univariante, aśı como a sistemas contaminados con ruido. El análisis

comienza utilizando sistemas clásicos que han sido ampliamente estudiados en la literatura.

Esto se hace con el objetivo de verificar la confiabilidad del ı́ndice J , y también para asociar

los nuevos resultados con aquellos que ya están reportados. Posteriormente se abordan casos

de señales obtenidas a partir de sistemas reales.

La primer sección de este caṕıtulo está dedicada al análisis de sistemas dinámicos teóricos tanto

discretos como continuos. Para el caso discreto se eligieron los mapeos loǵıstico y de Hénon.

Como modelos continuos se seleccionaron los osciladores tipo Lorenz, Rössler y de van der Pol.

Los sistemas antes mencionados son interesantes por su capacidad de exhibir una rica variedad

de estados dinámicos periódicos, cuasiperiódicos y caóticos. En la segunda sección se muestran

los resultados de aplicar el ı́ndice J a señales del mundo real. En especifico señales provenientes

de un electroencefalograma intracraneal y de las fluctuaciones de densidad en los sedimentos

de un paleolago.

Todos los cálculos que se muestran en este caṕıtulo fueron programados en Python 3.12.0 y

procesados en una máquina de 64 bits con procesador x64. Para las simulaciones de sistemas

dinámicos se utilizo el método Runge-Kutta de cuarto orden para aproximar las soluciones de

las ecuaciones diferenciales.

5.1. Sistemas teóricos

5.1.1. Mapeo loǵıstico

En 1976, 13 años después de los trabajos pioneros de Lorenz sobre caos, Robert McCredie

May propuso un modelo demográfico [88] para explicar la dinámica del crecimiento de poblacio-

nes tomando en cuenta que la población debeŕıa tener un valor máximo para evitar crecimiento

exponencial, que hay recursos ilimitados y que no existe competencia con otras especies. Des-
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pués de hacer algunas simplificaciones a la ecuación de Verhulst [89], May logró expresar su

modelo en una simple ecuación en diferencias de primer orden que aparece en la ec.5.1:

xn+1 = rxn(1− xn), (5.1)

donde xn representa la población en la generación n, xn+1 la población en la siguiente genera-

ción y r es un parámetro positivo que se relaciona con la tasa de crecimiento poblacional. La

variable x solamente puede tomar valores entre 0 y 1, pues si x > 1 entonces el modelo diverge

hacia −∞ indicando la extinción de la especie. Valores de x < 0 no tienen sentido f́ısico en el

modelo. Los valores del parámetro r se eligen dentro del intervalo [0, 4] para asegurar que los

valores de xn se sigan manteniendo en el intervalo [0, 1].

El comportamiento dinámico del mapeo está determinado por el valor de r. Para 0 < r < 1

los valores de xn se aproximan a 0 conforme n −→ ∞. Cuando 1 ≤ r < 3 el mapeo exhibe una

dinámica de periodo 1. A medida que se incrementa r el mapeo experimenta una progresiva du-

plicación de periodo hasta llegar a una dinámica con periodo infinito, comportamiento caótico,

en r∞.

Parámetro r Periodicidad

r1 = 3.000... 2

r2 = 3.449... 4

r3 = 3.544... 8

r4 = 3.564... 16

r5 = 3.568... 32

. .

. .

. .

r∞ = 3.569 ∞

Cuadro 5.1: Duplicación de periodo en el mapeo loǵıstico y su respectivo valor de r en el que

ocurren.

En la figura 5.1 se muestran los valores de r en los que ocurren las duplicaciones de periodo hasta

llegar a una dinámica caótica. Se puede observar que conforme se incrementa la periodicidad,

los valores de rn son cada vez más próximos entre śı. De hecho, la distancia entre los valores de

rn converge geométricamente según la ecuación 5.2.

δ = ĺım
n→∞

rn − rn−1

rn+1 − rn
= 4.669... (5.2)

El valor δ se conoce como la primer constante de Feigenbaum, pues fue él quién la detectó y

publicó en 1978 [87]. La segunda constante de Feigenbaum se obtiene calculando el ĺımite del

cociente entre la anchura de dos ramas de bifurcación consecutivas según la ecuación 5.3.

α = ĺım
n→∞

dn
dn + 1

= 2.502... (5.3)



5.1. SISTEMAS TEÓRICOS 45

Ambas constantes de Feigenbaum se consideran universales debido a que son independientes

de la forma de la función que se está analizando siempre y cuando la función sea tres veces

derivable y no tenga máximos relativos. Se ha mostrado que estas constantes también aparecen

en sistemas reales que presentan duplicación de periodo. En el libro de Steven Strogats [3] se

presentan varios ejemplos de experimentos en hidrodinámica y electrónica.

En la figura 5.1 se muestra el diagrama de bifurcación para el mapeo loǵıstico. Cada rama que

aparece en el diagrama indica un periodo distinto. Por ejemplo, en las regiones donde se ven

cuatro ramas significa que el sistema tiene un periodo 4 (r = 3.564...). Las regiones caóticas se

identifican por ser zonas densas en ramas debido a que tienen un periodo infinito. Se observa que

para r > r∞ = 3.569 el sistema experimenta una alternancia de estados periódicos y caóticos.

Figura 5.1: Diagrama de bifurcación (negro) y exponente de Lyapunov λ (azul) para el modelo

loǵıstico (ec. 5.1). La recta en rojo indica el valor λ = 0.

A pesar de toda la información que proporciona el diagrama de bifurcación, en algunas cir-

cunstancias resulta muy complicado poder diferenciar entre una dinámica con periodo muy

alto y una dinámica caótica observando solamente el diagrama de bifurcación. Usando esta

herramienta tampoco es posible diferenciar dinámicas caóticas de ruido. Otro método tradi-

cional para diferenciar periodicidad de caos consiste en calcular el exponente de Lyapunov λ.

Obtener λ para el mapeo loǵıstico resulta extremadamente rápido y sencillo porque basta con

calcular la derivada de la ec. 5.1. En la figura 5.1 se muestra λ como función de r. Como es

de esperar, cuando la dinámica es periódica se tiene λ < 0 y para comportamientos caóticos

λ > 0. También se observa que cada vez que ocurre una duplicación de periodo λ = 0.
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Ahora se procede al análisis de la dinámica mediante el ı́ndice J . Para esto se calcula el ı́ndice

J utilizando la modalidad univariante con τ = 1 (recordar que el valor de τ no es relevante).

En la figura 5.2 se muestran los resultados numéricos del ı́ndice J (curva en rojo) y λ (curva

en negro), ambos como función del parámetro de bifurcación r. Es evidente la gran similitud

entre la curva de J y λ. Para los comportamientos periódicos (λ < 0) J tiene valores cercanos

a 0 y para los comportamientos caóticos (λ < 0) se observa J < 1. Aunque en el régimen

caótico J toma valores altos, estos siguen siendo estad́ısticamente significantes. Esto indica que

la dinámica del sistema tiene un comportamiento determinista, como es de esperarse.

Figura 5.2: Resultados numéricos del ı́ndice J (rojo) y λ (azul) para el mapeo loǵıstico (ec.

5.1) para r ∈ [3.0, 4.0] como parámetro de bifurcación. La linea horizontal en negro indica el

valor λ = 0. La franja superior en amarillo indica la zona de resultados estad́ısticamente no

significativos. Todos los valores por debajo de la franja amarilla tienen significancia con p < 1%.

En la figura 5.3 se muestra un acercamiento a la gráfica 5.2 para mostrar que justo cuando ocurre

una duplicación de periodo en la dinámica del sistema, los valores del ı́ndice J muestran un

incremento. Estas duplicaciones de periodo también se pueden identificar mediante el exponente

de Lyapunov cuando λ = 0 viniendo de valores negativos y posteriormente regresa a valores

negativos, pero el ı́ndice J proporciona información que no se encuentra en λ. Entre mayor

sea el grado de la duplicación más grande es el valor de J , mientras que λ exhibe el mismo

comportamiento para cualquier grado de duplicación. Esto significa que el ı́ndice J es sensible

al grado de irregularidad de la dinámica en el sentido que una dinámica con periodo 1 es más

simple, en cierto sentido, que una con periodo 2.
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Figura 5.3: Acercamiento a la gráfica 5.2. Las ĺıneas verticales punteadas en negro indican una

duplicación de periodo. Se observa que justo en estos puntos λ = 0, mientras que los valores de

J muestran un incremento.

La sensibilidad del ı́ndice J a la duplicación de periodo también se observa en otros tipos

de mapeos unidimensionales. En la figura 5.4 se muestran los resultados de estudiar el mapeo

cuadrático xn+1 = a−x2
n y el mapeo xn+1 = a sin(πxn). En ambos casos se observan incrementos

en el valor de J cada vez que ocurre una duplicación de periodo.

Figura 5.4: Diagrama de bifurcación (negro) y valores numéricos del ı́ndice J para los mapeos:

a) xn+1 = a− x2
n, b) xn+1 = a sin(πxn). Se observa que cada vez que ocurre una duplicación de

periodo (ĺıneas verticales punteadas) el valor de J sufre un incremento.

5.1.2. Mapeo de Hénon

El mapeo de Hénon es un modelo matemático minimalista que permite estudiar la dinámi-

ca de estiramiento y plegado que conduce al caos determinista, por lo que es unos de los más
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estudiados y trabajados. También sirve para modelar flujos cerca de una bifurcación silla-nodo.

En 1969 Michel Hénon publicó un art́ıculo donde demostró, utilizando la conservación de la me-

dida, que las propiedades esenciales de un sistema dinámico definido por ecuaciones diferenciales

pueden conservarse utilizando mapeos que preserven el área [90]. Inspirado por estos resultados

Hénon propuso en 1976 un modelo bidimensional simplificado de la sección de Poincaré del

modelo de Lorenz que posteriormente se conoceŕıa como mapeo de Hénon [91]. El mapeo de

Hénon es un sistema dinámico bidimensional y discreto en el tiempo que está determinado por

el conjunto de ecuaciones acopladas 5.4:

xn+1 = 1− ax2
n + byn, (5.4)

yn+1 = xn.

donde x, y son las variables dinámicas y a, b son parámetros cuyos valores determinan si el

mapeo converge a una órbita periódica o tiene comportamiento caótico. El mapeo también se

puede escribir como una iteración de dos pasos:

xn+1 = 1− ax2
n + bxn−1. (5.5)

En la figura 5.5 se muestran el diagrama de bifurcación y λmax en función del parámetro a para

el mapeo de Hénon. Los valores de a están dentro del intervalo [1, 1.4] y se fija b = 0.3. Se puede

observar que existen regiones en las que el mapeo tiene una dinámica periódica (λmax < 0) y

otras en las que el comportamiento es caótico (λmax > 0). También existe una zona en las que

se presenta duplicación de periodo del tipo 2m.

Figura 5.5: Diagrama de bifurcación (negro) y λmax (azul) para el mapeo de Hénon (ecuaciones 5.4 con

a ∈ [1, 1.4] como parámetro de bifurcación y b = 0.3). La linea punteada en rojo indica λmax = 0.
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En la figura 5.6.a) se muestran las gráficas correspondientes al ı́ndice J y λmax. El ı́ndice J se

calculó de forma bivariante utilizando las series de x y y provenientes del mapeo. Se observa

que el ı́ndice J tiene un alto grado de sensibilidad a la par de λmax para detectar los cambios

en la dinámica. Cuando hay dinámicas regulares J es cercano a 0 y para los comportamientos

caóticos J tiene valores cercanos a 1. En la figura 5.6.b) se muestra como el valor de J presenta

incrementos cada vez que ocurre una duplicación de periodo. Aunque este comportamiento

es similar al observado en los mapeos unidimensionales, el valor de los incrementos de J no

coincide en ambos casos.

Figura 5.6: a) Índice J (rojo) λmax (negro) para el mapeo de Hénon (ecuaciones 5.4 con a ∈ [1, 1.4] como

parámetro de bifurcación y b = 0.3). La franja superior en amarillo indica la zona de resultados estad́ısticamente

no significativos. Todos los valores por debajo de la franja tienen significancia con p < 1%. b) Acercamiento al

diagrama de bifurcación 5.5 donde se observa que el ı́ndice J (rojo) incrementa su valor cada vez que ocurre

una duplicación de periodo (negro).

5.1.3. Modelo de Lorenz

El modelo de Lorenz es un sistema dinámico no lineal formado por un conjunto de tres

ecuaciones diferenciales ordinarias acopladas que sirve para modelar la convección de fluidos

en la atmósfera. Este trabajo fue pionero en mostrar que un sistema determinista es capaz de

exhibir comportamientos caóticos [38].

Edward Norton Lorenz fue un matemático y meteorólogo estadounidense que trabaja para

el MIT. Él estaba interesado en conocer cuáles son las leyes f́ısicas necesarias para lograr

un buen pronóstico del clima. En 1960 publicó un trabajo en el que aplicando series dobles

de Fourier y haciendo simplificaciones en las escalas de movimiento logró reducir la ecuación

de vorticidad barotrópica a un sistema de tres ecuaciones diferenciales no lineales ordinarias

cuyas soluciones anaĺıticas son funciones eĺıpticas en el tiempo [93]. Continuó trabajando con

este tipo de modelos pero ahora con 12 dimensiones y en 1962, con la ayuda de Margaret

Hamilton, integra las soluciones utilizando un ordenador Royal-McBee LGP-301 y se da cuenta

1Según Lorenz esta máquina solamente era capaz de realizar los cálculos unas 1000 veces más rápido que un

humano.
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que estas soluciones tienen una fuerte dependencia a las condiciones iniciales pero que aún

aśı parecen acumularse dentro de un conjunto compacto e invariable que no depende de las

condiciones iniciales [94]. Finalmente, en 1963 Lorenz conjunta todos sus descubrimientos e

ideas propuestas por Saltzman [95] en un modelo tridimensional determinista y minimalista

que sirve para estudiar los rollos de convección que se producen en la atmósfera [38]. Este

modelo está descrito por las ec. 5.6 y es interesante, entre otras cosas, por su capacidad de

producir dinámicas complicadas debido a su no linealidad.

ẋ = −σx+ σy,

ẏ = −xz + ρx− y, (5.6)

ż = xy − bz.

En las ec. 5.6 la variable x representa la intensidad de la convección, y la diferencia de tempe-

ratura entre las corrientes ascendente y descendente y z es proporcional al cambio en el perfil

de temperatura vertical. La constante σ es el número de Prandtl, ρ es el número de Rayleigh

y b se relaciona con alguna proporción f́ısica de la región que se está estudiando.

En la figura 5.7 se muestran proyecciones en el plano x − y de atractores del sistema corres-

pondientes a los parámetros σ = 10, b = 8/3 y ρ = 350, 100.5, 160, 99.65, 28. Los primeros

cuatro valores de ρ corresponden a dinámicas periódicas (λmax < 0) y el último valor de ρ = 28

produce un comportamiento caótico (λmax > 0). Las simulaciones se realizaron usando un paso

de integración de 0.01.

Figura 5.7: Proyecciones en el plano x − y de osciladores tipo Lorenz para los parámetros σ = 10, b = −8/3

y a) ρ = 350, b) ρ = 100.5, c) ρ = 160, d) ρ = 99.65, e) ρ = 28.
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En la figura 5.8 se muestra λmax para los distintos estados del sistema, este exponente se

calculó a partir del atractor real del sistema. Nótese que los estados del sistema están ordenados

de acuerdo a la irregularidad de su dinámica y no por los valores de ρ.

Figura 5.8: Resultados numéricos de J (rojo) y λmax (negro) para σ = 10,b = 8/3 y r =

350, 100.5, 160, 99.65, 28. La escala de la izquierda corresponde a J y la de la derecha a λmax. La franja su-

perior en amarillo indica la zona de resultados estad́ısticamente no significativos. Todos los valores por debajo

de la franja tienen significancia con p < 1%.

En el análisis de la dinámica mediante el ı́ndice J se utiliza la modalidad bivariante. Debido a

que para este sistema se tienen disponibles tres series de tiempo distintas, se calculó el ı́ndice

J usando las combinaciones: (x, y), (x, z) y (y, z). En los tres casos se obtuvieron resultados

cualitativamente similares, por lo que solamente se presentan los correspondientes a las series

(x, y). En la figura 5.8 se muestra el valor del ı́ndice J para las distintas dinámicas antes

mencionadas. Se puede observar que J y λmax exhiben un comportamiento cualitativamente

similar. Los cuatro primeros puntos de la gráfica corresponden a dinámicas periódicas, en estos

casos se tiene J con valores cercanos a cero y λmax < 0. El último punto de la gráfica pertenece

a una dinámica caótica y J tiene un valor cercano a 1 mientras λmax > 0.

Figura 5.9: Aplicación univariante de J sobre la componente x de un oscilador tipo Lorenz en régimen a)

caótico (ρ = 28) y b) periódico (ρ = 100.5). El cálculo también se realizó sobre la componente y del oscilador

con resultados cualitativamente similares, éstos no se muestran en la figura. La franja superior en amarillo en

la gráfica a) indica la zona de resultados estad́ısticamente no significativos. Todos los valores por debajo de la

franja tienen significancia con p < 1%.
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En este modelo también se trabajó con la aplicación univariante del ı́ndice J para explorar la

influencia del retraso τ en los resultados. Con este propósito se toma la serie de tiempo x y

se le aplica un corrimiento temporal τ . Se analizó un estado caótico (ρ = 28) y uno periódico

(ρ = 100.5). Para ambos casos se aplicaron retrasos hasta de τ = 10, 000 puntos, que equivale

al 20% del tamaño total de la serie. En la figura 5.9 se muestran los resultados y se observa

que sin importar la magnitud de τ , el ı́ndice J sigue siendo capaz de identificar si la dinámica

del sistema es periódica o caótica. De lo anterior se concluye que el parámetro τ no influye

cualitativamente en los resultados. Esto es debido a que el ı́ndice J no es muy sensible a las

interrelaciones, este tema se aborda más adelante.

5.1.4. Modelo de Rössler

En 1976, el bioqúımico alemán Otto Rössler publicó un art́ıculo en el que propuso un sistema

capaz de presentar comportamientos caóticos pero con una estructura algebraica más simple

que el modelo de Lorenz [96]. Una de las razones por la que este modelo es importante es que

contiene los requisitos mı́nimos para la existencia de caos: un espacio de estados de dimensión

tres y solamente un término no lineal.

El modelo de Rössler fue motivado por la geometŕıa que presentan los fluidos en tres dimensiones

debida al principio de reinyección y, al parecer, por el procedimiento artesanal empleado para

la fabricación de dulces. También empleo algunas ideas de mapeos como el del panadero para

inventar varios modelos de los cuales el más famoso está determinado por las ec. 5.7.

ẋ = −y − z,

ẏ = x+ ay, (5.7)

ż = b+ z(x− c).

En la ec. 5.7 x, y y z son variables continuas que evolucionan en el tiempo y a, b, c son paráme-

tros positivos. Las dos primeras ecuaciones generan oscilaciones que pueden amplificarse para

a > 0 hasta producir espirales en x y y. La tercer ecuación posee el componente no lineal,

acopla las variables x y z e induce la reinyección regresando el flujo al inicio del movimiento en

espiral.

En la figura 5.10 se muestran proyecciones del espacio de estados en el plano x − y de los

atractores correspondientes a las dinámicas del modelo de Rössler para a = b = 0.1 y c =

4, 6, 12, 8.5, 12.6, 8.7, 13, 9, 18 con un paso de integración de 0.01. Los valores de c se ordenaron

de acuerdo al tipo de dinámica que generan: de la más simple a la más irregular. Las seis primeras

dinámicas están en régimen periódico (λmax < 0) y las últimas tres en caótico (λmax > 0). La

gráfica para (λmax) se encuentra en la figura 5.11.



5.1. SISTEMAS TEÓRICOS 53

Figura 5.10: Estados dinámicos del sistema de Rössler para a = b = 0.1 y distintos valores de c.

El ı́ndice J se determina a partir de su modalidad bivariante para los estados mencionados

anteriormente. En la figura 5.11 se muestran las gráficas del ı́ndice J y de λmax. Se observa

que J tiene valores cercanos a 1 para las dinámicas caóticas (λmax > 0) y cercanos a 0 para

las periódicas (λmax < 0). También se aprecia que J es sensible al aumento de periodo pues

su valor se incrementa conforme lo hace la periodicidad, a diferencia de λmax que se mantiene

prácticamente con el mismo valor para todas las dinámicas periódicas.

Figura 5.11: Resultados numéricos del ı́ndice J (rojo) y λmax (negro) para un oscilador tipo

Rössler con distintos tipos de dinámicas. Para c = {4, 6, 12, 8.5, 12.6, 8.7} el sistema está en

régimen regular con periodicidad de {1, 2, 3, 4, 6, 8} respectivamente. Para c = {13, 9, 18} el

sistema está en régimen caótico. La franja superior en amarillo indica la zona de resultados

estad́ısticamente no significativos. Todos los valores por debajo de la franja tienen significancia

con p < 1%.
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Al calcular J en la modalidad univariante se obtienen resultados similares al caso bivariante:

valores pequeños para el régimen periódico y valores altos pero significantes para el caso caótico.

En la figura 5.12 se muestra la gráfica de J para distintos niveles de retraso en las variables x

(curva verde) y z (curva azul). La gráfica 5.12.a corresponde a un sistema Rössler en régimen

caótico (c = 18) y 5.12.b a uno periódico (c = 6). En ambos casos Jx presenta oscilaciones más

pronunciadas que Jz, esto puede explicarse por la naturaleza de las variables y porque el ı́ndice

J no es una medida asintótica como los exponentes de Lyapunov.

Figura 5.12: Resultados numéricos para el ı́ndice J en la modalidad univariante para la componente x de un

oscilador tipo Rössler en régimen a) caótico (c = 18) y b) periódico (c = 6). La franja superior en amarillo de

la gráfica a) indica la zona de resultados estad́ısticamente no significativos. Todos los valores por debajo de la

franja tienen significancia del 1%.

5.1.5. Oscilador de van der Pol

En 1927 Balthazar van der Pol, mientras trabajaba para la empresa Philips, introdujo un

modelo matemático para circuitos eléctricos con resistencia no lineal que describe las osci-

laciones de un triodo2. La importancia de su trabajo radica en que fue pionero en mostrar

comportamientos caóticos de manera experimental. Además, sirve como base para explicar

otros fenómenos más complicados como los potenciales de acción en neuronas. Este modelo fue

publicado en la revista Nature [97] y está determinado por la ec. 5.8.

ẍ− µ(1− x2)ẋ+ x = b cos(wt), (5.8)

donde µ y b son constantes positivas. Para b = 0 se obtiene una ecuación autónoma y si al

mismo tiempo se hace µ = 0 entonces la ecuación se reduce a la del oscilador armónico. Otra

manera de representar este modelo se muestra en la ec. 5.9.

ẋ = y, (5.9)

ẏ = 0.3(1− x2)y − x.

Para conseguir dinámicas que se encuentren en un régimen cuasiperiódico se acoplan dos osci-

ladores de van der Pol en la variable y mediante un acoplamiento difusivo bidireccional como

2Un triodo es un tubo de vaćıo con tres electrodos que sirve como válvula electrónica de amplificación.

Posteriormente fue reemplazado por el transistor.
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se muestra en las ec. 5.10:

ẋ1 = y1,

ẏ1 = 0.3(1− x2
1)y1 − x1 + γ(y2 − y1), (5.10)

ẋ2 = y2,

ẏ2 = 0.3(1− x2
2)y2 − x2 + γ(y1 − y2),

donde las variables (x1, y1) pertenecen al primer oscilador, (x2, y2) al segundo y γ = 0.5 es el

parámetro de acoplamiento. En la figura 5.13 se muestran los atractores de cada oscilador y

en la figura 5.14 las series de tiempo correspondientes a la variable xi de cada oscilador. Las

simulaciones se realizaron usando un paso de integración de 0.01.

Figura 5.13: Proyecciones en el plano x− y del atractor correspondiente al a) oscilador 1 y b)

oscilador 2 acoplados mediante el modelo que aparece en las ecuaciones 5.10.

Figura 5.14: Series de tiempo correspondientes a la componente x1,2 de los osciladores de van

der Pol acoplados según las ecuaciones 5.9.

Al calcular el ı́ndice J para el sistema acoplado se obtiene J = 0.04, valor que claramente

es distinto a los obtenidos para las dinámicas caóticas. Esto sugiere que el ı́ndice J es capaz

distinguir entre una dinámica cuasiperiódica y una caótica.
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5.2. Influencia de ruido

La gran mayoŕıa de las series de tiempo que se obtienen a partir de mediciones realizadas

sobre sistemas reales contienen cierta cantidad de ruido. El ruido puede deberse a la naturaleza

intŕınseca del sistema, los instrumentos de medición o alguna otra causa. Entonces, para poder

aplicar el ı́ndice J a datos reales primero debe verificarse que los resultados sean robustos ante

la influencia de ruido.

Figura 5.15: Resultados numéricos del ı́ndice J como función del cociente SNR = σsenal/σruido

para sistemas tipo: a) Rössler periódico (c = 12) y caótico (c = 18), b) Lorenz periódico

(ρ = 100.5) y periódico (ρ = 28). En color verde se muestra el valor de J para los sistemas

periódicos y en azul para los caóticos. En color negro se muestra λmax para los sistemas en

régimen caótico. La franja superior en amarillo indica la zona de resultados estad́ısticamente

no significativos. Todos los valores por debajo de la franja tienen significancia con p < 1%.

Para estudiar los efectos del ruido en la determinación de J se tomaron dos osciladores tipo

Rössler, uno en régimen periódico (c = 12) y el otro en caótico (c = 18.). A la variable x

de cada oscilador se le agregó ruido blanco con desviación estándar σruido. Para cuantificar la

cantidad de ruido en la serie se define el cociente SNR = σsenal/σruido, el cual tiende a cero a

medida que aumenta la cantidad de ruido. Para cada oscilador se calculó el ı́ndice J de forma

bivariante utilizando las variables x y y. En la figura 5.15.a se muestran los resultados de J

para el oscilador periódico (verde) y caótico (azul). Para el sistema caótico también se muestra

λmax (negro). Se puede observar que J mantiene valores bajos para el oscilador periódico y que

conserva valores altos para el oscilador caótico incluso cuando las señales tienen altas cantidades

de ruido. También se puede ver que conforme aumenta la cantidad de ruido λmax tiende a cero

y ya no es capaz de detectar que la señal proviene de un sistema caótico. Este experimento se

repitió para un oscilador tipo Lorenz con dinámica periódica (ρ = 100.5) y otro con dinámica

caótica (ρ = 28). Cualitativamente se observan los mismos resultados que en el caso de los



5.3. INFLUENCIA DE LA DISTANCIA EN LA TRAYECTORIA DE LA CAMINATA SOBRE LA DETERMINACIÓN DEL ÍNDICE J .57

osciladores tipo Rössler. La conclusión es que el ruido ejerce poca influencia sobre la estimación

del ı́ndice J .

5.3. Influencia de la distancia en la trayectoria de la ca-

minata sobre la determinación del ı́ndice J.

En la sección de la metodoloǵıa se explicó que para calcular el ı́ndice J se utilizan las fases

de Fourier para crear una caminata sobre la superficie de un toro de dimensión 3. Y que para

determinar el siguiente paso en la caminata se elige la trayectoria con la longitud euclidiana

más corta entre dos puntos subsecuentes para cumplir con los requisitos de una métrica y evitar

ambigüedades en el procedimiento. En esta sección se discuten los efectos sobre la estimación

del ı́ndice J al elegir trayectorias con distintas longitudes.

Figura 5.16: Los ćırculos ilustran las nueve posibles opciones que no presentan rotaciones com-

pletas para avanzar del punto P1 (amarillo) al punto P2. La flecha en rojo ilustra la trayectoria

con la distancia euclidiana más corta, la flecha azul ilustra una trayectoria con distancia eucli-

diana mayor y la flecha en verde ilustra una trayectoria que se mantiene en el cuadrante central.

En la figura 5.16 se ilustran las nueve posibles opciones que no implican rotaciones completas,

ya sea en la dirección toroidal o poloidal, que permiten avanzar del punto P1 al punto P2. Las

flechas ilustran tres posibles trayectorias: 1) Trayectoria con la distancia euclidiana más corta

(flecha roja), 2) Trayectoria con una distancia euclidiana mayor al caso anterior (flecha azul) y

3) Trayectoria que se mantiene en el cuadrante central, es decir, no presenta cruces en la direc-

ción toroidal ni poloidal (flecha verde). Utilizando cada una de estas tres posibles trayectorias

se calcula el ı́ndice J para los osciladores tipo Rössler descritos en la sección 5.1.4.

La figura 5.17 muestra los resultados numéricos del ı́ndice J al utilizar las tres trayectorias

ilustradas en la figura 5.16. La curva en color rojo corresponde al caso 1), la color azul al caso
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2) y la color verde al caso 3). La curva en color negro indica λmax y la franja en color amarillo

indica la región de resultados no significativos con una significancia del 1%. Se puede observar

que, mientras se respete la topoloǵıa del toro, elegir otros tipos de distancias producen resultados

cualitativamente similares entre si y con λmax. En cambio, si no se toma en cuenta la topoloǵıa

del toro y las distancias solamente se eligen dentro del cuadrante central, los resultados dejan

de ser cualitativamente equivalentes a λmax. Por ejemplo, al aumentar la caoticidad del sistema

estudiado la curva verde presenta una disminución en sus valores en lugar de un incremento

como λmax.

Figura 5.17: Resultados numéricos del ı́ndice J calculado a los sistemas tipo Rössler descritos en

la sección 5.1.4 al utilizar las de distancias ilustradas en la figura 5.16 para elaborar la caminata

sobre la superficie del toro tridimensional. La curva en azul corresponde al caso 1), la curva

en rojo al caso 2) y la curva en verde al caso 3). La curva en negro indica los valores de λmax.

La franja superior en amarillo indica la zona de resultados estad́ısticamente no significativos.

Todos los valores por debajo de la franja tienen significancia con p < 1%.

5.4. Sensibilidad a interrelaciones lineales

El ı́ndice J no es sensible a las posibles interrelaciones lineales que pudiesen existir entre dos

series de tiempo. Esto se debe a que el ı́ndice J se obtiene únicamente a partir de la información

no lineal contenida en las fases de Fourier. Para mostrar esta caracteŕıstica se estudia el modelo

formado por el conjunto de ecuaciones 5.11:

S1 = (1− ρ)x1 + ρx3, (5.11)

S2 = (1− ρ)x2 + ρx3,
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donde x1, x2, x3 son diferentes señales de ruido blanco y ρ ∈ [0, 1] es el parámetro de acopla-

miento lineal entre las señales S1 y S2. Cuando ρ = 0 las señales S1, S2 son completamente

independientes y por tanto su correlación lineal es igual a 0. Para ρ = 1 las señales S1, S2 son

idénticas y entonces su correlación lineal es igual a 1.

Figura 5.18: Resultados numéricos para el cálculo del ı́ndice J (rojo), información mutua (verde)

y coeficiente de correlación de Pearson (azul) para el modelo definido por las ecuaciones 5.11.

La franja superior en amarillo indica la zona de resultados estad́ısticamente no significativos.

Todos los valores por debajo de la franja tienen significancia con p < 1%.

En la figura 5.18 se muestran los resultados de la correlación de Pearson (verde), la información

mutua I (azul) e ı́ndice J (rojo) para el modelo 5.11. Se puede observar que a medida que se

incremente el acoplamiento lineal ρ, la correlación e información mutua incrementan sus valores

monótonamente hasta llegar al valor de 1 indicando que existe un fuerte acoplamiento lineal

entre las series S1 y S2. En cambio, el ı́ndice J siempre mantiene valores cercanos a 1 sin importar

el grado de acoplamiento ρ lineal entre las series. Es decir, el ı́ndice J es capaz de identificar la

naturaleza estocástica de las series aún cuando están sujetas a fuertes interrelaciones lineales.

Esta propiedad del ı́ndice J explica por qué en la aplicación univariante el valor del parámetro

τ no es relevante en la determinación numérica de J .

El hecho de que del ı́ndice J no sea sensible a las interrelaciones lineales puede presentar una

ventaja sobre otros métodos de análisis dependiendo del tipo de estudio que se quiera realizar.

Por ejemplo, los trabajos de Michael Rosenblum [98] y Thomas Kreuz [99] sobre sincronización

de osciladores caóticos acoplados linealmente han mostrado que los exponentes de Lyapunov

son sensibles al acoplamiento ρ.
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5.5. Sistemas reales

Con el propósito de comenzar a explorar y mostrar la utilidad del ı́ndice J en datos pro-

venientes de experimentos reales elegimos como prueba de concepto 1) datos provenientes de

EEG, 2) registros de fluctuaciones de densidad en los sedimentos de un paleolago y 3) registros

de variaciones de temperatura en el paleoclima de Antártida y Groenlandia.

5.5.1. Registros de EEG

Se analizaron datos de un registro electroencefalográfico (EEG) intracraneal proveniente de

dos electrodos implantados en la zona del inicio de las crisis de un paciente con epilepsia del

lóbulo temporal (Convulsión 1 descrita en [29]). Con la finalidad de obtener una gráfica con

resolución en el dominio de tiempo y frecuencia, se calculó el ı́ndice J para cada segmento de

tiempo con una duración de 30 segundos sobre una ventana de frecuencia compuesta por 32

bins de frecuencia. Dado que la frecuencia de registro es de 250 Hz, entonces cada ventana de

frecuencia corresponde a 1 Hz y se desplaza en pasos de 1 Hz sobre todo el espectro de fases,

obtenido por esas 25 ventanas de frecuencia. Para cada una de estas ventanas de tiempo se

calculó el ı́ndice J en su modalidad bivariada y univariada y los resultados se compararon con

los obtenidos por caminatas aleatorias sobre el toroide usando la metodoloǵıa explicada ante-

riormente. En el caso bivariado también se utilizaron números aleatorios pero se conservaron

las posibles diferencias en las fases de Fourier entre los dos espectros para mantener las correla-

ciones cruzadas lineales3 [100]. Estos resultados también se compararon con los obtenidos para

25× 99 espectros de fases aleatorias, el factor 25 aparece debido a la corrección de Bonferroni

utilizada para pruebas múltiples. Para que los resultados tengan un nivel de significancia del

1%, solamente se aceptan los valores de J que están por debajo de los estimados para las

caminatas aleatorias y en caso contrario se fijan como J = 1 que es el valor de ruido. Estos

resultados se muestran en la figura 5.19.

En la figura 5.19 se observa que para el peŕıodo previo a la convulsión existen varios even-

tos significativos entre los segundos 500 y 550 para todo el rango de frecuencia considerado,

especialmente para el electrodo 1 en el caso univariante. Según el neurofisiólogo José Fernan-

do Zapata Berruecos (JFZ-B), estos eventos coinciden con alguna actividad similar a la ictal

de corta duración. También después del inicio de las convulsiones se puede observar un ligero

aumento de signos de determinismo. Posteriormente al termino de la convulsión se observa

evidencia sólida de una dinámica determinista, al principio en toda la región de frecuencia

mostrada en la figura y después principalmente para componentes lentos por debajo de 20 Hz,

donde los valores J toman valores menores a 0.2. También se analizó la crisis 2 del mismo sujeto

descrita en [29], obteniendo resultados cualitativamente similares.

3En realidad este paso no es necesario para el análisis como se mostró en la sección 5.4
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Figura 5.19: Registro de los electrodos 1 (panel a) y 2 (panel e) ubicados dentro de la zona

de inicio de las convoluciones. El panel b) muestra los resultados del ı́ndice J en la aplicación

bivariada. Los paneles c) y d) muestran los resultados de J en aplicación univariante para los

electrodos 1 y 2 respectivamente. Todos los resultados mostrados están corregidos de forma

sustituta en un nivel de significancia del 1% con corrección de Bonferroni. Los resultados

significativos para J se muestran en rojo, blanco y azul. Los resultados que no se distinguen

de ruido aparecen en amarillo. El inicio y final de la convulsión están indicados con las lineas

verticales negras.

En principio, lo que se espera es que la medida J detecte la actividad convulsiva como un evento

determinista intermitente. Esto no sólo se debe a las pronunciadas oscilaciones de baja frecuen-

cia y gran amplitud, especialmente durante la parte final de la convulsión, sino también a que se

espera un aumento pronunciado de la sincronización de enormes poblaciones neuronales exten-

didas espacialmente durante este peŕıodo [101]. Uno podŕıa interpretar intuitivamente ambas

caracteŕısticas como producto de una dinámica determinista. Por lo tanto, es sorprendente, a

primera vista, que las estimaciones de J sean consistentemente no significantes durante la con-

vulsión, pero altamente significantes después. Sin embargo, el hecho de que una señal contenga

oscilaciones de alta amplitud y baja frecuencia no implica que esto se deba a una dinámica

determinista, o que la estructura determinista detrás de esta actividad sea lo suficientemente

pronunciada como para que pueda ser detectada por la medida J . Recordemos que, debido al

teorema de Wiener-Khinchin, la secuencia de amplitudes de Fourier refleja propiedades exclu-

sivamente lineales, que no tienen nada que ver con el determinismo. Cualquier cambio en el

espectro de potencia no es relevante para J . En otras palabras, para cada serie de tiempo que

surge de un sistema dinámico existe una serie de tiempo de ruido que comparte las mismas

propiedades lineales, a saber, espectros de potencia y distribución de amplitud. Además, una

sincrońıa pronunciada no es un indicador de determinismo, dado que la actividad estocástica

pura también puede estar altamente sincronizada.
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Figura 5.20: Ampliación de aproximadamente 30 s para: a) parte final de la convulsión y

b) el peŕıodo inmediatamente posterior a la convulsión donde el ı́ndice J muestra resultados

significativos (zonas en rojo en los paneles a, b y d en la figura 5.19). Los paneles c) y d)

muestran los espectros de potencia en escala logaŕıtmica correspondientes a los registros a) y

b) respectivamente . Paneles e) y f) muestran el espectro de las fases de Fourier Φ(f), mientras

que los paneles g) y h) muestran la distribución de los ángulos α(f) para los registros mostrados

en a) y b) respectivamente.

La Figura 5.20 ilustra con más detalle el resultado aparentemente sorprendente del análisis

de las incautaciones. En los paneles a) y b) se muestra una ampliación de los registros EEG

durante la parte final de la convulsión y el peŕıodo inmediatamente posterior a la convulsión,

mientras que los paneles c) y d) muestran los espectros de potencia correspondientes en escala

logaŕıtmica hasta 40 Hz. Es evidente el aumento considerable de la potencia de la señal dentro

de las bandas δ, 0.5-3.5 Hz, y Θ, 3.7-7.5 Hz, durante la parte final de la convulsión. Los paneles

e) y f) muestran los espectros de fase correspondientes de ambos segmentos de datos. Si bien

las fases de Fourier durante el peŕıodo de la convulsión parecen comportarse de manera alea-

toria, la distribución de Φ(f) durante la post-convulsión es unimodal centrada ligeramente por

encima de -2 y se hace más amplia con frecuencias crecientes. Este comportamiento también se

traduce en los ángulos de desviación α(f). Durante el peŕıodo posterior a la convulsión se nota

una clara preferencia por ángulos cercanos a α = π, en particular por frecuencias bajas que

producen fuertes correlaciones en la fase de caminata, que se detecta fácilmente con la medida

J . En contraste con esto, durante la convulsión la distribución de los ángulos α es casi unifor-

me y muestra sólo una ligera preferencia por α = π y α = 0, 2π. Teniendo en cuenta que la

topoloǵıa del toro también provoca correlaciones en la distribución de los ángulos de desviación

(lo cual es diferente al movimiento libre en un espacio tridimensional), este comportamiento es

estad́ısticamente dif́ıcil de distinguir de una caminata aleatoria no correlacionada sobre el toro.

En consecuencia, las estimaciones α siguen sin ser no significantes.
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Es importante enfatizar que en este trabajo no sacamos ninguna conclusión sobre la epilepsia.

Únicamente tomamos este ejemplo para ilustrar la utilidad del ı́ndice J en su aplicación con

resolución en los dominios de tiempo y frecuencia a datos del mundo real que surgen de un

sistema complejo de muy alta dimensión como el cerebro humano.

5.5.2. Registros de fluctuaciones de densidad en sedimentos de dia-

tomeas

Se analizaron datos provenientes de una secuencia con los valores de atenuación de rayos X,

obtenidos mediante tomograf́ıa computarizada, proporcionales a las fluctuaciones de densidad

en los sedimentos de una mina de diatomeas ubicada en el lecho de un paleolago en Tlaxcala,

México. Estos datos se muestran en la curva negra sólida de la figura 5.21.

Las laminaciones alternadas de ceniza volcánica oscura y restos blanquecinos de diatomeas que

se encuentran en la mina indican periodos de perturbaciones volcánicas fuertes y débiles segui-

das de la deposición de diatomeas. Esta mina se ha señalado como una fuente impresionante

para el estudio de perturbaciones de frecuencia-intensidad en la naturaleza [102]. Una descrip-

ción detallada de los datos se puede encontrar en [103, 104]. La secuencia de sedimentos abarca

un peŕıodo de varios miles de años, por debajo del ĺımite Plioceno-Pleistoceno, hace más de

2.6 millones de años. La actividad volcánica intensa podŕıa, por un lado, detener la deposición

de diatomeas y, por otro, aumentar el crecimiento de diatomeas mediante aportes de nutrien-

tes. Simultáneamente, los cambios tectónicos-geomorfológicos profundizaron progresivamente

la cuenca lacustre, a lo que las diatomeas respondieron desplazando su riqueza de especies y el

número de células.

Estudios anteriores [104, 105] han mostrado que los conjuntos de datos analizados se dividen en

una región más antigua de actividad volcánica fuerte y frecuente, que comprende los primeros

4010 puntos de datos (región I figura 5.21), y una región más joven de eventos volcánicos menos

frecuentes, con una longitud de 5475 registros (región II figura 5.21). Las regiones muestran un

comportamiento de escala diferente [104] y diferentes autocorrelaciones [105]. Para la región II,

un análisis de fluctuación revela un comportamiento autosimilar, que se relacionó con un tipo

de respuesta a eventos raros ante las intensas erupciones volcánicas, después de las cuales el

lago entra en un proceso de relajación que tiende a un estado estacionario que podŕıa asociarse

a la reanudación de las condiciones de crecimiento de las diatomeas.
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Figura 5.21: Fluctuaciones de densidad en sedimentos (curva negra) provenientes de la mina

Santa Bárbara que está dentro del lecho de un paleólogo ubicado en Tlaxcala, México. Las

variaciones en la densidad de la capa de sedimento se miden cada 0.25 mm mediante valores

de atenuación de tomograf́ıa computarizada de rayos X proporcionales en unidades Hounsfield

(escala de la derecha). Las flechas punteadas en color azul indican las regiones de eventos

volcánicos fuertes y frecuentes (Región I) y de eventos volcánicos menos frecuentes (Región II).

También se muestran los resultados numéricos del ı́ndice J para el registro de las fluctuaciones

de densidad utilizando τ = 1 (curva en rojo) y τ = 150 (curva punteada en verde). La franja

superior en amarillo indica la zona de resultados estad́ısticamente no significantes. Los valores

por debajo de la franja son significantes con una significancia p < 1%.

Para el conjunto de mediciones mostrado en la figura 5.21, se calculó el ı́ndice J en la mo-

dalidad univariada utilizando segmentos de 1000 registros con diferentes retardos temporales

(τ = 1 en rojo y τ = 150 en verde), con ventanas superpuestas cada 100 puntos de datos a

lo largo de toda la secuencia. Se observa que ambas curvas, a pesar de tener distinto valor

de τ , muestran un alto grado de similitud entre śı teniendo un coeficiente de correlación de

Pearson igual a 0.799. Esto indica que los resultados de J son independientes del valor de τ

como ya se mostró en la sección 5.4. Posteriormente se hicieron pruebas adicionales utilizando

otros valores distintos de τ que confirmaron la débil dependencia de J al retardo temporal.

Además, se calculó la función de autocorrelación para la secuencias de las fases de Fourier ob-

tenidas a partir de los datos emṕıricos. La longitud de autocorrelación lineal resultó ser cero.

También se varió la longitud de la ventana obteniendo las mismas caracteŕısticas cualitativas

que se muestran en la figura 5.21. La elección de la longitud de la ventana está de acuerdo

con los resultados del rango de escala [104]. Queremos enfatizar que las estimaciones de J son

casi siempre significativas, tomando valores muy por debajo de la región de significancia del 1%.
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En la curva de los valores de J se pueden identificar diferentes tendencias de datos vinculadas a

mesetas de fluctuación, aśı como cambios en la profundidad del lago [103]. Las transiciones entre

diferentes agrupaciones de diatomeas, donde las irregularidades en la población de diatomeas

son altas, coinciden con picos de J . De particular interés es el mı́nimo pronunciado coincidente

con un evento volcánico masivo (tefra). Aqúı, la población de diatomeas fue prácticamente

eliminada [103], por lo tanto, J presenta su valor mı́nimo. El punto principal de este análisis

es que el ı́ndice J puede revelar diversas propiedades que de otra manera estaŕıan ocultas en

datos que provienen de un sistema complejo. Este sistema analizado es complejo en el sentido

de que es multifactorial, es decir, su dinámica depende de muchos parámetros.

5.5.3. Registros de paleoclima

El paleoclima es el estudio del clima que ocurrió en los peŕıodos anteriores al desarrollo de

instrumentos de medición directa y confiable para detectar variaciones en el clima. Por lo tanto,

el paleoclima se estudia mediante registros indirectos llamados proxy. Un proxy es un registro

natural que se correlaciona con el clima y a partir del cual se puede inferir el paleoclima. Algunos

ejemplos de proxy usados en el paleoclima son los núcleos de hielo, granos de polen, los corales

y los anillos en los troncos de árboles. Un núcleo de hielo es una muestra ciĺındrica de hielo que

se obtiene al perforar el sustrato, generalmente en regiones polares, a diferentes profundidades

y entre sus indicadores para determinar el paleoclima se encuentran algunos isótopos de ox́ıgeno.

Se analizaron datos de paleoclima provenientes de Antártida y Groenlandia. Para el caso de la

Antártida los datos de la variación de temperatura se obtuvieron aplicando el modelo de edad

CD3 [111] a los registros del isótopo δD provenientes de un núcleo de hielo del Domo C. Los

datos para Groenlandia se obtuvieron aplicando el modelo de edad SS09 [112] a los registros

del isótopo δ18O provenientes de un núcleo de hielo del proyecto Summit. Ambos conjuntos

de datos, Antártida y Groenlandia, se obtuvieron del sitio http://cdiac.ornl.gov/trends/

co2/ice_core_co2.html y fueron interpoladas cada 100 años con un método de interpolación

estocástica desarrollado por [113]. Los datos para la Antártida abarcan 800 ka (curva negra en

la figura 5.22) y los de Groenlandia 248 ka (curva negra en la figura 5.23).

Tanto para los datos de Antártida como para los de Groenlandia, se calculó el ı́ndice J en la

modalidad univariante utilizando τ = 1. En el caso de Antártida el ı́ndice J se calculó utilizando

segmentos de 500 datos con ventanas sobrepuestas cada 100 datos (curva verde en la figura

5.22). Para Groenlandia se usaron segmentos de 200 datos con ventanas sobrepuestas cada 50

datos (curva azul en la figura 5.23). La elección de los tamaños de ventana se realizó buscando

la invarianza del exponente de Hurst H para asegurar cierto nivel de estacionalidad. Estos

resultados mostraron que la región de Antártida presenta un comportamiento persistente (H =

0.66), mientras que la región de Groenlandia es antipersistente (H = 0.22). También se calculó la

dimensión de Hausdorff D obteniendo D = 1.33 para Antártida y D = 1.73 para Groenlandia.
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Figura 5.22: Resultados numéricos del ı́ndice J (verde) para los registros de variación de tem-

peratura en Antártida (negro).La franja superior en amarillo indica la zona de resultados es-

tad́ısticamente no significantes. Los valores por debajo de la franja son significantes con una

significancia p < 1%.

Figura 5.23: Resultados numéricos del ı́ndice J (azul) para los registros de variación de tem-

peratura en Groenlandia (negro). La franja superior en amarillo indica la zona de resultados

estad́ısticamente no significantes. Los valores por debajo de la franja son significantes con una

significancia p < 1%.

En las figuras 5.22 y 5.23 se observa que la mayoŕıa de las estimaciones del ı́ndice J son signifi-

cantes (están por debajo de la franja amarilla). Esto implica que las series de datos presentan

algún signo de determinismo en su dinámica. Este es un resultado sumamente interesante, pues

desde los trabajos pioneros de Lorenz en 1968 [114] determinar si el clima es determinista o
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no se ha mantenido como una pregunta abierta. También se puede observar que, en promedio,

los valores de J estimados para Groenlandia son más altos que los estimados para Antártida.

Es decir, la dinámica de Groenlandia es más irregular que la dinámica en Antártida. Estos

resultados son consistentes con los obtenidos a partir del exponente de Hurst.

Figura 5.24: Resultados numéricos del ı́ndice J para Antártida (azul) y Groenlandia (verde).

La linea punteada en color naranja indica la presencia de un mı́nimo en ambas curvas. Este

mı́nimo coincide con la transgresión de Pelukian.

Al comparar las estimaciones del ı́ndice J correspondientes a Antártida y Groenlandia (figura

5.24) se observa la presencia de un mı́nimo en ambas curvas alrededor de 125,000 años atrás.

Según la literatura [115], alrededor de esta fecha se tiene registrado en evento llamado trans-

gresión de Pelukian que consiste en un incremento del nivel del mar debido al aumento de

temperatura. Aún falta investigar qué otra información se puede extraer de los otros mı́nimos

(o máximos) presentes en la curva de J .

Los resultados obtenidos en esta sección muestran que con el ı́ndice J es posible detectar impor-

tantes eventos climatológicos que no son visibles utilizando otros métodos. Además, la presencia

de determinismo en las series es una motivación para seguir buscando modelos climatológicos

deterministas.
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Caṕıtulo 6

Identificación de puntos cŕıticos en

imágenes

En este caṕıtulo se muestran resultados preliminares sobre un nuevo método basado en

la información contenida en las fases de Fourier para localizar el punto de percolación de un

sistema a partir de las imágenes correspondientes al modelo.

6.1. Percolación

Durante la Segunda Guerra Mundial (1939-1945), Estados Unidos tuvo la necesidad de pro-

ducir grandes cantidades de caucho debido a que las potencias del eje1 controlaban la mayoŕıa

de los suministros mundiales de este elastómero natural. El caucho era importante porque se

ocupaba para fabricar los neumáticos para los camiones de guerra y en otras muchas partes

de diversas máquinas de guerra. Por las razones anteriores, y también debido al alto costo del

caucho natural, Estados Unidos concentro sus esfuerzos en la producción masiva de caucho

sintético. Esta situación provocó que se intensificara la investigación sobre los poĺımeros2. Den-

tro de este contexto es que en 1941 Paul Flory, (quien fuera laureado en 1974 con el premio

Nobel de qúımica por sus logros fundamentales, teóricos y prácticos en el estudio de las macro-

moléculas) publicó un trabajo [106] en el que estudia el crecimiento de poĺımeros como redes

ramificadas y demostró que la condición general para la formación de moléculas infinitamente

grandes se expresa como:

α =
1

f − 1
, (6.1)

donde f es la funcionalidad de las unidades de ramificación y α es la probabilidad de rami-

ficación de la cadena. Este proceso de polimerización se conoce como gelificación y en ciertos

1Durante la segunda guerra mundial las naciones implicadas se divideron en dos grupos: Aliados de la segunda

guerra mundial y las potencial del eje (Alemania, Japón e Italia).
2Un poĺımero es una molécula de gran tamaño que se forma por la unión de unidades más pequeñas llamadas

monómeros.
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casos puede conducir a la formación de una red de enlaces qúımicos que abarcan todo el sistema.

En 1943, Walter Stockmayer [107] extendió el trabajo de Flory permitiendo identificar el pun-

to de gelificación para la śıntesis de poĺımeros sin equilibrio estequiométrico. Esta teoŕıa de

Flory-Stockmayer fue la primera en investigar los procesos que más tarde seŕıan conocidos co-

mo percolación. Posteriormente, durante un simposio en Londres dedicado a los métodos de

Monte Carlo en 1954, John Michael Hammersley presentó conferencia. Durante la discusión

posterior Simon Ralph Broadbent le mencionó un problema interesante que podŕıa analizarse

utilizando algún método de Monte Carlo. El problema es el siguiente: “Dada una red regular

de poros en dos o tres dimensiones de manera que dos poros vecinos estén conectados con una

probabilidad p, ¿qué proporción de la red estaŕıa llena de gas si éste se introduce por uno de

los poros?”. Al plantear este problema Broadbent estaba pensando en el diseño de máscaras de

gas para los mineros del carbón, espećıficamente en qué tamaño debeŕıan tener los poros para

ser funcionales. Al poco tiempo Broadbent y Hammersley comenzaron a trabajar juntos en el

problema de “la propagación de un fluido en un medio aleatorio”, a este problema Hammersley

lo llamó percolación debido a su similitud con el proceso que sucede dentro de una cafetera.

Finalmente, en 1957 publicaron el primer art́ıculo de teoŕıa matemática sobre percolación [108].

Como un primer acercamiento, la percolación se puede considerar como un proceso opuesto

a la difusión. En un proceso de difusión la especie difuminada es quien decide haćıa dónde y

cómo moverse. En cambio, en un proceso de percolación el medio es el que decide cómo será el

movimiento de la especie. Por lo tanto, si la conectividad de los componentes o de las distintas

partes del medio es pobre entonces la especie no puede llegar muy lejos. Por otra parte, si los

elementos que conforman el medio están bien conectados entonces la especie puede moverse

libremente a casi cualquier lugar. La fracción de conectividad que tiene el medio se representa

como p y con pc se denota al valor cŕıtico de conectividad tal que si p < pc la especie no es capaz

de cruzar todo el medio. Cuando p ≥ pc la especie es capaz de cruzar todo el medio y es cuando

se dice que el sistema ha percolado. El valor pc es un punto en el que ocurre una transición de

fase geométrica pues indica el cambio de un sistema desconectado a uno conectado. Determinar

el punto de percolación pc para muchos sistemas 2D y 3D continúa siendo un problema abierto.

6.1.1. Simulación de un modelo de percolación

En este trabajo utilizamos un modelo de percolación por sitios sobre una ret́ıcula cuadrada

bidimensional con conectividad de 8 vecinos cercanos. La probabilidad de que un sitio esté ocu-

pado se representa con p ∈ [0, 1], y la probabilidad de que el sitio esté vaćıo es q = p − 1. En

la literatura se reporta que este modelo percola en pc = 0.40 [109]3.

3En realidad, el valor reportado es pc = 0.40725395. Sin embargo, para los fines exploratorios de este trabajo

utilizamos pc = 0.40
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Figura 6.1: Diagrama de un estado de percolación para p < pc. En color verde se muestra un clúster de tamaño

9 y en color azul un clúster de tamaño 5. Los vecinos cercanos se establecen utilizando la definición de Moore.

Las celdas desocupadas se muestran vaćıas y no con 0 por simplicidad.

Para simular computacionalmente el proceso de percolación se crea una matriz A de ceros

con dimensión (m,m) para cada valor de p. Cada entrada Anm representa un sitio de una

ret́ıcula cuadrada bidimensional. La entrada Anm puede tener un máximo de 8 vecinos cercanos

siguiendo el criterio de la vecindad de Moore. Posteriormente, para cada entrada Amm se genera

un número aleatorio con distribución normal ξ ∈ [0, 1]. Si ξ ≤ p entonces la entrada se considera

ocupada y se hace Anm = 1, en caso contrario la entrada continua vaćıa (Anm = 0). Un clúster

se forma cuando dos o más entradas vecinas están ocupadas y el tamaño del clúster es igual al

número de entradas conectadas. En la figura 6.1 se ilustra el resultado de un estado del proceso

de percolación correspondiente a p < pc. En el diagrama se muestran dos clústeres indicados

en distinto color cada uno.

Un método para localizar el punto de percolación pc consiste en evaluar el tamaño del clúster

máximo para cada estado del proceso de percolación. A medida que se incrementa el valor de p

se van formando clústeres cada vez más grandes hasta que en el punto pc aparece por primera

vez un clúster gigante que atraviesa toda la ret́ıcula y que posteriormente va llenando toda la

ret́ıcula. En la figura 6.2 se muestra la gráfica correspondiente al tamaño del clúster máximo

contra el valor de p correspondiente a la simulación del modelo de percolación antes descrito.

En la gráfica se observa un salto abrupto en la curva que es provocado por la aparición del

primer clúster gigante que cruza la ret́ıcula de un extremo al extremo contrario. Este cambio de

comportamiento indica que el sistema ha percolado y ocurre para pc = 0.40, valor que coincide

con el reportado en la literatura [109]. Para la simulación se crearon matrices A con dimensión

de (213, 213) = (2048, 2048) y se evaluaron cada ∆p = 0.01. Se elige el valor de la dimensión

como una potencia base 2 para poder implementar la curva de Hilbert, método que se discute

más adelante.
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Figura 6.2: Gráfica del tamaño del clúster máximo contra el valor de p. Se observa que el sistema percola en

pc = 0.40.

Cada matriz A asociada a un estado del modelo de percolación con probabilidad p se puede

representar mediante una imagen bidimensional a color. Estas imágenes tienen la misma dimen-

sión en ṕıxeles que la matriz A, y cada clúster se representa con un color distinto de acuerdo a

su tamaño. En la figura 6.3 se muestran las imágenes correspondientes a tres estados distintos

del modelo, en todas las imágenes el clúster máximo se representa en color amarillo. La primer

imagen representa un estado p < pc, se pueden observar clústeres de distintos tamaños y que

el clúster máximo aún no es capaz de cruzar toda la ret́ıcula. La segunda imagen representa

un estado justo en el punto de percolación pc, se observa que el clúster máximo ya atraviesa

toda la ret́ıcula de extremo a extremo. En la tercer imagen se aprecia como el clúster máximo

comienza a llenar toda la ret́ıcula.

Figura 6.3: Las imágenes representan tres estados distintos del modelo de percolación: a) p < pc, b) p = pc y

c) p > pc. En todos los casos el clúster máximo se representa en color amarillo.
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6.1.2. Análisis de las imágenes

A continuación describimos el nuevo método de análisis propuesto. El primer paso consiste

en cargar la imagen digital a color como una matriz. Una imagen digital a color con un tamaño

de (m,m) ṕıxeles se representa como una matriz I de tamaño (m,m), donde cada entrada Im,m

es una tercia de valores entre 0 y 127. Cada valor representa la intensidad de los canales R, G

y B respectivamente. El valor 0 indica el tono más intenso del canal y se va aclarando hasta

llegar al valor de 127. Posteriormente se separa la matriz I en tres nuevas matrices IR, IG e IB,

cada una con la información correspondiente a los canales R, G y B de la imagen. Estas nuevas

matrices conservan la información espacial sobre la disposición de los clústeres.

El siguiente paso es establecer una correspondencia que permita transformar la información

bidimensional contenida en las matrices I a una serie de datos unidimensional que conserve

la información espacial. Esto se logra utilizando la curva de Hilbert. La curva de Hilbert SH

es una curva fractal y simple4 que se construye mediante un proceso iterativo y se caracteriza

por establecer una relación sobreyectiva entre el segmento [0, 1] y el plano unitario [0, 1]× [0, 1]

[110]. La distancia euclidiana entre dos puntos de la curva SH está determinada por la relación

2n − 1/2n, donde n es la n-ésima iteración. A medida que se incrementa el valor de n, la curva

SH se hace más extensa y se asegura que pasa por cualquier punto (x, y) perteneciente al plano

unitario. Es decir, la curva SH cubre todo el plano unitario. Además, esta curva es capaz de

mantener la localidad en el sentido que dos puntos que se encuentran cercanos a lo largo de la

curva SH también serán cercanos en el plano. La afirmación contraria no siempre se cumple.

En figura 6.4 se ilustran las primeras tres iteraciones del proceso de construcción de la curva Sh

(rojo). Se puede observar que a mayor número de iteraciones la curva SH tiene mayor longitud

y tiende a llenar completamente el plano.

Figura 6.4: Ilustración del proceso mediante el cual la curva de Hilbert Sh, mostrada en rojo, cubre el plano.

Se muestran las tres primeras iteraciones: a) n = 1, b) n = 2, c) n = 3.

Al construir la curva de Hilbert a las matrices bidimensionales IR, IG e IB se obtienen las series

de datos sR, sG y sB. Estas series contienen información sobre la intensidad del color y posición

relativa de los ṕıxeles en la imagen original, que a su vez representa un estado del modelo de

4Que no se corta a śı misma.
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percolación correspondiente a una probabilidad p. A continuación se aplica el método descrito

en la sección correspondiente al ı́ndice J para obtener los ángulos α de una caminata sobre un

toroide tridimensional. Con el fin de aplicar la modalidad bivariante del método, se organizan

las series en las parejas (sR, sG), (sR, sB) y (sG, sB), obteniendo las series de ángulos αRG, αRB y

αGB respectivamente. Para cada serie de ángulos α se calcula el cociente definido en la ecuación

6.2

Hα =
H

Hmax

, (6.2)

donde Hα es la entroṕıa de Shannon sobre la distribución de ángulos α, y Hmax representa la

máxima entroṕıa de Shannon que puede tener la misma distribución de ángulos α. La entroṕıa

de Shannon se define como H =
∑k

i=1 Pi log2(Pi), donde k representa los estados de α y Pi es

la probabilidad de que aparezca el ángulo αi. De la ecuación 6.2 se puede ver que cuando la

distribución de ángulos α presenta un alto grado de variabilidad se tiene H ≈ Hmax y por tanto

Hα ≈ 1. En cambio, cuando la distribución de ángulos α presenta desviaciones significantes a

Hmax entonces Hα ≈ 0. El último paso consiste en promediar los tres valores de Hα obtenidos

a partir de las series αRG, αRB y αGB, el resultado se muestra en la figura 6.5. En la figura se

puede apreciar que para 0 < p < 0.4 los valores de Hα prácticamente son iguales a 1, lo cual

indica que la caminata sobre el toroide es muy irregular pues los ángulos α presentan un alto

grado de variabilidad. Justo en el valor p = 0.4, valor que coincide con el punto de percolación

del sistema, la curva de Hα comienza a disminuir hasta alcanzar valores cercanos a 0 conforme

se incremente la probabilidad p. Es decir, la curva correspondiente a los valores promedio de Hα

presenta un comportamiento que permite identificar cuando la imagen corresponde al punto de

percolación pc. También permite conocer si la imagen está por debajo o encima de pc. Es decir,

si la imagen corresponde a un estado subcŕıtico o supercŕıtico.

Figura 6.5: Resultados numéricos de Hα como función de la probabilidad de ocupación p para el modelo de

percolación 2D de ocho vecinos. La linea vertical punteada en negro indica el valor de pc.

El método antes descrito también se aplicó a un modelo de percolación por sitios sobre una
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ret́ıcula cuadrada donde los vecinos cercanos se definen de acuerdo a la vecindad de von Neu-

mann (4 vecinos). Los resultados fueron similares, la curva promedio de Hα mostraba un cambio

de comportamiento justo en el punto de percolación pc = 0.59.

Los resultados presentados en esta sección son importantes porque muestran un método que

permite, al menos en los sistemas estudiados, identificar el punto de percolación a partir úni-

camente de la información espacial de imágenes asociadas al fenómeno. Esto significa que,

a diferencia de los métodos clásicos, con la metodoloǵıa presentada no es necesario conocer

las ecuaciones del modelo de percolación para determinar los procesos subcŕıticos, cŕıticos y

supercŕıticos. Además, este trabajo abre el camino para una posible nueva clasificación de

imágenes de acuerdo a la criticalidad de su información espacial.
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Caṕıtulo 7

Conclusiones

En este trabajo de investigación se mostró la importancia de las fases de Fourier en el

área del análisis no lineal de series de tiempo. También se desarrollaron métodos que permiten

extraer y aprovechar la información que contienen las fases. Se obtuvieron dos resultados prin-

cipales: i) Índice estad́ıstico para detectar irregularidades y signos de determinismo en series de

tiempo y ii) Método para detectar puntos cŕıticos en imágenes bidimensionales generadas por

modelos de percolación. A continuación se hace una discusión sobre estos resultados.

Se introdujo un nuevo método para el análisis de series de tiempo que se basa exclusivamente

en la información no lineal contenida en las fases de Fourier y que se centra en la determinación

de un ı́ndice estad́ıstico J . Este método se presenta como una alternativa simple y eficiente para

los casos en que no es posible aplicar correctamente los métodos de análisis que se basan en la

reconstrucción del espacio de estados. A continuación se enlistan las principales caracteŕısticas

del método:

Capacidad para extraer caracteŕısticas deterministas no lineales en las series

de tiempo. El cálculo del ı́ndice J se realiza en el espacio de las fases de Fourier. De

acuerdo con el teorema de Wiener-Khinchin, en las fases de Fourier se encuentra la infor-

mación no lineal de un sistema y también la información sobre determinismo.

No es necesario realizar la reconstrucción del espacio de estados. La recons-

trucción del espacio de estados es un procedimiento restrictivo debido a que solamente

puede aplicarse a sistemas deterministas, de baja dimensión y con bajos niveles de ruido.

Además, en varios pasos de la reconstrucción es necesario realizar el ajuste de diversos

parámetros para los cuáles no existen criterios bien definidos.

Sensible a las irregularidades intŕınsecas presentes en la dinámica del sistema.

Utilizando simulaciones numéricas y comparaciones con el exponente de Lyapunov, se ha

mostrado que el ı́ndice J tiene la capacidad de cuantificar el grado de irregularidad en la

dinámica no lineal de un sistema. Los valores del ı́ndice J están restringidos al intervalo

[0, 1]. Valores cercanos a 0 indican dinámicas con bajo grado de irregularidad, mientras que

valores próximos a 1 corresponden a series con alto grado de irregularidad. En los casos

analizados en este trabajo se ha observado que los sistemas caóticos presentan valores
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de J > 0.4, mientras que las dinámicas cuasiperiódicas tienen valores menores. Falta

investigar si existe un umbral universal que permita discriminar entre caos y periodicidad.

Robusto ante ruido. Se analizaron series de tiempo, provenientes de sistemas dinámicos

periódicos y caóticos, contaminadas con una alta cantidad de ruido (NSR ≈ 0). Aún aśı,

el ı́ndice J fue capaz de identificar la dinámica intŕınseca del sistema. Esta caracteŕıstica es

especialmente útil para estudiar señales provenientes del mundo real, pues frecuentemente

los datos registrados tienen una baja relación señal-ruido.

No se requiere generación de datos sustitutos. Para buscar indicios de determinismo

en una serie de tiempo solamente hay que compararla con un conjunto de fases de Fourier

aleatorias del mismo tamaño. Por lo tanto, no es necesario repetir este procedimiento para

cada segmento de datos analizados reduciendo enormemente el esfuerzo computacional.

Con este propósito se calculó una curva con una significancia del 1% que muestra las

estimaciones de ruido en función de la cantidad de datos y que funciona para cualquier

tipo de datos, en este sentido la curva es universal. Las estimaciones de J que están

por debajo de esta curva de ruido son fuertes indicadores de determinismo. Para realizar

correctamente la comparación estad́ıstica de la curva con datos reales es necesario tener

un conjunto suficientemente grande de fases de Fourier aleatorias.

Computacionalmente simple y rápido. Al no requerir la reconstrucción del espacio

de estados ni tampoco una comparación con datos sustitutos, el cálculo del ı́ndice J

requiero menor poder y tiempo de computo que otros métodos clásicos. Por ejemplo, los

exponentes de Lyapunov.

Aplicable de forma univariada y bivariada. Por construcción, el método para deter-

minar el ı́ndice J requiere dos series de tiempo. Sin embargo, es posible aplicar el método

solamente a una serie creando una copia mediante un atraso temporal τ . En las simu-

laciones numéricas se ha mostrado que el valor de τ no influye cualitativamente en los

resultados. El hecho que J se pueda aplicar de forma univariante y que no necesite datos

sustitutos es una gran ventaja sobre otras medidas clásicas como la información mutua.

La razón es que en el caso univariante los datos sustitutos fallan. Además, se ha mostrado

que para los casos en que se tienen más de dos registros estos se pueden analizar por

parejas aplicando el ı́ndice J en la modalidad bivariante.

No se requiere preprocesamiento de datos. No es necesario aplicar ningún tipo de

tratamiento previo a las series de tiempo para computar el ı́ndice J .

Estas caracteŕısticas del ı́ndice J hacen que su aplicación a datos provenientes del mundo real

sea, en muchas ocasiones, directa y ventajosa sobre otros métodos antes discutidos. Aún aśı,

el método presenta ciertas detalles que deben tomarse en cuenta. Para empezar, el ı́ndice J y

el exponente de Lyapunov λ no son equivalentes pese a que se comportan de manera un tanto

similar. El exponente de Lyapunov es una medida asintótica que no depende de las coordenadas

del sistema pues se calcula sobre el espacio de estados. En cambio el ı́ndice J es sensible a las

particulares propias del sistema que se manifiestan en las series de tiempo. Además, λ posee un

valor bien definido que permite distinguir entre una dinámica caótica (λ > 0) y una periódica



Conclusiones 79

(λ < 0). Mientras que con J solamente se conoce que entre más cercano a 1 sea su valor,

mayor es el grado de irregularidad del sistema. En todos los ejemplos numéricos analizados se

observó que las dinámicas caóticas poseen valores de J > 0.4, pero no se puede asegurar que

este sea el valor umbral que separa a los sistemas periódicos de los caóticos pues posible que

este valor sea distinto en otros sistemas. Es más, la existencia de este umbral sigue siendo una

pregunta abierta hasta el momento de la escritura de este trabajo. Independientemente de la

existencia de este umbral, la utilidad del ı́ndice J queda de manifiesto en las aplicaciones del

mundo real que se han estudiado. En estos casos los eventos localizados por el ı́ndice J no son

nada triviales de detectar utilizando los métodos clásicos.

Otro aspecto importante es que el ı́ndice J no es sensible al grado de acoplamiento entre dos

sistemas interrelacionados. Es decir, J no funciona como una medida de sincronización. Esta

propiedad puede ser una ventaja dependiendo el tipo de análisis que se esté realizando. Un

análisis más completo de las series de tiempo podŕıa realizarse utilizando J junto con otra

medida de sincronización como la información mutua.

También se desarrolló una metodoloǵıa basada en fases de Fourier que permite detectar los

puntos cŕıticos en un modelo de percolación bidimensional. Esta nueva metodoloǵıa se basa en

medir la entroṕıa de Shannon en los ángulos de giro α que se obtienen a partir de una caminata

sobre un toroide tridimensional que vive en el espacio de las fases de Fourier. Lo novedoso del

método es que el punto de percolación se detecta a partir de la información espacial que con-

tienen las imágenes bidimensionales generadas por el modelo de percolación, a diferencia de los

métodos clásicos que lo hacen sobre las propiedades estad́ısticas del modelo dinámico. Antes de

aplicar este método a situaciones reales es necesario realizar más investigación y cálculos. Sin

embargo, con los resultados obtenidos se puede plantear trabajo a futuro. Por ejemplo, detectar

transiciones en fase en experimentos para los cuales no se conocen las ecuaciones dinámicas.

También se podŕıa obtener un criterio que permita clasificar imágenes de cualquier tipo en re-

lación a un punto cŕıtico. Es decir, saber cuando una imagen presenta propiedades subcŕıticas,

cŕıticas o supercŕıticas.

Por último, se debe enfatizar que aún queda mucho por hacer y explorar en el análisis de las

fases de Fourier. Por ejemplo, en cuánto al ı́ndice J falta investigar si la longitud de los pasos

que se dan sobre el toroide aporta nueva información dinámica. También existen otros casos

en los que seŕıa interesante aplicar el ı́ndice J . Por ejemplo, sistemas con retroalimentación y

atraso temporal, para los cuáles el cálculo del exponente de Lyapunov es todo un reto.
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DURANTE LA EMERGENCIA SANITARIA PROVOCADA POR EL VIRUS SARS-COV2 (COVID-19) emitido el
27 de abril del 2020.

El presente documento cuenta con la firma electrónica UAEM del funcionario universitario competente,
amparada por un certificado vigente a la fecha de su elaboración y es válido de conformidad con los
LINEAMIENTOS EN MATERIA DE FIRMA ELECTRÓNICA PARA LA UNIVERSIDAD AUTÓNOMA DE
ESTADO DE MORELOS emitidos el 13 de noviembre del 2019 mediante circular No. 32.

Sello electrónico
ROGELIO VALDEZ DELGADO  |  Fecha:2024-04-19 10:21:42  |  FIRMANTE
stu3LAin42Zp01myERzNR+MbhXY+ss4TPOu4dePTdMW/MmYWJ3EHSCl0hh87MR6GMqhYVnbH59RGhlVG99/FH4Bv1kcs2392NtLqyBfw3emtp1jjRCQatfwaZBvNT0p2JNUs
WL2m5rFN6IbkM/1+sIuiVifEjJth94nVYh7yRQ8IVfofTkgScoO/7/INrU00MvUOyZqjHb/yOHhQUwPXgWUDzMWnrrfinEULGAgYQbzA0XwnSoldUGMYkR3vYIUl2Hv4ANYIgIKZLo
N0+owEvwbE7YRGwpR0IzZbB6sV3AKZsJEAmFS1DzpI2Nk0xoEsFE/WeFkOpMgGFrGSdKANhg==

MARKUS FRANZISKUS MULLER   |  Fecha:2024-04-19 10:35:45  |  FIRMANTE
m3HMNwNgKfi7PgROnJdsx3g3MF6nM/FcDJcE9HbnZ1haHMKZLhBSYo8691XQ3X766dk5pZuMGupBIUPAZ+NWrP23zYgK0sLT+PPXWCDxFNfReVB/2GNjhuTTSU3J7iegoB
nzZV/jo4GLRaJs8p8LfhqEC8wDYNuUN1jRChuVC8LqVmCQMd1K/WLDD9RE7zj9LNEnPVzn0g70H+39Tw4tPXvWXIb4hyjPiKx5YNu3rrHj278F+wssL4WHJe0edf/GT7FizulVdhz
guPUHgfAvT0MnExGLVTBwcpC07dR1X9REYUd7v+ET0LxS6NRbm1bjn89TV7I4rVXVnn36zUNnQg==

RAUL SALGADO GARCIA  |  Fecha:2024-04-19 10:48:25  |  FIRMANTE
Gsc55ChD2qTMrLUj1fqbei/cPxEsFGaEXDOLcjm1T+tIr+RX7bJ75jr8oi3H14GtgvdSSGyRGQhVjwbn1n8DTGgWXfJIZZmycX9+dUJyC9o6vmX2Wk+o9vybWeMHGJ7YmsxbKTZ
q4cRH2FIatxJA+feCL+E15cpIYdCFDOjSoKrl5A4RSPi9YNmxHLNWK3BCq/6MMng/jKdIu20XNxwzL3DXBZ9dawLYOY+SePu1g/nG6rnxvx2GiAEze//bkQpo4cZUxzuekaaMuFpeI
eRRwPQWlqawA9DIpnCi7IW0Zs6jo9tJjlwf8LgVxLiMMCJg9ohk+gVnafgjB76ZY6sNjA==

HERNÁN LARRALDE RIDAURA  |  Fecha:2024-04-19 10:51:29  |  FIRMANTE
giA8wCJgmBnKBmjq5eFWrL0AGUcxuk9spqef60KQAslnFNi9gKPtZ1NJ2x7fQfN2jlluflyd7HDwU3t9/C1y9363zA2VxZu0IveZ9sHcrWyEzouJKABmX6mFs0KLxcJGezd64sNdg0F4
OTeJyw+VBSPubgdIPPBg42zfznIIi6QtIYrARzPwpL7UEoglvrAZ4s2a+KTkafxXmUQ3PRNFUA13LyyUEGjZfzUq912uNyHzUyn2GDfbLK8OMB/isOLw53ue3rUMR6zKTBa4DhTP
p6JMIYvMGXn4f/3d5LAXeOEajE+VhVu8LgXay8w8w/ttuZ5djZ3NNyKkfBwEa483pg==

JOSE DANIEL ARZATE MENA  |  Fecha:2024-04-19 10:55:08  |  FIRMANTE
BWWOfKe1ooCPiRKxVN850C5Tn+vJCdQbdGSSojB/SORtqWrAsTCFD11Kvf7z1UP38iz7EiFEbob2ydnJkAu2FvuJSK6h9vyQW8tZcqcwLtj/uePh4VrLzpVG05OgTqRVC04F90o/
wi15P1lwIZukMTMgiEd0RNuyvFJnlIKxX/lzqicNvOBbEH2TIp3QV3Ia9frLM0sLlA9tzmkA1tyLNKC77xOgC/aunFTqliFa7wakKpmwQG5OTBQSTx3uxS5O6Hm1IEZoHixe8c3TIpejP
h7UaRwe38AeQT7xEVPJH9OAmo2MKgjDQoKvqsq7w8o4i5umJ16bFA4kt7OLiAZERw==

JOAQUIN ESCALONA SEGURA  |  Fecha:2024-04-19 11:07:36  |  FIRMANTE
tC7Hz4F8U4aDXUx1qClfncxEtGJWLTpjXyxeLcyA8fvDBqgwfAjGR04HQVbm5HdtkNDTFikVoWxnxDoW0WffJJuhCBnbnP9ZrJaTTtnyTKwVytH1qS8ke2drNtEY/K6tf7+fkmYYcR
MLM4Ju9N7yIuMuY7BbYJtS1rhTuzHlCoPPgzT6W8B7quPdaerHLSHm6E7+pL9IAl/QFaNkmIq0TLaxqqhlCAdBPJJkgjGHVrfBl6a3KRgu12yKVImpskvGc5pZeMqk99qL1esZQmz
nf9K/509e2eKUgMdwzh7OLBPvdS7+jtFomWWBpV6cRRwHp88DhoNZZYIZjunwoT4+AQ==

FRANCOIS ALAIN LEYVRAZ WALTZ  |  Fecha:2024-04-19 12:50:50  |  FIRMANTE
Q/4eYFztaldSZyspDR9BR2+dCGYMuxb4UXKrJg3AdvXZptOj5INplfO69f1iryv7rVeD5TwVtqDc4iRg6amk0yM+J5yjpIsnew+/7WFKgt+ltvHdOgcPp8VP15DwpL+4jwnVMd0IKv9QD
IOn1FWyjpINJOq95CbdyUGylHU6VpasIZB1BRNCmIsdBqy5ng8Gfy4Fi2sJsLw3DhWGClr4KD/GFc+I4tSKD/xkpGoaTcz63oT92skYnDihE8tBSX+ENzWyTs+DjK3m05ipJm+1ejt
mddkyf8teRx+GUDfD0HBv1NhF4J3CBxM4dmuWPwbo7oGPrXuTxBjuAmWZ9lo4qg==

Puede verificar la autenticidad del documento en la siguiente dirección electrónica o

escaneando el código QR ingresando la siguiente clave: 

tW3kpXwQu

https://efirma.uaem.mx/noRepudio/FhJMF1KZX8gwOhpFRs4tfvQcUDKyok0u

https://efirma.uaem.mx/noRepudio/FhJMF1KZX8gwOhpFRs4tfvQcUDKyok0u



