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Resumen

Dado que el modelo de Jaynes-Cummings (JCM) es un modelo estándar en la óptica cuánti-
ca, su extensión en diferentes direcciones es de interés general. El modelo ha sido generalizado
de muchas maneras, entre las más representativas, existen generalizaciones del JCM en las que
la interacción entre el átomo y el campo ya no es lineal en las variables del campo [8,10,11,31],
es decir, un acoplamiento dependiente de la intensidad del campo; otro tipo de generalización
es el modelo Tavis-Cummings [41], en el que se considera la interacción entre un campo y un
grupo de átomos de dos niveles; y, por otro lado, existen modelos que incorporan términos no
lineales en el operador de número de fotones para investigar la evolución del campo en presencia
de un medio tipo Kerr [5, 18,45].
En esta tesis estudiamos dos posibles generalizaciones del JCM. Primero estudiaremos el aco-
plamiento entre dos cavidades estándar de Jaynes-Cummings [29]. Después estudiaremos el caso
de una sola cavidad de JCM con un campo f-deformado [24], en donde la interacción átomo-
campo ya no es lineal y aparece un término que corresponde a un medio tipo Kerr [45].
Para ambos sistemas encontraremos su operador de evolución temporal utilizando el método
de Algebras de Lie y analizaremos la evolución de algunas variables dinámicas como el número
promedio de fotones, inversión atómica, número total de excitaciones.
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del estado fundamental |g, 0⟩, éstos forman una escalera infinita de dobletes. En
cada doblete, los estados |e, n⟩ y |g, n+ 1⟩ están separados por ℏ∆c. . . . . . . . 18

2.3. Oscilaciones de Rabi para la probabilidad de encotrar al átomo excitado en el
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tación de los niveles de enerǵıa. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39
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tiempo está medido en unidades de 1/ω. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44
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Introducción

El modelo Jaynes-Cummings (JCM) es probablemente el modelo teórico más fundamental
en óptica cuántica [21]. También es el modelo soluble más simple que describe la interacción
entre la materia y la radiación electromagnética. El JCM consiste en un solo átomo de dos
niveles que interactúa con un solo modo del campo electromagnético cuantizado en una cavi-
dad cerrada (sin pérdidas), bajo la aproximación onda rotante [38]. Este modelo es capaz de
describir los aspectos mecano-cuánticos de la interacción entre la luz y la materia. Ha llevado
a predicciones no triviales, como la existencia de colapsos y reavivamientos en la excitación
atómica [12,14,27], que han sido corroborados experimentalmente [7, 19].
El JCM ha permitido la generación de varios estados no clásicos, entre ellos, superposiciones
de estados coherentes [17], también llamados ”gatos de Schrödinger” [37,42], estados de núme-
ro [19] y estados comprimidos [23].

A lo largo de los años, el JCM ha sido exhaustivamente estudiado, extendido y generalizado.
Estas generalizaciones tienden a abordar aspectos más complejos y realistas de la interacción
entre átomos y campos, más allá de las simplificaciones del modelo original [4, 16, 43]. Estas
incluyen el JCM generalizado (que incorpora múltiples niveles atómicos [3, 9, 22] o modos de
campo [2, 40]), el JCM dispersivo [48], modelos que incluyen efectos no lineales [1, 13, 32] y
pérdidas [33,35], entre otros.
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Caṕıtulo 1

Antecedentes

En este caṕıtulo, abordaremos conceptos fundamentales para el entendimiento del modelo
de Jaynes-Cummings, como lo son la cuantización del campo electromagnético y la evolución
temporal de sistemas cuánticos.
La cuantización del campo electromagnético constituye la base esencial para comprender cómo
la radiación interactúa con sistemas cuánticos, mientras que el operador de evolución temporal
nos permite analizar la evolución de dichos sistemas en el tiempo. Además, exploraremos el
teorema de Wei-Norman, el cual nos permite, bajo ciertas condiciones, escribir el operador de
evolución temporal de un sistema en forma de un producto de exponenciales. Al comprender
estos conceptos, podremos desarrollar e interpretar las posibles generalizaciones del JCM que
proponemos.

1.1. Evolución temporal de un sistema

Un sistema cuántico |Ψ⟩ aislado de cualquier influencia externa evoluciona en el tiempo de
manera exactamente predecible. Sea |Ψ(t0)⟩ el ket que representa a un estado en el tiempo t0;
el ket |Ψ(t)⟩ que representa el estado al tiempo t > t0 puede ser determinado exactamente a
partir del estado inicial |Ψ(t0)⟩.

Primero postularemos que la superposición lineal de estados se conserva en el tiempo, en
consecuencia, la correspondecia entre |Ψ(t0)⟩ y |Ψ(t)⟩ es lineal y define cierto operador lineal
Û (t, t0), el cual se llama operador de evolución temporal [26]

|Ψ(t)⟩ = Û (t, t0) |Ψ(t0)⟩ , (1.1)

donde el operador de evolución temporal Û es solución a la ecuación de Schrödinger con con-
dición inicial

iℏ∂Û(t, t0)

∂t
= ĤÛ(t, t0), Û (t = t0) = Î. (1.2)

Si el sistema es conservativo, es decir, su Hamiltoniano Ĥ no tiene una dependencia temporal
expĺıcita, entonces Û (t, t0) puede ser encontrado integrando directamente la ecuación (1.2)

Û (t, t0) = e−
i
ℏ Ĥ(t−t0). (1.3)

10
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1.2. Teorema de Wei-Norman

Consideremos un operador lineal Â(t) dado por

Â(t) =

m∑
i=1

ai(t)X̂i, m finita. (1.4)

donde las ai(t) son funciones escalares del tiempo y X̂1, . . . , X̂m son operadores linealmente
independientes en la representación de Schrödinger. Sea L el algebra de Lie con dimensión
finita l generada por los operadores X̂1, . . . , X̂m bajo el conmutador

[
X̂i, X̂j

]
= X̂iX̂j − X̂jX̂i.

Teorema 1 (Teorema de Wei-Norman). Sea Â(t) dado por la ecuación (1.4), y sea L el algebra
de Lie generada por Â(t) de dimensión finita l. La solución a la ecuación

dÛ(t)

dt
= Â(t)Û(t), U(t = 0) = Î, (1.5)

en donde Â y Û son operadores lineales puede ser escrita de la forma

Û(t) = eg1(t)X̂1eg2(t)X̂2 . . . egl(t)X̂l , (1.6)

donde las gi(t) son funciones escalares del tiempo y satisfacen un conjunto de ecuaciones dife-
renciales ordinarias que se obtienen al sustituir el ansatz en la ecuación de Schrödinger. Esta
representación es global para todas las algebras de Lie solubles. [44]

1.3. Cuantización del campo electromagnético de un solo modo

En esta sección se presenta una breve discusión de la cuantización del campo electromagnéti-
co de un solo modo y se discuten algunas de sus propiedades enfatizando la interpretación del
fotón como una excitación elemental de un modo normal del campo. Nos limitamos al caso
de un campo con un solo modo confinado por paredes conductoras perfectas en una cavidad
unidimensional
Consideremos una cavidad unidimensional a lo largo del eje Z, con paredes en Z = 0 y Z = L

(tal como se muestra en la figura(1.1)) [16] El campo eléctrico debe desvanecerse en las fronteras
y debe tomar la forma de una onda estacionaria. Asumimos que en la cavidad no hay ningua
fuente de radiación, es decir no hay corrientes, cargas, ni algún medio dieléctrico. Asumimos
también que el campo está polarizado en la dirección X

E⃗ (r, t) = êxEx (z, t) ,

donde êx es el vector unitario de polarización.
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Figura 1.1: Cavidad con paredes perfectamente conductoras en Z = 0 y Z = L con un campo eléctrico polarizado
a lo largo del eje X.

Partiendo de ecuaciones de Maxwell en el vaćıo

∇× E⃗ = −∂B⃗

∂t
, (1.7)

∇× B⃗ = µ0ϵ0
∂E⃗

∂t
, (1.8)

∇ · B⃗ = 0, (1.9)

∇ · E⃗ = 0, (1.10)

un campo de un solo modo que satisface las ecuaciones de Maxwell con condiciones de frontera
E⃗ (0) = E⃗ (L) = 0 está dado por

Ex (z, t) =

(
2ω2

V ϵ0

)1/2

q (t) sin (kz) , (1.11)

donde ω es la frecuencia del modo, k = ω
c es el número de onda, c la velocidad de la luz en el

vaćıo, V es el volumen de la cavidad y q (t) es un factor dependiente del tiempo con unidades
de longitud el cual actúa como la coordenada canónica de posición. El campo magnético en la
cavidad lo calculamos a partir de las ecuaciones (1.8), (1.11)

By (z, t) =
(
µ0ϵ0
k

)(
2ω2

V ϵ0

)
q̇ (t) cos (kz) . (1.12)

Aqúı q̇ (t) toma el rol de la variable canónica de momento, es decir p (t) = q̇ (t). La enerǵıa o
Hamiltoniano H de un campo de un solo modo está dada por

H =
1

2

[
ϵ0E

2
x (r⃗, t) +

1

µ0
B2
y (r⃗, t)

]
,

H =
1

2

[
ϵ0E

2
x (z, t) +

1

µ0
B2
y (z, t)

]
, (1.13)

a partir de las ecuaciones (1.11) y (1.12) es sencillo mostrar que

H =
1

2

(
p2 + ω2q2

)
. (1.14)

Podemos observar que un campo de un solo modo es formalmente equivalente a un oscilador
armónico de masa unitaria, donde los campos eléctrico y magnético toman el papel de las
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variables canónicas de posición y momento respectivamente. Hasta el momento tenemos el
Hamlitoniano para un campo clásico de un solo modo. Para cuantizarlo basta con proponer
que las variables canónicas conjugadas ahora sean operadores, es decir p −→ p̂ y q −→ q̂ y
además satisfacen la relación de conmutación

[q̂, p̂] = iℏ.

Con esto obtenemos el Hamiltoniano de un campo electromagnético (de un solo modo) cuanti-
zado

Ĥ =
1

2

(
p̂2 + ω2q̂2

)
. (1.15)

Los operadores q̂ y p̂ son Hermitianos y, por lo tanto, corresponden a cantidades observables.
Sin embargo, es conveniente y tradicional introducir los operadores de aniquilación â y creación
â†, que no son Hermitianos (y, por lo tanto, no son observables), a través de la combinación de
los operadores q̂ y p̂:

â = (2ℏω)−1/2 (ωq̂ + ip̂) (1.16)

â† = (2ℏω)−1/2 (ωq̂ − ip̂) . (1.17)

Los operadores de campo eléctrico y magnético se convierten, respectivamente, en:

Ê(z) = E0
(
â+ â†

)
sin(kz), (1.18)

B̂(z) = −iB0

(
â− â†

)
cos(kz), (1.19)

donde E0 =
( ℏω
ϵ0V

)1/2
y B0 =

µ0

k

(
ϵ0ℏω3

V

)1/2
.

Los operadores â y â† satisfacen la relación de conmutación[
â, â†

]
= 1, (1.20)

y como resultado, el Hamiltoniano toma la forma

Ĥ = ℏω
(
â†â+

1

2

)
. (1.21)

Definimos n̂ como â†â y entonces obtenemos el Hamiltoniano

Ĥ =
(
n̂+

1

2

)
. (1.22)

Los eigenestados del operador de número n̂ son conocidos como estados de número o estados
de Fock, los cuales representan el número de fotones en un modo,

n̂ |n⟩ = n |n⟩ . (1.23)

Aplicando los operadores â, â† en los estados de la base (estados de número) tenemos

â |n⟩ =
√
n |n− 1⟩ , (1.24)

â† |n⟩ =
√
n+ 1 |n+ 1⟩ . (1.25)
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1.4. Estados coherentes de Glauber

En la óptica cuántica, los estados coherentes son estados cuánticos del campo electro-
magnético, los cuales tienen un número indefinido de fotones, lo que les permite tener una fase
más precisamente definida que un estado de número donde la fase es completamente aleatoria.
El producto de la incertidumbre en amplitud y fase para un estado coherente es el mı́nimo
permitido por el principio de incertidumbre de Heisenberg. En este sentido, son los estados
cuánticos más cercanos a una descripción clásica del campo [43]. Erwin Schrödinger lo derivó
como un paquete de ondas gaussiano de ‘mı́nima incertidumbre ’en 1926, buscando soluciones
que satisfagan el principio de correspondencia [36].
Aunque los paquetes de ondas gaussianos de mı́nima incertidumbre eran bien conocidos, no
atrajeron la atención de la comunidad hasta que Roy J. Glauber, en 1963, proporcionó una
descripción cuántica de la coherencia en el campo electromagnético [17].
Glauber demostró que dichos estados son enormemente útiles para describir la f́ısica de la óptica
cuántica. Desde el punto de vista f́ısico, resulta que son estados propios de la función de cohe-
rencia (correlación) del campo electromagnético. En consecuencia, él denominó a estos estados
como estados coherentes del campo electromagnético.

Según Glauber, los estados coherentes del campo se pueden construir a partir de cualquiera
de las siguientes tres definiciones:

Definición 1 : Los estados coherentes |α⟩ son eigen-estados del operador de aniquilación
del oscilador armónico â

â |α⟩ = α |α⟩ , (1.26)

donde α es un número complejo.

Definición 2 : Los estados coherentes |α⟩ pueden ser obtenidos al aplicar el operador de
desplazamiento D̂(α) en el estado de vaćıo del oscilador armónico,

|α⟩ = D̂(α) |0⟩ , (1.27)

donde el operador de desplazamiento D̂(α) está definido como

D̂(α) = exp
{
αâ† − α∗â

}
. (1.28)

Definición 3 : Los estados coherentes son los estados cuánticos que minimizan la relación
de incertidumbre de Heisenberg,

∆p̂∆q̂ =
ℏ
2
. (1.29)

Donde los operadores de coordenadas y de momento (q̂, p̂) están definidos como

q̂ =
1√
2

(
â+ â†

)
, (1.30)

p̂ = − i√
2

(
â− â†

)
(1.31)

y

(∆f)2 ≡ ⟨α|
(
f̂ − ⟨f̂⟩

)2
|α⟩ , (1.32)

⟨f̂⟩ ≡ ⟨α| f̂ |α⟩ . (1.33)
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Por supuesto, no todos los sistemas f́ısicos pueden ser descritos por osciladores armónicos. Por
lo tanto, desde la aparición de los art́ıculos de Glauber, ha existido una necesidad real de
generalizar estos estados coherentes del campo a otros sistemas que puedan poseer propiedades
dinámicas diferentes. Basta con mencionar en este punto que la generalización de cada una
de las definiciones matemáticas, a diferencia del caso de los estados coherentes del campo
electromagnético, no dará lugar a estados coherentes equivalentes.

1.5. Efecto electro-óptico cuadrático (Efecto Kerr)

Descubierto por el f́ısico escocés John Kerr en 1875 [20]. Encontró que una sustancia trans-
parente isótropica se vuelve birrefringente al colocarse en un campo eléctrico E⃗. El medio
adquiere las propiedades de un cristal uniaxial cuyo eje óptico corresponde a la dirección del
campo aplicado. Los dos ı́ndices de refracción n∥ y n⊥, están asociados con las dos orientaciones
del plano de vibración de la onda, esto es, paralela y perpendicular al campo eléctrico aplicado
respectivamente. Su diferencia, ∆n, constituye la birrifringencia que equivale a

∆n = λ0KE2, (1.34)

donde K es la constante de Kerr. Obsérvese que el efecto Kerr es proporcional al cuadrado del
campo, denominándose a menudo como efecto electro-óptico cuadrático.



Caṕıtulo 2

Modelo Jaynes-Cummings

Propuesto por Jaynes y Cummings en 1963 [21], el modelo consiste en un átomo de dos
niveles interactuando con un solo modo de una cavidad, las frecuencias de transición atómica
y de la cavidad son cercanas. El modelo se utilizó por primera vez para examinar los aspectos
clásicos de la emisión espontánea. También se encontró que el campo de la cavidad, una vez
modificado por la interacción con el átomo, teńıa propiedades estad́ısticas que no se encuentran
en campos clásicos.

El Hamiltoniano completo del sistema es

Ĥ = Ĥa + Ĥc + Ĥac, (2.1)

donde Ĥa es el Hamiltoniano del átomo, Ĥc es el Hamiltoniano del campo y Ĥac es el término
de acoplamiento átomo-campo.

Ĥa =
ℏωeg

2
σ̂z, (2.2)

Ĥc = ℏωcn̂, (2.3)

Ĥac = −D⃗ · E⃗c, (2.4)

donde ωeg es la frecuencia de transición atómica, ωc es la frecuencia del campo, D⃗ es el operador

dipolar atómico y E⃗c es el operador de campo eléctrico de la cavidad,

D̂ = d (ϵaσ̂− + ϵ∗aσ̂+) , (2.5)

E⃗c = iE0
(
ϵcâ− ϵ∗c â

†) , (2.6)

En la ecuación (2.5) d es el elemento de matriz dipolar de la transición atómica, ϵa y ϵc son los
vectores unitarios de polarización, E0 es la amplitud del campo eléctrico, los operadores â† y â

son los operadores de creación y aniquilación respectivamente, los cuales satisfacen la relación
de conmutación

[
â, â†

]
= 1. Finalmente, σ̂z, σ̂± son los operadores de transición atómica de

dos niveles, que obedecen las relaciones de conmutación [σ̂−, σ̂+] = −σ̂z y [σ̂±, σ̂z] = ∓2σ̂±.
Usando la notación

σ̂z = |e⟩ ⟨e| − |g⟩ ⟨g| , (2.7)

σ̂+ = |e⟩ ⟨g| , (2.8)

σ̂− = |g⟩ ⟨e| . (2.9)

16
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Estos operadores actúan sobre los niveles atómicos |g⟩ (estado base) y |e⟩ (estado excitado)de
la siguiente manera: σ̂+ |g⟩ = |e⟩, σ̂− |e⟩ = |g⟩, σ̂z |g⟩ = − |g⟩ y σ̂z |e⟩ = |e⟩

los operadores σ̂+, σ̂− son los operadores de ascenso y descenso y están definidos como:

σ̂+ =
1

2
(σ̂x + iσ̂y) , (2.10)

σ̂− =
1

2
(σ̂x − iσ̂y) . (2.11)

Reescribiendo Ĥac y desarrollando el producto escalar tenemos:

Ĥac = −d [ϵaσ̂− + ϵ∗aσ̂+] · iE0
[
ϵcâ− ϵ∗c â

†] (2.12)

Ĥac = −idE0
[
ϵa · ϵcσ̂−â− ϵa · ϵ∗c σ̂−â† + ϵ∗a · ϵcσ̂+â− ϵ∗a · ϵ∗c σ̂+â†

]
. (2.13)

El desarrollo de este producto escalar incluye cuatro términos. Dos de ellos son proporcionales
a σ̂−â y σ̂+â

†. El primero corresponde a una transición del estado excitado |e⟩ al estado base
|g⟩, junto con la aniquilación de un fotón. El segundo describe el proceso contrario: la creación
de un fotón y una transición del estado |g⟩ al estado |e⟩. Cuando las frecuencias de modo de

Figura 2.1: Niveles de enerǵıa para el átomo de dos niveles y para un campo tipo oscilador armónico de un solo
modo. ωeg es la frecuencia de transición atómica y ωc es la frecuencia del campo electromagnético.

cavidad y de transición atómica, ωc y ωeg, están cerca, estos términos corresponden a procesos
altamente no resonantes y juegan un papel menor en la evolución, en comparación con los
otros dos términos, proporcionales a σ̂+â y σ̂−â

†, que corresponden a los procesos habituales de
absorción o emisión de fotones. Descartar los dos términos contra-rotantes equivale a realizar
la aproximación de onda rotante. Con esta aproximación, el acoplamiento átomo-cavidad se
reduce a

Ĥac = −iℏΩ0

2

[
âσ̂+ − â†σ̂−

]
, (2.14)

donde

Ω0 =
2dE0ϵ∗aϵc

ℏ (2.15)

es la frecuencia de Rabi del vaćıo, la cual mide la intensidad del acoplamiento átomo – campo.
Con esto, el Hamiltoniano de Jaynes-Cummings es

Ĥ = ℏωcâ
†â+ ℏωeg

2
σ̂z − iℏΩ0

2
(âσ̂+ − â†σ̂−). (2.16)
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2.1. Valores propios y vectores propios

Los estados propios de Ĥa+Ĥc son productos tensoriales de |e, n⟩ y |g, n+ 1⟩ y sus enerǵıas

son ℏ
(ωeg

2
+ nωc

)
y ℏ
(
−
ωeg

2
+ (n+ 1)ωc

)
.

Cuando el desentonamiento átomo-cavidad

∆ = ωeg − ωc, (2.17)

es igual a cero (en resonancia) los estados desacoplados |e, n⟩ y |g, n+ 1⟩ son degenerados. Si el
desentonamiento es pequeño comparado con ωc (cerca de resonancia) los estados desacoplados
son casi degenerados. Los estados excitados de Ĥa+Ĥc están organizados como una escalera de
dobletes, separados cada uno por una enerǵıa ℏ∆c (ver figura 2.2). El estado |g, 0⟩ representa
al átomo en el estado base y a la cavidad en el estado de vaćıo, este estado es el único estado
desacoplado en la escalera.

Figura 2.2: Estados de enerǵıa átomo-cavidad no acoplados en el caso de ∆c > 0. Además del estado fundamental
|g, 0⟩, éstos forman una escalera infinita de dobletes. En cada doblete, los estados |e, n⟩ y |g, n+ 1⟩ están
separados por ℏ∆c.

El n-ésimo doblete excitado almacena n + 1 excitaciones elementales, ya sea como n + 1
cuantos de campo |g, n + 1⟩ o como la suma de n fotones agregados a una excitación atómica
|e, n⟩. El operador

M̂ = a†â+ σ̂+σ̂−, (2.18)

representa el número total de excitaciones atómicas y de campo. Este operador conmuta con el
Hamiltoniano por lo que es una constante de movimiento. Dado que el número de excitaciones
se conserva, el acoplamiento átomo-campo Ĥac conecta solo estados dentro de cada doblete. La
diagonalización del Hamiltoniano completo equivale, por lo tanto, a resolver N problemas de
dos niveles independientes.

Llamemos Ĥn a la restricción del Hamiltoniano total de Jaynes-Cummings al n-ésimo do-
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blete. Introduciendo la ’frecuencia de Rabi de n fotones’

Ωn = Ω0

√
n+ 1, (2.19)

podemos escribir Ĥn de forma matricial como

Ĥn = ℏωc

(
n̂+

1

2

)
Î+ V̂n, (2.20)

con

V̂n =
ℏ
2

(
∆c −iΩn

iΩn −∆c

)
=

ℏ
2
(∆cσ̂z + Ωnσ̂y) , (2.21)

La diagonalización de Ĥn es formalmente idéntica a la determinación de los estados propios
de un esṕın colocado en un campo magnético cuyas componentes a lo largo de OZ y OY son
proporcionales a ∆c y Ωn [28]. Este campo ficticio forma un ángulo θn con respecto a Z, definido
por

tan (θn) =
Ωn

∆c
, (2.22)

A partir de esta sencilla analoǵıa, deducimos inmediatamente que los valores propios de Ĥn son

E±
n =

(
n+

1

2

)
ℏωc ±

ℏ
2

√
∆2

c + Ω2
n, (2.23)

con los correspondientes eigenvectores:

|+, n⟩ = cos

(
θn
2

)
|e, n⟩+ i sin

(
θn
2

)
|g, n+ 1⟩ ; (2.24)

|−, n⟩ = sin

(
θn
2

)
|e, n⟩ − i cos

(
θn
2

)
|g, n+ 1⟩ . (2.25)

Estos estados, que están entrelazados, se llaman los “estados vestidos” del sistema átomo-
campo [28].

2.2. Oscilaciones de Rabi inducidas por n fotones

En el caso resonante, el ángulo de mezcla es θn = π/2 para todos los valores de n. Los
estados vestidos, separados por ℏΩn, son los siguientes

|±, n⟩ 1√
2
[|e, n⟩ ± i |g, n+ 1⟩] . (2.26)

Consideremos el caso simple de un átomo inicialmente (t0 = 0) en el estado excitado |e⟩, dentro
de una cavidad que contiene n fotones. El estado inicial, |Ψe(0)⟩ = |e, n⟩, expresado en la base
de estados vestidos, es el siguiente

|Ψe(0)⟩ =
1√
2
[|+, n⟩+ |−, n⟩] , (2.27)



20 CAPÍTULO 2. MODELO JAYNES-CUMMINGS

Describiremos la evolución de este estado en la representación de interacción con respecto al
término ℏωc(n̂+ 1

2)Î en un tiempo t > t0. |Ψe(0)⟩ se convierte en:

|Ψe(t)⟩ =
1√
2

[
|+, n⟩ e−iΩnt

2 + |−, n⟩ ei
Ωnt
2

]
(2.28)

|Ψe(t)⟩ = cos

(
Ωnt

2

)
|e, n⟩+ sin

(
Ωnt

2

)
|g, n+ 1⟩ . (2.29)

La probabilidad de encontrar el átomo en el estado excitado |e⟩ es:

Pe(t) = | ⟨e|Ψe(t)⟩ |2,

Pe(t) = cos2
(
Ωnt

2

)
. (2.30)

El acoplamiento átomo-campo da como resultado un intercambio de enerǵıa entre |e, n⟩ y
|g, n+ 1⟩ a una frecuencia Ωn.

Un átomo inicialmente en el estado excitado |e⟩ emite un fotón mientras realiza una
transición al estado base |g⟩. En el espacio libre, el fotón escapa y el átomo permanece en
el estado |g⟩. En la cavidad, por el contrario, el fotón emitido por el átomo queda atrapado.
Puede ser absorbido y luego emitido nuevamente, y aśı sucesivamente.

Figura 2.3: Oscilaciones de Rabi para la probabilidad de encotrar al átomo excitado en el tiempo Pe(t), con un
número de n = 15 fotones en el campo. El tiempo está medido en unidades de 1/ωc.

2.3. Colapsos y reavivamientos inducidos por un campo coherente

Supongamos que el átomo se encuentra inicialmente en el estado excitado estado |e⟩ e
interactúa con un campo coherente [17]

|α⟩ =
∑
n

cn |n⟩ = e−
|α|2
2

∑
n

αn

√
n!

|n⟩ , (2.31)
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cuyo número promedio de fotones es n̄ = |α|2. A partir de la ecuación (2.29) podemos encontrar
la función de onda al tiempo t

|Ψe(t)⟩ =
∑
n

[
cn cos

(
Ωnt

2

)
|e, n⟩+ cn sin

(
Ωnt

2

)
|g, n+ 1⟩

]
. (2.32)

La probabilidad de encontrar al átomo en el estado excitado |e⟩ es

Pe(t) =
∑
n

e−|α|2 |α|2n

n!

1 + cos (Ωnt)

2
. (2.33)

Figura 2.4: Colapsos y reavivamientos: probabilidad Pe(t) de encontrar el átomo en el estado excitado |e⟩
al tiempo t. La cavidad contiene inicialmente un campo coherente con un promedio de n̄ = 15 fotones. (a)
Comportamiento en una escala de tiempo larga. (b) Acercamiento al colapso y el inicio del primer reavivamiento.
El tiempo está medido en unidades de 1/ωc.

Dado que la frecuencia de Rabi es una función del número de fotones del campo, ver la Ec.
(2.19), y dado que el estado coherente es una superposición de estados número ver Ec. (2.31). Al
tener un estado coherente como estado inicial obtenemos una superposición de las oscilaciones
de Rabi con frecuencias diferentes. Esta superposición da lugar a patrones de interferencias
constructivas y destructivas, ya que las oscilaciones se desfasan entre śı.

2.4. Operador de evolución temporal para el modelo de Jaynes-
Cummings por el método de algebras de Lie

Un método alternativo y más general para resolver el problema, es utilizando el método
de algebras de Lie, en donde a partir del teorema de Wei-Norman [44] podemos escribir el
operador de evolución temporal del sistema en forma de un producto de exponenciales cuando
los operadores presentes en el Hamiltoniano cierren un algebra de Lie bajo la conmutación.
En esta sección encontraremos el operador de evolución temporal para el Hamiltoniano de
Jaynes-Cummings y verificaremos la equivalencia entre las soluciones obtenidas al diagonalizar
el Hamiltoniano y las soluciones obtenidas a partir de este método.
Partimos del Hamiltoniano de Jaynes-Cummings dado en la ecuación (2.16) y lo escribimos
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como una parte sin perturbar Ĥ0 y una perturbación V̂

Ĥ = ℏωcâ
†â+ ℏωeg

2
σ̂z︸ ︷︷ ︸

Ĥ0

+ℏλ
(
âσ̂+ + â†σ̂−

)︸ ︷︷ ︸
V̂

, (2.34)

en donde hemos escrito la interacción en términos de una constante real λ = Ω0/2 y hemos
tomado la suma de los operadores para que el Hamiltoniano sea hermitiano. Podemos escribir
el operador de evolución temporal del sistema como

Û(t, t0) = Û0(t, t0)ÛI(t, t0), (2.35)

donde Û0(t, t0) es el operador de evolución temporal correspondiente a Ĥ0 y ÛI(t, t0) es el ope-
rador de evolución temporal correspondiente a la interacción.

Primero, encontraremos el operador de evolución temporal para Ĥ0.

iℏ∂Û0(t, t0)

∂t
= Ĥ0Û0(t, t0),

como Ĥ0 es independiente del tiempo podemos integrar directamente la ecuación anterior y
obtenemos la expresión correspondiente al operador Û0(t, t0)

Û0(t, t0) = e−iωcâ
†â(t−t0)e−i

ωeg
2

σ̂z(t−t0). (2.36)

Ya que conocemos la expresión para el operador Û0(t, t0), podemos encontrar el Hamilto-
niano en la representación de interacción, que está dado por

ĤI(t) =
[
Û †
0(t, t0)V̂ Û0(t, t0)

]
, (2.37)

y su correspondiente operador de evolución temporal ÛI(t, t0) que satisface la ecuación

iℏ∂ÛI(t, t0)

∂t
= ĤI(t)ÛI(t, t0), (2.38)

con la condición inicial ÛI(t0, t0) = Î.

Para poder resolver la ecuación para ÛI(t, t0), primero debemos encontrar la forma expĺıcita
del Hamiltoniano de interacción ĤI(t) (ec.2.38):

ĤI(t) =
[
Û †
0(t, t0)V̂ Û0(t, t0)

]
,

ĤI(t) = ei
ωeg
2

σ̂zteiωcn̂t
[
ℏλ
(
âσ̂+ + â†σ̂−

)]
e−iωcn̂te−i

ωeg
2

σ̂zt., (2.39)

en donde hemos elegido el tiempo inicial t0 = 0. Utilizando el lema de Baker–Hausdorf [34, p.96]
para realizar las transformaciones correspondientes, obtenemos:

ĤI(t) = ℏλ
[
âσ̂+e

−i(ωc−ωeg)t + â†σ̂−e
i(ωc−ωeg)t

]
, (2.40)

ĤI(t) = ℏλ
[
âσ̂+e

−i∆ct + â†σ̂−e
i∆ct
]
, (2.41)
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donde ∆c = ωc − ωeg es la frecuencia de desentonamiento.
Definimos el operador M̂ de la siguiente manera

M̂ = n̂+
1

2
(1 + σ̂z) , (2.42)

donde M̂ es el operador que representa el número total de excitaciones.
Aplicando M̂ a los elementos de la base, tenemos:

M̂ |n, e⟩ = (n+ 1) |n, e⟩ , (2.43)

M̂ |n+ 1, g⟩ = (n+ 1) |n+ 1, g⟩ . (2.44)

Ahora definimos los operadores b̂ y b̂† de la siguiente manera:

b̂ =
1√
M̂

âσ̂+, (2.45)

b̂† = σ̂−â
† 1√

M̂
. (2.46)

Aplicando estos nuevos operadores a los elementos de la base:

b̂ |n, e⟩ = 0, (2.47)

b̂† |n, e⟩ = |n+ 1, g⟩ , (2.48)

b̂ |n+ 1, g⟩ = |n, e⟩ , (2.49)

b̂† |n+ 1, g⟩ = 0. (2.50)

Usando la forma en que los operadores b̂, b̂† actúan sobre los estados de la base, encontramos
las relaciones de conmutación: [

b̂, σ̂z
]
= −2b̂, (2.51)[

b̂†, σ̂z

]
= 2b̂†, (2.52)[

b̂, b̂†
]
= σ̂z, (2.53)

y vemos que el conjunto de operadores que aparece en el Hamiltoniano ĤI(t) es cerrado ante
conmutación. Ahora reescribimos el Hamiltoniano de interacción (ec.2.41) en términos de los

operadores b̂ y b̂†:

ĤI(t) = λ
(√

M̂ b̂e−i∆ct + b̂†ei∆ct
√

M̂
)
,

ĤI(t) = λ
√
n+ 1

(
b̂e−i∆ct + b̂†ei∆ct

)
. (2.54)

Dado que los operadores b̂, b̂† y σ̂z cierran un álgebra de Lie, podemos utilizar el teorema de
Wei-Norman [44] para escribir el operador de evolución temporal ÛI(t, t0) como un producto
de exponenciales

ÛI(t, t0) = eη(t)σ̂zeβ(t)b̂eγ(t)b̂
†
; ÛI(t0, t0) = Î. (2.55)
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Para determinar las funciones complejas η(t), β(t), γ(t), sustituiremos en la ecuación de Schrödin-
ger la expresión para ÛI(t, t0) dada en la ecuación (2.55), con esto encontramos un sistema de
ecuaciones diferenciales ordinarias acopladas con condiciones iniciales η(t0) = γ(t0) = β(t0) = 0.

γ̇(t) = −if∗(t)e2η(t), (2.56)

η̇(t) = if∗(t)e2η(t)β(t), (2.57)

β̇(t) = −i
[
f(t)e−2η(t) + f∗(t)e2η(t)β2(t)

]
, (2.58)

(2.59)

donde f(t) = λ
√
n+ 1e−i∆ct y f∗(t) = λ

√
n+ 1ei∆ct.

Una vez que conocemos Û0(t, t0) y ÛI(t, t0), podemos escribir el operador de evolución temporal
del sistema completo

Û(t) = Û0(t)ÛI(t),

Û(t) = e−iωcâ
†âte−iωegσ̂zteη(t)σ̂zeβ(t)b̂eγ(t)b̂

†
. (2.60)

Con la expresión exacta del operador de evolución temporal por este método, podemos evaluar
observables, por ejemplo, la probabilidad de encontrar al átomo en el estado excitado. Consi-
deremos el estado inicial |Ψ(0)⟩ = |α⟩ ⊗ |e⟩, donde |α⟩ es un estado coherente del campo (ver
ec. 2.31) con un número promedio de fotones de n̄ = 15 y el átomo está en el estado excitado.
La probabilidad de encontrar el átomo en el estado excitado a un tiempo t > 0 está dada por:

Pe(t) = | ⟨e|Ψ(t)⟩ |2,

donde

|Ψ(t)⟩ = e−
1
2 |α|

2

[( ∞∑
n=0

(1 + γ(t)β(t))
αn

√
n!
eα(t)e−iωegte−ωctn |n, e⟩

)]
+

e−
1
2 |α|

2

[( ∞∑
n=0

γ(t)
αn

√
n!
e−α(t)eiωegte−ωctn |n+ 1, g⟩

)]
.

(2.61)

Con esto, la probabilidad de encontrar al átomo en el estado excitado es

Pe(t) = | ⟨e|Ψ(t)⟩ |2 = e−|α|2
∞∑
n=0

∣∣∣1 + γ(t)β(t)
∣∣∣2 |α|2n

n!
e2Re{α(t)}. (2.62)
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Figura 2.5: Probabilidad de encontrar el átomo en el estado excitado Pe(t) al tiempo t obtenida a partir de la
diagonalización del Hamiltoniano (izquierda). Probabilidad de encontrar el átomo en el estado excitado Pe(t) al
tiempo t obtenida a partir de método de algebras de Lie (derecha). La cavidad contiene inicialmente un campo
coherente con un promedio de n̄ = 15 fotones.

En la figura 2.5, se pueden apreciar los colapsos y reavivamientos, un resultado idéntico al
obtenido con el método de diagonalización del Hamiltoniano. Como era de esperar, la resolución
del problema a través del operador de evolución temporal mediante el método de álgebras de
Lie reproduce precisamente el mismo comportamiento, incluyendo las oscilaciones de Rabi, aśı
como los colapsos y reavivamientos. Esta coincidencia era de esperar ya que estamos resolviendo
el mismo problema de forma exacta, pero empleando un método diferente. Vale la pena destacar
que el método de álgebras de Lie no solo es equivalente, sino también más general, lo cual aporta
una perspectiva adicional a la resolución del problema.



Caṕıtulo 3

Dos Hamiltonianos de
Jaynes-Cummings acoplados

En esta sección, estudiaremos una generalización al modelo de Jaynes-Cummings conside-
rando el acoplamiento de dos cavidades la cuales comparten un espejo parcialmente reflejante
que oscila debido a la presión de radiación, de modo que los fotones pueden pasar de una
cavidad a la otra (ver figura 3.1) [15]. Cada cavidad contiene un átomo de dos niveles y un
campo electromagnético cuantizado en su interior. Estos sistemas son de interés ya que pueden
usarse para transferir información cuántica y, por lo tanto, ser el bloque de construcción más
pequeño de una posible cadena. Mostraremos cómo obtener un operador de evolución temporal
aproximado que pueda escribirse en una forma de producto de exponenciales. Para hacerlo,
realizaremos algunas aproximaciones en el Hamiltoniano de interacción.

Figura 3.1: Dos cavidades con un espejo parcialmente reflectante común, cada una de ellas conteniendo un
átomo de dos niveles en el régimen de acoplamiento fuerte.

El Hamiltoniano de este sistema es [15]

Ĥ(t) = Ĥ
(1)
JC + Ĥ

(2)
JC + ℏζ(t)(â1 + â†1)(â2 + â†2), (3.1)

donde Ĥ
(i)
JC son los Hamiltonianos de Jaynes-Cummings (Ec.2.16) para la cavidad 1 y la

26
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cavidad 2 respectivamente y el tercer término describe el acoplamiento entre las dos cavidades.

Ĥ(t) = ℏ
2∑

i=1

[
ωiâ

†
i âi +

Ωi

2
σ̂
(i)
z + gi

(
σ̂
(i)
+ âi + σ̂

(i)
− â†i

)]
+ ℏζ(t)(â1 + â†1)(â2 + â†2). (3.2)

Cuando la longitud efectiva de la cavidad oscila con una amplitud pequeña, el parámetro de
acoplamiento cavidad-cavidad es una función dependiente del tiempo ζ(t) = ζ0 cos(ωdt) con
ζ0/ωi ≪ 1, donde ωd es la frecuencia de oscilación del espejo compartido por las cavidades.

Estamos interesados en la mezcla de modos. En este caso, elegimos la frecuencia del espejo
como ωd ≃ ω1 − ω2, lo que nos proporciona una aproximación de la interacción entre las
cavidades donde podemos despreciar los términos contra-rotantes y nos quedamos con los que
conservan el número total de excitaciones [29].

3.1. Operador de evolución temporal

Escribimos el Hamiltoniano separándolo en dos términos, el primero como un Hamiltoniano
sin perturbar Ĥ0 y el otro como una perturbación V̂ (t)

Ĥ(t) = ℏ(ω1â
†
1â1 + ω2â

†
2â2 +

Ω1

2
σ̂
(1)
z +

Ω2

2
σ̂
(2)
z )

+ ℏ(g1(â1σ̂(1)+ + â†1σ̂
(1)
− ) + g2(â2σ̂

(2)
+ + â†2σ̂

(2)
− ))

+ ℏζ(t)(â1 + â†1)(â2 + â†2) = Ĥ0 + V̂ (t). (3.3)

Tomando como Hamiltoniano no perturbado a

Ĥ0 = ℏ(ω1â
†
1â1 + ω2â

†
2â2 +

Ω1

2
σ̂
(1)
z +

Ω2

2
σ̂
(2)
z ), (3.4)

cuyo operador de evolución temporal es

Û0(t) = e−iω1tn̂1e−i
Ω1
2
tσ̂

(1)
z e−iω2tn̂2e−i

Ω2
2
tσ̂

(2)
z , (3.5)

en donde hemos tomado t0 = 0.
Obtenemos el Hamiltoniano en la representación de interacción

ĤI(t) = Û †
0(t)V̂ (t)Û0(t),

ĤI(t) = ℏg1(â1σ̂(1)+ e−i(ω1−Ω1)t + â†1σ̂
(1)
− ei(ω1−Ω1)t) + ℏg2(â2σ̂(2)+ e−i(ω2−Ω2)t + â†2σ̂

(2)
− ei(ω2−Ω2)t)

+ℏζ0
2
(eiωdt + e−iωdt)(â†1â2e

i(ω1−ω2)t + â1â
†
2e

−i(ω1−ω2)t

+â1â2e
−i(ω1+ω2)t + â†1â

†
2e

i(ω1+ω2)t).

(3.6)



28 CAPÍTULO 3. DOS HAMILTONIANOS DE JAYNES-CUMMINGS ACOPLADOS

Separamos el Hamiltoniano de interacción ĤI(t) como ĤI(t) = V̂(1)(t) + V̂(2)(t) siendo

V̂(1)(t) = ℏζ0
2
(eiωdt + e−iωdt)(â†1â2e

i(ω1−ω2)t + â1â
†
2e

−i(ω1−ω2)t + â1â2e
−i(ω1+ω2)t + â†1â

†
2e

i(ω1+ω2)t),

≃ ℏζ0
2

(
â†1â2e

−i(ωd−(ω1−ω2))t + â1â
†
2e

i(ωd−(ω1−ω2))t
)
, (3.7)

V̂(2)(t) = ℏg1(â1σ̂(+)
1 e−i(ω1−Ω1)t + â†1σ̂

(−)
1 ei(ω1−Ω1)t)

+ℏg2(â2σ̂(+)
2 e−i(ω2−Ω2)t + â†2σ̂

(−)
2 ei(ω2−Ω2)t),

en donde hemos descartado los términos que oscilan rápidamente. El operador de evolución

temporal de todo el sistema lo podemos escribir como Û = Û0ÛI = Û0Û
(1)
I Û

(2)
I .

Definiendo ahora los operadores:

Ĵ+ = â1â
†
2, (3.8)

Ĵ− = â†1â2, (3.9)

Ĵz = â†2â2 − â†1â1, (3.10)

cuya tabla de conmutación es

Ĵ+ Ĵ− Ĵz
Ĵ+ 0 Ĵz −2Ĵ+
Ĵ− −Ĵz 0 2Ĵ−
Ĵz 2Ĵ+ −2Ĵ− 0

Escribimos el Hamiltoniamo de interacción V̂(1)(t) en términos de estos nuevos operadores

V̂(1)(t) = ℏζ0
2

(
ei(ωd−(ω1−ω2))tĴ+ + e−i(ωd−(ω1−ω2))tĴ−

)
, (3.11)

V̂(1)(t) = ℏζ0
2

(
ei∆ctĴ+ + e−i∆tĴ−

)
, (3.12)

con ∆ = ωd − (ω1 − ω2).
Dado que los operadores que contiene V̂(1)(t) cierran un algebra de Lie, podemos utilizar el
teorema de Wei-Norman [44] para escribir su operador de evolución temporal como un producto

Û
(1)
I (t) = eγ+(t)Ĵ+eγ−(t)Ĵ−eγz(t)Ĵz , (3.13)

donde los coeficientes γi(t) satisfacen el sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias:

γ̇+(t) = −i
ζ0
2

(
ei∆t − γ2+e

−i∆t
)
, (3.14)

γ̇−(t) = −i
ζ0
2
(1 + 2γ+γ−)e

−i∆t, (3.15)

γ̇z(t) = i
ζ0
2
γ+e

−i∆t. (3.16)

El operador de evolución temporal Û
(2)
I (t) satisface la ecuación
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iℏ
∂Û

(2)
I (t)

∂t
=
[
Û

(1)†
I (t)V̂(2)(t)Û

(1)
I (t)

]
Û

(2)
I (t) ≡ Ĥ

(2)
I (t)Û

(2)
I (t).

Debemos ahora transformar el V̂(2)(t) para pasar a una nueva representación de interacción.

Primero escribimos V̂(2)(t) = Ĥ
(1)
JC (t) +H

(2)
JC (t) con:

Ĥ
(1)
JC (t) = ℏg1(â1σ̂(1)+ e−i(ω1−Ω1)t + â†1σ̂

(1)
− ei(ω1−Ω1)t), (3.17)

Ĥ
(2)
JC (t) = ℏg2(â2σ̂(2)+ e−i(ω2−Ω2)t + â†2σ̂

(2)
− ei(ω2−Ω2)t), (3.18)

donde al aplicar las transformaciones se obtiene

U †
1(t)H

(1)
JC(t)U1(t) = ℏg1

(
(1 + γ+(t)γ−(t))e

−γz(t)−i(Ω1−ω1)tâ†1σ
(1)
− + eγz(t)+i(Ω1−ω1)tâ1σ

(1)
+

)
+

ℏg1
[
γ2(t)e

−γ3(t)+i(Ω1−ω1)tâ2σ̂
(1)
+ − γ1(t)e

γ3(t)−i(Ω1−ω1)tâ†2σ̂
(1)
−

]
,

(3.19)

U †
1(t)H

(2)
JC(t)U1(t) = ℏg2

(
eγz(t)−i(Ω2−ω2)tâ†2σ

(2)
− (t) + (1 + γ+(t)γ−(t))e

−γz(t)+i(Ω2−ω2)tâ2σ
(2)
+

)
+

ℏg2
[
γ2(t)e

−γ3(t)−i(Ω2−ω2)tâ†1σ̂
(2)
− + γ1(t)e

γ3(t)+i(Ω2−ω2)tâ1σ̂
(2)
+

]
.

(3.20)

Entonces el Hamiltoniano correspondiente en la representación de interacción es

H
(2)
I (t) = ℏg1

(
(1 + γ+(t)γ−(t))e

−γz(t)−i(Ω1−ω1)tâ†1σ
(1)
− + eγz(t)+i(Ω1−ω1)tâ1σ

(1)
+

)
+

+ℏg2
(
eγz(t)−i(Ω2−ω2)tâ†2σ

(2)
− (t) + (1 + γ+(t)γ−(t))e

−γz(t)+i(Ω2−ω2)tâ2σ
(2)
+

)
+

ℏg1
[
γ2(t)e

−γ3(t)+i(Ω1−ω1)tâ2σ̂
(1)
+ − γ1(t)e

γ3(t)−i(Ω1−ω1)tâ†2σ̂
(1)
−

]
+

ℏg2
[
γ2(t)e

−γ3(t)−i(Ω2−ω2)tâ†1σ̂
(2)
− + γ1(t)e

γ3(t)+i(Ω2−ω2)tâ1σ̂
(2)
+

]
.

(3.21)

Los primeros dos términos corresponden a dos Hamiltonianos de JC generalizados, uno para
cada cavidad y átomo. Los otros dos términos, que son de primer orden en los coeficientes γi,
involucran la interacción entre la cavidad dos y el átomo en la cavidad uno, y la la cavidad
uno y el átomo en la cavidad dos. Estos términos de mezcla tienen una importancia menor
en la dinámica del sistema, por los cual los despreciaremos. En la figura 3.2 ilustramos el
comportamiento de las funciones γi(t) tomando como ejemplo γp(t), con el fin de demostrar
que en general los valores que toman las γi(t) son pequeños, por lo cual es razonable despreciar
estas interacciones.
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Figura 3.2: Solución para γp(t). En color azul podemos observar la parte real y en naranja la parte imagiaria.
Podemos observar que γp comienza en cero y toma valores del orden de 10−2.

Manteniendo solo los términos correspondientes a los Hamiltonianos JC generalizados, lle-
gamos al Hamiltoniano aproximado

H
(2)
I (t) = ℏg1

(
(1 + γ+(t)γ−(t))e

−γz(t)−i(Ω1−ω1)tâ†1σ
(1)
− + eγz(t)+i(Ω1−ω1)tâ1σ

(1)
+

)
+

+ℏg2
(
eγz(t)−i(Ω2−ω2)tâ†2σ

(2)
− (t) + (1 + γ+(t)γ−(t))e

−γz(t)+i(Ω2−ω2)tâ2σ
(2)
+

)
,

(3.22)

el cual lo podemos reescribir como

H
(2)
I (t) = ℏg1

√
n1 + 1

(
ϕ11(t)b

†
1 + ϕ12(t)b̂1

)
+

ℏg2
√
n2 + 1

(
ϕ21(t)b̂

†
2 + ϕ22(t)b̂2

)
,

(3.23)

en donde b̂†1 = â†1σ
(1)
− /
√

M̂1, b̂1 = â1σ
(1)
+ /
√

M̂1, b̂
†
2 = â†2σ

(2)
− /
√

M̂2, b̂2 = â2σ
(2)
+ /
√

M̂2 y

M̂1 = n̂1 + (1/2)(1 + σ̂
(1)
z ), M̂2 = n̂2 + (1/2)(1 + σ̂

(2)
z ) el número total de excitaciones en cada

sistema. El número M = M1 +M2 es una constante de movimiento. Los operadores definidos
arriba cumplen la tabla de conmutación:

b̂i b̂†i σ̂
(i)
z

b̂i 0 σ̂
(z)
i −2b̂i

b̂†i −σ̂
(z)
i 0 2b̂†i

σ̂
(i)
z 2b̂i −2b̂†i 0

Notemos que en la ecuación (3.23) se tiene la estructura de dos Hamiltonianos tipo Jaynes-
Cummings con coeficientes que dependen del tiempo y del acoplamiento entre las dos cavidades.

El conjunto de operadores {σ(i)z , b̂i, b̂
†
i} es cerrado ante conmutación y el operador de evolución

temporal se puede obtener de forma exacta para cada uno de ellos y el resultado es

Û
(1)
JC(t) = eβ

(z)
1 (t)σ̂

(1)
z eβ

(+)
1 (t)b̂†1eβ

(−)
1 (t)b̂1 , (3.24)

Û
(2)
JC(t) = eβ

(z)
2 (t)σ̂

(2)
z eβ

(+)
2 (t)b̂†2eβ

(−)
2 (t)b̂2 , (3.25)
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con las funciones βi(t) tales que:

β̇
(−)
1 (t) = −ig1

√
n1 + 1ϕ12(t)e

−2β
(z)
1 (t) (3.26)

β̇
(z)
1 (t) = −ig1

√
n1 + 1ϕ12(t)β

(+)
1 (t)e−2β

(z)
1 (t) (3.27)

β̇
(+)
1 (t) = −ig1

√
n1 + 1

(
ϕ11(t)e

2β
(z)
1 (t) + ϕ12(t)β

(+)2
1 (t)e−2β

(z)
1 (t)

)
(3.28)

β̇
(−)
2 (t) = −ig2

√
n2 + 1ϕ22(t)e

−2β
(z)
2 (t) (3.29)

β̇
(z)
2 (t) = −ig2

√
n2 + 1ϕ22(t)β

(+)
2 (t)e−2β

(z)
2 (t) (3.30)

β̇
(+)
2 (t) = −ig2

√
n2 + 1

(
ϕ21(t)e

2β
(z)
2 (t) + ϕ22(t)β

(+)2
2 (t)e−2β

(z)
2 (t)

)
(3.31)

El operador de evolución temporal completo es entonces

Û(t) = Û0(t)Û1(t)Û
(1)
JC(t)Û

(2)
JC(t). (3.32)

3.2. Evaluación de observables

Consideremos el estado inicial |Ψ(0)⟩ = |n1, e1⟩ ⊗ |n2 + 1, g2⟩. El valor esperado de un
operador Ô está dado por

⟨Ψ(t)|Ô|Ψ(t)⟩ = ⟨Ψ(0)|Û †(t)ÔÛ(t)|Ψ(0)⟩ = ⟨Ψ1(t)|Û †
1(t)Û

†
0(t)ÔÛ0(t)Û1(t)|Ψ1(t)⟩, (3.33)

en donde
|Ψ1(t)⟩ = Û

(1)
JC(t)Û

(2)
JC(t)|Ψ(0)⟩. (3.34)

Aplicando los operadores Û
(1)
JC(t)Û

(2)
JC(t) al estado inicial obtenemos:

Û
(1)
JC(t)|n1, e1⟩ = eβ

(z)
1 |n1, e1⟩+ β

(+)
1 e−β

(z)
1 |n1 + 1, g1⟩ = t1|n1, e1⟩+ t2|n1 + 1, g1⟩, (3.35)

Û
(2)
JC(t)|n2+1, g2⟩ = (1+β

(−)
2 β

(+)
2 )e−β

(z)
2 |n2+1, g2⟩+β

(−)
2 eβ

(z)
2 |n2, e2⟩ = t3|n2, e2⟩+t4|n2+1, g2⟩,

(3.36)
al realizar el producto podemos escribir la forma expĺıcita de |Ψ1(t)⟩

|Ψ1(t)⟩ = Û
(1)
JC(t)|n1, e1⟩Û

(2)
JC(t)|n2 + 1, g2⟩,

|Ψ1(t)⟩ = Ce1,e2|n1, n2⟩|e1, e2⟩+ Ce1,g2|n1, n2 + 1⟩|e1, g2⟩ (3.37)

+ Cg1,g2|n1 + 1, n2 + 1⟩|g1, g2⟩+ Cg1,e2|n1 + 1, n2⟩|g1, e2⟩,

donde los coeficientes Ci,j son:

Ce1,e2 = eβ
(z)
1 (t)eβ

(z)
2 (t)β

(−)(t)
2 , Ce1,g2 =

(
1 + β

(−)(t)
2 β

(+)
2 (t)

)
eβ

(z)
1 (t)e−β

(z)
2 (t),

Cg1,g2 = β
(+)
1 (t)

(
1 + β

(−)
2 (t)β

(+)
2 (t)

)
e−β

(z)
1 (t)e−β

(z)
2 (t), Cg1,e2 = β

(+)
1 (t)β

(−)
2 (t)e−β

(z)
1 (t)eβ

(z)
2 (t),

(3.38)
Tomemos el caso en que Ô = n̂1, entonces,

Û †
1(t)n̂1Û1(t) = n̂1 + γ−(t)(1 + γ+(t)γ−(t))e

2γz(t)Ĵ− − γ+(t)e
−2γz(t)Ĵ+ − γ+(t)γ−(t)Ĵz, (3.39)
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y el valor esperado para el número de fotones en la cavidad 1 es

⟨n̂1(t)⟩ = (1 + γ+(t)γ−(t))(n1(|Ce1,e2|2 + |Ce1,g2|2) + (n1 + 1)(|Cg1,e2|2 + |Cg1,g2|2))
− γ+(t)γ−(t)(n2(|Ce1,e2 |2 + |Cg1,e2 |2) + (n2 + 1)(|Ce1,g2|2 + |Cg1,g2 |2)). (3.40)

Para el promedio de fotones en la cavidad 2 obtenemos

Û †
1(t)n̂2Û1(t) = n̂2 − γ−(t)(1 + γ+(t)γ−(t))e

2γz(t)Ĵ− + γ+(t)e
−2γz(t)Ĵ+ + γ+(t)γ−(t)Ĵz, (3.41)

⟨n̂2(t)⟩ = (1 + γ+(t)γ−(t))(n2(|Ce1,e2 |2 + |Cg1,e2|2) + (n2 + 1)(|Ce1,g2|2 + |Cg1,g2|2))
− γ+(t)γ−(t)(n1(|Ce1,e2|2 + |Ce1,g2|2) + (n1 + 1)(|Cg1,e2|2 + |Cg1,g2|2)). (3.42)

Para los valores esperados ⟨σ̂(1)z ⟩ y ⟨σ̂(2)z ⟩ obtenemos

⟨σ̂(1)z ⟩ = |Ce1,e2 |2 + |Ce1,g2 |2 − |Cg1,e2 |2 − |Cg1,g2|2, (3.43)

⟨σ̂(2)z ⟩ = |Ce1,e2|2 + |Cg1,e2|2 − |Ce1,g2|2 − |Cg1,g2|2. (3.44)

Figura 3.3: Caso en resonancia: Valor promedio de fotones en la cavidad 1 ⟨n1(t)⟩. De lado izquierdo:
solución anaĺıtica utilizando el método de algebras de Lie. De lado derecho: valor obtenido al resolver la
ecuación de Schrödinger de manera numérica. Con los parámetros: ω1/2π = 1GHz, ω2/2π = 0.8GHz, Ω1 =
0.99ω1, Ω2 = 0.99ω2, g1 = 0.041ω1, g2 = 0.041ω2, λ = 0.001ω1. El tiempo está medido en unidades de 1/ω1.

En la figura 3.3 se muestran para la cavidad 1 el número promedio de fotones ⟨n1⟩ y el

valor esperado del operador ⟨σ̂(1)z ⟩, con un estado inicial |n1, e⟩ = |0, e⟩ , |n2 + 1, g⟩ = |1, g⟩. Al
tener un acoplamiento cavidad-cavidad muy pequeño, las dos cavidades se comportan como
dos Jaynes-Cummings independientes, mostrando las oscilaciones de Rabi en cada una. En la
figura comparamos los resultados obtenidos con el método anaĺıtico (ecs. 3.40 y 3.43), con el
cálculo puramente numérico. Podemos notar que los resultados en este caso, cuando tenemos
estados de Fock (estados de número) como estados iniciales los resultados numéricos y anaĺıticos
son idénticos, por lo que podemos concluir que los resultados anaĺıticos son confiables. Para el
cálculo numérico usamos la frecuencia de forzamiento ωd = ω1 − ω2, con lo cual el término de
interacción cavidad-cavidad, puede aproximarse como

ℏα(t)
(
â†1 + â1

)(
â†2 + â2

)
≈ ℏα0

2

(
â†1â2 + â1â

†
2

)
. (3.45)
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Figura 3.4: Valor promedio del número total de excitaciones en la cavidad uno ⟨M̂1⟩ en azul, en la cavidad dos
⟨M̂2⟩ en naranja y en el sistema completo ⟨M̂1 + M̂2⟩ en verde . Con el conjunto de parámetros: Ω1 = 0.999ω1,
Ω2 = 0.999ω2,

ω1

2π = 4GHz, ω2

2π = 5GHz, g1 = 0.001ω1, g2 = 0.001ω2, y λ = 0.25ω1. El tiempo está medido en
unidades de 1/ω1.

Con esta aproximación en la interacción resolvemos numéricamente el Hamiltonaino dado por

Ĥ

ℏ =
∑
j=1,2

[
ωjn̂j +

Ωj

2
σ
(j)
z + gj(âj σ̂

(j)
+ + â†j σ̂

(j)
− )

]
+

ζ0
2
(â1â

†
2 + â†1â2). (3.46)

En la figura 3.4 se muestra el promedio del número total de excitaciones ⟨M̂i⟩, con i = 1, 2
para las cavidades 1 y 2 y la suma de los promedios ⟨M̂1 + M̂2⟩. Podemos observar que para
cada cavidad individual el número de excitaciones no permanece constante, sin embargo para el
sistema completo, es decir para ambas cavidades, el número total de exctiaciones śı permanece
constante.

3.3. Oscilaciones inducidas por estados coherentes

En esta sección ilustramos el comportamiento del sistema cuando tenemos estados coheren-
tes como estados iniciales. Debido a las limitantes computacionales para desarrollar los cálculos
anaĺıticos, mostraremos resultados puramente numéricos. Como vimos arriba, en el caso cuando
tenemos estados de Fock los resultados numéricos empatan perfectamente con los resultados
anaĺıticos. Considerando que los estados coherentes son una superpocisión de estados de Fock, es
razonable pensar que los resultados anaĺıticos mostrarán un comportamiento similar al numéri-
co.
Para ilustrar la metodoloǵıa, consideremos el estado inicial dado por |Ψ(0)⟩ = |α, e1⟩ ⊗ |β, g2⟩,
donde |α⟩ y |β⟩ son estados coherentes y en la cavidad uno el átomo está en su estado excitado,
y en la cavidad dos el átomo se encuentra en el estado base. El estado |Ψ1(t)⟩ después de aplicar
los operadores ÛJC1

ÛJC2
al estado inicial |Ψ(0)⟩ es
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|Ψ1(t)⟩ = ÛJC1
|α, e1⟩ÛJC2

|β, g2⟩,

=

(
e−|α|2/2

∑
n

αn

√
n!
Û

(1)
JC |n, e1⟩

)(
e−|β|2/2

∑
m

βm

√
m!

Û
(2)
JC |m, g2⟩

)
, (3.47)

usando las expresiones 3.35, 3.36 obtenemos:

|Ψ1(t)⟩ = e−
|α|2+|β|2

2

∑
n,m

αnβm

√
n!m!

(Cn,m|n,m⟩|e1, e2⟩+ Cn+1,m|n+ 1,m⟩|g1, e2⟩

+ Cn+1,m+1|n+ 1,m+ 1⟩|g1, g2⟩+ Cn,m+1|n,m+ 1⟩|e1, g2⟩), (3.48)

donde los coeficientes Ci,j están dados en el conjunto de ecuaciones (3.38).
Con esto, encontramos las expresiones para los valores esperados del número de fotones en la
cavidad 1 ⟨n̂1(t)⟩ y en la cavidad 2 ⟨n̂2(t)⟩:

⟨n̂1(t)⟩ = e−(|α|2+|β|2)
∑
n,m

|α|2n

n!

|β|2m

m!
((1 + γ+γ−)(n(|Cn,m|2 + |Cn,m+1|2)

+ (n+ 1)(|Cn+1,m|2 + |Cn+1,m+1|2))− γ+γ−(m(|Cn,m|2 + |Cn+1,m|2)
+ (m+ 1)(|Cn,m+1|2 + |Cn+1,m+1|2))), (3.49)

⟨n̂2(t)⟩ = e−(|α|2+|β|2)
∑
n,m

|α|2n

n!

|β|2m

m!
((1 + γ+γ−)(m(|Cn,m|2 + |Cn+1,m|2)

+ (m+ 1)(|Cn,m+1|2 + |Cn+1,m+1|2))− γ+γ−(n(|Cn,m|2 + |Cn,m+1|2)
+ (n+ 1)(|Cn+1,m|2 + |Cn+1,m+1|2))). (3.50)

Analizaremos el comportamiento de estas observables considerando tres casos: Los acoplamien-
tos átomo-cavidad individuales son mayores que el acoplamiento cavidad-cavidad (gi ≫ λ),
el acoplamiento cavidad-cavidad es mayor que los acoplamientos átomo-cavidad individuales
(λ ≫ gi), los acoplamientos átomo-cavidad individuales son del mismo orden que el acopla-
miento átomo-cavidad, con λ = ζ0/2. Los parámetros del hamiltoniano para el acoplamiento
átomo-campo y el acoplamiento cavidad-cavidad se tomaron de [15] y corresponden a posibili-
dades experimentales.
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Figura 3.5: De lado izquierdo (cavidad 1): número promedio de fotones ⟨n1(t)⟩(arriba) y valor esperado de la

inversión atómica ⟨σ̂(1)
z ⟩ (abajo). De lado derecho (cavidad 2): número promedio de fotones ⟨n2(t)⟩(arriba)

y valor esperado de la inversión atómica ⟨σ̂(2)
z ⟩ (abajo). Con los parámetros ω1/2π = 1GHz, ω2/2π = 0.8GHz

g1 = 0.04ω1, g2 = 0.04ω2, λ = 0.001ω1. El tiempo está medido en unidades de 1/ω1.

En la figura 3.5 podemos observar que al tener los acoplamientos átomo-cavidad individuales
mayores que el acoplamiento cavidad-cavidad (gi ≫ λ), las dos cavidades se comportan de
forma similar a dos Jaynes-Cummings independientes, con colapsos y reavivamientos, tal como
sucede en el JCM con estados coherentes, sin embargo, el comportamiento se ve afectado por
el acoplamiento cavidad-cavidad.
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Figura 3.6: De lado izquierdo (cavidad 1): número promedio de fotones ⟨n1(t)⟩(arriba) y valor esperado de la

inversión atómica ⟨σ̂(1)
z ⟩ (abajo). De lado derecho (cavidad 2): número promedio de fotones ⟨n2(t)⟩(arriba)

y valor esperado de la inversión atómica ⟨σ̂(2)
z ⟩ (abajo). Con los parámetros g1 = 0.001ω1, g2 = 0.001ω2,

λ = 0.25ω1. El tiempo está medido en unidades de 1/ω1.

En la figura 3.6 observamos un comportamiendo muy distinto al del JCM estándar con
estados coherentes, ya que no se presentan colapsos ni reavivamientos, el comportamiendo es
más parecido a las oscilaciones de Rabi. Debido a que el acoplamiento átomo-cavidad es muy
pequeño comparado con el acoplamiento cavidad-cavidad, el intercambio de fotones es más
notorio entre cavidades, mientras la cavidad 1 pierde un fotón, la cavidad dos lo gana. Por otro
lado las transiciones atómicas son más lentas.
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Figura 3.7: De lado izquierdo (cavidad 1): número promedio de fotones ⟨n1(t)⟩(arriba) y valor esperado de la

inversión atómica ⟨σ̂(1)
z ⟩ (abajo). De lado derecho (cavidad 2): número promedio de fotones ⟨n2(t)⟩(arriba) y

valor esperado de la inversión atómica ⟨σ̂(2)
z ⟩ (abajo). Con los parámetros g1 = 0.01ω1, g2 = 0.01ω2, λ = 0.02ω1.

El tiempo está medido en unidades de 1/ω1.

En la figura 3.7 tenemos los acoplamientos átomo-cavidad individuales del mismo orden
del acoplamiento cavidad-cavidad. En los promedios de fotones para cada cavidad podemos
observar un colapso y un reavivamiento menos pronunciados que en el JCM estándar, mientras
que en las inversiones atómicas es más marcado el colapso y el reavivamiento. Cabe destacar
que una condición para que se presenten los colapsos y reavivamientos en el Hamiltoniano de
JC requiere que valor del acoplamiento átomo-cavidad sea fuerte, del orden de ωi/100 mientras
que el acoplamiento cavidad-cavidad suele ser al menos un orden de magnitud menor [15].



Caṕıtulo 4

Modelo de Jaynes-Cummings
deformado

En esta sección haremos una extensión al modelo Jaynes-Cummings habitual introduciendo
un término no lineal adicional tipo Kerr en el Hamiltoniano el campo electromagético. El medio
lo modelaremos como un oscilador f-deformado [5,18,45] a partir del formalismo de operadores
f- deformados introducidos por Man’ko, et al [24].

4.1. susceptibilidad no lineal de tercer orden χ(3) e ı́ndice refracción
dependiente de la intensidad del campo

En la óptica convecional (lineal) la polarización inducida depende linealmente de la inten-
sidad del campo eléctrico y está descrita por la relación

P⃗ (t) = ϵ0χ
(1)E⃗(t), (4.1)

donde la constante de proporcionalidad χ(1) es la susceptibilidad lineal y ϵ0 es la permitividad
del vaćıo. En la óptica no lineal la respuesta óptica puede ser descrita al generalizar la ecuación
(4.1) expresando la polarización P⃗ (t) como una serie de potencias del campo E⃗(t)

P⃗ (t) = ϵ0

[
χ(1)E⃗(t) + χ(2)E⃗2(t) + χ(3)E⃗3(t) + . . .

]
. (4.2)

Las cantidades χ(2), χ(3) son las susceptibilidades ópticas no lineales de segundo y tercer orden
respectivamente. En general las susceptibilidades no lineales dependen de las frecuencias de
los campos aplicados, pero asumiendo que el medio responde instantáneamente, las tomaremos
como constantes [6]:

χ(2) ≈ 1.94× 10−12m/V, (4.3)

χ(3) ≈ 3.78× 10−24m2/V2. (4.4)

Ahora consideremos la contribución de la polarización no lineal a tercer orden

P⃗ (3)(t) = ϵ0χ
(3)E⃗3(t). (4.5)

38
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Consideremos el caso simple en donde es aplicado un campo monocromático dado por

E⃗(t) = E cos(ωt), (4.6)

utilizando la identidad cos3(ωt) = 1
4 cos (3ωt) +

3
4 cos(ωt), podemos expresar la polarización no

lineal como

P⃗ (3) =
1

4
ϵ0χ

(3)E3 cos(3ωt) +
3

4
ϵ0χ

(3)E3 cos(ωt). (4.7)

El primer término de la ecuación (4.7) describe la respuesta a una frecuencia 3ω que es creada
por un campo aplicado de frecuencia ω. Este término conduce al proceso de la generación de
terceros armónicos, tal como se muestra en la figura 4.1 [39]. De acuerdo con este proceso, se
destruyen tres fotones de frecuencia ω y se crea un fotón de frecuencia 3ω.

Figura 4.1: Generación de terceros armónicos. (a) Geometŕıa de la interacción. (b) representación de los niveles
de enerǵıa.

El segundo término de la ecuación (4.7) describe una contribución no lineal a la polarización
con la frecuencia del campo incidente; este término conduce a una contribución no lineal del
ı́ndice de refracción experimentado por una onda con frecuencia ω . Este ı́ndice de refracción
puede ser representado como

n = n0 + n2I, (4.8)

donde n0 es el ı́ndide de refracción usual (lineal), I = 1
2n0ϵ0cE

2 es la intensidad de la onda
incidente y

n2 =
3

2n0ϵ0c
χ(3), (4.9)

es una constante óptica que caracteriza la potencia de la no linealidad óptica. El cambio en
este ı́ndice de refracción es conocido como el efecto Kerr.

4.2. Operadores f-deformados

Los operadores f-deformados Â y Â† los obtenemos al agregar una deformación a los ope-
radores â y â† de la forma:

Â = âf(n̂) = f(n̂+ 1)â, (4.10)

Â† = f(n̂)â† = â†f(n̂+ 1), (4.11)

donde f(n̂) es una función de deformación que depende del operador de número n̂, toma valores
continuos y satisface la condición f(0̂) = 1, es decir, recuperamos el caso no deformado.
Recordando la estructura algebraica de los operadores del oscilador armónico â y â†, cuya
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relación de conmutación es
[
â, â†

]
= 1. Podemos escribir las relaciones de conmutación para

los operadores deformados: [
Â, Â†] = (n̂+ 1)f2(n̂+ 1)− n̂f2(n̂), (4.12)[
Â, n̂

]
= Â, (4.13)[

Â†, n̂
]
= −Â†, (4.14)

y el producto entre estos operadores al aplicarlo a los elementos de la base resulta de la siguiente
forma:

Â†Â = n̂f2(n̂), (4.15)

ÂÂ† = (n̂+ 1)f2(n̂+ 1). (4.16)

Los operadores Â y Â† representan las variables dinámicas que se asocian con los osciladores
f-deformados (f-osciladores) [24]. En el espacio de Fock con el operador número n̂ = â†â, la
base está dada por las funciones propias de n̂

n̂ |n⟩ = n |n⟩ ; n ∈ Z+, (4.17)

y satisface la relación de completez:

∞∑
n=0

|n⟩ ⟨n| = Î; ⟨n|m⟩ = δn,m. (4.18)

Con lo anterior podemos escribir una función arbitraria del operador de número f(n̂) como:

f(n̂) =

∞∑
j=0

f(j) |j⟩ ⟨j| . (4.19)

Si estamos interesados en estudiar la dinámica de una interacción no lineal en particular, en-
tonces se debe especificar la forma expĺıcita de la función de deformación.

4.3. Modelo de Jaynes-Cummings deformado

Comenzamos recordando el modelo de Jaynes-Cummings estándar para un solo átomo de
dos niveles acoplado a un campo electromagnético cuantizado de un solo modo. El Hamiltoniano
del JCM está dado por

ĤJC =
ℏω
2
(â†â+ ââ†) + ℏΩ

2
σ̂z + ℏλ(âσ̂+ + â†σ̂−). (4.20)

Ahora, generalicemos el JCM escribiendo el Hamiltoniano en la siguiente forma

ĤNJC =
ℏω
2

(
Â†Â+ ÂÂ†)+ 1

2
ℏΩσ̂z + ℏg(σ̂+Â+ Â†σ̂−), (4.21)

donde, de acuerdo con (4.20), hemos reemplazado los operadores de aniquilación y creación del
oscilador armónico â y â† por los operadores deformados Â y Â† definidos como:
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Â = af(n̂) = f(n̂+ 1)â, Â† = f(n̂)â† = â†f(n̂+ 1).

El acoplamiento con un medio de Kerr puede ser modelado por un oscilador anarmónico [46,47]
al agregar un término cuadrático del operador de número n̂ en el hamiltoniano (4.21). También
se puede incorporar dicho término mediante la elección de una función de deformación f(n̂)
apropiada . Si elegimos

f2(n̂) = 1 +
χ

ω
n̂, f2(0) = 1, (4.22)

donde χ es un parámetro de anarmonicidad (0 ≤ χ ≤ ω) relacionado con las propiedades ópti-
cas de un medio tipo Kerr [6]. Es un hecho bien conocido que un medio exhibe el efecto Kerr
si su ı́ndice de refracción vaŕıa con la intensidad del campo. Este es el fenómeno más simple de
la óptica no lineal.

Entonces el Hamiltoniano de Jaynes-Cummings deformado toma la forma

ĤDJC = ℏω(1 + χ

ω
)(n̂+

1

2
) + ℏχn̂2 + ℏΩ

2
σ̂z + ℏλ

(
â

√
1 +

χ

ω
n̂σ̂+ +

√
1 +

χ

ω
n̂â†σ̂−

)
, (4.23)

Como podemos ver en la ecuación (4.23), la función deformación tiene dos caracteŕısticas. Por un
lado, está asociada con un acoplamiento dependiente de la intensidad del campo de radiación, es
decir, el acoplamiento ya no es lineal en las variables del campo. Por otro lado, el Hamiltoniano
f-deformado para el campo, Ĥ = ℏωÂ†Â = ℏωn̂f2(n̂), puede a su vez interpretarse como un
subsistema que rige el comportamiento del campo rodeado por un medio no lineal contenido
dentro de una cavidad. Esta forma del Hamiltoniano se considera normalizada del Hamiltoniano
de Man’ko et al., Ĥf = 1

2ℏν
(
Â†Â+ ÂÂ†), que corresponde al oscilador cuántico f-deformado

[25, 30]. En resumen, podemos decir que la función f determina la no linealidad del sistema
átomo-campo.
El Hamiltoniano de Jaynes-Cummings deformado lo escribiremos como un Hamiltionano no
perturbado Ĥ0 y una perturbación V̂

ĤJCD = Ĥ0 + V̂ .

Tomando como hamiltoniano no perturbado

Ĥ0 = ℏω(1 + χ

ω
)(n̂+

1

2
) + ℏχn̂2 + ℏΩ

2
σ̂z ≡ ℏ

(
ωef (n̂+

1

2
) + χn̂2 +

Ω

2
σ̂z

)
, (4.24)

con ωef = ω
(
1 + χ

ω

)
.

Tomando como la perturbación al término restante

V̂ = ℏλ
(
âf(n̂)σ̂+ + f(n̂)â†σ̂−

)
. (4.25)

El operador de evolución correspondiente a Ĥ0 es:

Û0(t) = e−
i
ℏ Ĥ0t,

Û0(t) = e−i(ωef (n̂+
1
2
)+χn̂2+Ω

2
σ̂z)t, (4.26)
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en donde hemos elegido el tiempo inicial t0 = 0.
El Hamiltoniano en la representación de interacción es

ĤI(t) = ℏλÛ †
o (t)

(
âf(n̂)σ̂+ + f(n̂)â†σ̂−

)
Û0(t) (4.27)

aplicando las transformaciones obtenemos

ĤI(t) = ℏλ
[
e−i(ωef−Ω)te−iχt(2n̂+1)f(n̂+ 1)âσ̂+ + ei(ωef−Ω)tâ†σ̂−e

iχt(2n̂+1)f(n̂+ 1)
]
. (4.28)

Notemos que en el Hamiltoniano de interacción aparece el operador de número en el exponente y
depende del tiempo, entonces los operadores que aparecen en ĤI(t) no cumplen las condiciones
necesarias para aplicar el teorema de Wei-Norman por lo que es necesario hacer aproximaciones.
La primera opción es despreciar los efectos debidos al término χ(2n̂ + 1) comparados con
ωef −Ω. Esto será válido para casos cuando ωef no sea cercana a Ω. Cuando estas frecuencias
son cercanas, el término proveniente de la no linealidad debe ser tomado en consideración. Para
ello tomaremos el valor esperado de las exponenciales entre estados coherentes |α⟩. Al hacerlo
obtenemos un Hamiltoniano aproximado dado por

H̃I(t) = ℏλ
(
f(n̂+ 1)âσ̂+e

−i(ωef−Ω)t⟨α|e−iχt(2n̂+1)|α⟩
)

+ℏλ
(
â†σ̂−f(n̂+ 1)ei(ωef−Ω)t⟨α|eiχt(2n̂+1)|α⟩

)
,

(4.29)

donde los valores esperados son:

⟨α|eiχt(2n̂+1)|α⟩ = eiχte|α|
2(e2iχt−1), (4.30)

⟨α|e−iχt(2n̂+1)|α⟩ = e−iχte|α|
2(e−2iχt−1). (4.31)

Entonces, en esta aproximación, el Hamiltoniano en la representación de interacción queda

H̃I(t) = ℏλ
(
ϕ(t)f(n̂+ 1)âσ̂+ + ϕ∗(t)â†σ̂−f(n̂+ 1)

)
, (4.32)

con la función
ϕ(t) = e−i(ωef−Ω)te−iχte|α|

2(e−2iχt−1). (4.33)

Si ahora sustituimos la función de deformación obtenemos

H̃I(t) = ℏλ
(
ϕ(t)

√
1 +

χ

ω
(n̂+ 1)âσ̂+ + ϕ∗(t)â†σ̂−

√
1 +

χ

ω
(n̂+ 1)

)
, (4.34)

usando ahora que, para valores del eigenvalor n pequeños comparados con ω/χ podemos tomar
la aproximación √

1 +
χ

ω
(n̂+ 1) ≃ 1,

se obtiene finalmente el Hamiltoniano de interacción

H̃I(t) = ℏλ
(
ϕ(t)âσ̂+ + ϕ∗(t)â†σ̂−

)
, (4.35)

cuyo operador de evolución es de la forma

ÛI(t) = eβz(t)σ̂zeβ+(t)b̂
†
eβ−(t)b̂, (4.36)



4.4. EVALUACIÓN DE OBSERVABLES 43

con los operadores b̂, b̂† definidos anteriormente.
El operador de evolución para el Hamiltoniano de JC deformado es entonces:

Û(t) = Û0(t)ÛI(t),

Û(t) = e−i(ωef (n̂+
1
2
)+χn̂2+Ω

2
σ̂z)teβz(t)σ̂zeβ+(t)b̂

†
eβ−(t)b̂. (4.37)

4.4. Evaluación de observables

El valor esperado del operador de número de fotones es

⟨n̂(t)⟩ = ⟨Ψ(0)|Û †(t)n̂Û(t)|Ψ(0)⟩ = ⟨Ψ(0)|Û †
I (t)Û

†
0(t)n̂Û0(t)ÛI(t)|Ψ(0)⟩ = ⟨ΨI(t)|n̂|ΨI(t)⟩

ya que Û0(t) conmuta con n̂. Si el estado inicial es |Ψ(0)⟩ = |α⟩ ⊗ |e⟩, donde |α⟩ es un estado
coherente. El estado en la representación de interacción al tiempo t está dado por

|ΨI(t)⟩ = e−
1
2
|α|2
∑
k

αk

√
k!

(
eβz(t)|k, e⟩+ β+(t)e

−βz(t)|k + 1, g⟩
)
, (4.38)

al tomar la proyección ⟨n|ΨI(t)⟩ obtenemos

⟨n̂(t)⟩ = e−|α|2
∞∑
k=0

|α|2k

k!

(
ke2Re(βz(t)) + (k + 1)|β+(t)|2e−2Re(βz(t))

)
. (4.39)

El valor esperado del operador σ̂z está dado por

⟨σ̂z(t)⟩ = e−|α|2
∞∑
k=0

|α|2k

k!

(
e2Re(βz(t)) − |β+(t)|2e−2Re(βz(t))

)
. (4.40)

Compararemos los resultados anaĺıticos obtenidos en las expresiones (4.39), (4.40) y los resulta-
dos obtenidos al resolver la ecuación de Schrödinger con el Hamiltoniano dado en la expresión
(4.23) de manera numérica.
Consideraremos el estado inicial dado por un estado coherente para el campo, y el átomo en el
estado excitado |Ψ(0)⟩ = |α, e⟩, con un promedio de fotones de ᾱ = 20.
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Figura 4.2: Número promedio de fotones. De lado izquierdo se muestra la solución numérica y de lado derecho
la solución anaĺıtica.
Parámetros: g = 0.1ω, χ = 0.00001ω. El tiempo está medido en unidades de 1/ω.

Figura 4.3: Número promedio de fotones. De lado izquierdo se muestra la solución numérica y de lado derecho
la solución anaĺıtica.
Parámetros: g = 0.1ω, χ = 0.0001ω. El tiempo está medido en unidades de 1/ω.

Figura 4.4: Número promedio de fotones. De lado izquierdo se muestra la solución numérica y de lado derecho
la solución anaĺıtica.
Parámetros: g = 0.1ω, χ = 0.001ω. El tiempo está medido en unidades de 1/ω.
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Figura 4.5: Número promedio de fotones. De lado izquierdo se muestra la solución numérica y de lado derecho
la solución anaĺıtica.
Parámetros: g = 0.1ω, χ = g/3. El tiempo está medido en unidades de 1/ω.

En las figuras 4.2 y 4.3 para valores de χ pequeños (1× 10−5ω ≤ χ ≤ 1× 10−4ω) podemos
observar que el sistema se comporta muy parecido a un Jaynes-Cummings sin deformar y hay
una notable concordancia entre los cálculos numéricos y anaĺıticos.
Cuando χ es del orden χ ≈ 1 × 10−3ω, los cálculos numéricos muestran un comportamiendo
similar al de un Jaynes-Cummings sin deformación, sin embargo hay diferencias notables con
los cálculos anaĺıticos ( figura 4.4), que para tiempos cortos no muestran un reavivamiento, sin
embargo, a tiempos más largos śı exhiben el siguiente reavivamiento. En la figura 4.5 tenemos
una anarmonicidad de χ = g/3 ≈ 0.03ω. En este caso podemos observar colapsos y reaviva-
mientos más compactos, esto debido al efecto de la no linealidad del campo electromangético.
Los cálculos anaĺıticos y numéricos son cualitativamente parecidos, sin embargo debido a que
las soluciones anaĺıticas son aproximadas podemos notar diferencias.

χ Diferencia entre numérico y análitico
Diferencia entre deformado y no deformado
(numérico)

10−5 No No
10−4 No No
10−3 Śı No
3x10−2 Śı Śı

Cuadro 4.1: Comparación cualitativa entre los cálculos anaĺıticos y numéricos y comparación con el caso de un
Jaynes-Cummings no deformado para los distintos valores del parámetro de anarmonicidad χ.
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Conclusiones

En este trabajo, hemos propuesto dos posibles generalizaciones del modelo estándar de
Jaynes-Cummings. Primero hemos presentado un método para construir un operador de evolu-
ción temporal aproximado, escrito en una forma de producto de exponenciales, para un sistema
compuesto por dos cavidades acopladas que contienen un átomo de dos niveles cada una (dos
Hamiltonianos de Jaynes-Cummings acoplados). Después, utilizando el marco de un álgebra de
operadores f-deformados y haciendo la elección apropiada de la función de deformación, hemos
introducido un Hamiltoniano para la descripción de una cavidad tipo JC donde la interacción
entre el átomo y el campo electromagnético ya no es lineal en las variables del campo (es decir,
una interacción dependiente de la intensidad del campo).
Una vez que tenemos una expresión anaĺıtica para el operador de evolución temporal correspon-
diente, podemos propagar algún estado inicial particular y calcular cualquier propiedad que nos
interese, como el número promedio de fotones en cada cavidad, la inversión atómica, el número
de excitaciones por cavidad individial (dos JC acoplados) y el número total de excitaciones.

Para probar la precisión de nuestras aproximaciones, consideramos un estado inicial, donde
para el campo tomamos estados de número (estados de Fock) como estado inicial y aplicamos
el operador de evolución temporal completo. Evaluamos el número promedio de fotones, aśı
como el valor promedio del estado atómico en cada cavidad y confrontamos los resultados con
los obtenidos mediante un cálculo puramente numérico resolviendo la ecuación de Schrödinger
para el Hamiltoniano correspondiente completo. Después consideramos como estado inicial un
estado coherente del campo, en donde en el caso de los dos JC acoplados enfrentamos limi-
taciones computacionales para efectuar el cálculo anaĺıtico, por ello consideramos solamente
los cálculos numéricos. Los parámetros del Hamiltoniano para el acoplamiento átomo-campo
y el acoplamiento cavidad-cavidad se tomaron de [15] y corresponden a posibilidades experi-
mentales reales. En el caso de dos Hamiltonianos de JC acoplados, Con estos parámetros del
Hamiltoniano, encontramos que al tener los acoplamientos átomo-cavidad individuales mayo-
res que el acoplamiento cavidad-cavidad (gi ≫ λ), las dos cavidades se comportan de forma
similar a dos Jaynes-Cummings independientes, con colapsos y reavivamientos, tal como suce-
de en el JCM con estados coherentes, sin embargo, el comportamiento se ve afectado por el
acoplamiento cavidad-cavidad. Cuando el acoplamiento cavidad-cavidad es mayor que el aco-
plamiento átomo-cavidad individual (λ > gi) observamos un comportamiendo muy distinto al
del JCM estándar con estados coherentes, ya que no se presentan colapsos ni reavivamientos,

46



47

el comportamiendo es más parecido a las oscilaciones de Rabi. Debido a que el acoplamiento
átomo-cavidad es muy pequeño comparado con el acoplamiento cavidad-cavidad, el intercambio
de fotones es más notorio entre cavidades, mientras la cavidad 1 pierde un fotón, la cavidad
dos lo gana. Por otro lado las transiciones atómicas son más lentas. Cuando los acoplamientos
individuales átomo-cavidad son del mismo orden del acoplamiento cavidad-cavidad (λ ∼ gi) en
los promedios de fotones para cada cavidad podemos observar un colapso y un reavivamiento
menos pronunciados que en el JCM estándar, mientras que en las inversiones atómicas es más
marcado el colapso y el reavivamiento.
En el caso del modelo de JC deformado considerando diferentes valores del parámetro de anar-
monicidad χ encontramos:
Para valores pequeños de χ (1 × 10−5ω ≤ χ ≤ 1 × 10−4ω), se observa un comportamiento
muy similar al de un Jaynes-Cummings no deformado, mostrando concordancia entre los cálcu-
los numéricos y anaĺıticos. Cuando χ es del orden de χ ≈ 1 × 10−3ω, los cálculos numéricos
muestran un comportamiento similar al de un Jaynes-Cummings sin deformación, pero con
diferencias notables respecto a los cálculos anaĺıticos. Estas discrepancias se hacen evidentes en
tiempos cortos, donde no se observa un reavivamiento, pero śı se manifiestan a tiempos más lar-
gos exhibiendo un reavivamiento posterior. En el caso de una anarmonicidad de χ = g

3 ≈ 0.03ω,
se observan colapsos y reavivamientos más compactos debido al efecto de la no linealidad del
campo electromagnético. Aunque los cálculos anaĺıticos y numéricos son cualitativamente si-
milares, se deben tener en cuenta las aproximaciones en las soluciones anaĺıticas, lo que puede
dar lugar a diferencias notables.
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Cessa. A classical simulation of nonlinear Jaynes–Cummings and Rabi models in photonic
lattices. Optics Express, 21(10):12888–12898, 2013.

[33] C Saavedra, JC Retamal, AB Klimov, and SM Chumakov. Jaynes-Cummings model with
dissipation. In Coherence and Quantum Optics VII: Proceedings of the Seventh Rochester
Conference on Coherence and Quantum Optics, held at the University of Rochester, June
7–10, 1995, pages 357–358. Springer, 1996.

[34] Jun John Sakurai and Eugene D Commins. Modern quantum mechanics, revised edition,
1995.

[35] Matteo Scala, BENEDETTO Militello, Antonino Messina, Jyrki Piilo, and Sabrina Manis-
calco. Microscopic derivation of the Jaynes-Cummings model with cavity losses. Physical
Review A, 75(1):013811, 2007.
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