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Capitulo 1

Introduccion

Los modelos cosmoldgicos inflacionarios nos permiten entender el comportamiento del
universo en etapas tempranas. Aunque inicialmente esta idea de que el universo experimenté
un crecimiento acelerado fue propuesta para explicar las inverosimiles condiciones iniciales
del modelo del Big Bang, rapidamente se posicioné como la principal teoria que alumbra una
de las preguntas que ha molestado a muchas generaciones de fisicos: ;cudl es el origen de la
estructura en el universo? ;cémo se formaron todas las galaxias y ctimulos de galaxias que
vemos hoy en dia?

Varios modelos inflacionarios han sido propuestos a través de los anos [1], sin embargo,
todavia no hay un consenso sobre qué exactamente empieza el periodo de inflacién. La gran
mayoria de estos modelos, por ejemplo, se basan en la idea de que un campo escalar, o tal
vez mas de uno, impulsa el inicio del periodo inflacionario. Después de este periodo, se cree
que viene la etapa de recalentamiento, la cual sigue siendo sujeto de investigaciéon, en donde
surgen las particulas que conocemos del Modelo Estandar.

En este escrito se estudia una relacién entre las etapas de inflacién y recalentamiento. Se
propone un procedimiento que nos permite obtener cotas para las cantidades cosmoldgicas
que nos interesan al imponer una restricciéon en el nimero de e-folds durante la etapa de
recalentamiento.

Este trabajo estd estructurado de la siguiente manera. En el capitulo 2 y 3 se da un repaso
de algunos conceptos béasicos sobre la cosmologia moderna pre-inflacionaria y la cosmologia
inflacionaria, respectivamente, necesario para entender el capitulo 4.

En especifico, el capitulo 2 habla de las ecuaciones de Einstein y de la métrica de Robertson-
Walker con las cuales se obtienen las ecuaciones de Friedmann que describen la dinamica del
universo; a partir de estas ecuaciones se dan ejemplos de modelos cosmolégicos simples. Al
final de este capitulo se habla también de la historia térmica del universo en donde se analiza
la evolucién de la densidad de energia de las particulas en el Modelo Estandar de acuerdo a
la temperatura del universo.

En el capitulo 3 se discuten los problemas que tiene la vieja cosmologia basada en el mode-
lo del Big Bang, para después hablar de nociones basicas de inflacién y como al introducir una
época inflacionaria no solo se resuelven dichos problemas; sino que también se da una explica-
cién al origen de estructura del universo. Finalmente se habla de la época de recalentamiento
que nos da una conexion entre las ideas de inflacién y el modelo del Big Bang.

El capitulo 4 muestra el procedimiento que nos permite obtener restricciones a las cantida-



des cosmoldgicas que nos interesan. Primero se habla de la idea general en donde se obtienen
expresiones para las cantidades cosmoldgicas de interés sin especificar un potencial. Después
se estudian cuatro casos diferentes para un modelo del tipo atractores alfa y se presentan los
resultados obtenidos en las tablas 4.1 y 4.2, y en las figuras 4.3, 4.4, 4.5 y 4.6.

El capitulo 5 esta basado en un articulo en preparacién titulado Model independent bounds
for the number of e-folds during the evolution of the universe por Gabriel Germéan, R. Gonzalez
Quaglia, y A.M. Moran Colorado, en donde se presenta un procedimiento simple con el cual se
pueden obtener cotas universales (independientes del modelo) para cantidades cosmolégicas
de interés. Finalmente, se presentan las conclusiones en el capitulo 6.



Capitulo 2

Cosmologia moderna

Los modelos cosmolégicos modernos se basan en la idea de que el universo es el mismo en
cualquier punto. A esta idea se le conoce como principio cosmoldgico y, aunque claramente es
muy diferente estar en el centro del sol que recostado en una cama, debemos pensar que el
principio cosmolégico es una aproximacién que va mejorando conforme aumenta la escala de
longitud que consideramos [2].

Una pieza clave para la cosmologia moderna surgié cuando Edwin Hubble midié la distan-
cia entre la tierra y ciertas estrellas cefeidas. Con estas medidas, Hubble noté que las estrellas
més lejanas se movian mas rapido que las estrellas mas cercanas y en 1929 junto con su colega
Milton Humason, determinaron una relacién que describe este comportamiento (ver la figura
2.1) y que ahora se conoce como la ley de Hubble [3]

v = Hyr, (2.1)

en donde Hy! es la constante de Hubble. Esta ley es importante en el desarrollo de la cosmo-
logia moderna porque nos habla de un universo que se expande. Antes de saber los resultados
de Hubble, las ecuaciones de Einstein predecian un universo en expansion, pero no habia
observaciones que lo confirmaran.

Otro resultado importante es el descubrimiento en 1965 de la radiacién césmica de fondo
o CMB por sus siglas en inglés (Cosmic Microwave Background) por Arno Penzias y Robert
Wilson [4]. Este resultado ayudé a inclinar la balanza a favor del modelo del Big Bang en
comparacién con el modelo del estado estacionario.

LCabe mencionar que el valor de la constante de Hubble es actualmente objeto de discusién por la discre-
pancia entre los valores obtenidos con diferentes métodos.
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Figura 2.1: Resultados finales del proyecto del telescopio espacial Hubble en donde se reporté
un valor de Hy = 724+ 8 km s~! Mpc~! [5]. En esta figura podemos observar la relaciéon
creciente entre la velocidad y la distancia.

2.1. El universo homogéneo e isotrépico - La métrica FLRW

El principio cosmoldgico estd directamente relacionado con dos conceptos: isotropia y
homogeneidad.

Un universo homogéneo e isotropico se ve igual en cada punto y direccién que mires, es
decir, seran igual de importantes cualesquiera dos lugares en el universo que consideremos.
Para nuestros ojos mundanos esto podria verse como una descripcién muy pobre del universo
en donde vivimos lleno de estrellas, galaxias y cimulos de galaxias. Cuando tomamos en
cuenta escalas considerablemente mas grandes a lo que estamos acostumbrados, unos cuantos
cientos de Mpc por ejemplo, un universo homogéneo e isotrépico ya no suena tan mal.

En relatividad general la métrica nos dice cémo medir la distancia entre dos puntos en
el espacio-tiempo. La métrica que nos ayuda a describir un universo homogéneo e isotrépico
cuya expansién o contraccion solo depende del tiempo fue derivada en 1930 por los fisi-
cos Howard Robertson y Arthur Walker [6]. A esta métrica se le llama a menudo métrica
de Robertson-Walker (RW) o métrica de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW) de
donde el intervalo espacio-temporal es

dr?
1 —k(r/Ryp)?

El pardmetro a(t) es el factor de escala adimensional del universo, nos dice como cambian las

ds® = —c2dt? + aQ(t) ( +r2do* + r236n26’d¢2) . (2.2)



distancias en un universo que se expande o contrae y estd definido como
(2.3)
donde R(t) es el factor de escala del universo y Ry es el factor de escala actual del universo.

El parametro k es la constante de curvatura con tres valores posibles: £k = 0 para un universo
plano, £ = 1 para un universo cerrado y £ = —1 para un universo abierto.

Figura 2.2: Anisotropias de la radiacién césmica de fondo observadas por Planck del orden
de 1075. Las regiones més rojas representan temperaturas més altas a la promedio y las més
azules representan regiones con temperaturas menores a la promedio [7].

2.2. Las ecuaciones de Einstein

Uno de los trabajos mas importantes de Albert Einstein es la Teoria de la Relatividad
General. Desde el punto de vista de Einstein, la gravedad es la manifestacion fisica de un
espacio-tiempo curvo con tres propiedades: 1) la métrica describe la geometria del espacio-
tiempo, 2) las geodésicas de dicha geometria dictan el movimiento de los cuerpos libres y 3)
las leyes de la fisica se reducen al caso de relatividad especial en un sistema de referencia local
en caida libre [8]. Las ecuaciones de Einstein son las siguientes
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G,u,u == C_4T/.LV' (24)

En el lado izquierdo tenemos al tensor de Einstein que nos habla sobre la curvatura del espacio
tiempo, y en el lado derecho al tensor de energia momento que nos dice qué esta curvando al
espacio tiempo.

Las ecuaciones de Einstein son un sistema de 10 ecuaciones diferenciales acopladas (aunque
cada indice puede tener cuatro valores, los tensores G, y T}, son simétricos).



Figura 2.3: Albert Einstein. Naci6 en la ciudad de Ulm en Wiirttemberg, Alemania. Sus tra-
bajos més importantes incluyen la formulacién de la Teorfa de la Relatividad Especial (1905),
la Teoria de la Relatividad General (1916), Investigaciones sobre la Teoria del Movimiento
Browniano (1926) y su descubrimiento de la ley del efecto fotoeléctrico por el cual recibié el
Premio Nobel de fisica en 1921 [9].

2.2.1. Tensor de energia momento

Podemos ver al tensor de energia momento como la fuente de campo gravitacional en las
ecuaciones de Einstein. La forma més general de escribir este tensor es [10]:

_ { flujo de momento p sobre } 7 (2.5)

T(dzy, dz,) = Ty = »
(dxy, dz,) Hv una super ficie a x, constante

con momento p nos referimos a la p-ésima componente del cuadrimomento.

2.2.2. Tensor de Einstein
Como ya se dijo, el tensor de Einstein nos habla sobre la curvatura del espacio tiempo, y
la forma en la que se cuantifica a la curvatura es a través del tensor de Riemann [11]

RO&

oy = Uivp = Thp T 16T — TG, s, (2.6)

Qv ov

que se puede obtener al calcular el cambio neto del vector 1% después de transportarlo para-
lelamente alrededor de un lazo cerrado [10].

Recordemos que cada simbolo de Christoffel nos dice cuanto cambia la p-ésima componente
del v-ésimo vector de la base respecto a la coordenada A,
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Figura 2.4: Lazo cerrado en el espacio-tiempo cuyos lados son las lineas 2! = a,2' = a +

da,x? = b,2%2 = b+ 6b. Se transporta al vector de color negro por los puntos A, B, C, D y
nuevamente A. Como el lazo estd sobre una superficie con curvatura, el vector cambia después
de una vuelta y se convierte ahora en el vector de color rojo. Imagen modificada de [10].

oe,

Oz
También podemos escribir los simbolos de Christoffel en términos de las derivadas parciales
de la métrica,

=T é,. (2.7)

1
FﬁA = §gllp (gpu,/\ + Gprv — gw\,p) s (28)
donde
_ Ogpv
Gov ) = afL'/\ .

Entonces, un vector que se transporta paralelamente en un espacio plano alrededor de
un lazo cerrado serd el mismo al principio y al final, los simbolos de Christoffel son cero y,
por tanto, el tensor de Riemann también es cero. Si el espacio no es plano, habrd un cambio
en el vector después de transportarlo y podemos atribuir este cambio a la curvatura [10]. Si
contraemos el primer y tercer indice del tensor de Riemann obtenemos el tensor de Ricci:

R, = R%,=T%  —T% +T%TI% —T%TI° (2.9)

pnov J17NeY poe,v oo pv ovt pot

Y de manera similar, podemos definir el escalar de Ricci como:

R=¢"R,,. (2.10)
Definimos entonces el tensor de Einstein en términos del tensor y del escalar de Ricci:
1
GNV = RP«V - §guyR- (211)

Por 1ltimo, podemos escribir las ecuaciones de Einstein indicando explicitamente el tensor de
Finstein



1 811G
R;w - §9WR = 7

Ty (2.12)
2.3. Las ecuaciones que describen la dinamica del universo

Usando la notacién de Einstein podemos escribir la métrica 2 FLRW a través del elemento
de linea como:

ds® = Gudxtdx” = —c2dt? + gijdxid:cj = —c2dt® + ag(t)ﬁijdwidxj,

en donde
-1 0 0 0
2
g = | O TRERR O O,
a 0 0 a?r? 0
0 0 0 a?r?sen?d
y

9ij = a*(t)3ij.-

Empezamos calculando los simbolos de Christoffel, los cuales se pueden resumir en [12]

A 0 0 0 i i i
Iy — Toos Toin LG Toos Toje g

Utilizando (2.8) y la métrica de FLRW obtenemos:

Y =0, (2.13)
Iy, =0, (2.14)
IV = ¢ 'aags;, (2.15)
Yy =0, (2.16)

A . a
0 = 5jc (2.17)
e =1 (2.18)

Ahora, el tensor de Ricci también lo podemos resumir como

R,, — Roo, Roi, Rij.
Utilizando (2.9) y (2.13) - (2.18)

2Las dimensiones de las componentes de la métrica dependen de las coordenadas que se utilicen; es decir,
las componentes de la métrica no son invariantes ante cambios de coordenadas. En cambio, el elemento de linea
si es un invariante y sus dimensiones siempre son el cuadrado de una distancia elemental.

10
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Rop = —3¢*—, (2.19)

Ro; =0, (2.20)

Rij = ¢ 2 (ad+2d2+2k62> (2.21)
ij — R% Gij- .

Y por lo tanto también podemos obtener el escalar de Ricci usando (2.10) y (2.19) - (2.21)

6 . ) ]{762

El tensor de energia momento mas simple que cumple con las propiedades de la métrica de
FLRW es aquel que describe a un fluido perfecto en donde la densidad de energia y la presién
solo dependen del tiempo [12]

p 0 0 O
lop oo
Ty = 00 p 0 (2.23)
00 0 p
Si sustituimos las ecuaciones (2.23), (2.22) y (2.19) - (2.21) en (2.12), podemos reescribir las

ecuaciones de Einstein. La primer ecuacién se obtiene de la componente 00,

1 8rG
Roo — igOOR = 764 T()[), (2.24)
. 2 2
a G ke
-) === —— 2.2
(a) 32 RZa?’ (2.25)

y se conoce como la ecuacién de Friedmann. La segunda ecuacién diferente de cero se obtiene
tomando la traza de las ecuaciones de Einstein

1 8rG
RWQW - igp,ugw/R = 7Tuugw/7
de donde obtenemos
a 4rG
o 32 (p+3p), (2.26)
que se conoce como la ecuacion de aceleracién. Derivemos ahora la ecuacion de Friedmann
. .. . 2 2
a ad — a 811G 2kc
2| - = ) 1, 2.27
<a> ( a? > 32 P T R0a3a (2:27)

. . 2
a a a\ 477G . kc?
<> - () =(3) 527 R (2.28)

Sustituyendo en la ecuacion de aceleracion y cancelando términos obtenemos

L
pt3_(p+p)=0, (2.29)

que es la ecuacién de fluidos.

11



2.4. La ley de Hubble y modelos cosmolégicos simples

Recordando lo que se dijo en la seccion 2.1 respecto a la métrica, podemos saber la dis-
tancia entre dos puntos para un universo en expansién si utilizamos la métrica de FLRW.
Pongamos un punto en el origen y otro punto en las coordenadas coméviles (r, 6, ¢); en donde
las coordenadas coméviles son aquellas que se mueven junto a la expansién. La distancia entre
estos dos puntos se puede obtener del elemento de linea de la ecuacién (2.2) para cierta ¢ con
0 y ¢ constantes [6]

ds = a(t)dr. (2.30)

Integrando esta ultima expresion

d(t) = a(t) /07" dr = a(t)r. (2.31)

Podemos saber también la velocidad con la que se mueve un punto respecto del otro si se
deriva la expresién anterior; como 7 es una coordenada comévil y por lo tanto es constante
en el tiempo

d=ar= gd. (2.32)

Si hemos puesto atencién esta ultima expresién debe recordarnos a la ley de Hubble que
mencionamos al principio de este capitulo, de donde obtenemos

Ht) =2, (2.33)

Se debe notar que aunque H es constante en el espacio, no necesariamente es constante en el
tiempo. Si sustituimos lo anterior en la ecuacién de Friedmann quedaria la siguiente expresién

2 8rG kc?

= —pD— —. 2.34
3c? p R%a2 ( )

Es conveniente escribir la ecuacién de Friedmann de forma adimensional a través del parametro
de densidad 2, con el cual también podemos especificar de una buena forma la densidad del
universo. Definimos la densidad critica como el valor de p para el cual el universo tiene una
geometria plana dada una H. Haciendo k& = 0 y despejando p de la ecuacién anterior, la
densidad critica seria entonces

H?. (2.35)
La densidad critica nos da un valor de referencia con el cual comparar la densidad del universo.

Es con esto que definimos el parametro de densidad como

_ p()
Qt) = . (2.36)

pe(t)
Si el parametro de densidad evaluado en un tiempo t es igual a uno, tendriamos un universo
plano; si es menor a uno, un universo con curvatura negativa y si es mayor a uno, un universo

12



con curvatura positiva. Utilizando el parametro de densidad y la densidad critica podemos
escribir la ecuacién de Friedmann de la siguiente manera

B kc?
" Rla2H?
Como H depende del tiempo, €2 también depende del tiempo. Al valor actual del pardmetro

de densidad se le denota como .
Ahora que ya reescribimos las ecuaciones Einstein de una forma conveniente, pasaremos a

Q-1 (2.37)

resolverlas para casos simples. La ecuacién de Friedmann nos dice cémo evoluciona el factor de
escala del universo, y la ecuacién de fluidos nos dice cémo evoluciona la densidad de energia.
Estas dos ecuaciones dependen de a, p y p. Entonces tenemos dos ecuaciones y tres incognitas,
si queremos resolverlas necesitamos una ecuacién mas. Esta tltima se conoce como ecuacion
de estado y nos da una relacién entre la densidad de energia y la presion

p = wp. (2.38)
Sustituyendo (2.38) en (2.29)
. a
p+3(1+w)— =0, (2.39)
a
de donde obtenemos
p(a) = poa ). (2.40)
Para un universo plano, k = 0, la ecuacién de Friedmann se reduce a
§? = STGPO —(143u) (2.41)
3c?

Si suponemos a o< t9 [6], obtenemos que el lado izquierdo de la ecuacién (2.41) o t2472 y el
lado derecho o —¢(1 + 3w); realizando un poco de algebra obtenemos

2
3+3w’
Normalizando la ecuacién anterior se obtiene que el factor de escala del universo seria

a(t) = < i >2/3+3w : (2.43)

to

q= (2.42)

y por lo tanto la constante de Hubble seria

_e_ 2 4
H=0=sava’ (2.44)
Si sustituimos (2.43) en (2.40)
£\ 2
p(t) = po <t> : (2.45)
0

Esta tltima ecuacion es valida para cualquier valor de w. Con las ecuaciones anteriores ya
podemos obtener como evolucionan a, p y H para diferentes épocas en el universo dependiendo
del valor de w en la ecuacién de estado.

13



2.4.1. Materia

En un universo plano dominado por materia no relativista que ejerce una presién despre-
ciable (p = 0), la ecuacién de estado quedaria caracterizada por w = 0. Entonces, utilizando
las ecuaciones (2.43), (2.44) y (2.45)

2/3 2
t 2 _ t
aWh() CHo= g p= gt =20 (2.46)

2.4.2. Radiacion

En un universo plano dominado por radiacién p = %p y, de acuerdo a la ecuacién de
estado, w = % Haciendo lo mismo que en el caso de materia

1/2 2
t 1 _ ol
wwzgj, Ho= s o= poat =240, (2.47)

2.4.3. Constante cosmoloégica

Para un universo plano dominado por una constante cosmolégica, la ecuacién (2.25) se
convierte en

<"L>2 _8a . (2.48)

a 3c

Como py es constante, podemos reescribir la ecuacién anterior como [6]

a = Hya, (2.49)
donde /2
81Gpn
Hy = . 2.50
o= () (2.50)

La solucién para el factor de escala entonces seria

ap(t) = eflot=to), (2.51)

14
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Figura 2.5: Dependencia del factor de escala del universo como funcién del tiempo para dife-
rentes ecuaciones de estado: universo plano dominado por radiacién (verde), universo plano
dominado por materia (naranja), universo vacio p = 0 (azul) y universo plano dominado por
una constante cosmoldgica (rojo).

2.5. Historia térmica del universo

La radiacién césmica de fondo muestra que las particulas en el universo temprano es-
taban uniformemente distribuidas y en equilibrio térmico. Por lo tanto, podemos utilizar la
termodindmica que ya conocemos [13].

Si suponemos también que en esta época las particulas no interaccionan entre si; la den-
sidad de ntmero n, la densidad de energia p y la presion p de este gas de particulas con g
grados de libertad se pueden escribir en términos de la funcién de distribucién f(p) utilizando
unidades naturales® de la siguiente forma [13]

n= s [ Aol

Gr)?

p= g [ EPE@I, (2.52)
g |p1?

p= (27) /d?’P?)E(@ (D),

3Cuando se utilizan unidades naturales se establece que ¢ = k, = i = 1 y por lo tanto solo existe una
dimensién fundamental, la energia.
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donde
1

2 _ 2 2 _
E@”=pr"+m” y f0)= mogm i1

La funcién de distribucién depende de dos parametros: la temperatura T', que depende de la
densidad de energia en el sistema; y el potencial quimico p, que depende de la densidad de
nimero del sistema [13].

En el limite ultrarelativista la temperatura es mucho mas grande que la masa de la particu-
la, T > m, y por lo tanto podemos aproximar E = /p? +m? = p. Para |u| < T ym < T,
podemos aproximar g =0y m = 0 y asi obtenemos [13]

%C(S)QT:}. fermiones

g ® Anp?dp B
n = (2%)3/0 Tl , (2.53)
—C(3)gT?. bosones
T
772 )
; © 4mpidp gﬁgT‘l. fermiones
T
%gT . bosones
g > %ngdp _ 1 1.0505nT. fermiones (2.55)
p= (2m)3 J, eo/T+1 3p 1 0.9004nT. bosones )
El promedio de la energia de una particula seria
7 4
WZ(ZS)T ~ 3.151T. fermiones
By =" = (2.56)
n 7'('4

T~ 2.7017T. bosones

30¢(3)

En el limite no relativista las energias cinéticas son mucho menores que las masas de las
particulas, T' < m, podemos aproximar E = m + p?/2m. Ademis en este caso también se
cumple que T' < m — p por lo que

P HIT £ 1 P17 (2.57)
y asi obtenemos [13]
mT 3/2 m—p
n=g <2> e T, (2.58)
T

3T
p=n <m + 2) , (2.59)
p=nT, (2.60)

3T
(E) =m+ ER (2.61)
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Si comparamos ambos limites, el no relativista y el ultrarelativista, encontramos que para
una temperatura por debajo de la masa de la particula; la densidad de nimero, la densidad
de energia y la presion decaen de forma exponencial. Lo que estda pasando es que cuando
la temperatura estd por encima de la masa de la particula, las reacciones de creacién y
aniquilacién estdn balanceadas, pero una vez que la temperatura cae por debajo de la masa
de la particula, la energia ya no es la suficiente para crear particulas y por lo tanto estas
cantidades bajan [13].

Consideremos ahora que en el universo temprano estaban las particulas en el Mode-
lo Estdndar actual. Abajo se muestra una tabla con las particulas incluidas en el Modelo
Estandar con sus respectivas masas y grados de libertad.

Quarks t 172.76 £+ 0.30 GeV 7§ spin = % g=2-2-3=12
b 4.18 £ GeV b 3 colores
c 1.27 £ 0.02 GeV c
S 93 =+ MeV 5
d 4.67 £ MeV d
u 2.16 £ MeV m
72
Gluones 8 bosones sin masa spin =1 g=2
16
Leptones T~ 1776.86 £ 0.12 MeV ™ spin=1 g=2-2=4
wo 105.658 MeV ut
e 510.998 keV et
12
vy < 18.5 Mev vy spin = % g=2
Vy < 0.19 Mev Iju
Ve < 1.1eV Ve
6
Bosones gauge w 80.379 £+ 0.012 GeV spin =1 g=3
electrodébiles W= 80.379 £ 0.012 GeV
z° 91.1876 + 0.0021 GeV
7y 0 (< 1x107"%eV) g=2
11
Boson de Higgs H° 125.25 4+ 0.17 GeV spin =0 g=1
1

gr =724 1246 =90
g =16+11+1=28

Cuadro 2.1: Se muestran las particulas en el Modelo Estandar de Cosmologia. En la primera
columna escribimos el nombre de la familia de particulas seguida (en la segunda columna) de
los tipos de particulas para posteriormente especificar sus masas, espines y nimero de grados
de libertad; mismos que son compartidos por sus antiparticulas [14].

La densidad de energia total en el universo es la suma de todas las densidades de energia
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de las diferentes especies de particulas:

p(T) = Epi(T).

En el universo temprano la densidad de energia de las particulas relativistas era dominante
sobre las particulas no relativistas; utilizando la ecuacién (2.54) podemos escribir la densidad
de energia como [13]

7T2 2

T
p(T) = %Qb(T)T4 + %ggf(T)T4, (2.62)

donde g3 es la suma sobre todos los bosones relativistas y gy la suma sobre todos los fermiones
relativistas. Factorizando y definiendo el niimero de grados de libertad efectivos como

9:(T) = (T) + Los(T), (2.63)

obtenemos que la densidad de energia es
—g.(T)T*. (2.64)

Despejando g.(T') de la ecuacién anterior, podemos redefinir el niimero de grados de libertad
como

9:(T) = ?:2),0;? (2.65)
y
gip(T) = fgpﬁ), (2.66)

utilizando la ecuacién (2.55). Del cuadro 2.1 sabemos que para T' > m; ~ 175 GeV, todas
las particulas son relativistas. Si sumamos todos sus grados internos de libertad

7
gx =90+ ¢ - 28 = 106.75. (2.67)

La transicién electrodébil ocurrié alrededor de T" ~ 100 GeV y parece que durante este
periodo g4 no cambia. Las primeras particulas que se aniquilan en esta fase son los quarks ¢.
Los siguientes en aniquilarse son los bosones W+, Z% y HO. A T ~ 10 GeV, tenemos

7
g =18+ 2 78 = 86.25. (2.68)

Los siguientes en aniquilarse son los quarks b y ¢ y después el leptén 7. Si ya hubo tiempo
para que el quark s se aniquilara, entonces tendriamos

7
g« = 18+ 3 38 = 51.25. (2.69)

A T ~ 150 MeV, empieza la transicién de fase QCD, en donde la interaccién entre los
quarks y gluones restantes ya no es despreciable. En esta transicién de fase los quarks y los
gluones forman sistemas de tres quarks, llamados bariones, y pares quark-antiquark, llamados
mesones. Hay muchas especies de bariones y mesones, pero solo los piones son relativistas por
debajo de la temperatura de la transicion QCD. Entonces las tinicas particulas que quedan
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Figura 2.6: Evolucién de varias cantidades como funciones de la temperatura. La linea pun-
teada corresponde a la densidad de niimero (g x n), la de puntos y trazos cortos azules a la
presion (g = p), la de trazos largos verdes a la densidad de entropia (g x s) y la linea sélida
roja a la densidad de energia (g * €) [15].

ahora son piones, muones, electrones, neutrinos y fotones. Los siguientes en aniquilarse son
los piones y los muones, a T' ~ 100 MeV

gx =2+ g -10 = 10.75. (2.70)

Finalmente, a T' ~ 500 keV, se aniquilan los electrones [13].
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Capitulo 3

Cosmologia inflacionaria

3.1. Los problemas de la vieja cosmologia

El modelo del Big Bang es la mejor descripcién que tenemos del universo. Sin embargo, a
pesar de todos los éxitos que esta teoria nos ha dado, hay algunas cosas que este modelo no
puede explicar, por ejmplo, el problema de planitud, el problema del horizonte y la abundancia
de particulas reliquia. En las siguientes paginas se revisaran dichos problemas.

3.1.1. El problema de la planitud

De acuerdo con la ecuacién de Friedmann que escribimos en términos del parametro de
densidad (2.37), cuando € = 1 el universo es plano ya que la densidad critica es igual a la
densidad del universo. De esa misma ecuacién sabemos que

Q-1xa?H2 (3.1)

Utilizando los resultados obtenidos en la seccién 2.4.2, durante un periodo dominado por
radiacién [2]

a®H? o (1722 =7, (3.2)
y por lo tanto

Q—1ot. (3.3)

Para un periodo dominado por materia, utilizando los resultados de la seccién 2.4.1
a’H? x (tz/?’)Q(tfl)2 = t’2/3, (3.4)
y por lo tanto

Q-1 t?3 (3.5)

En ambos casos se obtiene que el parametro de densidad para un universo con geometria
plana es una funcién que depende del tiempo y que ademaés esta funcién es creciente. Una
pequena desviacién de la densidad critica resultaria en un universo que se hace mas curvo
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conforme pase el tiempo [2]. Gracias a resultados de la radiacién césmica de fondo junto con
otras observaciones, se sabe que el pardmetro de densidad esta acotado [6]

Q0 — 1] < 0.005.

Este ya es un valor muy cercano a cero, lo cual quiere decir que el parametro de densidad
era incluso més cercano a uno para etapas mas antiguas. Para tener una mejor idea de qué
tan restringido esta este valor en diferentes etapas, consideremos un caso simple en que el
universo siempre ha estado dominado por radiacién y por lo tanto el parametro de densidad
tiene una relacién lineal con el tiempo. Si el tiempo actual es tg ~ 4 x 107 s, entonces, en la
época de desacoplamiento t ~ 103

Q-1 <1077,
en la época de nucleosintesis ¢t ~ 1

Q-1 <1077,
y en la escala electrodébil t ~ 1072

Q-1 <1073

Entonces, para explicar lo que observamos en el universo actual tenemos que restringir el
parametro de densidad a un valor muy especifico. Podria ser que este valor en realidad si sea
una coincidencia, aunque esta parece una explicacién muy improbable y poco satisfactoria [6].

Una cosa buena que sale de que el parametro de densidad sea practicamente cero ya en la
época de nucleosintesis es que nos da una buena excusa para considerar una geometria plana
y simplificar las ecuaciones de Friedmann como lo hicimos en el capitulo 2.4.

3.1.2. El problema del horizonte

La isotropia es una de las caracteristicas de la radiacion césmica de fondo que mas les
interesa a los fisicos. Esto es, si medimos la temperatura de la radiacién césmica de fondo en
dos puntos opuestos en el cielo, vamos a obtener la misma temperatura salvo unas cuantas
cien milésimas, casi como si estos fotones estuvieran en equilibrio térmico. Esta caracteristica
que al principio utilizamos para escribir una métrica simple que describa el comportamiento
del universo, resulta ser un problema para la teorfa estandar del Big Bang [6].

La distancia a la superficie de dltima dispersién en la actualidad es

to
d(ty) = c/ ﬂj
t

wa @(1)

de donde podemos sacar que d(tg) = 0.98d},(to) donde dj(tp) es la distancia del horizonte. Esto
quiere decir que la distancia que los fotones viajan desde la superficie de ltima dispersién
es mas pequena que la distancia al horizonte. Si consideramos dos puntos opuestos en esta
superficie, entonces actualmente estdn separados una distancia de 1.96dy(tp); es decir, la
distancia es mayor que el horizonte y por lo tanto estdn desconectados causalmente. Lo que
esto significa es que esos fotones que estamos recibiendo no han tenido tiempo de intercambiar
informacién entre ellos pero aun asi tienen la misma temperatura [6].
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Our cosmic light horizon

Cosmic light Cosmic light
horizon for A horizon for B

i e

Radiation from A takes Radiation from B takes
13.7 billion years to reach us 13.7 billion years to reach us

Figura 3.1: Cada circulo representa el horizonte de lo que esta en el centro. Los horizontes
de los fotones que salen de los puntos A y B no tienen ninguna interseccién y por lo tanto
estdn desconectados causalmente, sin embargo, cuando llegan a la tierra tienen la misma
temperatura.

3.1.3. Abundancia de particulas reliquia

Este problema sale de combinar el modelo del Big Bang con conceptos modernos de fisica
de particulas, en especifico con las teorias de gran unificacién. Este tipo de teorias busca
mostrar que la fuerza electromagnética, la fuerza nuclear débil y la fuerza nuclear fuerte son
en realidad diferentes aspectos de una sola fuerza. Las teorias de gran unificacién predicen no
sélo la existencia de monopolos magnéticos, sino que también estos deberian ser muy masivos
y, por lo tanto, rdpidamente se convertirian en particulas no relativistas que dominarian la
densidad de energia del universo cuando ¢ ~ 1076 s. Sin embargo, las observaciones apuntan
a que ni siquiera existen los monopolos magnéticos, mucho menos que dominan la densidad
de energia del universo [6]. Otro tipo de particulas que causan este tipo de problemas son los
gravitinos y los campos escalares.
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3.2. Nociones basicas de inflacion

Inflacién es una hipétesis propuesta en 1981 por Alan Guth [16] que se define como un
periodo en el universo temprano en donde el factor de escala tenia una aceleracion positiva
(@ > 0). De la ecuacién de aceleracién

47 G

i
a:—ﬁ(ﬂﬂ*’)}?),

podemos ver que la condicién de inflacién implica que (p + 3p) < 0 y por lo tanto p < —p/3.
El caso mas simple de inflacién surge cuando el universo estd dominado por una constante

cosmoldgica (w = —1), en tal caso la ecuacién de aceleracion seria
a Al 0
a 3 ’

y la ecuacion de Friedmann

Como se vio en la seccién 2.4.3, la solucién para el factor de escala seria

a(t) = eHi(t_ti),

N\ 1/2
fg_<Aj .
3

No hay un consenso atun sobre el mecanismo que impulsa a que empiece una época de
inflaciéon en el universo. Dicho esto, hablaremos sobre un mecanismo que podria hacerlo:
un campo escalar. Consideremos entonces un campo escalar ¢ minimamente acoplado cuya
densidad Lagrangiana es [17]

con

1
L= 0"00u0 —V(9) (3.6)
El tensor energia momento para este campo es
T = gpd¥ ¢ — Lg™ (3.7)

Si asumimos que ¢ es espacialmente homogéneo, el tensor 7" tiene la forma de un fluido
perfecto en donde la densidad de energia y la presién son

po=5# +V(0), (3.8)

po =5 & ~V(9). (39)

Sustituyendo las ecuaciones (3.8) y (3.9) en (2.29), la ecuacién de fluidos, obtenemos una
ecuacién para el comportamiento de ¢

é+3H@¢=—$YWﬂ=—V@%
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b+3H(t)d+V'(¢) =0 (3.10)
y si sustituimos (3.8) en (2.25), la ecuacién de Friedmann, y haciendo k£ = 0 obtenemos

= ? (;q'ﬁ? + v<¢)> : (3.11)

La forma estdandar para resolver estas ecuaciones es a través de la aproximacion de rodamiento
lento en donde el campo varia lentamente en el tiempo

H2

P < V (o), (3.12)

y el término ¢ es despreciable. Bajo estas condiciones el campo escalar, al que también se le
llama inflatén, se comporta como una constante cosmoldgica

ps = —py = V() (3.13)

y la ecuacién de Friedmann y la ecuacién del comportamiento de ¢ se reducen a

N87rG
T3

H? (6), (3.14)

3H) ~ =V'(¢). (3.15)

Si definimos los pardmetros de rodamiento lento! como [18]

M2 V/ 2
pl
N R 1
w0 =2 () (3.16)
Vl/

n(¢) = Mp2177 (3.17)

inflacién ocurre cuando
€K1, (3.18)

y

| < 1. (3.19)

También se puede calcular el ntimero de e-folds? con esta aproximacién [12]

ty or | b5 [
N = Hdt:/ .d¢2—3/ — Ao
oV

ti i i
¢ (3.20)
1 /¢f V., 5
M2 J, v
! Aqui utilizamos para los pardmetros Mgl =1/8nG.
2E] ntimero de e-folds nos dice el intervalo de tiempo en el que el factor de escala crece por un factor de e.
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3.3. Solucién a problemas cosmolégicos a través de inflacién

3.3.1. El problema de la planitud

Recordando la ecuacién de Friedmann expresada en términos del pardmetro de densidad

kc?
a?H?"

Para la época de inflacién H(t) = H; = constante y a e, lo que nos lleva a

Q—-1=

0 — 1 oc e 2Hit,

Durante inflacién la diferencia entre el pardmetro de densidad y uno decae exponencialmente
con el tiempo. Si ahora comparamos el parametro de densidad al inicio y al final de inflacién,
obtenemos

Q(ty) -1 — e 2N
Qt;) -1 ’

en donde utilizamos .
i
N = / Hidt = Hi(ty —t;). (3.21)
t.

Si al principio de inflacién el universo estaba muy curvado con [Q(t;) — 1| ~ 1, entonces al

final de inflaciéon:
Q(tf) -1~ 6_2N.

Esta dltima expresién nos da una medida de que tanto se apland el universo al final de inflacién
dependiendo del nimero de e-folds. Entonces, podemos hacer que el parametro de densidad
sea tan cercano a uno como queramos de tal forma que con la expansién posterior del universo
obtengamos el valor para la curvatura que nos dicen las observaciones [2]. El niimero minimo
de e-folds que se necesitan cuando se compara este modelo con las observaciones es N = 60
6].

3.3.2. El problema del horizonte

Supongamos que la etapa de inflacién sucede entre dos etapas dominadas por radiacién.
Es decir, para un tiempo menor a t; la densidad de energia estaba dominada por radiacion,
después, empieza el periodo inflacionario instantdneamente en ¢; y termina instantdneamente
en ty para volver a una expansion dominada por radiacién [6], de forma que el factor de escala

; 1/2
a; | — t<t;

a(t) = { a;eflilt=t) t;<t<ts (3.22)

£\ 1/2
a;eti(ts—ti) <> t>t;.
ty

se veria como
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Figura 3.2: A lo largo de las imdgenes se ve como la superficie de la esfera se va haciendo
cada vez mas plana cuando crece. De la misma manera, la etapa de inflacion hace que el
espacio-tiempo se aplane.

La distancia al horizonte a un tiempo t es

dhor(t) = a(t)c/o ac(lz)‘

Utilizando (3.22) obtenemos la distancia al horizonte cuando empez6 inflacién

d (t~)—a(t-)c/tidt—20t~
hor\li) — i 0 ai(t/ti)lﬂ - iy

y cuando terminé inflacién:

ti dt ts dt
N _a _“
hor(ty) = aie™e </o ai(t/t:)/? i /tz az‘eHi(t_“)> 7

dhor(t7) = eNe(2t; + H7 ' — eV H).
Si el nimero de e-folds es grande, entonces la distancia al horizonte al final de inflacién es:
dhor(ty) = eNe(2t; + H Y. (3.23)

Esto indica que el tamano del horizonte crece exponencialmente durante inflacion. Si inflacién
empezé en t; ~ 10730 s, entonces el horizonte inmediatamente antes de inflacién era

dpor(t;) = 2ct; = 6 x 10728 m, (3.24)
Si asumimos que el nimero de e-folds es N =65y H i_l ~t !

dhor(fi) = €N3Ct7; ~ 15 m. (3.25)

Entonces en este modelo la distancia al horizonte crecié de 15 m al final de inflacién a 200
Mpc en el tiempo de la ultima dispersion. Esta distancia es lo suficientemente grande para
que puntos opuestos en la superficie de ultima dispersién estén causalmente conectados [6].
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Figura 3.3: En esta imagen podemos ver como la etapa inflacionaria resuelve el problema del
horizonte a través de conos de luz. Sin una etapa de inflacién el cono de luz para la superficie de
ultima dispersién (el punto rojo) solo llegaria a la linea horizontal verde y diferentes regiones
del CMB no estarfan en contacto causal. Con una etapa de inflacién el cono de estas regiones
se extiende y; en cierto punto, se traslapan (sombra naranja) por lo que ahora si estdn en
contacto causal [19].

3.3.3. Abundancia de particulas reliquia

Inflaciéon provoca que la densidad de nimero, ya sean monopolos magnéticos o cualquier
otra particula de la que ya se discutid, sea diluido a tal punto de ser casi indetectable. Cabe
mencionar que esto solo se cumple si durante la época de recalentamiento, de la hablaremos
més adelante, no hay suficiente energia como para volver a crear estas particulas [2].

3.4. Origen de estructura del universo

El inflatén tiene fluctuaciones cudnticas submicroscépicas. Un periodo inflacionario hace
que estas fluctuaciones se expandan a un nivel macroscépico, causando las inhomogeneidades
en el universo que llevaron a la formacién de estructuras. Centrémonos en la formacion de
estructuras en la escala de cimulos de galaxias y supercimulos de galaxias. La idea basica
detras de la formacion de este tipo de estructuras es la inestabilidad gravitacional. La expan-
sién en un universo dominado por materia provoca que regiones mas densas se expandan mas
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lento que el universo mismo y, a su vez, estas regiones colapsan en cuamulos ligados gravita-
cionalmente si son lo suficientemente densas. Estos ciimulos al ser tan densos empezardn a
atraer materia de regiones menos densas [6].

Veamos un ejemplo simple [6] de cémo evolucionan en el tiempo pequenas perturbaciones
en un universo estatico y con densidad uniforme p. Consideremos una esfera de radio R a la
cual le agregamos o quitamos una cantidad pequenia de materia. La densidad en la esfera seria

p(t) = p[1 +5()], (3.26)

con § < 1. Entonces, a partir de esta expresion simple para la densidad, queremos ver como
evoluciona en el tiempo una pequena perturbacién, es decir, queremos encontrar 6(¢). En
este ejemplo primero encontraremos dos ecuaciones que relacionen el radio R de la esfera y
la perturbacion § y luego resolveremos este sistema de ecuaciones para deltas pequenas. La
primera ecuacién es la de la aceleracion gravitacional en la superficie de la esfera

.. GAM 47
= ——— = — — _5 2
R 2 3 GRpo, (3.27)
R 4
— = ——Gph. 2
= 3 Gp (3.28)

Sid > 0, es decir que hay un exceso de masa, la esfera colapsa. La segunda ecuacién es la
masa de la esfera, que permanece constante durante el colapso

M = 0+ SR,

Despejando R(t) de la segunda ecuacién y definiendo

IM —-1/3
obtenemos
R(t) = Ro[1 + 6(t)] /3. (3.30)
Sidk1
1
R(t) =~ Ry <1 - 35) . (3.31)
Derivando dos veces ) )
R(t) ~ —gROS ~ —§R5. (3.32)

Sustituyendo este resultado en la ecuacién (3.27) obtenemos
6 = 47 Gpo, (3.33)
cuya soluciéon mas general es

5(t) = Aqel/tain 4 Age~t/tain, (3.34)
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Figura 3.4: Mapa del universo del SDSS (Sloan Digital Sky Survey) en donde cada punto
representa una galaxia en el universo.

con

L\
din = <47er> . (3.35)

Después de un tiempo, el término exponencial creciente empieza a dominar. Esta solucion
nos indica que, en este modelo simple, pequenas fluctuaciones en la densidad en un universo
estdtico crecen exponencialmente con el tiempo [6].

3.5. La época de recalentamiento

Para recuperar el modelo del Big Bang, la energia potencial del inflatén debe convertirse
en las particulas del Modelo Estandar y el universo debe termalizarse al final de inflacién. A
esta etapa se le conoce como época de recalentamiento.
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3.5.1. Recalentamiento candnico

Con las ecuaciones (3.10) y (3.11) podemos saber la evolucién del inflatén para un potencial
especifico. Consideremos el potencial

V() = —m?¢°. (3.36)

La ecuaciones que describen la dinamica del inflatén son

¢ +3Hd+m?p =0, (3.37)
9 8w 1'2 1 2,2
H* = 3M5 (2¢ +2m gb). (3.38)

Se puede parametrizar la ecuacién (3.38) con el pardametro de Hubble H y la variable 6 de la

siguiente forma [20]
o= EHMP sin 6, (3.39)

3
=/ —HM . 4
meo =4/ 1 My cos 6 (3.40)

Si derivamos la ecuacién (3.39) y la reemplazamos en (3.37) obtenemos

H = —H(3H + (6 +m) cot 0), (3.41)
que se puede separar como
H = —3H?sin? 6, (3.42)
y
0=—m-— %H sin 26. (3.43)

Ahora, como queremos saber ¢(t) necesitamos resolver las dos ecuaciones diferenciales ante-
riores. Si consideramos un mt > 1 — m > 1/t ~ H, el segundo término de la ecuacién
(3.43) se puede ignorar y la solucién para la ecuacién de 6 quedaria como § =~ —mt. Por
lo tanto el campo escalar oscila con un frecuencia w oc m. Integrando la ecuacién (3.42) y

sustituyendo el valor de 6:
2 sin(2mt)\
H(t 1—-—r" . 3.44
0= 5 (1- =52 (3.44)

Haciendo un desarrollo en (mt)~!

2 sin(2mt)
Ht) =14 ——— 3.45
(0= 5 (1+25). (3.45)
sustituyendo en (3.40) obtenemos el comportamiento para ¢(t)
sin(2mt)
t) ~ Ot )1+ —— 3.46
o(0) = w(0) cos(onr) (14 200 ) (3.40
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donde
M,

vV 3rmt

De la ecuacién (3.45) podemos saber el comportamiento del factor de escala

(1) (3.47)

a(t) o t2/3,

que es igual al factor de escala de un universo dominado por materia (o particulas no relati-
vistas de masa m), y por lo tanto la densidad de energia decae como

pp~a P~ 12 (3.48)

Entonces podemos ver a las oscilaciones del campo escalar ¢ como una colecciéon de particulas
escalares mutuamente independientes que oscilan a la misma frecuencia m. Para intervalos
de tiempo maés grandes que el periodo de oscilacién [20], podemos relacionar la densidad de
energia y la densidad de nimero utilizando la ecuacién (3.47)

1
p¢ = §m2(b27
Yy como pg ~ nm
1

La época de recalentamiento empieza cuando la densidad de energia del inflatén se transfiere
a la densidad de energia de otros campos, lo que conlleva a que la amplitud de oscilacion
decaiga atin més.
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Figura 3.5: En la figura se muestra al inflatén rodando por el potencial. La parte sombreada
representa la época de inflacion. Después de esta época el inflatén oscila en el minimo como se
muestra con las flechas. Esta es la época de recalentamiento en donde la energia del inflaton
se convierte en las particulas del Modelo Estandar [21].
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Capitulo 4

Restricciones a modelos de inflacion
provenientes de recalentamiento

4.1. La idea general

El objetivo final es estudiar modelos de inflacién y obtener cotas para diferentes canti-
dades cosmoldgicas para un modelo en especifico. Primero, se reescriben los parametros que
definen al potencial en términos de las observables r (la relacién tensor-escalar) y ns (el indice
espectral escalar). Desptes, como dichas cantidades cosmoldgicas ya estédn en términos de r y
ns, podemos restringirlas con los valores limite observacionales/tedricos de los mismos r y ng
[22]. De la aproximacién de rodamiento lento, las observables estan dadas por [22]

3
ny, = 4e(n — 2¢) = g <n8 1+ 87’) )
N, = 16me — 24€% — 28,
1 W
Ag(k) = ———+.
o) = S M,

Aqui denotamos ng, = % yV Ny = %. La amplitud de las perturbaciones de densidad
escalares con numero de onda k es As(k). Todas las cantidades anteriores estan evaluadas en
la escala pivote k =k, y los parametros de rodamiento lento se definen como [22]
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InH ‘a

*. Present horizon scale Lambda

S
-~
Ina

Figura 4.1: Evolucién de la escala comévil 1/aH. La linea sélida representa la evolucién desde
la escala pivote durante inflacién (pendiente -1), pasando por la etapa de recalentamiento, la
etapa de radiacién (pendiente 1), la etapa de materia (pendiente 1/2 ) y finalmente la época
actual (pendiente -1). La linea punteada representa la escala pivote [23]

en donde nuevamente Mgl = 1/87G es la masa reducida de Planck con un valor de 2.44 x 10'®

GeV y la notacion (/) representa una derivada respecto al campo ¢ [22].
Se puede relacionar la escala de Hubble comévil apHr = k a la escala presente de la
siguiente manera [24]
k Gk Qe Qe aequqﬂ

— %k de Grefeqeq 2k 4.1
agHo Qe Qre Qeq apHy Heq ( )

donde cada subindice representa diferentes épocas; (e) para el final de inflacién, (re) para
recalentamiento, (eq) para la igualdad entre radiacién y materia y (0) para la época actual.

Usando la definicién para el niimero de e-folds tenemos eV = a./ay, eNre = a,c/ae, eNrd =
Qeq/are y tomando el logaritmo natural obtenemos
aeqHeq Hp,
In = —N; — Nye — +In +In . 4.2
ao HO k re rd ao HO Heq ( )

El pardmetro de Hubble durante inflacién esta dado por Hy = 7 My (rAs)'/?/v/2 y la amplitud
escalar primordial es In(10Y Ay) = 3.089 segiin los resultados de Planck [25]. Con la ecuacién
(2.40) para la densidad de energia

p= a—3(1+w)
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y la definicién del niimero de e-folds podemos obtener una expresién para el namero de e-folds
durante recalentamiento

Nye = [3(1 + wye)] " In (”e> . (4.3)
Pre
La densidad de energia al final de la etapa de recalentamiento es
2
7r
Pre = %gre ;le- (44)

En un universo en expansién la densidad de entropia esta dada por

_ptp
ST
v si estd dominada por particulas relativistas, entonces con buena aproximacion la densidad

de entropia es
272
s = Egs,reTga
donde, sumando todas las especies relativistas y permitiendo la posibilidad de que algunas
especies puedan tener una temperatura 7; diferente de la temperatura 7' de aquellas especies

que permanecen en equilibrio térmico,

Ti\* 7 7\*
9s;re = . Z gi (TZ,) + é . Z 9gi <7j) .
i=bosones i=fermiones

La entropia se mantuvo constante desde T,. y por lo tanto se preserva en el CMB y en el
fondo de neutrinos actual, por lo que la relacién anterior nos lleva a

1 7 1 7
gs;re = ﬁ Z giTig + g Z giTi3 = ﬁ (2Tg’ + 6 x 8T30> ,

i=bosones i=fermiones

en donde la temperatura actual del CMB es Ty = 2.725 K y la temperatura del fondo de
neutrinos es Tjo = (4/11)Y/3T,, por lo tanto

13 43

gs,re - ﬁﬁ

Para un universo dominado por particulas relativistas T' = Tj y la expresién anterior seria
_ 43
entonces gsre = i1
Podemos pensar que la entropia producida en varios procesos en el universo es insignifi-
cante comparada con la entropia total del universo mismo, por lo tanto se puede tratar a la

expansion del universo como adiabatica de tal forma que la entropia total se conserva
d(sa3) =0 = gsﬁeTBa3 = cte,

entonces

3 3 3.3
gsyreTreare = gS,TeTO aop,
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lo que nos lleva a

T’"€Z< 43 >1/3a0ae‘1 (4.5)
To 1198,7‘6 Geq Qre . '

Combinando las ecuaciones (4.3), (4.4) y (4.5) obtenemos

3(1 + wre) 1,30 1 pe 1. 1lgere . aeg
—————Nye = -1 —In—+ -1 : — — Nyq. 4.6
4 T Mg, TANTI T3 Ty Ty (46)

Combinando las ecuaciones (4.2) y (4.6) tenemos
1/4
4 1. 1lgsee 1. 30 pe/ ke

Nye=—— [—Np — -1 — ——1 —1 , 4.7
T T 3w, [ T34 T 1 g, HyaoTo (4.7)

que es una expresion para el nimero de e-folds durante recalentamiento independiente del
modelo que se utilice para inflacién. Utilizando esta dltima expresién y la ecuacién (4.2) el
nimero de e-folds durante la etapa dominada por radiacién esta dado por

1/4
3(1 + wye) 1 30 1. 11gsyre QegPe
Nyg=————2%N, -In—— + =1 ’ | . 4.8
rd 4 re + 4 . Wzg'r’e + 3 i 43 + o QOTO < )

De la ecuacién (4.3) podemos saber la temperatura al final de la fase de recalentamiento

1/4
T. — ( 30pe > o~ 3 (4wre)Nre (4.9)
La ecuacién (4.7) también puede escribirse de la siguiente manera

7T2gre
7T4ASg're 43 4/3 aoTp 4 (4 10)
270 \11gsre k ’ '

donde V}, es el valor del potencial cuando el modo k sale del radio de Hubble durante inflacién
y V. es el valor del potencial al final de inflacién y se utilizé

Nye = (1 — 3wye) ! (ln [$T€_4Nk:| +1n

e

3 IV, o 4 9T AV,
Pe = §Ve = §VkaMpl Ty Vkrv (4.11)
Y K. -V,
DPe e Ve
we = Pe — e Ve 4.12
T pe Kot Ve (#12)
que nos lleva a
1 1
K = -V, et =V, (4.13)
we — 1 we=—1/3 2
y por lo tanto
3
pe =K.+ V. = 5‘/6' (4.14)

Para potenciales que se comportan como V' ~ ¢™ alrededor del minimo se tiene que la ecuacién
de estado estd dada por [26]
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w=""2 (4.15)
n—+ 2
El procedimiento que se sigue con los casos del potencial que consideramos es el siguiente:
se impone la restriccion N, > 0 de donde se sacan nuevos limites para las observables r y
ng, en todos los casos se considera que la ecuacién de estado es w = 0. Después, utilizan-
do los nuevos limites para las observables, se obtienen nuevos limites para otras cantidades
cosmoldgicas.
En el apéndice A se puede ver un ejercicio ilustrativo para un potencial méas sencillo (del
tipo leyes de potencia) en donde se muestra el procedimiento descrito anteriormente.

4.2. Restricciones a modelos de inflacion del tipo atractores
«a provenientes de recalentamiento

La clase de atractores alfa que estudiaremos estan dados por el potencial

V=W (1 — sech? <)\]\j[b>> , (4.16)
pl

el cual es una generalizacién del potencial basico dado por el caso p = 2

)~ ()
V =V (1 — sech? </\ = Vptanh? [ \— |,
0 < Mpl 0 Mpl
en donde A = 1/v/6a. Este potencial alrededor del minimo se comporta como
Vo1 o \* 1 o \*
— =—p| A— —p(2+4+3 —
v 21)( Mpz) +5P(2+3p) < Mpz> +

que es una funcién cuadratica para una p razonable. Sustituyendo la ecuacién para la amplitud
de las perturbaciones escalares As en ¢y

Ay(k) = %Tlgqg]\‘% (4.17)
en la ecuacién (4.16) y utilizando la definicién de ¢ tenemos
Se = (1 - W) v (4.18)
2V ’ '
en donde 5
Se = sech (AZ\4—];I> . (4.19)
En términos de Se los pardmetros de rodamiento lento son
o = p?Se?P (1 - SeQ) 9 (4.20)

2(1 —SeP)? ’
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Figura 4.2: En la figura se muestra la gréifica del potencial segin la ecuacién (4.16) para
cuatro valores de p. Notese que el potencial solo se ensancha dependiendo del valor de p, pero
siempre es positivo.

_ pSe” (Se2 —p (1 — SeQ))

2
Mk TSP AZ. (4.21)
Con la ecuacién 16¢; = r podemos obtener
1/2
1 — SeP)?
Y (Gt 0 M I (4.22)
8p?Se” (1 — Se?)

Entonces, el valor del inflatén al salir del horizonte es
M
O = Tpl arcsech(Se). (4.23)

Ahora podemos encontrar el indice running

r(1 — 2
ir2 15 r— ir(p2 — (1+p)(2+p)Se?) ( (1 5¢) ) . (4.24)

Mlsk = 39" T g 0ns 8p2Se?P (1 — Se?)

4.2.1. El modelo para p=1

Para p =1 el potencial esta dado por

V=" (1 — sech (A]\Zl» : (4.25)
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De la ecuacién (4.18)

3772ASM;}IT
y de la ecuacién (4.22) sigue que
VAs
A= Vo . (4.27)

2 Mgl
z (4]\3% — 37T2A57”> (2]\311 — 37T2A57”)
p p

El parametro V; sigue de resolver 6, + 2n — %r =0

 3mPAMyr (2405, — v+ /6402 + 160, + 17r?)

% 4.28
0 16(46,, — 1) ’ (4.28)
y de la ecuacién (4.23)
M, [ —80,, +3 6402 + 17r2 + 164,
op == o 87 ¥ 040, + 1T 1607 : (4.29)
A 160, + 2r
mientras que el final de inflacién esta dado al resolver € = 1
M, N -RP 46 1
Pe = Tp arcsech ( VT 3/ (4.30)

donde R; = A3 + 3v/6vV/ =M% +22)2 + 4 — 36\. El ntmero de e-folds durante inflacién es

N, = % (cosh <)\]\(Zl;l) — cosh <)\A(Z;> —21In [cosh <)\2$pl>:| +2In [cosh <)\2?\5j—pl>:|>

(4.31)
Finalmente el indice ng, puede escribirse como:
1 2 2 2 2
Mgk = 5 <51r + 8079, — 646, — (13r + 85ns)\/17r + 1676, + 645%) ) (4.32)
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0.00

Figura 4.3: Grafica del ntimero de e-folds durante la etapa de recalentamiento como funcién
de las observables r y ns para el modelo p = 1 y ecuacién de estado w;. = 0. El rango inicial
para el indice espectral es 0.9607 < ns <0.9691 y para la relacién tensor-escalar r < 0.032.
Al imponer la restriccién N, > 0 obtenemos nuestros nuevos limtes 0.9674 > ng >0.9607 y
4.27x107* < r <0.032. De aqui obtenemos limites para las cantidades cosmoldgicas que se

muestran en la tabla 4.1

4.2.2. El modelo para p =2

El potencial para el modelo p = 2 es

V=W (1 — sech? ()\Mipl)) .

Siguiendo el mismo procedimiento que en la seccion anterior tenemos

672 As Mplo,,r
Vo = -
46y, — 1
El parametro A es
)= O (40, — 1)

8r
Entonces,

8r 1 /r

El final de inflacion estd dado por la condiciéon € = 1 en ¢,

O =

5 VEYRY V6o (480, =)+ 7=V

e = || == My arcsech

577«3 (46ns - 7") 5”5 (4677«9 - 7')

40

(4.33)

(4.34)

(4.35)

(4.36)

(4.37)



El ndmero de e-folds durante inflacién es

80y, — 7T — 12+ 165, (46,, — 1)
B 677«3 (45ns - T) ‘

N,

Y el indice running es simplemente
2

Ns

Ngk = —

0.965

Figura 4.4: Grafica del nimero de e-folds durante la etapa de recalentamiento como funcién
de las observables r y ns para el modelo p = 2 y ecuacién de estado wy,. = 0. Los resultados
de los limites para las cantidades cosmoldgicas estan dados en la tabla 4.1
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p=1 p=2
N 0.9674 > n, >0.9607 0.9650 > ng >0.9607
r 4.27x107% < r <0.032  8.90x10~!" < r <0.032
ng. (-5.8 x1071-8.4 x1071) (-6.1 x107*-7.7 x107*)

A 2.68 > X >0.182 2946 > X\ >0.1212
Ny, 57> N, >46.7 56.7> N, >50.4
N, 0< N,.. <38.8 0< N, <25
N,q 57.6> N,q >28.6 57.6> N,q >38.9
T (2.8 x10%,7.1x10?) (2.7 x10'%2.1x107)

Cuadro 4.1: Resultados de los limites para los casos p = 1 y p = 2. Las cantidades cosmoldgicas
que consideramos son el indice running n, el nimero de e-folds durante la estapa de inflacion
Nj, el nimero de e-folds durante la etapa de recalentamiento NV,.., el niimero de e-folds durante
la etapa dominada por radiaciéon N,4 y la temperatura de recalentamiento 1.

4.2.3. El modelo para p=3

El potencial para el modelo p = 3 es

V="V (1 — sech? <AAZZ)> . (4.38)

Con el mismo procedimiento obtenemos Vj, no se mostrara la solucién porque es extensa. El
parametro A es entonces

R;5 T
A= , 4.39
6v2(1 — Rs) \/1 ~ (1= Ry)23 (4.39)
con Rs = 3A3M;fl7r2r/V0. Por lo tanto

M,
o = Tpl arcsech ((1 - R5)1/3> , (4.40)

y el final de inflacién ocurre cuando € = 1. El nimero de e-folds durante inflacion es

1 ¢k: ¢e
Ny = 121 h{A\—+1 —121 h{A 1
k 3602 < n [cos ( Mpl + ﬂ n [cos < Mpl + )])

Pk Pk Pk Pk
— 15cosh ()\M> + 15 cosh <)\> — cosh <)\]\4pl) + cosh <)\M> . (4.41)

pl M, pl pl

Y el indice ngj es

r2 (9 —20(1 — R5)?/3) R2 32 S (4.42)
288 (1 — (1 — R5)¥/3) (1 — R5)2 32 2 ‘

Nskp =
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Figura 4.5: Grafica del nimero de e-folds del modelo p = 3 como funcién de las observables
y ecuaciéon de estado wy. = 0. Los resultados de los limites para las cantidades cosmolégicas
estan dados en la tabla 4.2

4.2.4. El modelo para p =4

De igual forma, podemos obtener

3A,72r Ry 4
= M 4.4
Vo 32(80,, — 3r)(46,, — 1) PV (443)

de donde sigue

V21 (80, — 3r)(46,, — 1)

Ry f1- /%

en donde Ry = 51202 — 192r,, + 9r? — ry/r(2560,, — 15r) y Rz = 128rd,, — 39r% —
r/7(22560,, — 157). Al cruzar el horizonte el inflatén es

A= , (4.44)

1/4
M 3M4
O = Tm arcsech (1 — 2‘/51 AS7T27"> , (4.45)

mientras que el final de inflacién ocurre cuando € = 1
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Figura 4.6: Grafica del nimero de e-folds durante la etapa de recalentamiento como funcién
de las observables r y ng para el modelo p = 4 y ecuacién de estado w,.. = 0. Los resultados
de los limites para las cantidades cosmoldgicas estan dados en la tabla 4.2

M
b = Tm arcsech ( —34+ /9 —192X2 + 3R,

1
v

1/2

. (4.46)

_ 2 _ 4
+\/18—384,\2 — 3R, — 18V/3(1 — 32)3% — 512\ ))

V3 —64X2 + Ry

32A2(2—48X2421/3 (243X (33A4+v/—124+321A24+61442%))2/3) ,
(L4 IA(3A v/~ 12132026 LIINT))1 /3 . El ntimero de e-folds du
rante inflacién es entonces

1 Ok be b, Pe
Ny =—= (12 h(22— | —12 hi2 h(4\— ) — h(4 .
ETTe ( cos ( )\Mpl) cos ( )\Mpl> + cos ( )\Mpl) cos ( A »

en donde Ry =

(4.47)
Finalmente el indice running es
3 5, 1 r?R5(15R5 — 7(1 + /1 — R5))
=25, r— , 4.4
Mak = 357"~ 0T 256(1 — Rs)2 (4.48)

donde nuevamente R5 = 3AS772rMpl /2Vj.
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p=3 p=4
ng 0.9639 > n, >0.9607 0.9635 > ng >0.9607
r 5.71x107° < r <0.032  8.94x107! < r <0.032
ng. (6.2 x107*-7.4 x107%)  (-6.5 x107*, -7.6 x107*)

A 2.46 > X >0.0971 1470 > XA > 0.0826
Ny, 56.6> N, >52 57> N, >52.9
Ny 0< N, <18.5 0< N, <15
Nyg 57.6> N,q >43.7 58.5> N4 >46.4

T,. (6.3 x10%,2.2x100) (2.7 x10%%,3.9%101)

Cuadro 4.2: Resultados de los limites para los casos p = 3 y p = 4. Las cantidades cosmoldgicas
que consideramos son el indice running ngg, el nimero de e-folds durante la etapa de inflacion
Np, el nimero de e-folds durante la etapa de recalentamiento NV,., el niimero de e-folds durante
la etapa dominada por radiaciéon N,q v la temperatura de recalentamiento 7T;..
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Capitulo 5

Cotas universales para el nimero de
e-folds durante la evolucion del
universo

El modelo ACDM es considerado el modelo estdndar de la cosmologia tanto por su sim-
plicidad como por sus diversas predicciones. Una caracteristica importante en este modelo
es la descripcion de las diferentes épocas por las que pasa el universo a lo largo de su his-
toria. La primera es la época inflacionaria en donde el universo se expande de una manera
exponencialmente acelerada. Esta época tipicamente se modela utilizando un campo escalar,
al que generalmente se le llama inflatén, que es responsable de esta aceleracion. Después de
esta época, el universo queda en un estado frio y casi vacio. Por esta razon, es necesario un
mecanismo que llene al universo de particulas y aumente su temperatura, es decir, que el
universo tenga una etapa de recalentamiento después de la etapa de inflacién. Se han estu-
diado distintos modelos de recalentamiento en la literatura pero, como esta etapa pasa fuera
de nuestra esfera de Hubble, nos enfocamos en extraer informacién usando métodos indirec-
tos. Después de la época de recalentamiento toma lugar la época dominada por radiacién, la
época dominada por materia y finalmente la época dominada por energia oscura en la que
supuestamente vivimos actualmente. La ecuacién fundamental para la el modelo ACDM es la
ecuacién de Friedmann

n
3H? :87rGZ,0@-, (5.1)
i=1

en donde el pardmetro de Hubble esta definido como H = %, a(t), a(t) es el factor de escala
del universo y p es la densidad de energia de cada sustancia (o fluido) presente en el universo.
En principio, tenemos que considerar todos los fluidos presentes en el universo para poder
utilizar la ecuacion de Friedmann y tener una ecuacion precisa para el parametro de Hubble.
Sin embargo, casi cualquier libro o articulo de revision en cosmologia contiene soluciones para
modelos simples con geometria plana (como se hizo en el capitulo 2) en donde se considera
que solo un fluido domina al universo a la vez. Aunque sencilla, esta descripcién del universo
es bastante buena con pequenas desviaciones en las transiciones de una época a otra. Como
se vié en el capitulo 2

p= p0a73(1+w)7 (52)
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de donde podemos obtener
B2 — @a(—l—gw)7
3
en donde k es el vector de onda definido como k& = aH y w es el parametro de la ecuacién de
estado p = wp.

El punto clave en este trabajo es que, con la aproximaciéon de que el universo sélo esta
dominado por un solo fluido a la vez y la suposicion de que inflacién se lleva a cabo con un solo
campo, podemos desarrollar un formalismo con el cual es posible establecer cotas universales
en el numero de e-folds durante las etapas de inflacién, recalentamiento y radiacién con
correcciones de a lo sumo un e-fold.

(5.3)

5.1. Cotas dependientes del modelo (MDB)

El enfoque habitual para imponer restricciones a los modelos inflacionarios provenientes de
recalentamiento comienza con el trabajo realizado hace muchos anos [27], [23], [28], y culmina
en una expresion para el nimero de e-folds durante recalentamiento [1], [24], [29] como sigue
(ver también, por ejemplo, seccién 3 de [30])

I

1/4
4 1 11 1 30 k
Nye=———|—-Nr—=In Jsre | _ 2y | PP
1—3wre 3 43 4 T2 Hy aoTy

donde wye es la ecuacion de estado al final de recalentamiento y p. es la densidad de energia
al final de inflacién. Esta cantidad depende del modelo y se puede escribir como p, = %Ve =
Ve 22 — 9w As Ve py 4 donde V, es el potencial del modelo al final de la inflacién. El
2V, Tk pl 4 Vi pl

numero de grados de libertad relativistas de las especies al final de recalentamiento se denota
POr Gre ¥ POT gsre €l nimero de grados de libertad de entropia después de recalentamiento.

El nimero de e-folds durante la etapa de radiacion viene dado por

3(1 4 wre) 1 30 1. [11gsre eq pt'*
Nyg = — 22 Tre) n 2 | =2 | 421 1 5.5
rd 4 e e e T e T (5:5)

Estas expresiones se obtienen combinando dos ecuaciones béasicas, una que restringe la canti-
dad total de expansion

Qg Qe Gy aeqHy QeqH},

1

=In —Nj, — Nye — Npg + 1n

n —_— 5.6
aoHy Qe Qr Aeq apHy aoHy (56)

donde el nimero de e-folds durante la inflacién N, = In (%Z), recalentamiento N,.. = In (%),
(2
. . a . ., .
y radiacién N.g = In (%) se definen como es habitual. Una segunda ecuacién, junto con
T
consideraciones sobre la conservacion de la entropia después de recalentamiento, sigue la

evolucién posinflacionaria de la densidad de energia y la temperatura y viene dada por

L g e

Npge=————1n
" 3(1 erre) Pre

(5.7)
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Por lo tanto, una de estas tres cantidades, [N, permanece sin restricciones y se da solo espe-
cificando un modelo de inflacién. De (5.7) también sigue una ecuacién para la temperatura
de recalentamiento

1/4
Tre _ (38 Pe ) (E—%(ler,«e)Nm7 (58)
T=Gre

donde pe = (71297"6 / 30) Tye. Siguiendo a [24], el estudio de la Eq. (5.4) para N, generalmente
se ha hecho sin especificar los limites superiores y las graficas en el plano ns; — N, se extienden
a un numero elevado arbitrario de e-folds. Veremos en la siguiente seccién como se pueden
encontrar limites independientes del modelo para N, N,. y N,q, en particular, que cualquier
modelo de inflacién de un solo campo debe satisfacer.

5.2. Cotas independientes del modelo (MIB)

Como ya se meciond, vamos a utilizar la aproximacion de que el universo sélo estd domi-
nado por un solo fluido a la vez para obtener cotas universales. De la ecuacién (5.1) podemos
obtener

1
logk = —5(1+3w) loga + b. (5.9)

La ecuacién (5.9) tiene una consecuencia inmediata, cada época en la historia del universo
(inflacién, recalentamiento y radiacién) se puede ver como una linea recta, por lo tanto, si
encontramos las intersecciones b de estas lineas rectas podemos describir completamente a
cada época. De (5.9) sabemos que la pendiente es

m = —%(st), (5.10)

para cada linea de cada fluido, y por lo tanto
Radiacion m = —1, Materia m = 5 Aceleracion m = 1.

La ecuaciéon de Friedmann puede escribirse también como

H = Hoy/ 20, (5.11)
a

donde ;g es el parametro de densidad de cada fluido medido actualmente y el exponente n
depende de cada fluido que se considere.

Podemos visualizar la idea general con la Fig. 5.1. Como ya se mostro, se puede describir
a cada época con una linea recta si sabemos su ecuaciéon de estado. Luego, si sabemos su
ecuacién de estado, entonces seria posible encontrar un punto por el que esta linea pase vy,
con su proyeccion en el eje Ina, podriamos encontrar un nimero de efolds para cada época.
Sin embargo, como no sabemos la ecuacién de estado de la etapa de recalentamiento, tenemos
que determinar primero las lineas de inflacién y radiacién, y después igualar la linea de
recalentamiento con el final y el principio de las lineas de inflacién y radiacién.
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In k

(In g, In ke)\

1
w=-1 m=— §(1+3W)

m=+1

(In a, In k;)

w=1/3
T )
In a,, In k
In ki = In ky « Or: 1/2p
W=0, m=-
K \ Yl K
0 \ 0
(In ax, In k) (IN @eq, IN Keg)
Ina

Figura 5.1: Diagrama esquemadtico en el plano en donde se muestra la evolucién del universo,
cada linea recta representa una época en donde domina un solo fluido. La primera linea a la
izquierda representa a la época inflacionaria con m = 1. Dentro de esta época se encuentra la
escala pivote kj, que corresponde al momento en que los modos salieron del horizonte. Esta
época termina en el primer punto de interseccién (ae, ke). La linea de en medio corresponde a
la época de recalentamiento. En este diagrama esta linea es solo una representacién de la etapa
de recalentamiento ya que no sabemos la ecuacién de estado. Despiies de recalentamiento, la
segunda transicién ocurre en el punto (a,, k,) en donde comienza la época de radiacién con
pendiente m = —1. La linea horizontal que empieza en kj, y termina en k, es el nimero total
de e-folds Ny, desde que los modos salieron del horizonte hasta el momento en que volvieron
a entrar. El momento en el que se da la igualdad entre radiacién y materia se representa en el
punto (aeq, keq). Notese que ky, # keq. Finalmente, la linea punteada representa el caso limite
en donde la etapa de recalentamiento es instantanea.
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Primero obtendremos la linea para radiacién. De la ecuacién (5.11) obtenemos para el caso
de un universo dominado por radiaciéon en términos del vector de onda k

k= Hy \/977"0' (5.12)
a

Como necesitamos tener un punto especifico por donde debe pasar la linea recta de radiacién,
necesitamos evaluar la ecuacién anterior en un punto especifico. El punto que elegimos es la
escala pivote ki que es la escala en la que los modos en el universo temprano salieron del
horizonte durante inflacién y luego volvieron a entrar en el horizonte méas tarde durante la
etapa dominada por radiacién. Por lo tanto, la escala pivote corresponde a la escala durante
la época dominada por radiaciéon k. Por lo tanto, durante esta etapa, el vector de onda kj, es

igual a la escala pivote k, y, por eso, el factor de escala puede ser evaluado en tal punto

QT’O
ki

a, = Hy (5.13)

Entonces, la linea recta de radiacién que pasa por el punto (Inay,Ink,) estd dada por

Ink=—1Ina+ Hov/Qro. (5.14)

La siguiente linea recta que necesitamos encontrar es la de inflacién. Al notar que la escala
pivote definida anteriormente también tiene un factor de escala aj, evaluado en esa escala,
podemos calcular el nimero de e-folds de la escala de pivote durante inflacién a la escala
cuando esos modos volvieron a entrar en el horizonte durante la etapa de radiacion de la

siguiente manera
a
Nip =1In <p> — ag = aye” Nk, (5.15)
ag

Nétese que k = k, aunque ay # a,. Manipulando la expresién anterior tenemos

Nip =1In (aka.> =In <aka> =In <aka)' (5.16)

apHp, ky, k'p
En este punto, tanto k, como a, son cantidades conocidas, por lo tanto, solo necesitamos
encontrar una expresion para Hj., el parametro de Hubble en la escala pivote. A primera vista,
el valor del pardmetro de Hubble en un momento determinado durante inflacion depende del
modelo y, por lo tanto, no se pueden encontrar limites universales. Sin embargo, recordando

que, en la aproximacion de rodamiento lento, tenemos una expresion para la amplitud de las
perturbaciones escalares As junto con la relacion tensor-escalar r dada por

1wV
S 2Ux2 €’

r = 16e. 5.17
y

En esta aproximacién tenemos 3H? ~ V. y por lo tanto

As
Hy=m 2T. (5.18)

Finalmente, el nimero de e-folds es

S @ AT
Nkp—ln< Vs ) (5.19)




que nos permite obtener el factor de escala en la escala pivote

ky, 2
= = . 5.20
@k T\ Agr ( )

La linea recta para la época inflacionaria es entonces

k= lna 4 my ) 2"

(5.21)

Ahora solo nos falta la linea recta de recalentamiento. Como la etapa de recalentamiento no
tiene una ecuacién de estado definida, necesitamos tomar una pendiente m arbitraria para
que la linea recta de recalentamiento se escriba como

Ink=mlna+ by. (5.22)

Resolviendo para b,
bre = In (a7 " kre) - (5.23)

Podemos encontrar el factor de escala en la etapa de recalentamiento a partir del niimero de
e-folds entre el final de recalentamiento y el momento en que los modos vuelven a entrar en
el horizonte

Nyp=1In (ap> — a, = ape N, (5.24)
(78
Considerando que la entropia se conserva
Tre_< 43 >1/3“0 (5.25)
Ty 1lgs,re Qre . .

En consecuencia, el nimero de e-folds esta dado por

T,
N,y =In oo > (5.26)
(1133> aoTo
El factor de escala durante la etapa de recalentamiento es entonces
1/3
(1133) aoTo 5 o7
Qre = T ) ( . )
que junto a (5.12) evaluada en la escala pivote nos da
m—+1
o TT’@
bre = Hov/ Qo . (5.28)

173
43 aOTO
1197‘6,3

Observe que gs e se deja sin determinar ya que no estamos seguros de a qué temperatura tiene
lugar la época de recalentamiento ni qué particulas estan presentes en esa época. A posteriori
encontramos que la temperatura minima para la época de recalentamiento es érdenes de
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magnitud mas alta que la masa del quark top, por lo tanto podemos tomar con seguridad
gs,re = 106.75, los grados de libertad del modelo estandar completo.

Ahora procedemos a hacer coincidir el final de la recta inflacionaria con el comienzo de la
recta de recalentamiento

m—41

[A T,
Inae +m Tsr:mlnae—i—Ho\/QTo ( re . (5.29)

1/3
43 ) GOTO

llgs,re
Donde a es el factor de escala al final de inflaciéon. Resolviendo para a. tenemos
m+1\ 1/1-m

Hy [2Q, T,
e = 70\/A: 7 . (5.30)
s (43) aOTO

11gr,s

Con esto, ahora podemos calcular el nimero de e-folds entre el final de inflacién y el final de
recalentamiento como

- ﬁ

masT, Agr

N,. = In 101 0 2/3,/295 - . (5.31)
HOTf,?e < Z;,re) T

De manera similar a (5.26), tenemos una expresién para el niumero de e-folds durante radiacién

aeqTre

13
43 aOTO
1195,7‘6

Nyg=1In

= N,, +1In <aeq> . (5.32)
ag

Cabe destacar que la escala k, no coincide con el tiempo de igualdad entre radiacién y materia.
Por lo tanto, el niimero de e-folds durante inflacién es

Ny = Nkp — Nype — Nrp-

2
3(14w)

2
llgs,rc 3 2
ragTh A,r (Tg ) HoTve 20,9 (5.33)
Nk:hl .
Agr

11gs e\ 1/3 2 malT?
( i ) kipTre 070

Ahora, los unicos dos pardmetros que se desconocen son la relacién tensor-escalar r y la
temperatura de recalentamiento 7., sin embargo, podemos establecer un limite superior para
r y un limite superior e inferior para T;... El limite superior de la relacién tensor-escalar se ha
medido como r < 0.032 [31] y, por lo tanto, el valor maximo de r viene dado por r = 0.032.
Después, aunque es cierto que no tenemos una medida de la temperatura de recalentamiento,
sabemos que la Nucleosintesis del Big Bang [32] ocurrié durante la época dominada por
radiacion a una temperatura de alrededor de T' = 10 MeV por lo que esta es la temperatura
minima a la que podria ocurrir la etapa de recalentamiento (el limite inferior). Por otro lado,
la temperatura maxima de recalentamiento es aquella en la que la etapa de recalentamiento
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es instantanea, es decir, no ocurre ningin recalentamiento (linea punteada en la Fig. 5.1). Por

lo tanto estableciendo N,. = 0 podemos obtener una expresion para Tr. = Trgz
1/3 1/4
(113§r6) ATy T4
Trnaz = ’ - — | P4 (5.34)
21/4Qr[/)4 Hy

Estas cuatro ecuaciones estan escritas en términos unicamente de observables o cantidades
conocidas, son independientes del modelo. Por lo tanto, al imponer limites a las observables,
imponemos cotas que no dependen del modelo en Ny, Ng, Npg ¥ Tiaz. Antes de mostrar

algunas gréficas notemos que
Nype x In (1{2;) ,
re
y asi, al tomar el valor médximo de r junto con el valor minimo de 7., conoceremos el maximo
absoluto (limite superior) de N,.. El limite inferior siempre se encontrard tomando el maximo
T,e con r arbitrario. Hay que tomar en cuenta que la temperatura maxima de recalenta-

miento T = Tiner implica inmediatamente que Nj es independiente de w,. porque no hay
recalentamiento y, por lo tanto, no hay ecuacion de estado

WHO\/QT0T1/4] . (5.35)

/A

Nk(max) =1In m

Nétese también que Ni(Tinaz) = Nip/2 exactamente, como podria esperarse de la simetria
de la Fig.5.1. Ademas, de la Eq. (5.34) vemos que, debido a que T},4,; no puede ser menor
que Tin, debe haber un limite inferior absoluto para r que, sin embargo, es extremadamente
pequeiio 7min2.3 x 10774, Antes de pasar a mostrar algunas graficas, tenemos varios valores
numéricos que deben especificarse.
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Parametro Normalmente dado como Adimensional, usado aqui

Hy 100 b2 /M pe 8.7581 x 107%1 h

To 2.7255 K 9.6423 x 10732

A, 2.1x107? 2.1x107?

ky 0.05/Mpc 1.3128 x 10758

ap — 3.32 x 1075 (MIB) or 3.65 x 10~° (MDB)
Qa0 - 0.315
Qrao 2.47 x 107°h2 2.47 x 107°h2

Qeq 2.94 x 1074 1.33 x 10~4h~2

h — 0.674

Mp, 2.44 x 10'® GeV 1

Cuadro 5.1: Para una facil referencia, esta tabla recopila todos los valores numéricos de los
parametros utilizados. Las cantidades adimensionales se han obtenido escribiéndolas en térmi-
nos de My, por lo que tenemos una escala universal que luego se puede establecer a uno. Hay
que notar que a, tiene dos valores diferentes porque en el MDB partimos de la aproxima-
cién de un unico fluido y, por lo tanto, a, contiene radiacién y materia, la energia oscura se
desprecia.

5.3. Ejemplo: el modelo del tipo atractor o basico

En el interesante caso especial w,. = 0; que corresponde al comportamiento de un potencial
cuadratico alrededor de su minimo para este tipo de modelo, el enfoque MIB proporciona
inmediatamente los limites amplios (independientes del modelo)

42.2 < Ny < 56.0, 55.4> Nye >0, 16.7< Nyg <58.2, 10MeV < Ty < 1.1 x 10'°GeV

(5.36)
con una expansion total Ny, = 114.2, desde el momento del cruce del horizonte hasta el mo-
mento de la igualdad radiacién-materia. Los limites de la izquierda se obtienen considerando
los grados de libertad de la entropia a la temperatura minima donde solo quedan fotones, neu-
trinos, antineutrinos, electrones y positrones, esto corresponde a gs . = 10.75 con r = 0.032.
Estos limites deben cumplirse con cualquier modelo de inflacién de un solo campo en el que
podamos aproximar la ecuacién de estado durante recalentamiento por w,. = 0y con la adver-
tencia de que hay pequenos errores debido a la naturaleza de la aproximacion MIB utilizada.
Para tener una idea de la magnitud de estos errores, consideremos a continuacién un ejemplo

particular de interés actual. Los resultados se muestran en la Tabla 5.2 para los enfoques MIB
y MDB.
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Figura 5.2: La Figura 2a muestra el nimero de e-folds durante recalentamiento Eq. (5.31)en
funcién de la ecuacién de estado w,, a partir de la temperatura méxima de recalentamiento
Trnae de Eq. 5.34, donde N,. = 0, al valor maximo de V.. que ocurre para la temperatura
minima de recalentamiento T},;,, aqui elegida como 10MeV'. No existe una fuerte dependencia
de r para valores cercanos al limite superior » = 0.032. La Figura 2b es muy interesante,
muestra el nimero de e-folds de inflacién Eq. (5.33) en funcién de la ecuacién de estado wre
de Tyaz & Tinin. Para comprender este diagrama, primero debemos observar la linea horizontal
alrededor de N = 56, es muy interesante que este limite sea un limite superior para wy. < 1/3
y que se convierte en un limite inferior para wy,e > 1/3. La razén por la que esto sucede es
que el valor critico w,. = 1/3 coincide con N,. = 0 ya que la pendiente correspondiente a esta
ecuacién de estado es exactamente la misma que en el caso de la radiacién, por lo tanto para
wre > 1/3 la proyeccién en el eje Ina de la linea de recalentamiento se hace mas pequena y
por lo tanto Vi crece, ocurre lo contrario cuando wye < 1/3 (ver Fig.5.1 como referencia). La
Figura 2c¢ muestra la grafica log — log del niimero de e-folds durante radiacién Eq. (5.32) en
funcién de la temperatura de recalentamiento adimensional T;.. desde la temperatura minima
de recalentamiento hasta la temperatura maxima de recalentamiento y tomando gs e = 10.75
justo en esta grafica. Tener en cuenta que el nimero minimo de e-folds de radiacién coincide
con la temperatura minima de recalentamiento como deberia ser. Por tultimo, la figura 2d
muestra la temperatura méxima de recalentamiento Eq. (5.34) como una funcién de la relacién
tensor a escalar, este es el comportamiento esperado de Tiae o /4.
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Caracteristica MIB MDB |0]

ns 0.9607 < ns < 0.9646  0.9607 < ng < 0.9650 (0,38 x107%)
r 0<r<0.032 8.89 x 107" <r <0.032  (8.89x107'1,0)
a 0<a<11.0 1.9x1078 <a < 11.3 (1.9 x 1078,0.3)

Nieq 114.2 114.2 0

Ny 50.4 < Nj, < 56.0 50.4 < N}, < 56.6 (0,0.6)

Nye 22.5> Npe >0 24.7> Nype >0 (2.2,0)

N,q 41.3 < N,q < 58.2 39.1 < N,q <57.6 (2.2,0.6)

Tre(GeV) (2.4 x10%,5.0 x 10') (2.5 x 107, 2.7 x 10'%) (9.6,1.8)

Cuadro 5.2: Comparacién de los resultados de los enfoques MIB y MDB para el modelo
atractor a de Eq. (5.37) para el caso especial de wy. = 0. En la primera columna escribimos
las cantidades cosmolégicas de interés, seguido de los limites obtenidos con el enfoque MIB
y MDB en la segunda y tercera columna respectivamente. En la cuarta columna mostramos
el valor absoluto de la diferencia entre los dos enfoques para los limites inferior y superior.
Nétese que la diferencia en el nimero de e-folds durante inflacién, recalentamiento y radiacion
se cancela, de modo que la diferencia total en la expansion total Ni, es cero.

Consideremos el potencial atractor a basico dado por

2 ¢
V =V, tanh <J@Mpl> ) (5.37)
Como no conocemos el rango de valores que pueden tomar los pardmetros Vg y «, los elimina-
mos en términos de los observables ng y r. Primero determinamos el valor de ¢ en el cruce del
horizonte resolviendo ¢ de la ecuacién para la amplitud de las perturbaciones escalares. Lue-
go resolvemos 16¢; = r para el parametro « y finalmente la expresién para el indice espectral
escalar ng = 1 + 2n — 6¢; para la escala total Vj. Los resultados son

8r 1 T
=4/——M h{=,/— .
Ok 50 (40, — 1) pl ATCSEC <2 5ns> , (5.38)
el parametro « es
. (5.39)
36, (40n, — 1)’ '
' Agm2rd
_ 6A;mr0p, - 4
Vo = 10, —r My (5.40)

donde §,,, = 1 —ng. El final de inflacion ¢, esta dado por al condicién € = 1, resolviendo para

e

1/2
8r V2ri/ (\/7“ + 0, (40n, — 1) — \/77) !

e = 4| —————— M ; arcsech
¢ 571 (46716 - 7’) ol 5n (45715 — 7")

(5.41)

s s
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El ntimero de e-folds durante inflacién esta dado por

80, — 17— \/r2 + 10y, (40, — 1)

N
K S (46, — 1)

(5.42)
Para las observables, consideramos primero los limites 0.9607 < ngs < 0.9691 y r < 0.032.
Luego imponemos la restricciéon MIB Ni < 56 y como consecuencia encontramos que ng <
0.9646. También encontramos un valor minimo de Nj = 50.4 para el modelo (5.37). Con este
valor de Nj, wye = 0y 7 = 0.032 encontramos que T,. = 5.2 x 10® GeV que se convierte en
el nuevo Tp,;, v desde alli encontramos los otros limites en el lado izquierdo de Ng, N, v
N,q dados en la segunda columna de la Tabla 5.2. Aunque dependen del modelo, estos limites
se han obtenido con el enfoque MIB. Ahora usamos el procedimiento MDB para tener una
idea de las discrepancias entre los dos enfoques. Primero, imponemos la condicion general al
nimero de e-folds durante recalentamiento IV, > 0; de esto se siguen nuevos limites para las
observables 0.9607 < ng < 0.9650 y 8.89 x 10~ < r < 0.032. Luego, a partir de estos nuevos
valores de ns y r, encontramos nuevos limites para Ni, Nye, N.q v Ty dados en la tercera
columna de la Tabla 5.2.

Cabe destacar que en la tercera columna de la Tabla 5.2 para el limite superior de N hay
una pequeiia diferencia con respecto al resultado de MIB de menos de un e-fold. Esperamos
que este sea el caso para la mayoria de los modelos de inflacién. El limite superior se obtiene
cuando N, = 0y de las Ecs. (5.4) y (5.5) vemos que entonces

1/4

1 11987‘6 ]. 30 Pe k
Np=—-1 el 2 S P 5.43
FTT3 n{ 43 } 4n[7rggre] n[HkaoTo ’ (5.43)

Y 1/4

1. 1301 1[1lgsre]  [applt

Nyp=>In| 2| 4= ’ 5.44
" 4n[greﬂ'2]+3[ 43 }+ a0 Ty | (5.44)

recordar que Ny, = Npg —In % V Pe = %V; = %%ZH%M]%Z. Entonces
1 Vi 1 Vi
—In|—| ~—-0.5146+ = In | —
+2n[vj +2“[Ve]’

NN — g | (e 2% 1135 \M2 [ apk,
k rp = T 43 GreT? a2T?
re 0+0

(5.45)

En el enfoque MIB, la diferencia Nj, — N, es exactamente cero y el limite Nj, = 56.0 es un
limite universal; sin embargo, en el MDB mas realista, podemos ver que para Vi /V, < 153 la

mitad de la diferencia % < 1. Tiene que ser la mitad de la diferencia porque la cantidad
extra de e-folds para Nj tiene que ser compensada por la disminucion correspondiente de
N,p de tal manera que Ny, permanece constante ( ver Tabla 5.2). Para el modelo del ejemplo

Vi/Ve =271y N’“_2N”’ = 1'15’47 ~ 0.6 como se muestra en la Tabla 5.2. Por lo tanto, esperamos
que Ni = 56 para —% < Wre < % sea muy robusto como limite superior y también como limite
inferior cuando % < Wre como se muestra en la Fig. 5.2, gréafica 2b.
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Capitulo 6

Conclusiones

Aunque la época de recalentamiento es todavia un area de investigacién activa, pudimos
explorar una conexion entre esta etapa y la etapa de inflacién que nos permitié encontrar
nuevas cotas para las observables. A partir de estas cotas, también logramos encontrar nuevos
limites para otras cantidades cosmoldgicas que nos interesan. La idea principal que nos permi-
ti6 obtener todo esto se encontraba en escribir todos los pardmetros presentes en el potencial
y en las expresiones para las cantidades cosmoldgicas de las que hablamos en términos de las
observables.

El punto clave en el procedimiento propuesto fue la imposicién de una restricciéon general
al numero de e-folds durante recalentamiento; es decir, que N,.. > 0. Al aplicar este pro-
cedimiento a los modelos del tipo atractores alfa que elegimos, se pudo encontrar una cota
inferior para la relacién tensor-escalar en los cuatro casos. Ademas, el nimero de e-folds que
se encontrd para la etapa de inflacién sigue estando dentro de lo esperado.

Otro resultado importante al que se llegd fue que, al suponer que el universo esta dominado
por un solo fluido a la vez, pudimos restringir universalmente cualquier modelo de campo
Unico para la inflacién. Encontramos las regiones permitidas para Ny, Ng, Nrq ¥ Tinaz que
dependen de la ecuacién de estado w,.. Ademads, encontramos que el valor en N, tiene una
tendencia decreciente al aumentar w,. porque un valor creciente para la ecuacién de estado
significa que la linea recta de recalentamiento estd mas pronunciada y, por lo tanto, tiene
una proyeccién mas pequena en Ina. De manera similar, el nimero de e-folds de radiacion
aumenta con la temperatura de recalentamiento porque un 7. mas alto significa un N,. mas
pequeno. La conclusién més importante de esta parte del trabajo es que cualquier modelo
de inflacién de un solo campo deberia satisfacer el limite superior Ny = 56 con bastante
precisién siempre que wy. < 1/3 mientras que para wy. > 1/3, Ny = 56 se convierte en un
limite inferior. Finalmente, encontramos que aunque los limites para el enfoque independiente
del modelo (MIB) eran més amplios, cuando los aplicamos a un modelo especifico (en este
caso, el modelo atractor «), apenas difieren (como maximo 1 e-fold) a partir de los limites
obtenidos con el enfoque habitual dependiente del modelo (MDB).
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Apéndice A
Potencial especifico

En la primera parte de este apéndice obtendremos una grafica para el numero de e-
folds durante la etapa de recalentamiento y para la temperatura de recalentamiento para
diferentes ecuaciones de estado y diferentes potenciales. En la segunda parte, hacemos el
mismo procedimiento que se propuso en el capitulo 4 para este mismo potencial.

A.1. Partel

Consideremos un potencial del tipo

1
V(6) = ymtee, (A1)
como se muestra en [24]. '
Utilizando la aproximacién de rodamiento lento 3H¢ + V' ~ 0 podemos encontrar el
numero de e-folds desde que el campo tenia un valor ¢ hasta el final de inflacién

“Hdp  #-¢ , &
on O 20¢Mp?l QOéMgl

(A.2)

ya que podemos despreciar el valor del campo al final de inflacién al ser muy pequeno en
comparacién con el valor durante el rodamiento lento. Los pardmetros de rodamiento lento
son entonces

M2
= a6 0= Miala+ 152 (A.3)
Para este potencial podemos escribir a la densidad de energia como
_ _ ¢6 “ _ 2 2 Qbe “
po= (L4 NVe= (14X (22) | vi=smi(+nmE(2) (Ad)
Pk Pk
en donde utilizamos la aproximaciéon de rodamiento lento.
Entonces
H H 1 1 H?
In —% =1In i = ——In(1+A)+-In—F . (A.5)
p1/4 9 9 ( be ay 1/4 4 4 3M2 (&)
‘ (3asz0+ 0m7 (%)) o \ 6
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2 «
Sustituyendo Hy = wMy(rAs)Y2/v/2, ¢. = My a

W, € = m, r = 166, tenemos

2
Hk:}mﬂrAs_gl r ln(l—i—)\)'

In — n —
pé/‘l 4 6 8  16¢g 4

Sustituyendo este resultado en la ecuacién (4.7)

4 k1. 30 1. 1lgere

Npe=—— [Ny -1 ~ _ :

e 1—3wm[ Ty 4 7g. 3 43
1, 7rds « r In(1+X)
21 - - A6
L T e T o )

obtenemos una expresion para el nimero de e-folds durante la etapa de recalentamiento para
este potencial especifico. Con esta expresiéon, podemos ahora saber también la temperatura
durante recalentamiento utilizando la ecuacién (4.9).

70¢ 70¢

60} 60f
50f 50F

40; 405’

Nre
Nre

30; 30;

20f 20F

0.94 0.95 0.96 0.97 0.98 0.94 0.95 0.96 0.97 0.98

ns ns

ot | of |
0.94 0.95 0.96 0.97 0.98 0.94 0.95 0.96 0.97 0.98

ns ns

Figura A.1: Gréfica del nimero de e-folds segin la ecuacién (A.6). Cada gréfica muestra los
resultados para una « diferente, el panel superior izquierdo es a = 2/3, superior derecho
«a = 1, inferior izquierdo o = 2 e inferior derecho a@ = 4. A su vez, cada grafica muestra una
ecuacién de estado diferente: w,. = —1/3 (linea roja), wye = 0 (linea azul), w,. = 1/6 (linea
naranja) y wre = 2/3 ( linea verde).
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10 10
o o
= =
5 5
0 0
0.94 0.95 0.96 0.97 0.98 0.94 0.95 0.96 0.97 0.98
ns ns
151 15
101 10
e | o
= [ =
5 5
0 0
0.94 0.95 0.96 0.97 0.98 0.94 0.95 0.96 0.97 0.98

ns ns

Figura A.2: Gréfica de la temperatura de recalentamiento segin la ecuacion (4.9). Cada grafica
muestra los resultados para una « diferente, el panel superior izquierdo es o = 2/3, superior
derecho o = 1, inferior izquierdo a = 2 e inferior derecho o = 4. A su vez, cada grafica muestra
una ecuacién de estado diferente: w,e = —1/3 (linea roja), wy. = 0 (linea azul), wye = 1/6
(linea naranja) y wy. = 2/3 ( linea verde).

A.2. Parte 2

Ahora, utilizaremos el mismo procedimiento que en el capitulo 4 para estudiar este poten-
cial. Se puede escribir el potencial de la siguiente manera

V(6) = Ve <A‘jl)

p

en este caso los parametros de rodamiento lento son

a? ala—1)
€= -7, n= )
2x? X
donde y = i Con esto, podemos escribir los parametros « y Vy en términos de las obser-
pl
vables 1y 0,
5 JF g
r 11— 57 r ng—T
o0=—- Vo = 3A,m2rM2 x 27 S [ Y .
80, — T 0 ° Pl 80p, — T

Con la expresién de a podemos obtener una expresién para Ny y Ty en términos de las
observables.
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0.97

0.20

Figura A.3: Grafica de « con los valores utilizados en [24] para las observables.

0.00

Figura A.4: Grafica de o con los valores actuales de las observables. Se puede ver como los
modelos estudiados en las graficas A.1 y A.2 quedan fuera del limite para a.
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Figura A.5: Gréfica del niumero de e-folds durante la época de recalentamiento. Cada linea
representa una ecuacién de estado diferente: wy. = —1/3 (linea roja), wye = 0 (linea azul),
wye = 1/6 (linea naranja) y wye = 2/3 ( linea verde).

ns

Figura A.6: Gréfica de la temperatura de recalentamiento. Cada linea representa una ecuacién
de estado diferente: w,. = —1/3 (linea roja), w,. = 0 (linea azul), w,. = 1/6 (linea naranja)
y wre = 2/3 ( linea verde).
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