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Caṕıtulo 1

Introducción

Los modelos cosmológicos inflacionarios nos permiten entender el comportamiento del
universo en etapas tempranas. Aunque inicialmente esta idea de que el universo experimentó
un crecimiento acelerado fue propuesta para explicar las inverośımiles condiciones iniciales
del modelo del Big Bang, rápidamente se posicionó como la principal teoŕıa que alumbra una
de las preguntas que ha molestado a muchas generaciones de f́ısicos: ¿cuál es el origen de la
estructura en el universo? ¿cómo se formaron todas las galaxias y cúmulos de galaxias que
vemos hoy en d́ıa?

Varios modelos inflacionarios han sido propuestos a través de los años [1], sin embargo,
todav́ıa no hay un consenso sobre qué exactamente empieza el periodo de inflación. La gran
mayoŕıa de estos modelos, por ejemplo, se basan en la idea de que un campo escalar, o tal
vez más de uno, impulsa el inicio del periodo inflacionario. Después de este periodo, se cree
que viene la etapa de recalentamiento, la cual sigue siendo sujeto de investigación, en donde
surgen las part́ıculas que conocemos del Modelo Estándar.

En este escrito se estudia una relación entre las etapas de inflación y recalentamiento. Se
propone un procedimiento que nos permite obtener cotas para las cantidades cosmológicas
que nos interesan al imponer una restricción en el número de e-folds durante la etapa de
recalentamiento.

Este trabajo está estructurado de la siguiente manera. En el caṕıtulo 2 y 3 se da un repaso
de algunos conceptos básicos sobre la cosmoloǵıa moderna pre-inflacionaria y la cosmoloǵıa
inflacionaria, respectivamente, necesario para entender el caṕıtulo 4.

En espećıfico, el caṕıtulo 2 habla de las ecuaciones de Einstein y de la métrica de Robertson-
Walker con las cuales se obtienen las ecuaciones de Friedmann que describen la dinámica del
universo; a partir de estas ecuaciones se dan ejemplos de modelos cosmológicos simples. Al
final de este caṕıtulo se habla también de la historia térmica del universo en donde se analiza
la evolución de la densidad de enerǵıa de las part́ıculas en el Modelo Estándar de acuerdo a
la temperatura del universo.

En el caṕıtulo 3 se discuten los problemas que tiene la vieja cosmoloǵıa basada en el mode-
lo del Big Bang, para después hablar de nociones básicas de inflación y como al introducir una
época inflacionaria no solo se resuelven dichos problemas; sino que también se da una explica-
ción al origen de estructura del universo. Finalmente se habla de la época de recalentamiento
que nos da una conexión entre las ideas de inflación y el modelo del Big Bang.

El caṕıtulo 4 muestra el procedimiento que nos permite obtener restricciones a las cantida-
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des cosmológicas que nos interesan. Primero se habla de la idea general en donde se obtienen
expresiones para las cantidades cosmológicas de interés sin especificar un potencial. Después
se estudian cuatro casos diferentes para un modelo del tipo atractores alfa y se presentan los
resultados obtenidos en las tablas 4.1 y 4.2, y en las figuras 4.3, 4.4, 4.5 y 4.6.

El caṕıtulo 5 está basado en un art́ıculo en preparación titulado Model independent bounds
for the number of e-folds during the evolution of the universe por Gabriel Germán, R. Gonzalez
Quaglia, y A.M. Moran Colorado, en donde se presenta un procedimiento simple con el cual se
pueden obtener cotas universales (independientes del modelo) para cantidades cosmológicas
de interés. Finalmente, se presentan las conclusiones en el caṕıtulo 6.
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Caṕıtulo 2

Cosmoloǵıa moderna

Los modelos cosmológicos modernos se basan en la idea de que el universo es el mismo en
cualquier punto. A esta idea se le conoce como principio cosmológico y, aunque claramente es
muy diferente estar en el centro del sol que recostado en una cama, debemos pensar que el
principio cosmológico es una aproximación que va mejorando conforme aumenta la escala de
longitud que consideramos [2].

Una pieza clave para la cosmoloǵıa moderna surgió cuando Edwin Hubble midió la distan-
cia entre la tierra y ciertas estrellas cefeidas. Con estas medidas, Hubble notó que las estrellas
más lejanas se mov́ıan más rápido que las estrellas más cercanas y en 1929 junto con su colega
Milton Humason, determinaron una relación que describe este comportamiento (ver la figura
2.1) y que ahora se conoce como la ley de Hubble [3]

v = H0r, (2.1)

en donde H0
1 es la constante de Hubble. Esta ley es importante en el desarrollo de la cosmo-

loǵıa moderna porque nos habla de un universo que se expande. Antes de saber los resultados
de Hubble, las ecuaciones de Einstein predećıan un universo en expansión, pero no hab́ıa
observaciones que lo confirmaran.

Otro resultado importante es el descubrimiento en 1965 de la radiación cósmica de fondo
o CMB por sus siglas en inglés (Cosmic Microwave Background) por Arno Penzias y Robert
Wilson [4]. Este resultado ayudó a inclinar la balanza a favor del modelo del Big Bang en
comparación con el modelo del estado estacionario.

1Cabe mencionar que el valor de la constante de Hubble es actualmente objeto de discusión por la discre-
pancia entre los valores obtenidos con diferentes métodos.
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Figura 2.1: Resultados finales del proyecto del telescopio espacial Hubble en donde se reportó
un valor de H0 = 72 ± 8 km s−1 Mpc−1 [5]. En esta figura podemos observar la relación
creciente entre la velocidad y la distancia.

2.1. El universo homogéneo e isotrópico - La métrica FLRW

El principio cosmológico está directamente relacionado con dos conceptos: isotroṕıa y
homogeneidad.

Un universo homogéneo e isotrópico se ve igual en cada punto y dirección que mires, es
decir, serán igual de importantes cualesquiera dos lugares en el universo que consideremos.
Para nuestros ojos mundanos esto podŕıa verse como una descripción muy pobre del universo
en donde vivimos lleno de estrellas, galaxias y cúmulos de galaxias. Cuando tomamos en
cuenta escalas considerablemente más grandes a lo que estamos acostumbrados, unos cuantos
cientos de Mpc por ejemplo, un universo homogéneo e isotrópico ya no suena tan mal.

En relatividad general la métrica nos dice cómo medir la distancia entre dos puntos en
el espacio-tiempo. La métrica que nos ayuda a describir un universo homogéneo e isotrópico
cuya expansión o contracción solo depende del tiempo fue derivada en 1930 por los f́ısi-
cos Howard Robertson y Arthur Walker [6]. A esta métrica se le llama a menudo métrica
de Robertson-Walker (RW) o métrica de Friedmann-Lemaı̂tre-Robertson-Walker (FLRW) de
donde el intervalo espacio-temporal es

ds2 = −c2dt2 + a2(t)

(
dr2

1− k(r/R0)2
+ r2dθ2 + r2sen2θdϕ2

)
. (2.2)

El parámetro a(t) es el factor de escala adimensional del universo, nos dice como cambian las
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distancias en un universo que se expande o contrae y está definido como

a(t) =
R(t)

R0
, (2.3)

donde R(t) es el factor de escala del universo y R0 es el factor de escala actual del universo.
El parámetro k es la constante de curvatura con tres valores posibles: k = 0 para un universo
plano, k = 1 para un universo cerrado y k = −1 para un universo abierto.

Figura 2.2: Anisotroṕıas de la radiación cósmica de fondo observadas por Planck del orden
de 10−5. Las regiones más rojas representan temperaturas más altas a la promedio y las más
azules representan regiones con temperaturas menores a la promedio [7].

2.2. Las ecuaciones de Einstein

Uno de los trabajos más importantes de Albert Einstein es la Teoŕıa de la Relatividad
General. Desde el punto de vista de Einstein, la gravedad es la manifestación f́ısica de un
espacio-tiempo curvo con tres propiedades: 1) la métrica describe la geometŕıa del espacio-
tiempo, 2) las geodésicas de dicha geometŕıa dictan el movimiento de los cuerpos libres y 3)
las leyes de la f́ısica se reducen al caso de relatividad especial en un sistema de referencia local
en cáıda libre [8]. Las ecuaciones de Einstein son las siguientes

Gµν =
8πG

c4
Tµν . (2.4)

En el lado izquierdo tenemos al tensor de Einstein que nos habla sobre la curvatura del espacio
tiempo, y en el lado derecho al tensor de enerǵıa momento que nos dice qué está curvando al
espacio tiempo.

Las ecuaciones de Einstein son un sistema de 10 ecuaciones diferenciales acopladas (aunque
cada ı́ndice puede tener cuatro valores, los tensores Gµν y Tµν son simétricos).
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Figura 2.3: Albert Einstein. Nació en la ciudad de Ulm en Württemberg, Alemania. Sus tra-
bajos más importantes incluyen la formulación de la Teoŕıa de la Relatividad Especial (1905),
la Teoŕıa de la Relatividad General (1916), Investigaciones sobre la Teoŕıa del Movimiento
Browniano (1926) y su descubrimiento de la ley del efecto fotoeléctrico por el cual recibió el
Premio Nobel de f́ısica en 1921 [9].

2.2.1. Tensor de enerǵıa momento

Podemos ver al tensor de enerǵıa momento como la fuente de campo gravitacional en las
ecuaciones de Einstein. La forma más general de escribir este tensor es [10]:

T(d̃xµ, d̃xν) = Tµν :=

{
flujo de momento µ sobre

una superficie a xν constante

}
, (2.5)

con momento µ nos referimos a la µ-ésima componente del cuadrimomento.

2.2.2. Tensor de Einstein

Como ya se dijo, el tensor de Einstein nos habla sobre la curvatura del espacio tiempo, y
la forma en la que se cuantifica a la curvatura es a través del tensor de Riemann [11]

Rα
µβν = Γα

µν,β − Γα
µβ,ν + Γα

σβΓ
σ
µν − Γα

σνΓ
σ
µβ, (2.6)

que se puede obtener al calcular el cambio neto del vector V⃗ después de transportarlo para-
lelamente alrededor de un lazo cerrado [10].

Recordemos que cada śımbolo de Christoffel nos dice cuanto cambia la µ-ésima componente
del ν-ésimo vector de la base respecto a la coordenada λ,
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Figura 2.4: Lazo cerrado en el espacio-tiempo cuyos lados son las ĺıneas x1 = a, x1 = a +
δa, x2 = b, x2 = b + δb. Se transporta al vector de color negro por los puntos A, B, C, D y
nuevamente A. Como el lazo está sobre una superficie con curvatura, el vector cambia después
de una vuelta y se convierte ahora en el vector de color rojo. Imagen modificada de [10].

∂e⃗ν
∂xλ

= Γµ
νλe⃗µ. (2.7)

También podemos escribir los śımbolos de Christoffel en términos de las derivadas parciales
de la métrica,

Γµ
νλ =

1

2
gµρ (gρν,λ + gρλ,ν − gνλ,ρ) , (2.8)

donde

gρν,λ ≡ ∂gρν
∂xλ

.

Entonces, un vector que se transporta paralelamente en un espacio plano alrededor de
un lazo cerrado será el mismo al principio y al final, los śımbolos de Christoffel son cero y,
por tanto, el tensor de Riemann también es cero. Si el espacio no es plano, habrá un cambio
en el vector después de transportarlo y podemos atribuir este cambio a la curvatura [10]. Si
contraemos el primer y tercer ı́ndice del tensor de Riemann obtenemos el tensor de Ricci:

Rµν = Rα
µαν = Γα

µν,α − Γα
µα,ν + Γα

σαΓ
σ
µν − Γα

σνΓ
σ
µα. (2.9)

Y de manera similar, podemos definir el escalar de Ricci como:

R ≡ gµνRµν . (2.10)

Definimos entonces el tensor de Einstein en términos del tensor y del escalar de Ricci:

Gµν = Rµν −
1

2
gµνR. (2.11)

Por último, podemos escribir las ecuaciones de Einstein indicando expĺıcitamente el tensor de
Einstein
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Rµν −
1

2
gµνR =

8πG

c4
Tµν . (2.12)

2.3. Las ecuaciones que describen la dinámica del universo

Usando la notación de Einstein podemos escribir la métrica 2 FLRW a través del elemento
de ĺınea como:

ds2 = gµνdx
µdxν = −c2dt2 + gijdx

idxj = −c2dt2 + a2(t)g̃ijdx
idxj ,

en donde

gµν =


−1 0 0 0

0 a2

1−k(r/R0)2
0 0

0 0 a2r2 0
0 0 0 a2r2sen2θ

 ,

y

gij = a2(t)g̃ij .

Empezamos calculando los śımbolos de Christoffel, los cuales se pueden resumir en [12]

Γλ
µν −→ Γ0

00, Γ0
0i, Γ0

ij , Γi
00, Γi

0j , Γi
jk.

Utilizando (2.8) y la métrica de FLRW obtenemos:

Γ0
00 = 0, (2.13)

Γ0
0i = 0, (2.14)

Γ0
ij = c−1ȧag̃ij , (2.15)

Γi
00 = 0, (2.16)

Γi
0j = δijc

−1 ȧ

a
, (2.17)

Γi
jk = Γ̃i

jk. (2.18)

Ahora, el tensor de Ricci también lo podemos resumir como

Rµν −→ R00, R0i, Rij .

Utilizando (2.9) y (2.13) - (2.18)

2Las dimensiones de las componentes de la métrica dependen de las coordenadas que se utilicen; es decir,
las componentes de la métrica no son invariantes ante cambios de coordenadas. En cambio, el elemento de ĺınea
si es un invariante y sus dimensiones siempre son el cuadrado de una distancia elemental.
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R00 = −3c−2 ä

a
, (2.19)

R0i = 0, (2.20)

Rij = c−2

(
aä+ 2ȧ2 + 2

kc2

R2
0

)
g̃ij . (2.21)

Y por lo tanto también podemos obtener el escalar de Ricci usando (2.10) y (2.19) - (2.21)

R =
6

c2a2

(
aä+ ȧ2 +

kc2

R2
0

)
. (2.22)

El tensor de enerǵıa momento más simple que cumple con las propiedades de la métrica de
FLRW es aquel que describe a un fluido perfecto en donde la densidad de enerǵıa y la presión
solo dependen del tiempo [12]

Tµν =


ρ 0 0 0
0 p 0 0
0 0 p 0
0 0 0 p

 . (2.23)

Si sustituimos las ecuaciones (2.23), (2.22) y (2.19) - (2.21) en (2.12), podemos reescribir las
ecuaciones de Einstein. La primer ecuación se obtiene de la componente 00,

R00 −
1

2
g00R =

8πG

c4
T00, (2.24)(

ȧ

a

)2

=
8πG

3c2
ρ− kc2

R2
0a

2
, (2.25)

y se conoce como la ecuación de Friedmann. La segunda ecuación diferente de cero se obtiene
tomando la traza de las ecuaciones de Einstein

Rµνg
µν − 1

2
gµνg

µνR =
8πG

c4
Tµνg

µν ,

de donde obtenemos

ä

a
= −4πG

3c2
(ρ+ 3p) , (2.26)

que se conoce como la ecuación de aceleración. Derivemos ahora la ecuación de Friedmann

2

(
ȧ

a

)(
aä− ȧ2

a2

)
=

8πG

3c2
ρ̇+

2kc2

R0a3
ȧ, (2.27)(

ä

a

)
−
(
ȧ

a

)2

=
(a
ȧ

) 4πG

3c2
ρ̇+

kc2

R0a2
. (2.28)

Sustituyendo en la ecuación de aceleración y cancelando términos obtenemos

ρ̇+ 3
ȧ

a
(ρ+ p) = 0, (2.29)

que es la ecuación de fluidos.
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2.4. La ley de Hubble y modelos cosmológicos simples

Recordando lo que se dijo en la sección 2.1 respecto a la métrica, podemos saber la dis-
tancia entre dos puntos para un universo en expansión si utilizamos la métrica de FLRW.
Pongamos un punto en el origen y otro punto en las coordenadas comóviles (r, θ, ϕ); en donde
las coordenadas comóviles son aquellas que se mueven junto a la expansión. La distancia entre
estos dos puntos se puede obtener del elemento de ĺınea de la ecuación (2.2) para cierta t con
θ y ϕ constantes [6]

ds = a(t)dr. (2.30)

Integrando esta última expresión

d(t) = a(t)

∫ r

0
dr = a(t)r. (2.31)

Podemos saber también la velocidad con la que se mueve un punto respecto del otro si se
deriva la expresión anterior; como r es una coordenada comóvil y por lo tanto es constante
en el tiempo

ḋ = ȧr =
ȧ

a
d. (2.32)

Si hemos puesto atención esta última expresión debe recordarnos a la ley de Hubble que
mencionamos al principio de este caṕıtulo, de donde obtenemos

H(t) =
ȧ(t)

a(t)
. (2.33)

Se debe notar que aunque H es constante en el espacio, no necesariamente es constante en el
tiempo. Si sustituimos lo anterior en la ecuación de Friedmann quedaŕıa la siguiente expresión

H2 =
8πG

3c2
ρ− kc2

R2
0a

2
. (2.34)

Es conveniente escribir la ecuación de Friedmann de forma adimensional a través del parámetro
de densidad Ω, con el cual también podemos especificar de una buena forma la densidad del
universo. Definimos la densidad cŕıtica como el valor de ρ para el cual el universo tiene una
geometŕıa plana dada una H. Haciendo k = 0 y despejando ρ de la ecuación anterior, la
densidad cŕıtica seŕıa entonces

ρc(t) =
3c2

8πG
H2. (2.35)

La densidad cŕıtica nos da un valor de referencia con el cual comparar la densidad del universo.
Es con esto que definimos el parámetro de densidad como

Ω(t) ≡ ρ(t)

ρc(t)
. (2.36)

Si el parámetro de densidad evaluado en un tiempo t es igual a uno, tendŕıamos un universo
plano; si es menor a uno, un universo con curvatura negativa y si es mayor a uno, un universo
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con curvatura positiva. Utilizando el parámetro de densidad y la densidad cŕıtica podemos
escribir la ecuación de Friedmann de la siguiente manera

Ω− 1 =
kc2

R2
0a

2H2
. (2.37)

Como H depende del tiempo, Ω también depende del tiempo. Al valor actual del parámetro
de densidad se le denota como Ω0.

Ahora que ya reescribimos las ecuaciones Einstein de una forma conveniente, pasaremos a
resolverlas para casos simples. La ecuación de Friedmann nos dice cómo evoluciona el factor de
escala del universo, y la ecuación de fluidos nos dice cómo evoluciona la densidad de enerǵıa.
Estas dos ecuaciones dependen de a, ρ y p. Entonces tenemos dos ecuaciones y tres incógnitas,
si queremos resolverlas necesitamos una ecuación más. Esta última se conoce como ecuación
de estado y nos da una relación entre la densidad de enerǵıa y la presión

p = wρ. (2.38)

Sustituyendo (2.38) en (2.29)

ρ̇+ 3(1 + w)
ȧ

a
= 0, (2.39)

de donde obtenemos

ρ(a) = ρ0a
−3(1+w). (2.40)

Para un universo plano, k = 0, la ecuación de Friedmann se reduce a

ȧ2 =
8πGρ0
3c2

a−(1+3w). (2.41)

Si suponemos a ∝ tq [6], obtenemos que el lado izquierdo de la ecuación (2.41) ∝ t2q−2 y el
lado derecho ∝ −q(1 + 3w); realizando un poco de álgebra obtenemos

q =
2

3 + 3w
. (2.42)

Normalizando la ecuación anterior se obtiene que el factor de escala del universo seŕıa

a(t) =

(
t

t0

)2/3+3w

, (2.43)

y por lo tanto la constante de Hubble seŕıa

H =
ȧ

a
=

2

3(1 + w)
t−1. (2.44)

Si sustituimos (2.43) en (2.40)

ρ(t) = ρ0

(
t

t0

)−2

. (2.45)

Esta última ecuación es válida para cualquier valor de w. Con las ecuaciones anteriores ya
podemos obtener como evolucionan a, ρ yH para diferentes épocas en el universo dependiendo
del valor de w en la ecuación de estado.
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2.4.1. Materia

En un universo plano dominado por materia no relativista que ejerce una presión despre-
ciable (p = 0), la ecuación de estado quedaŕıa caracterizada por w = 0. Entonces, utilizando
las ecuaciones (2.43), (2.44) y (2.45)

am(t) =

(
t

t0

)2/3

, H0 =
2

3t0
, ρ = ρ0a

−3 =
ρ0t

2
0

t2
. (2.46)

2.4.2. Radiación

En un universo plano dominado por radiación p = 1
3ρ y, de acuerdo a la ecuación de

estado, w = 1
3 . Haciendo lo mismo que en el caso de materia

ar(t) =

(
t

t0

)1/2

, H0 =
1

2t0
, ρ = ρ0a

−4 =
ρ0t

2
0

t2
. (2.47)

2.4.3. Constante cosmológica

Para un universo plano dominado por una constante cosmológica, la ecuación (2.25) se
convierte en (

ȧ

a

)2

=
8πG

3c2
ρΛ. (2.48)

Como ρΛ es constante, podemos reescribir la ecuación anterior como [6]

ȧ = H0a, (2.49)

donde

H0 =

(
8πGρΛ
3c2

)1/2

. (2.50)

La solución para el factor de escala entonces seŕıa

aΛ(t) = eH0(t−t0). (2.51)
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Figura 2.5: Dependencia del factor de escala del universo como función del tiempo para dife-
rentes ecuaciones de estado: universo plano dominado por radiación (verde), universo plano
dominado por materia (naranja), universo vaćıo ρ = 0 (azul) y universo plano dominado por
una constante cosmológica (rojo).

2.5. Historia térmica del universo

La radiación cósmica de fondo muestra que las part́ıculas en el universo temprano es-
taban uniformemente distribuidas y en equilibrio térmico. Por lo tanto, podemos utilizar la
termodinámica que ya conocemos [13].

Si suponemos también que en esta época las part́ıculas no interaccionan entre śı; la den-
sidad de número n, la densidad de enerǵıa ρ y la presión p de este gas de part́ıculas con g
grados de libertad se pueden escribir en términos de la función de distribución f(p⃗) utilizando
unidades naturales3 de la siguiente forma [13]

n =
g

(2π)3

∫
d3pf(p⃗),

ρ =
g

(2π)3

∫
d3pE(p⃗)f(p⃗),

p =
g

(2π)3

∫
d3p

|p⃗|2

3E(p⃗)
f(p⃗),

(2.52)

3Cuando se utilizan unidades naturales se establece que c = kb = h̄ = 1 y por lo tanto solo existe una
dimensión fundamental, la enerǵıa.
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donde

E(p⃗)2 = p2 +m2 y f(p⃗) =
1

e(E−µ)/T ± 1
.

La función de distribución depende de dos parámetros: la temperatura T , que depende de la
densidad de enerǵıa en el sistema; y el potencial qúımico µ, que depende de la densidad de
número del sistema [13].

En el ĺımite ultrarelativista la temperatura es mucho más grande que la masa de la part́ıcu-
la, T ≫ m, y por lo tanto podemos aproximar E =

√
p2 +m2 ≈ p. Para |µ| ≪ T y m ≪ T ,

podemos aproximar µ = 0 y m = 0 y aśı obtenemos [13]

n =
g

(2π)3

∫ ∞

0

4πp2dp

ep/T ± 1
=


3

4π2
ζ(3)gT 3. fermiones

1

π2
ζ(3)gT 3. bosones

(2.53)

ρ =
g

(2π)3

∫ ∞

0

4πp3dp

ep/T ± 1
=


7

8

π2

30
gT 4. fermiones

π2

30
gT 4. bosones

(2.54)

p =
g

(2π)3

∫ ∞

0

4
3πp

3dp

ep/T ± 1
=

1

3
ρ ≈

{
1.0505nT. fermiones
0.9004nT. bosones

(2.55)

El promedio de la enerǵıa de una part́ıcula seŕıa

⟨E⟩ = ρ

n
=


7π4

180ζ(3)
T ≈ 3.151T. fermiones

π4

30ζ(3)
T ≈ 2.701T. bosones

(2.56)

En el ĺımite no relativista las enerǵıas cinéticas son mucho menores que las masas de las
part́ıculas, T ≪ m, podemos aproximar E = m + p2/2m. Además en este caso también se
cumple que T ≪ m− µ por lo que

eE−µ/T ± 1 ≈ eE−µ/T , (2.57)

y aśı obtenemos [13]

n = g

(
mT

2π

)3/2

e−
m−µ
T , (2.58)

ρ = n

(
m+

3T

2

)
, (2.59)

p = nT, (2.60)

⟨E⟩ = m+
3T

2
. (2.61)
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Si comparamos ambos ĺımites, el no relativista y el ultrarelativista, encontramos que para
una temperatura por debajo de la masa de la part́ıcula; la densidad de número, la densidad
de enerǵıa y la presión decaen de forma exponencial. Lo que está pasando es que cuando
la temperatura está por encima de la masa de la part́ıcula, las reacciones de creación y
aniquilación están balanceadas, pero una vez que la temperatura cae por debajo de la masa
de la part́ıcula, la enerǵıa ya no es la suficiente para crear part́ıculas y por lo tanto estas
cantidades bajan [13].

Consideremos ahora que en el universo temprano estaban las part́ıculas en el Mode-
lo Estándar actual. Abajo se muestra una tabla con las part́ıculas incluidas en el Modelo
Estándar con sus respectivas masas y grados de libertad.

Quarks t 172.76 ± 0.30 GeV t̄ spin = 1
2

g = 2 · 2 · 3 = 12
b 4.18 ± GeV b̄ 3 colores
c 1.27 ± 0.02 GeV c̄
s 93 ± MeV s̄
d 4.67 ± MeV d̄
u 2.16 ± MeV ū

——–
72

Gluones 8 bosones sin masa spin = 1 g = 2
——–

16
Leptones τ− 1776.86 ± 0.12 MeV τ+ spin = 1

2
g = 2 · 2 = 4

µ− 105.658 MeV µ+

e− 510.998 keV e+

——–
12

ντ < 18.5 Mev ν̄τ spin = 1
2

g = 2
νµ < 0.19 Mev ν̄µ
νe < 1.1 eV ν̄e

——–
6

Bosones gauge W+ 80.379 ± 0.012 GeV spin = 1 g = 3
electrodébiles W− 80.379 ± 0.012 GeV

Z0 91.1876 ± 0.0021 GeV
γ 0 (< 1× 10−18eV ) g = 2

——–
11

Boson de Higgs H0 125.25 ± 0.17 GeV spin = 0 g = 1
——–

1

gf = 72 + 12 + 6 = 90
gb = 16 + 11 + 1 = 28

Cuadro 2.1: Se muestran las part́ıculas en el Modelo Estándar de Cosmoloǵıa. En la primera
columna escribimos el nombre de la familia de part́ıculas seguida (en la segunda columna) de
los tipos de part́ıculas para posteriormente especificar sus masas, espines y número de grados
de libertad; mismos que son compartidos por sus antipart́ıculas [14].

La densidad de enerǵıa total en el universo es la suma de todas las densidades de enerǵıa
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de las diferentes especies de part́ıculas:

ρ(T ) = Σρi(T ).

En el universo temprano la densidad de enerǵıa de las part́ıculas relativistas era dominante
sobre las part́ıculas no relativistas; utilizando la ecuación (2.54) podemos escribir la densidad
de enerǵıa como [13]

ρ(T ) =
π2

30
gb(T )T

4 +
π2

30

7

8
gf (T )T

4, (2.62)

donde gb es la suma sobre todos los bosones relativistas y gf la suma sobre todos los fermiones
relativistas. Factorizando y definiendo el número de grados de libertad efectivos como

g∗(T ) = gb(T ) +
7

8
gf (T ), (2.63)

obtenemos que la densidad de enerǵıa es

ρ(T ) =
π2

30
g∗(T )T

4. (2.64)

Despejando g∗(T ) de la ecuación anterior, podemos redefinir el número de grados de libertad
como

g∗(T ) ≡
30

π2

ρ(T )

T 4
, (2.65)

y

g∗p(T ) ≡
90

π2

p(T )

T 4
, (2.66)

utilizando la ecuación (2.55). Del cuadro 2.1 sabemos que para T ≫ mt ∼ 175 GeV , todas
las part́ıculas son relativistas. Si sumamos todos sus grados internos de libertad

g∗ = 90 +
7

8
· 28 = 106.75. (2.67)

La transición electrodébil ocurrió alrededor de T ∼ 100 GeV y parece que durante este
periodo g∗ no cambia. Las primeras part́ıculas que se aniquilan en esta fase son los quarks t.
Los siguientes en aniquilarse son los bosones W±, Z0 y H0. A T ∼ 10 GeV , tenemos

g∗ = 18 +
7

8
· 78 = 86.25. (2.68)

Los siguientes en aniquilarse son los quarks b y c y después el leptón τ . Si ya hubo tiempo
para que el quark s se aniquilara, entonces tendŕıamos

g∗ = 18 +
7

8
· 38 = 51.25. (2.69)

A T ∼ 150 MeV , empieza la transición de fase QCD, en donde la interacción entre los
quarks y gluones restantes ya no es despreciable. En esta transición de fase los quarks y los
gluones forman sistemas de tres quarks, llamados bariones, y pares quark-antiquark, llamados
mesones. Hay muchas especies de bariones y mesones, pero solo los piones son relativistas por
debajo de la temperatura de la transición QCD. Entonces las únicas part́ıculas que quedan
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Figura 2.6: Evolución de varias cantidades como funciones de la temperatura. La ĺınea pun-
teada corresponde a la densidad de número (g ⋆ n), la de puntos y trazos cortos azules a la
presión (g ⋆ p), la de trazos largos verdes a la densidad de entroṕıa (g ⋆ s) y la ĺınea sólida
roja a la densidad de enerǵıa (g ⋆ ϵ) [15].

ahora son piones, muones, electrones, neutrinos y fotones. Los siguientes en aniquilarse son
los piones y los muones, a T ∼ 100 MeV

g∗ = 2 +
7

8
· 10 = 10.75. (2.70)

Finalmente, a T ∼ 500 keV , se aniquilan los electrones [13].
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Caṕıtulo 3

Cosmoloǵıa inflacionaria

3.1. Los problemas de la vieja cosmoloǵıa

El modelo del Big Bang es la mejor descripción que tenemos del universo. Sin embargo, a
pesar de todos los éxitos que esta teoŕıa nos ha dado, hay algunas cosas que este modelo no
puede explicar, por ejmplo, el problema de planitud, el problema del horizonte y la abundancia
de part́ıculas reliquia. En las siguientes páginas se revisarán dichos problemas.

3.1.1. El problema de la planitud

De acuerdo con la ecuación de Friedmann que escribimos en términos del parámetro de
densidad (2.37), cuando Ω = 1 el universo es plano ya que la densidad cŕıtica es igual a la
densidad del universo. De esa misma ecuación sabemos que

Ω− 1 ∝ a−2H−2. (3.1)

Utilizando los resultados obtenidos en la sección 2.4.2, durante un periodo dominado por
radiación [2]

a2H2 ∝ (t1/2)2(t−1)2 = t−1, (3.2)

y por lo tanto

Ω− 1 ∝ t. (3.3)

Para un periodo dominado por materia, utilizando los resultados de la sección 2.4.1

a2H2 ∝ (t2/3)2(t−1)2 = t−2/3, (3.4)

y por lo tanto

Ω− 1 ∝ t2/3. (3.5)

En ambos casos se obtiene que el parámetro de densidad para un universo con geometŕıa
plana es una función que depende del tiempo y que además esta función es creciente. Una
pequeña desviación de la densidad cŕıtica resultaŕıa en un universo que se hace más curvo

20



conforme pase el tiempo [2]. Gracias a resultados de la radiación cósmica de fondo junto con
otras observaciones, se sabe que el parámetro de densidad está acotado [6]

|Ω0 − 1| ≤ 0.005.

Este ya es un valor muy cercano a cero, lo cual quiere decir que el parámetro de densidad
era incluso más cercano a uno para etapas más antiguas. Para tener una mejor idea de qué
tan restringido está este valor en diferentes etapas, consideremos un caso simple en que el
universo siempre ha estado dominado por radiación y por lo tanto el parámetro de densidad
tiene una relación lineal con el tiempo. Si el tiempo actual es t0 ≃ 4× 1017 s, entonces, en la
época de desacoplamiento t ≃ 1013

|Ω− 1| ≤ 10−7,

en la época de nucleośıntesis t ≃ 1

|Ω− 1| ≤ 10−20,

y en la escala electrodébil t ≃ 10−12

|Ω− 1| ≤ 10−32.

Entonces, para explicar lo que observamos en el universo actual tenemos que restringir el
parámetro de densidad a un valor muy espećıfico. Podŕıa ser que este valor en realidad si sea
una coincidencia, aunque esta parece una explicación muy improbable y poco satisfactoria [6].

Una cosa buena que sale de que el parámetro de densidad sea prácticamente cero ya en la
época de nucleośıntesis es que nos da una buena excusa para considerar una geometŕıa plana
y simplificar las ecuaciones de Friedmann como lo hicimos en el caṕıtulo 2.4.

3.1.2. El problema del horizonte

La isotroṕıa es una de las caracteŕısticas de la radiación cósmica de fondo que más les
interesa a los f́ısicos. Esto es, si medimos la temperatura de la radiación cósmica de fondo en
dos puntos opuestos en el cielo, vamos a obtener la misma temperatura salvo unas cuantas
cien milésimas, casi como si estos fotones estuvieran en equilibrio térmico. Esta caracteŕıstica
que al principio utilizamos para escribir una métrica simple que describa el comportamiento
del universo, resulta ser un problema para la teoŕıa estándar del Big Bang [6].

La distancia a la superficie de última dispersión en la actualidad es

d(t0) = c

∫ t0

tud

dt

a(t)
,

de donde podemos sacar que d(t0) = 0.98dh(t0) donde dh(t0) es la distancia del horizonte. Esto
quiere decir que la distancia que los fotones viajan desde la superficie de última dispersión
es más pequeña que la distancia al horizonte. Si consideramos dos puntos opuestos en esta
superficie, entonces actualmente están separados una distancia de 1.96dh(t0); es decir, la
distancia es mayor que el horizonte y por lo tanto están desconectados causalmente. Lo que
esto significa es que esos fotones que estamos recibiendo no han tenido tiempo de intercambiar
información entre ellos pero aun aśı tienen la misma temperatura [6].
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Figura 3.1: Cada ćırculo representa el horizonte de lo que está en el centro. Los horizontes
de los fotones que salen de los puntos A y B no tienen ninguna intersección y por lo tanto
están desconectados causalmente, sin embargo, cuando llegan a la tierra tienen la misma
temperatura.

3.1.3. Abundancia de part́ıculas reliquia

Este problema sale de combinar el modelo del Big Bang con conceptos modernos de f́ısica
de part́ıculas, en espećıfico con las teoŕıas de gran unificación. Este tipo de teoŕıas busca
mostrar que la fuerza electromagnética, la fuerza nuclear débil y la fuerza nuclear fuerte son
en realidad diferentes aspectos de una sola fuerza. Las teoŕıas de gran unificación predicen no
sólo la existencia de monopolos magnéticos, sino que también estos debeŕıan ser muy masivos
y, por lo tanto, rápidamente se convertiŕıan en part́ıculas no relativistas que dominaŕıan la
densidad de enerǵıa del universo cuando t ≈ 10−16 s. Sin embargo, las observaciones apuntan
a que ni siquiera existen los monopolos magnéticos, mucho menos que dominan la densidad
de enerǵıa del universo [6]. Otro tipo de part́ıculas que causan este tipo de problemas son los
gravitinos y los campos escalares.
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3.2. Nociones básicas de inflación

Inflación es una hipótesis propuesta en 1981 por Alan Guth [16] que se define como un
periodo en el universo temprano en donde el factor de escala teńıa una aceleración positiva
(ä > 0). De la ecuación de aceleración

ä

a
= −4πG

3c2
(ρ+ 3p) ,

podemos ver que la condición de inflación implica que (ρ+ 3p) < 0 y por lo tanto p < −ρ/3.
El caso más simple de inflación surge cuando el universo está dominado por una constante
cosmológica (w = −1), en tal caso la ecuación de aceleración seŕıa

ä

a
=

Λi

3
> 0,

y la ecuaćıon de Friedmann

H2 =
Λi

3
.

Como se vió en la sección 2.4.3, la solución para el factor de escala seŕıa

a(t) = eHi(t−ti),

con

Hi =

(
Λi

3

)1/2

.

No hay un consenso aún sobre el mecanismo que impulsa a que empiece una época de
inflación en el universo. Dicho esto, hablaremos sobre un mecanismo que podŕıa hacerlo:
un campo escalar. Consideremos entonces un campo escalar ϕ mı́nimamente acoplado cuya
densidad Lagrangiana es [17]

L =
1

2
∂µϕ∂µϕ− V (ϕ) (3.6)

El tensor enerǵıa momento para este campo es

Tµν = ∂µϕ∂νϕ− Lgµν (3.7)

Si asumimos que ϕ es espacialmente homogéneo, el tensor Tµν tiene la forma de un fluido
perfecto en donde la densidad de enerǵıa y la presión son

ρϕ =
1

2
ϕ̇2 + V (ϕ), (3.8)

y

pϕ =
1

2
ϕ̇2 − V (ϕ). (3.9)

Sustituyendo las ecuaciones (3.8) y (3.9) en (2.29), la ecuación de fluidos, obtenemos una
ecuación para el comportamiento de ϕ

ϕ̈+ 3H(t)ϕ̇ = − d

dϕ
V (ϕ) = −V ′(ϕ),
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ϕ̈+ 3H(t)ϕ̇+ V ′(ϕ) = 0 (3.10)

y si sustituimos (3.8) en (2.25), la ecuación de Friedmann, y haciendo k = 0 obtenemos

H2 =
8πG

3

(
1

2
ϕ̇2 + V (ϕ)

)
. (3.11)

La forma estándar para resolver estas ecuaciones es a través de la aproximación de rodamiento
lento en donde el campo vaŕıa lentamente en el tiempo

ϕ̇2 ≪ V (ϕ), (3.12)

y el término ϕ̈ es despreciable. Bajo estas condiciones el campo escalar, al que también se le
llama inflatón, se comporta como una constante cosmológica

ρϕ ≈ −pϕ ≈ V (ϕ), (3.13)

y la ecuación de Friedmann y la ecuación del comportamiento de ϕ se reducen a

H2 ≈ 8πG

3
V (ϕ), (3.14)

y
3Hϕ̇ ≈ −V ′(ϕ). (3.15)

Si definimos los parámetros de rodamiento lento1 como [18]

ϵ(ϕ) =
M2

pl

2

(
V ′

V

)2

, (3.16)

η(ϕ) = M2
pl

V ′′

V
, (3.17)

inflación ocurre cuando

ϵ ≪ 1, (3.18)

y

|η| ≪ 1. (3.19)

También se puede calcular el número de e-folds2 con esta aproximación [12]

N ≡
∫ tf

ti

Hdt ≃
∫ ϕf

ϕi

H

ϕ̇
dϕ ≃ −3

∫ ϕf

ϕi

H2

V ′ dϕ

≃ − 1

M2
pl

∫ ϕf

ϕi

V

V ′dϕ.

(3.20)

1Aqúı utilizamos para los parámetros M2
pl = 1/8πG.

2El número de e-folds nos dice el intervalo de tiempo en el que el factor de escala crece por un factor de e.
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3.3. Solución a problemas cosmológicos a través de inflación

3.3.1. El problema de la planitud

Recordando la ecuación de Friedmann expresada en términos del parámetro de densidad

Ω− 1 =
kc2

a2H2
.

Para la época de inflación H(t) = Hi = constante y a ∝ eHit, lo que nos lleva a

Ω− 1 ∝ e−2Hit.

Durante inflación la diferencia entre el parámetro de densidad y uno decae exponencialmente
con el tiempo. Si ahora comparamos el parámetro de densidad al inicio y al final de inflación,
obtenemos

Ω(tf )− 1

Ω(ti)− 1
= e−2N ,

en donde utilizamos

N =

∫ tf

ti

Hidt = Hi(tf − ti). (3.21)

Si al principio de inflación el universo estaba muy curvado con |Ω(ti) − 1| ∼ 1, entonces al
final de inflación:

Ω(tf )− 1 ∼ e−2N .

Esta última expresión nos da una medida de que tanto se aplanó el universo al final de inflación
dependiendo del número de e-folds. Entonces, podemos hacer que el parámetro de densidad
sea tan cercano a uno como queramos de tal forma que con la expansión posterior del universo
obtengamos el valor para la curvatura que nos dicen las observaciones [2]. El número mı́nimo
de e-folds que se necesitan cuando se compara este modelo con las observaciones es N ≈ 60
[6].

3.3.2. El problema del horizonte

Supongamos que la etapa de inflación sucede entre dos etapas dominadas por radiación.
Es decir, para un tiempo menor a ti la densidad de enerǵıa estaba dominada por radiación,
después, empieza el periodo inflacionario instantáneamente en ti y termina instantáneamente
en tf para volver a una expansión dominada por radiación [6], de forma que el factor de escala
se veŕıa como

a(t) =



ai

(
t

ti

)1/2

t < ti

aie
Hi(t−ti) ti < t < tf

aie
Hi(tf−ti)

(
t

tf

)1/2

t > tf .

(3.22)
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Figura 3.2: A lo largo de las imágenes se ve como la superficie de la esfera se va haciendo
cada vez más plana cuando crece. De la misma manera, la etapa de inflación hace que el
espacio-tiempo se aplane.

La distancia al horizonte a un tiempo t es

dhor(t) = a(t)c

∫ t

0

dt

a(t)
.

Utilizando (3.22) obtenemos la distancia al horizonte cuando empezó inflación

dhor(ti) = a(ti)c

∫ ti

0

dt

ai(t/ti)1/2
= 2cti,

y cuando terminó inflación:

dhor(tf ) = aie
Nc

(∫ ti

0

dt

ai(t/ti)1/2
+

∫ tf

ti

dt

aieHi(t−ti)

)
,

dhor(tf ) = eNc(2ti +H−1
i − e−NH−1

i ).

Si el número de e-folds es grande, entonces la distancia al horizonte al final de inflación es:

dhor(tf ) = eNc(2ti +H−1
i ). (3.23)

Esto indica que el tamaño del horizonte crece exponencialmente durante inflación. Si inflación
empezó en ti ≈ 10−36 s, entonces el horizonte inmediatamente antes de inflación era

dhor(ti) = 2cti ≈ 6× 10−28 m. (3.24)

Si asumimos que el número de e-folds es N = 65 y H−1
i ≈ t−1

i

dhor(fi) = eN3cti ≈ 15 m. (3.25)

Entonces en este modelo la distancia al horizonte creció de 15 m al final de inflación a 200
Mpc en el tiempo de la última dispersión. Esta distancia es lo suficientemente grande para
que puntos opuestos en la superficie de última dispersión estén causalmente conectados [6].
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Figura 3.3: En esta imagen podemos ver como la etapa inflacionaria resuelve el problema del
horizonte a través de conos de luz. Sin una etapa de inflación el cono de luz para la superficie de
última dispersión (el punto rojo) solo llegaŕıa a la ĺınea horizontal verde y diferentes regiones
del CMB no estaŕıan en contacto causal. Con una etapa de inflación el cono de estas regiones
se extiende y; en cierto punto, se traslapan (sombra naranja) por lo que ahora śı están en
contacto causal [19].

3.3.3. Abundancia de part́ıculas reliquia

Inflación provoca que la densidad de número, ya sean monopolos magnéticos o cualquier
otra part́ıcula de la que ya se discutió, sea diluido a tal punto de ser casi indetectable. Cabe
mencionar que esto solo se cumple si durante la época de recalentamiento, de la hablaremos
más adelante, no hay suficiente enerǵıa como para volver a crear estas part́ıculas [2].

3.4. Origen de estructura del universo

El inflatón tiene fluctuaciones cuánticas submicroscópicas. Un periodo inflacionario hace
que estas fluctuaciones se expandan a un nivel macroscópico, causando las inhomogeneidades
en el universo que llevaron a la formación de estructuras. Centrémonos en la formación de
estructuras en la escala de cúmulos de galaxias y supercúmulos de galaxias. La idea básica
detrás de la formación de este tipo de estructuras es la inestabilidad gravitacional. La expan-
sión en un universo dominado por materia provoca que regiones más densas se expandan más
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lento que el universo mismo y, a su vez, estas regiones colapsan en cúmulos ligados gravita-
cionalmente si son lo suficientemente densas. Estos cúmulos al ser tan densos empezarán a
atraer materia de regiones menos densas [6].

Veamos un ejemplo simple [6] de cómo evolucionan en el tiempo pequeñas perturbaciones
en un universo estático y con densidad uniforme ρ̄. Consideremos una esfera de radio R a la
cual le agregamos o quitamos una cantidad pequeña de materia. La densidad en la esfera seŕıa

ρ(t) = ρ̄[1 + δ(t)], (3.26)

con δ ≪ 1. Entonces, a partir de esta expresión simple para la densidad, queremos ver como
evoluciona en el tiempo una pequeña perturbación, es decir, queremos encontrar δ(t). En
este ejemplo primero encontraremos dos ecuaciones que relacionen el radio R de la esfera y
la perturbación δ y luego resolveremos este sistema de ecuaciones para deltas pequeñas. La
primera ecuación es la de la aceleración gravitacional en la superficie de la esfera

R̈ = −G∆M

R2
= −4π

3
GRρ̄δ, (3.27)

R̈

R
= −4π

3
Gρ̄δ. (3.28)

Si δ > 0, es decir que hay un exceso de masa, la esfera colapsa. La segunda ecuación es la
masa de la esfera, que permanece constante durante el colapso

M =
4π

3
ρ̄(t)[1 + δ(t)]R3(t).

Despejando R(t) de la segunda ecuación y definiendo

R0 ≡
(
3M

4πρ̄

)−1/3

, (3.29)

obtenemos
R(t) = R0[1 + δ(t)]−1/3. (3.30)

Si δ ≪ 1

R(t) ≈ R0

(
1− 1

3
δ

)
. (3.31)

Derivando dos veces

R̈(t) ≈ −1

3
R0δ̈ ≈ −1

3
Rδ̈. (3.32)

Sustituyendo este resultado en la ecuación (3.27) obtenemos

δ̈ = 4πGρ̄δ, (3.33)

cuya solución más general es

δ(t) = A1e
t/tdin +A2e

−t/tdin , (3.34)
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Figura 3.4: Mapa del universo del SDSS (Sloan Digital Sky Survey) en donde cada punto
representa una galaxia en el universo.

con

tdin =

(
1

4πGρ̄

)1/2

. (3.35)

Después de un tiempo, el término exponencial creciente empieza a dominar. Esta solución
nos indica que, en este modelo simple, pequeñas fluctuaciones en la densidad en un universo
estático crecen exponencialmente con el tiempo [6].

3.5. La época de recalentamiento

Para recuperar el modelo del Big Bang, la enerǵıa potencial del inflatón debe convertirse
en las part́ıculas del Modelo Estándar y el universo debe termalizarse al final de inflación. A
esta etapa se le conoce como época de recalentamiento.
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3.5.1. Recalentamiento canónico

Con las ecuaciones (3.10) y (3.11) podemos saber la evolución del inflatón para un potencial
espećıfico. Consideremos el potencial

V (ϕ) =
1

2
m2ϕ2. (3.36)

La ecuaciones que describen la dinámica del inflatón son

ϕ̈+ 3Hϕ̇+m2ϕ = 0, (3.37)

H2 =
8π

3M2
p

(
1

2
ϕ̇2 +

1

2
m2ϕ2

)
. (3.38)

Se puede parametrizar la ecuación (3.38) con el parámetro de Hubble H y la variable θ de la
siguiente forma [20]

ϕ̇ =

√
3

4π
HMp sin θ, (3.39)

mϕ =

√
3

4π
HMp cos θ. (3.40)

Si derivamos la ecuación (3.39) y la reemplazamos en (3.37) obtenemos

Ḣ = −H(3H + (θ̇ +m) cot θ), (3.41)

que se puede separar como

Ḣ = −3H2 sin2 θ, (3.42)

y

θ̇ = −m− 3

2
H sin 2θ. (3.43)

Ahora, como queremos saber ϕ(t) necesitamos resolver las dos ecuaciones diferenciales ante-
riores. Si consideramos un mt ≫ 1 −→ m ≫ 1/t ∼ H, el segundo término de la ecuación
(3.43) se puede ignorar y la solución para la ecuación de θ quedaŕıa como θ ≈ −mt. Por
lo tanto el campo escalar oscila con un frecuencia ω ∝ m. Integrando la ecuación (3.42) y
sustituyendo el valor de θ:

H(t) =
2

3t

(
1− sin(2mt)

2mt

)−1

. (3.44)

Haciendo un desarrollo en (mt)−1

H(t) ≃ 2

3t

(
1 +

sin(2mt)

2mt

)
, (3.45)

sustituyendo en (3.40) obtenemos el comportamiento para ϕ(t)

ϕ(t) ≃ Φ(t) cos(mt)

(
1 +

sin(2mt)

2mt

)
, (3.46)
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donde

Φ(t)
Mp√
3πmt

. (3.47)

De la ecuación (3.45) podemos saber el comportamiento del factor de escala

a(t) ∝ t2/3,

que es igual al factor de escala de un universo dominado por materia (o part́ıculas no relati-
vistas de masa m), y por lo tanto la densidad de enerǵıa decae como

ρϕ ∼ a−3 ∼ t−2. (3.48)

Entonces podemos ver a las oscilaciones del campo escalar ϕ como una colección de part́ıculas
escalares mutuamente independientes que oscilan a la misma frecuencia m. Para intervalos
de tiempo más grandes que el periodo de oscilación [20], podemos relacionar la densidad de
enerǵıa y la densidad de número utilizando la ecuación (3.47)

ρϕ =
1

2
m2Φ2,

y como ρϕ ∼ nm

nϕ =
1

2
mΦ2.

La época de recalentamiento empieza cuando la densidad de enerǵıa del inflatón se transfiere
a la densidad de enerǵıa de otros campos, lo que conlleva a que la amplitud de oscilación
decaiga aún más.
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Figura 3.5: En la figura se muestra al inflatón rodando por el potencial. La parte sombreada
representa la época de inflación. Después de esta época el inflatón oscila en el mı́nimo como se
muestra con las flechas. Esta es la época de recalentamiento en donde la enerǵıa del inflatón
se convierte en las part́ıculas del Modelo Estándar [21].
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Caṕıtulo 4

Restricciones a modelos de inflación
provenientes de recalentamiento

4.1. La idea general

El objetivo final es estudiar modelos de inflación y obtener cotas para diferentes canti-
dades cosmológicas para un modelo en espećıfico. Primero, se reescriben los parámetros que
definen al potencial en términos de las observables r (la relación tensor-escalar) y ns (el ı́ndice
espectral escalar). Despúes, como dichas cantidades cosmológicas ya están en términos de r y
ns, podemos restringirlas con los valores ĺımite observacionales/teóricos de los mismos r y ns

[22]. De la aproximación de rodamiento lento, las observables están dadas por [22]

nt = −2ϵ = −r

8
,

ns = 1 + 2η − 6ϵ,

ntk = 4ϵ(η − 2ϵ) =
r

8

(
ns − 1 +

3

8
r

)
,

nsk = 16ηϵ− 24ϵ2 − 2ξ2,

As(k) =
1

24π2ϵ

Vk

M4
pl

.

Aqúı denotamos nsk ≡ dns
d ln k y ntk ≡ dnt

d ln k . La amplitud de las perturbaciones de densidad
escalares con número de onda k es As(k). Todas las cantidades anteriores están evaluadas en
la escala pivote k = kp y los parámetros de rodamiento lento se definen como [22]

ϵ ≡
M2

pl

2

(
V ′
V

)2

,

η ≡ M2
pl

V ′′

V
,

ξ2 ≡ M4
pl

V ′V ′′′

V 2
,
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Figura 4.1: Evolución de la escala comóvil 1/aH. La ĺınea sólida representa la evolución desde
la escala pivote durante inflación (pendiente -1), pasando por la etapa de recalentamiento, la
etapa de radiación (pendiente 1), la etapa de materia (pendiente 1/2 ) y finalmente la época
actual (pendiente -1). La ĺınea punteada representa la escala pivote [23]

.

en donde nuevamente M2
pl ≡ 1/8πG es la masa reducida de Planck con un valor de 2.44×1018

GeV y la notaćıon (′) representa una derivada respecto al campo ϕ [22].
Se puede relacionar la escala de Hubble comóvil akHk = k a la escala presente de la

siguiente manera [24]

k

a0H0
=

ak
ae

ae
are

are
aeq

aeqHeq

a0H0

Hk

Heq
, (4.1)

donde cada sub́ındice representa diferentes épocas; (e) para el final de inflación, (re) para
recalentamiento, (eq) para la igualdad entre radiación y materia y (0) para la época actual.
Usando la definición para el número de e-folds tenemos eNk = ae/ak, eNre = are/ae, eNrd =
aeq/are y tomando el logaritmo natural obtenemos

ln
k

a0H0
= −Nk −Nre −Nrd + ln

aeqHeq

a0H0
+ ln

Hk

Heq
. (4.2)

El parámetro de Hubble durante inflación esta dado porHk = πMpl(rAs)
1/2/

√
2 y la amplitud

escalar primordial es ln(1010As) = 3.089 según los resultados de Planck [25]. Con la ecuación
(2.40) para la densidad de enerǵıa

ρ = a−3(1+w),
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y la definición del número de e-folds podemos obtener una expresión para el número de e-folds
durante recalentamiento

Nre = [3(1 + wre)]
−1 ln

(
ρe
ρre

)
. (4.3)

La densidad de enerǵıa al final de la etapa de recalentamiento es

ρre =
π2

30
greT

4
re. (4.4)

En un universo en expansión la densidad de entroṕıa esta dada por

s ≡ ρ+ p

T
,

y si está dominada por part́ıculas relativistas, entonces con buena aproximación la densidad
de entroṕıa es

s =
2π2

45
gs,reT

3,

donde, sumando todas las especies relativistas y permitiendo la posibilidad de que algunas
especies puedan tener una temperatura Ti diferente de la temperatura T de aquellas especies
que permanecen en equilibrio térmico,

gs,re =
∑

i=bosones

gi

(
Ti

T

)3

+
7

8

∑
i=fermiones

gi

(
Ti

T

)3

.

La entroṕıa se mantuvo constante desde Tre y por lo tanto se preserva en el CMB y en el
fondo de neutrinos actual, por lo que la relación anterior nos lleva a

gs,re =
1

T 3

 ∑
i=bosones

giT
3
i +

7

8

∑
i=fermiones

giT
3
i

 =
1

T 3

(
2T 3

0 + 6× 7

8
T 3
ν0

)
,

en donde la temperatura actual del CMB es T0 = 2.725 K y la temperatura del fondo de
neutrinos es Tν0 = (4/11)1/3T0, por lo tanto

gs,re =
T 3
0

T 3

43

11
.

Para un universo dominado por part́ıculas relativistas T = T0 y la expresión anterior seŕıa
entonces gs,re =

43
11 .

Podemos pensar que la entroṕıa producida en varios procesos en el universo es insignifi-
cante comparada con la entroṕıa total del universo mismo, por lo tanto se puede tratar a la
expansión del universo como adiabática de tal forma que la entroṕıa total se conserva

d(sa3) = 0 ⇒ gs,reT
3a3 = cte,

entonces
gs,reT

3
rea

3
re = gs,reT

3
0 a

3
0,
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lo que nos lleva a

Tre

T0
=

(
43

11gs,re

)1/3 a0
aeq

aeq
are

. (4.5)

Combinando las ecuaciones (4.3), (4.4) y (4.5) obtenemos

3(1 + wre)

4
Nre =

1

4
ln

30

π2gre
+

1

4
ln

ρe
T 4
0

+
1

3
ln

11gs,re
43

+ ln
aeq
a0

−Nrd. (4.6)

Combinando las ecuaciones (4.2) y (4.6) tenemos

Nre =
4

1− 3wre

[
−Nk −

1

3
ln

11gs,re
43

− 1

4
ln

30

π2gre
− ln

ρ
1/4
e k

Hka0T0

]
, (4.7)

que es una expresión para el número de e-folds durante recalentamiento independiente del
modelo que se utilice para inflación. Utilizando esta última expresión y la ecuación (4.2) el
número de e-folds durante la etapa dominada por radiación esta dado por

Nrd = −3(1 + wre)

4
Nre +

1

4
ln

30

π2gre
+

1

3
ln

11gs,re
43

+ ln
aeqρ

1/4
e

a0T0
. (4.8)

De la ecuación (4.3) podemos saber la temperatura al final de la fase de recalentamiento

Tre =

(
30ρe
π2gre

)1/4

e−
3
4
(1+wre)Nre . (4.9)

La ecuación (4.7) también puede escribirse de la siguiente manera

Nre = (1− 3wre)
−1

(
ln

[
Vk

Ve
re−4Nk

]
+ ln

[
π4Asgre

270

(
43

11gs,re

)4/3(a0T0

k

)4
])

, (4.10)

donde Vk es el valor del potencial cuando el modo k sale del radio de Hubble durante inflación
y Ve es el valor del potencial al final de inflación y se utilizó

ρe =
3

2
Ve =

9

2

Ve

Vk
H2

kM
2
pl = M4

pl

9π2As

4

Ve

Vk
r, (4.11)

y

we =
pe
ρe

=
Ke − Ve

Ke + Ve
, (4.12)

que nos lleva a

Ke = −Ve
we + 1

we − 1

∣∣∣∣
we=−1/3

=
1

2
Ve, (4.13)

y por lo tanto

ρe = Ke + Ve =
3

2
Ve. (4.14)

Para potenciales que se comportan como V ∼ ϕn alrededor del mı́nimo se tiene que la ecuación
de estado está dada por [26]
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w =
n− 2

n+ 2
. (4.15)

El procedimiento que se sigue con los casos del potencial que consideramos es el siguiente:
se impone la restricción Nre ≥ 0 de donde se sacan nuevos ĺımites para las observables r y
ns, en todos los casos se considera que la ecuación de estado es w = 0. Después, utilizan-
do los nuevos ĺımites para las observables, se obtienen nuevos ĺımites para otras cantidades
cosmológicas.

En el apéndice A se puede ver un ejercicio ilustrativo para un potencial más sencillo (del
tipo leyes de potencia) en donde se muestra el procedimiento descrito anteriormente.

4.2. Restricciones a modelos de inflación del tipo atractores
α provenientes de recalentamiento

La clase de atractores alfa que estudiaremos están dados por el potencial

V = V0

(
1− sechp

(
λ

ϕ

Mpl

))
, (4.16)

el cual es una generalización del potencial básico dado por el caso p = 2

V = V0

(
1− sech2

(
λ

ϕ

Mpl

))
= V0 tanh

2

(
λ

ϕ

Mpl

)
,

en donde λ = 1/
√
6α. Este potencial alrededor del mı́nimo se comporta como

V

V0
=

1

2
p

(
λ

ϕ

Mpl

)2

+
1

24
p(2 + 3p)

(
λ

ϕ

Mpl

)4

+ ...

que es una función cuadrática para una p razonable. Sustituyendo la ecuación para la amplitud
de las perturbaciones escalares As en ϕk

As(k) =
1

24π2ϵk

Vk

M4
pl

, (4.17)

en la ecuación (4.16) y utilizando la definición de ϵk tenemos

Se =

(
1−

3π2AsM
4
plr

2V0

)1/p

, (4.18)

en donde

Se ≡ sech

(
λ
ϕk

Mpl

)
. (4.19)

En términos de Se los parámetros de rodamiento lento son

ϵk =
p2Se2p

(
1− Se2

)
2(1− Sep)2

λ2, (4.20)
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V(ϕ)
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ϕ
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Figura 4.2: En la figura se muestra la gráfica del potencial según la ecuación (4.16) para
cuatro valores de p. Nótese que el potencial solo se ensancha dependiendo del valor de p, pero
siempre es positivo.

ηk =
pSep

(
Se2 − p

(
1− Se2

))
1− Sep

λ2. (4.21)

Con la ecuación 16ϵk = r podemos obtener

λ =

(
r (1− Sep)2

8p2Se2p
(
1− Se2

))1/2

. (4.22)

Entonces, el valor del inflatón al salir del horizonte es

ϕk =
Mpl

λ
arcsech(Se). (4.23)

Ahora podemos encontrar el ı́ndice running

nsk =
3

32
r2 − 1

2
δnsr −

1

4
r(p2 − (1 + p)(2 + p)Se2)

(
r(1− Sep)2

8p2Se2p(1− Se2)

)
. (4.24)

4.2.1. El modelo para p = 1

Para p = 1 el potencial esta dado por

V = V0

(
1− sech

(
λ

ϕ

Mpl

))
. (4.25)
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De la ecuación (4.18)

Se = 1−
3π2AsM

4
plr

2V0
, (4.26)

y de la ecuación (4.22) sigue que

λ =

√
As√

2
3

(
4 V0

M4
pl
− 3π2Asr

)(
2 V0

M4
pl
− 3π2Asr

)2

V0

M4
pl

rπ. (4.27)

El parámetro V0 sigue de resolver δns + 2η − 3
8r = 0

V0 =
3π2AsM

4
plr
(
24δns − r +

√
64δ2ns

+ 16δnsr + 17r2
)

16(4δns − r)
, (4.28)

y de la ecuación (4.23)

ϕk =
Mpl

λ

(
−8δns + 3r +

√
64δ2ns

+ 17r2 + 16δnsr

16δns + 2r

)
, (4.29)

mientras que el final de inflación esta dado al resolver ϵ = 1

ϕe =
Mpl

λ
arcsech

(
−λ2 −R

2/3
1 + 6

3λ 3
√
R1

− 1

3

)
, (4.30)

donde R1 = λ3 + 3
√
6
√
−λ4 + 22λ2 + 4− 36λ. El número de e-folds durante inflación es

Nk =
1

λ2

(
cosh

(
λ
ϕk

Mpl

)
− cosh

(
λ

ϕe

Mpl

)
− 2 ln

[
cosh

(
λ

ϕk

2Mpl

)]
+ 2 ln

[
cosh

(
λ

ϕe

2Mpl

)])
(4.31)

Finalmente el ı́ndice nsk puede escribirse como:

nsk =
1

256

(
51r2 + 80rδns − 64δ2ns

− (13r + 8δns)
√
17r2 + 16rδns + 64δ2ns

)
. (4.32)
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Figura 4.3: Gráfica del número de e-folds durante la etapa de recalentamiento como función
de las observables r y ns para el modelo p = 1 y ecuación de estado wre = 0. El rango inicial
para el ı́ndice espectral es 0.9607 < ns <0.9691 y para la relación tensor-escalar r < 0.032.
Al imponer la restricción Nre ≥ 0 obtenemos nuestros nuevos ĺımtes 0.9674 > ns >0.9607 y
4.27×10−4 < r <0.032. De aqúı obtenemos ĺımites para las cantidades cosmológicas que se
muestran en la tabla 4.1

4.2.2. El modelo para p = 2

El potencial para el modelo p = 2 es

V = V0

(
1− sech2

(
λ

ϕ

Mpl

))
. (4.33)

Siguiendo el mismo procedimiento que en la sección anterior tenemos

V0 =
6π2AsMpl4δnsr

4δns − r
. (4.34)

El parámetro λ es

λ =

√
δns(4δns − r)

8r
. (4.35)

Entonces,

ϕk =

√
8r

δns(4δns − r)
Mpl arcsech

(
1

2

√
r

δns

)
. (4.36)

El final de inflación está dado por la condición ϵ = 1 en ϕe

ϕe =

√
8r

δns(4δns − r)
Mpl arcsech

√
2 4
√
r
√√

δns(4δns − r) + r −
√
r√

δns(4δns − r)

 . (4.37)
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El número de e-folds durante inflación es

Nk =
8δns − r −

√
r2 + rδns(4δns − r)

δns(4δns − r)
.

Y el ı́ndice running es simplemente

nsk = −
δ2ns

2
.

Figura 4.4: Gráfica del número de e-folds durante la etapa de recalentamiento como función
de las observables r y ns para el modelo p = 2 y ecuación de estado wre = 0. Los resultados
de los ĺımites para las cantidades cosmológicas están dados en la tabla 4.1
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p = 1 p = 2
ns 0.9674 > ns >0.9607 0.9650 > ns >0.9607
r 4.27×10−4 < r <0.032 8.90×10−11 < r <0.032
nsk (-5.8 ×10−4,-8.4 ×10−4) (-6.1 ×10−4,-7.7 ×10−4)
λ 2.68 > λ >0.182 2946 > λ >0.1212
Nk 57> Nk >46.7 56.7> Nk >50.4
Nre 0< Nre <38.8 0< Nre <25
Nrd 57.6> Nrd >28.6 57.6> Nrd >38.9
Tre (2.8 ×1015,7.1×102) (2.7 ×1015,2.1×107)

Cuadro 4.1: Resultados de los ĺımites para los casos p = 1 y p = 2. Las cantidades cosmológicas
que consideramos son el ı́ndice running nsk, el número de e-folds durante la estapa de inflación
Nk, el número de e-folds durante la etapa de recalentamiento Nre, el número de e-folds durante
la etapa dominada por radiación Nrd y la temperatura de recalentamiento Tre.

4.2.3. El modelo para p = 3

El potencial para el modelo p = 3 es

V = V0

(
1− sech3

(
λ

ϕ

Mpl

))
. (4.38)

Con el mismo procedimiento obtenemos V0, no se mostrará la solución porque es extensa. El
parámetro λ es entonces

λ =
R5

6
√
2(1−R5)

√
r

1− (1−R5)2/3
, (4.39)

con R5 = 3AsM
4
plπ

2r/V0. Por lo tanto

ϕk =
Mpl

λ
arcsech

(
(1−R5)

1/3
)
, (4.40)

y el final de inflación ocurre cuando ϵ = 1. El número de e-folds durante inflación es

Nk =
1

36λ2

(
12 ln

[
cosh

(
λ
ϕk

Mpl
+ 1

)]
− 12 ln

[
cosh

(
λ

ϕe

Mpl
+ 1

)])
− 15 cosh

(
λ
ϕk

Mpl

)
+ 15 cosh

(
λ
ϕk

Mpl

)
− cosh

(
λ
ϕk

Mpl

)
+ cosh

(
λ
ϕk

Mpl

)
. (4.41)

Y el ı́ndice nsk es

nsk = −
r2
(
9− 20(1−R5)

2/3
)
R2

5

288
(
1− (1−R5)2/3

)
(1−R5)2

+
3r2

32
− δnsr

2
. (4.42)
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Figura 4.5: Gráfica del número de e-folds del modelo p = 3 como función de las observables
y ecuación de estado wre = 0. Los resultados de los ĺımites para las cantidades cosmológicas
están dados en la tabla 4.2

4.2.4. El modelo para p = 4

De igual forma, podemos obtener

V0 =
3Asπ

2rR2

32(8δns − 3r)(4δns − r)
M4

pl, (4.43)

de donde sigue

λ =

√
2r(8δns − 3r)(4δns − r)

R3

√
1−

√
R3
R2

, (4.44)

en donde R2 ≡ 512δ2ns
− 192rδns + 9r2 − r

√
r(256δns − 15r) y R3 ≡ 128rδns − 39r2 −

r
√
r(2256δns − 15r). Al cruzar el horizonte el inflatón es

ϕk =
Mpl

λ
arcsech

(
1−

3M4
pl

2V0
Asπ

2r

)1/4

, (4.45)

mientras que el final de inflación ocurre cuando ϵ = 1
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Figura 4.6: Gráfica del número de e-folds durante la etapa de recalentamiento como función
de las observables r y ns para el modelo p = 4 y ecuación de estado wre = 0. Los resultados
de los ĺımites para las cantidades cosmológicas están dados en la tabla 4.2

ϕe =
Mpl

λ
arcsech

(
1

4
√
6λ

(
−3 +

√
9− 192λ2 + 3R4

+

√
18− 384λ2 − 3R4 −

18
√
3(1− 32λ2 − 512λ4)√
3− 64λ2 +R4

1/2
 , (4.46)

en donde R4 = 32λ2(2−48λ2+21/3(−2+3λ(33λ+
√
−12+321λ2+6144λ4))2/3)

(−1+ 3
2
λ(33λ+

√
−12+321λ2+6144λ4))1/3

. El número de e-folds du-

rante inflación es entonces

Nk =
1

128λ2

(
12 cosh

(
2λ

ϕk

Mpl

)
− 12 cosh

(
2λ

ϕe

Mpl

)
+ cosh

(
4λ

ϕk

Mpl

)
− cosh

(
4λ

ϕe

Mpl

))
.

(4.47)
Finalmente el ı́ndice running es

nsk =
3

32
r2 − 1

2
δnsr −

r2R5(15R5 − 7(1 +
√
1−R5))

256(1−R5)2
, (4.48)

donde nuevamente R5 ≡ 3Asπ
2rMpl/2V0.
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p = 3 p = 4
ns 0.9639 > ns >0.9607 0.9635 > ns >0.9607
r 5.71×10−5 < r <0.032 8.94×10−11 < r <0.032
nsk (-6.2 ×10−4,-7.4 ×10−4) (-6.5 ×10−4, -7.6 ×10−4)
λ 2.46 > λ >0.0971 1470 > λ > 0.0826
Nk 56.6> Nk >52 57> Nk >52.9
Nre 0< Nre <18.5 0< Nre <15
Nrd 57.6> Nrd >43.7 58.5> Nrd >46.4
Tre (6.3 ×1015,2.2×1010) (2.7 ×1015,3.9×1010)

Cuadro 4.2: Resultados de los ĺımites para los casos p = 3 y p = 4. Las cantidades cosmológicas
que consideramos son el ı́ndice running nsk, el número de e-folds durante la etapa de inflación
Nk, el número de e-folds durante la etapa de recalentamiento Nre, el número de e-folds durante
la etapa dominada por radiación Nrd y la temperatura de recalentamiento Tre.

45



Caṕıtulo 5

Cotas universales para el número de
e-folds durante la evolución del
universo

El modelo ΛCDM es considerado el modelo estándar de la cosmoloǵıa tanto por su sim-
plicidad como por sus diversas predicciones. Una caracteŕıstica importante en este modelo
es la descripción de las diferentes épocas por las que pasa el universo a lo largo de su his-
toria. La primera es la época inflacionaria en donde el universo se expande de una manera
exponencialmente acelerada. Esta época t́ıpicamente se modela utilizando un campo escalar,
al que generalmente se le llama inflatón, que es responsable de esta aceleración. Después de
esta época, el universo queda en un estado fŕıo y casi vaćıo. Por esta razón, es necesario un
mecanismo que llene al universo de part́ıculas y aumente su temperatura, es decir, que el
universo tenga una etapa de recalentamiento después de la etapa de inflación. Se han estu-
diado distintos modelos de recalentamiento en la literatura pero, como esta etapa pasa fuera
de nuestra esfera de Hubble, nos enfocamos en extraer información usando métodos indirec-
tos. Después de la época de recalentamiento toma lugar la época dominada por radiación, la
época dominada por materia y finalmente la época dominada por enerǵıa oscura en la que
supuestamente vivimos actualmente. La ecuación fundamental para la el modelo ΛCDM es la
ecuación de Friedmann

3H2 = 8πG
n∑

i=1

ρi, (5.1)

en donde el parámetro de Hubble está definido como H = ȧ
a , a(t), a(t) es el factor de escala

del universo y ρ es la densidad de enerǵıa de cada sustancia (o fluido) presente en el universo.
En principio, tenemos que considerar todos los fluidos presentes en el universo para poder
utilizar la ecuación de Friedmann y tener una ecuación precisa para el parámetro de Hubble.
Sin embargo, casi cualquier libro o art́ıculo de revisión en cosmoloǵıa contiene soluciones para
modelos simples con geometŕıa plana (como se hizo en el caṕıtulo 2) en donde se considera
que solo un fluido domina al universo a la vez. Aunque sencilla, esta descripción del universo
es bastante buena con pequeñas desviaciones en las transiciones de una época a otra. Como
se vió en el caṕıtulo 2

ρ = ρ0a
−3(1+ω), (5.2)
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de donde podemos obtener

k2 =
ρ0
3
a(−1−3ω), (5.3)

en donde k es el vector de onda definido como k = aH y ω es el parámetro de la ecuación de
estado p = wρ.

El punto clave en este trabajo es que, con la aproximación de que el universo sólo está
dominado por un solo fluido a la vez y la suposición de que inflación se lleva a cabo con un solo
campo, podemos desarrollar un formalismo con el cual es posible establecer cotas universales
en el número de e-folds durante las etapas de inflación, recalentamiento y radiación con
correcciones de a lo sumo un e-fold.

5.1. Cotas dependientes del modelo (MDB)

El enfoque habitual para imponer restricciones a los modelos inflacionarios provenientes de
recalentamiento comienza con el trabajo realizado hace muchos años [27], [23], [28], y culmina
en una expresión para el número de e-folds durante recalentamiento [1], [24], [29] como sigue
(ver también, por ejemplo, sección 3 de [30])

Nre =
4

1− 3ωre

(
−Nk −

1

3
ln

[
11gs,re
43

]
− 1

4
ln

[
30

π2gre

]
− ln

[
ρ
1/4
e k

Hk a0T0

])
, (5.4)

donde ωre es la ecuación de estado al final de recalentamiento y ρe es la densidad de enerǵıa
al final de inflación. Esta cantidad depende del modelo y se puede escribir como ρe =

3
2Ve =

9
2
Ve
Vk
H2

kM
2
pl =

9π2As
4

Ve
Vk
rM4

pl, donde Ve es el potencial del modelo al final de la inflación. El
número de grados de libertad relativistas de las especies al final de recalentamiento se denota
por gre y por gs,re el número de grados de libertad de entroṕıa después de recalentamiento.
El número de e-folds durante la etapa de radiación viene dado por

Nrd = −3(1 + ωre)

4
Nre +

1

4
ln

[
30

greπ2

]
+

1

3
ln

[
11gsre
43

]
+ ln

[
aeq ρ

1/4
e

a0 T0

]
. (5.5)

Estas expresiones se obtienen combinando dos ecuaciones básicas, una que restringe la canti-
dad total de expansión

ln
k

a0H0
= ln

ak
ae

ae
ar

ar
aeq

aeqHk

a0H0
= −Nk −Nre −Nrd + ln

aeqHk

a0H0
, (5.6)

donde el número de e-folds durante la inflación Nk ≡ ln
(

ae
ak

)
, recalentamiento Nre ≡ ln

(
ar
ae

)
,

y radiación Nrd ≡ ln
(
aeq
ar

)
se definen como es habitual. Una segunda ecuación, junto con

consideraciones sobre la conservación de la entroṕıa después de recalentamiento, sigue la
evolución posinflacionaria de la densidad de enerǵıa y la temperatura y viene dada por

Nre =
1

3 (1 + ωre)
ln

ρe
ρre

(5.7)
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Por lo tanto, una de estas tres cantidades, Nk, permanece sin restricciones y se da solo espe-
cificando un modelo de inflación. De (5.7) también sigue una ecuación para la temperatura
de recalentamiento

Tre =

(
30 ρe
π2gre

)1/4

e−
3
4
(1+ωre)Nre , (5.8)

donde ρre =
(
π2gre/30

)
Tre. Siguiendo a [24], el estudio de la Eq. (5.4) para Nre generalmente

se ha hecho sin especificar los ĺımites superiores y las gráficas en el plano ns –Nre se extienden
a un número elevado arbitrario de e-folds. Veremos en la siguiente sección cómo se pueden
encontrar ĺımites independientes del modelo para Nk, Nre y Nrd, en particular, que cualquier
modelo de inflación de un solo campo debe satisfacer.

5.2. Cotas independientes del modelo (MIB)

Como ya se mecionó, vamos a utilizar la aproximación de que el universo sólo está domi-
nado por un solo fluido a la vez para obtener cotas universales. De la ecuación (5.1) podemos
obtener

log k = −1

2
(1 + 3ω) log a+ b. (5.9)

La ecuación (5.9) tiene una consecuencia inmediata, cada época en la historia del universo
(inflación, recalentamiento y radiación) se puede ver como una ĺınea recta, por lo tanto, si
encontramos las intersecciones b de estas ĺıneas rectas podemos describir completamente a
cada época. De (5.9) sabemos que la pendiente es

m = −1

2
(1 + 3ω), (5.10)

para cada ĺınea de cada fluido, y por lo tanto

Radiación m = −1, Materia m = −1

2
, Aceleración m = 1.

La ecuación de Friedmann puede escribirse también como

H = H0

√
Ωi0

an
, (5.11)

donde Ωi0 es el parámetro de densidad de cada fluido medido actualmente y el exponente n
depende de cada fluido que se considere.

Podemos visualizar la idea general con la Fig. 5.1. Como ya se mostró, se puede describir
a cada época con una ĺınea recta si sabemos su ecuación de estado. Luego, si sabemos su
ecuación de estado, entonces seŕıa posible encontrar un punto por el que esta ĺınea pase y,
con su proyección en el eje ln a, podŕıamos encontrar un número de efolds para cada época.
Sin embargo, como no sabemos la ecuación de estado de la etapa de recalentamiento, tenemos
que determinar primero las ĺıneas de inflación y radiación, y después igualar la ĺınea de
recalentamiento con el final y el principio de las ĺıneas de inflación y radiación.
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Figura 5.1: Diagrama esquemático en el plano en donde se muestra la evolución del universo,
cada ĺınea recta representa una época en donde domina un solo fluido. La primera ĺınea a la
izquierda representa a la época inflacionaria con m = 1. Dentro de esta época se encuentra la
escala pivote kk, que corresponde al momento en que los modos salieron del horizonte. Esta
época termina en el primer punto de intersección (ae, ke). La ĺınea de en medio corresponde a
la época de recalentamiento. En este diagrama esta ĺınea es solo una representación de la etapa
de recalentamiento ya que no sabemos la ecuación de estado. Despúes de recalentamiento, la
segunda transición ocurre en el punto (ar, kr) en donde comienza la época de radiación con
pendiente m = −1. La ĺınea horizontal que empieza en kk y termina en kp es el número total
de e-folds Nkp desde que los modos salieron del horizonte hasta el momento en que volvieron
a entrar. El momento en el que se da la igualdad entre radiación y materia se representa en el
punto (aeq, keq). Nótese que kk ̸= keq. Finalmente, la ĺınea punteada representa el caso ĺımite
en donde la etapa de recalentamiento es instantánea.
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Primero obtendremos la ĺınea para radiación. De la ecuación (5.11) obtenemos para el caso
de un universo dominado por radiación en términos del vector de onda k

k = H0

√
Ωr0

a
. (5.12)

Como necesitamos tener un punto espećıfico por donde debe pasar la ĺınea recta de radiación,
necesitamos evaluar la ecuación anterior en un punto espećıfico. El punto que elegimos es la
escala pivote kk que es la escala en la que los modos en el universo temprano salieron del
horizonte durante inflación y luego volvieron a entrar en el horizonte más tarde durante la
etapa dominada por radiación. Por lo tanto, la escala pivote corresponde a la escala durante
la época dominada por radiación kp. Por lo tanto, durante esta etapa, el vector de onda kk es
igual a la escala pivote kp y, por eso, el factor de escala puede ser evaluado en tal punto

ap = H0

√
Ωr0

kk
. (5.13)

Entonces, la ĺınea recta de radiación que pasa por el punto (ln ap, ln kp) está dada por

ln k = − ln a+H0

√
Ωr0. (5.14)

La siguiente ĺınea recta que necesitamos encontrar es la de inflación. Al notar que la escala
pivote definida anteriormente también tiene un factor de escala ak evaluado en esa escala,
podemos calcular el número de e-folds de la escala de pivote durante inflación a la escala
cuando esos modos volvieron a entrar en el horizonte durante la etapa de radiación de la
siguiente manera

Nkp = ln

(
ap
ak

)
−→ ak = ape

−Nkp . (5.15)

Nótese que kk = kp aunque ak ̸= ap. Manipulando la expresión anterior tenemos

Nkp = ln

(
apHk

akHk

)
= ln

(
apHk

kk

)
= ln

(
apHk

kp

)
. (5.16)

En este punto, tanto kp como ap son cantidades conocidas, por lo tanto, solo necesitamos
encontrar una expresión para Hk, el parámetro de Hubble en la escala pivote. A primera vista,
el valor del parámetro de Hubble en un momento determinado durante inflación depende del
modelo y, por lo tanto, no se pueden encontrar ĺımites universales. Sin embargo, recordando
que, en la aproximación de rodamiento lento, tenemos una expresión para la amplitud de las
perturbaciones escalares As junto con la relación tensor-escalar r dada por

As =
1

24π2

V

ϵ
, y r = 16ϵ. (5.17)

En esta aproximación tenemos 3H2 ≈ V. y por lo tanto

Hk = π

√
Asr

2
. (5.18)

Finalmente, el número de e-folds es

Nkp = ln

(
apπ

kp

√
Asr

2

)
, (5.19)
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que nos permite obtener el factor de escala en la escala pivote

ak =
kp
π

√
2

Asr
. (5.20)

La ĺınea recta para la época inflacionaria es entonces

ln k = ln a+ π

√
Asr

2
. (5.21)

Ahora solo nos falta la ĺınea recta de recalentamiento. Como la etapa de recalentamiento no
tiene una ecuación de estado definida, necesitamos tomar una pendiente m arbitraria para
que la ĺınea recta de recalentamiento se escriba como

ln k = m ln a+ bre. (5.22)

Resolviendo para bre
bre = ln

(
a−m
re kre

)
. (5.23)

Podemos encontrar el factor de escala en la etapa de recalentamiento a partir del número de
e-folds entre el final de recalentamiento y el momento en que los modos vuelven a entrar en
el horizonte

Nrp = ln

(
ap
ar

)
−→ ar = ape

−Nrp . (5.24)

Considerando que la entroṕıa se conserva

Tre

T0
=

(
43

11gs,re

)1/3 a0
are

. (5.25)

En consecuencia, el número de e-folds esta dado por

Nrp = ln

 apTre(
43

11gs,re

)1/3
a0T0

 . (5.26)

El factor de escala durante la etapa de recalentamiento es entonces

are =

(
43

11gs,re

)1/3
a0T0

Tre
, (5.27)

que junto a (5.12) evaluada en la escala pivote nos da

bre = H0

√
Ωr0

 Tre(
43

11gre,s

)1/3
a0T0


m+1

. (5.28)

Observe que gs,re se deja sin determinar ya que no estamos seguros de a qué temperatura tiene
lugar la época de recalentamiento ni qué part́ıculas están presentes en esa época. A posteriori
encontramos que la temperatura mı́nima para la época de recalentamiento es órdenes de
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magnitud más alta que la masa del quark top, por lo tanto podemos tomar con seguridad
gs,re = 106.75, los grados de libertad del modelo estándar completo.

Ahora procedemos a hacer coincidir el final de la recta inflacionaria con el comienzo de la
recta de recalentamiento

ln ae + π

√
Asr

2
= m ln ae +H0

√
Ωr0

 Tre(
43

11gs,re

)1/3
a0T0


m+1

. (5.29)

Donde ae es el factor de escala al final de inflación. Resolviendo para ae tenemos

ae =

H0

π

√
2Ωr0

Asr

 Tr(
43

11gr,s

)1/3
a0T0


m+1

1/1−m

. (5.30)

Con esto, ahora podemos calcular el número de e-folds entre el final de inflación y el final de
recalentamiento como

Nre = ln


 πa20T

2
0

H0T 2
re

(
11gs,re

43

)2/3
√

Asr

2Ωr0


2

3(1+ω)

 . (5.31)

De manera similar a (5.26), tenemos una expresión para el número de e-folds durante radiación

Nrd = ln

 aeqTre(
43

11gs,re

)1/3
a0T0

 = Nrp + ln

(
aeq
ak

)
. (5.32)

Cabe destacar que la escala kp no coincide con el tiempo de igualdad entre radiación y materia.
Por lo tanto, el número de e-folds durante inflación es

Nk = Nkp −Nre −Nrp.

Nk = ln

 πa0T0(
11gs,re

43

)1/3
kpTre

√
Asr

2


(
11gs,re

43

) 2
3
H0T

2
re

πa20T
2
0

√
2Ωr0

Asr


2

3(1+ω)

 .
(5.33)

Ahora, los únicos dos parámetros que se desconocen son la relación tensor-escalar r y la
temperatura de recalentamiento Tre, sin embargo, podemos establecer un ĺımite superior para
r y un ĺımite superior e inferior para Tre. El ĺımite superior de la relación tensor-escalar se ha
medido como r < 0.032 [31] y, por lo tanto, el valor máximo de r viene dado por r = 0.032.
Después, aunque es cierto que no tenemos una medida de la temperatura de recalentamiento,
sabemos que la Nucleośıntesis del Big Bang [32] ocurrió durante la época dominada por
radiación a una temperatura de alrededor de T = 10 MeV por lo que esta es la temperatura
mı́nima a la que podŕıa ocurrir la etapa de recalentamiento (el ĺımite inferior). Por otro lado,
la temperatura máxima de recalentamiento es aquella en la que la etapa de recalentamiento
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es instantánea, es decir, no ocurre ningún recalentamiento (ĺınea punteada en la Fig. 5.1). Por
lo tanto estableciendo Nre = 0 podemos obtener una expresión para Tre = Tmax

Tmax =


(

43
11gs,re

)1/3
A

1/4
s a0T0

21/4Ω
1/4
r0

√
π

H0

 r1/4. (5.34)

Estas cuatro ecuaciones están escritas en términos únicamente de observables o cantidades
conocidas, son independientes del modelo. Por lo tanto, al imponer ĺımites a las observables,
imponemos cotas que no dependen del modelo en Nre, Nk, Nrd y Tmax. Antes de mostrar
algunas gráficas notemos que

Nre ∝ ln

(√
r

T 2
re

)
,

y aśı, al tomar el valor máximo de r junto con el valor mı́nimo de Tre, conoceremos el máximo
absoluto (ĺımite superior) de Nre. El ĺımite inferior siempre se encontrará tomando el máximo
Tre con r arbitrario. Hay que tomar en cuenta que la temperatura máxima de recalenta-
miento Tre = Tmax implica inmediatamente que Nk es independiente de ωre porque no hay
recalentamiento y, por lo tanto, no hay ecuación de estado

Nk(max) = ln

[
A

1/4
s

21/4kp

√
πH0

√
Ωr0r

1/4

]
. (5.35)

Nótese también que Nk(Tmax) = Nkp/2 exactamente, como podŕıa esperarse de la simetŕıa
de la Fig.5.1. Además, de la Eq. (5.34) vemos que, debido a que Tmax no puede ser menor
que Tmin, debe haber un ĺımite inferior absoluto para r que, sin embargo, es extremadamente
pequeño rmin2.3 × 10−74. Antes de pasar a mostrar algunas gráficas, tenemos varios valores
numéricos que deben especificarse.
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Parámetro Normalmente dado como Adimensional, usado aqúı

H0 100hkm
s /Mpc 8.7581× 10−61 h

T0 2.7255K 9.6423× 10−32

As 2.1× 10−9 2.1× 10−9

kp 0.05/Mpc 1.3128× 10−58

ap − 3.32× 10−5 (MIB) or 3.65× 10−5 (MDB)

Ωmd,0 − 0.315

Ωrd,0 2.47× 10−5h−2 2.47× 10−5h−2

aeq 2.94× 10−4 1.33× 10−4h−2

h − 0.674

MPl 2.44× 1018 GeV 1

Cuadro 5.1: Para una fácil referencia, esta tabla recopila todos los valores numéricos de los
parámetros utilizados. Las cantidades adimensionales se han obtenido escribiéndolas en térmi-
nos de Mpl, por lo que tenemos una escala universal que luego se puede establecer a uno. Hay
que notar que ap tiene dos valores diferentes porque en el MDB partimos de la aproxima-
ción de un único flúıdo y, por lo tanto, ap contiene radiación y materia, la enerǵıa oscura se
desprecia.

5.3. Ejemplo: el modelo del tipo atractor α básico

En el interesante caso especial wre = 0; que corresponde al comportamiento de un potencial
cuadrático alrededor de su mı́nimo para este tipo de modelo, el enfoque MIB proporciona
inmediatamente los ĺımites amplios (independientes del modelo)

42.2 < Nk < 56.0, 55.4 > Nre > 0, 16.7 < Nrd < 58.2, 10MeV < Tre < 1.1× 1016GeV ,
(5.36)

con una expansión total Nkeq = 114.2, desde el momento del cruce del horizonte hasta el mo-
mento de la igualdad radiación-materia. Los ĺımites de la izquierda se obtienen considerando
los grados de libertad de la entroṕıa a la temperatura mı́nima donde solo quedan fotones, neu-
trinos, antineutrinos, electrones y positrones, esto corresponde a gs,re = 10.75 con r = 0.032.
Estos ĺımites deben cumplirse con cualquier modelo de inflación de un solo campo en el que
podamos aproximar la ecuación de estado durante recalentamiento por ωre = 0 y con la adver-
tencia de que hay pequeños errores debido a la naturaleza de la aproximación MIB utilizada.
Para tener una idea de la magnitud de estos errores, consideremos a continuación un ejemplo
particular de interés actual. Los resultados se muestran en la Tabla 5.2 para los enfoques MIB
y MDB.
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Figura 5.2: La Figura 2a muestra el número de e-folds durante recalentamiento Eq. (5.31)en
función de la ecuación de estado ωre, a partir de la temperatura máxima de recalentamiento
Tmax de Eq. 5.34, donde Nre = 0, al valor máximo de Nre que ocurre para la temperatura
mı́nima de recalentamiento Tmin, aqúı elegida como 10MeV . No existe una fuerte dependencia
de r para valores cercanos al ĺımite superior r = 0.032. La Figura 2b es muy interesante,
muestra el número de e-folds de inflación Eq. (5.33) en función de la ecuación de estado ωre

de Tmax a Tmin. Para comprender este diagrama, primero debemos observar la ĺınea horizontal
alrededor de Nk = 56, es muy interesante que este ĺımite sea un ĺımite superior para ωre < 1/3
y que se convierte en un ĺımite inferior para ωre > 1/3. La razón por la que esto sucede es
que el valor cŕıtico ωre = 1/3 coincide con Nre = 0 ya que la pendiente correspondiente a esta
ecuación de estado es exactamente la misma que en el caso de la radiación, por lo tanto para
ωre > 1/3 la proyección en el eje ln a de la ĺınea de recalentamiento se hace más pequeña y
por lo tanto Nk crece, ocurre lo contrario cuando ωre < 1/3 (ver Fig.5.1 como referencia). La
Figura 2c muestra la gráfica log− log del número de e-folds durante radiación Eq. (5.32) en
función de la temperatura de recalentamiento adimensional Tre desde la temperatura mı́nima
de recalentamiento hasta la temperatura máxima de recalentamiento y tomando gs,re = 10.75
justo en esta gráfica. Tener en cuenta que el número mı́nimo de e-folds de radiación coincide
con la temperatura mı́nima de recalentamiento como debeŕıa ser. Por último, la figura 2d
muestra la temperatura máxima de recalentamiento Eq. (5.34) como una función de la relación
tensor a escalar, este es el comportamiento esperado de Tmax ∝ r1/4.
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Caracteŕıstica MIB MDB |δ|

ns 0.9607 < ns < 0.9646 0.9607 < ns < 0.9650 (0, 3.8× 10−4)

r 0 < r < 0.032 8.89× 10−11 < r < 0.032 (8.89× 10−11, 0)

α 0 < α < 11.0 1.9× 10−8 < α < 11.3 (1.9× 10−8, 0.3)

Nkeq 114.2 114.2 0

Nk 50.4 < Nk < 56.0 50.4 < Nk < 56.6 (0, 0.6)

Nre 22.5 > Nre > 0 24.7 > Nre > 0 (2.2, 0)

Nrd 41.3 < Nrd < 58.2 39.1 < Nrd < 57.6 (2.2, 0.6)

Tre(GeV )
(
2.4× 108, 5.0× 1015

) (
2.5× 107, 2.7× 1015

)
(9.6, 1.8)

Cuadro 5.2: Comparación de los resultados de los enfoques MIB y MDB para el modelo
atractor α de Eq. (5.37) para el caso especial de ωre = 0. En la primera columna escribimos
las cantidades cosmológicas de interés, seguido de los ĺımites obtenidos con el enfoque MIB
y MDB en la segunda y tercera columna respectivamente. En la cuarta columna mostramos
el valor absoluto de la diferencia entre los dos enfoques para los ĺımites inferior y superior.
Nótese que la diferencia en el número de e-folds durante inflación, recalentamiento y radiación
se cancela, de modo que la diferencia total en la expansión total Nkeq es cero.

Consideremos el potencial atractor α básico dado por

V = V0 tanh
2

(
ϕ√

6αMpl

)
. (5.37)

Como no conocemos el rango de valores que pueden tomar los parámetros V0 y α, los elimina-
mos en términos de los observables ns y r. Primero determinamos el valor de ϕ en el cruce del
horizonte resolviendo ϕk de la ecuación para la amplitud de las perturbaciones escalares. Lue-
go resolvemos 16ϵk = r para el parámetro α y finalmente la expresión para el ı́ndice espectral
escalar ns = 1 + 2ηk − 6ϵk para la escala total V0. Los resultados son

ϕk =

√
8r

δns (4δns − r)
Mpl arcsech

(
1

2

√
r

δns

)
, (5.38)

el parámetro α es

α =
4r

3δns (4δns − r)
, (5.39)

y

V0 =
6Asπ

2rδns

4δns − r
M4

pl (5.40)

donde δns ≡ 1−ns. El final de inflación ϕe esta dado por al condición ϵ = 1, resolviendo para
ϕe

ϕe =

√
8r

δns (4δns − r)
Mpl arcsech


√
2 r1/4

(√
r + δns (4δns − r)−

√
r
)1/2

√
δns (4δns − r)

 . (5.41)
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El número de e-folds durante inflación esta dado por

Nk =
8δns − r −

√
r2 + rδns(4δns − r)

δns(4δns − r)
. (5.42)

Para las observables, consideramos primero los ĺımites 0.9607 < ns < 0.9691 y r < 0.032.
Luego imponemos la restricción MIB Nk < 56 y como consecuencia encontramos que ns <
0.9646. También encontramos un valor mı́nimo de Nk = 50.4 para el modelo (5.37). Con este
valor de Nk, ωre = 0 y r = 0.032 encontramos que Tre = 5.2 × 108 GeV que se convierte en
el nuevo Tmin y desde alĺı encontramos los otros ĺımites en el lado izquierdo de Nk, Nre y
Nrd dados en la segunda columna de la Tabla 5.2. Aunque dependen del modelo, estos ĺımites
se han obtenido con el enfoque MIB. Ahora usamos el procedimiento MDB para tener una
idea de las discrepancias entre los dos enfoques. Primero, imponemos la condición general al
número de e-folds durante recalentamiento Nre ≥ 0; de esto se siguen nuevos ĺımites para las
observables 0.9607 < ns < 0.9650 y 8.89× 10−11 < r < 0.032. Luego, a partir de estos nuevos
valores de ns y r, encontramos nuevos ĺımites para Nk, Nre, Nrd y Tre dados en la tercera
columna de la Tabla 5.2.

Cabe destacar que en la tercera columna de la Tabla 5.2 para el ĺımite superior de Nk hay
una pequeña diferencia con respecto al resultado de MIB de menos de un e-fold. Esperamos
que este sea el caso para la mayoŕıa de los modelos de inflación. El ĺımite superior se obtiene
cuando Nre = 0 y de las Ecs. (5.4) y (5.5) vemos que entonces

Nk = −1

3
ln

[
11gs,re
43

]
− 1

4
ln

[
30

π2gre

]
− ln

[
ρ
1/4
e k

Hk a0T0

]
, (5.43)

y

Nrp =
1

4
ln

[
30

greπ2

]
+

1

3

[
11gs,re
43

]
+

[
ap ρ

1/4
e

a0 T0

]
, (5.44)

recordar que Nrp = Nrd − ln
aeq
ap

y ρe =
3
2Ve =

9
2
Ve
Vk
H2

kM
2
Pl. Entonces

Nk −Nrp = − ln

[(
11gs,re
43

)2/3( 135

greπ2

)1/2( apkp
a20T

2
0

)]
+

1

2
ln

[
Vk

Ve

]
≈ −0.5146 +

1

2
ln

[
Vk

Ve

]
,

(5.45)
En el enfoque MIB, la diferencia Nk − Nrp es exactamente cero y el ĺımite Nk = 56.0 es un
ĺımite universal; sin embargo, en el MDB más realista, podemos ver que para Vk/Ve < 153 la

mitad de la diferencia
Nk−Nrp

2 < 1. Tiene que ser la mitad de la diferencia porque la cantidad
extra de e-folds para Nk tiene que ser compensada por la disminución correspondiente de
Nrp de tal manera que Nkp permanece constante ( ver Tabla 5.2). Para el modelo del ejemplo

Vk/Ve = 27.1 y
Nk−Nrp

2 = 1.1347
2 ≈ 0.6 como se muestra en la Tabla 5.2. Por lo tanto, esperamos

que Nk ≈ 56 para −1
3 < ωre <

1
3 sea muy robusto como ĺımite superior y también como ĺımite

inferior cuando 1
3 < ωre como se muestra en la Fig. 5.2, gráfica 2b.
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Caṕıtulo 6

Conclusiones

Aunque la época de recalentamiento es todav́ıa un área de investigación activa, pudimos
explorar una conexión entre esta etapa y la etapa de inflación que nos permitió encontrar
nuevas cotas para las observables. A partir de estas cotas, también logramos encontrar nuevos
ĺımites para otras cantidades cosmológicas que nos interesan. La idea principal que nos permi-
tió obtener todo esto se encontraba en escribir todos los parámetros presentes en el potencial
y en las expresiones para las cantidades cosmológicas de las que hablamos en términos de las
observables.

El punto clave en el procedimiento propuesto fue la imposición de una restricción general
al número de e-folds durante recalentamiento; es decir, que Nre ≥ 0. Al aplicar este pro-
cedimiento a los modelos del tipo atractores alfa que elegimos, se pudo encontrar una cota
inferior para la relación tensor-escalar en los cuatro casos. Además, el número de e-folds que
se encontró para la etapa de inflación sigue estando dentro de lo esperado.

Otro resultado importante al que se llegó fue que, al suponer que el universo está dominado
por un solo fluido a la vez, pudimos restringir universalmente cualquier modelo de campo
único para la inflación. Encontramos las regiones permitidas para Nre, Nk, Nrd y Tmax que
dependen de la ecuación de estado ωre. Además, encontramos que el valor en Nre tiene una
tendencia decreciente al aumentar ωre porque un valor creciente para la ecuación de estado
significa que la ĺınea recta de recalentamiento está más pronunciada y, por lo tanto, tiene
una proyección más pequeña en ln a. De manera similar, el número de e-folds de radiación
aumenta con la temperatura de recalentamiento porque un Tre más alto significa un Nre más
pequeño. La conclusión más importante de esta parte del trabajo es que cualquier modelo
de inflación de un solo campo debeŕıa satisfacer el ĺımite superior Nk = 56 con bastante
precisión siempre que ωre < 1/3 mientras que para ωre > 1/3, Nk = 56 se convierte en un
ĺımite inferior. Finalmente, encontramos que aunque los ĺımites para el enfoque independiente
del modelo (MIB) eran más amplios, cuando los aplicamos a un modelo espećıfico (en este
caso, el modelo atractor α), apenas difieren (como máximo 1 e-fold) a partir de los ĺımites
obtenidos con el enfoque habitual dependiente del modelo (MDB).
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Apéndice A

Potencial espećıfico

En la primera parte de este apéndice obtendremos una gŕafica para el número de e-
folds durante la etapa de recalentamiento y para la temperatura de recalentamiento para
diferentes ecuaciones de estado y diferentes potenciales. En la segunda parte, hacemos el
mismo procedimiento que se propuso en el caṕıtulo 4 para este mismo potencial.

A.1. Parte 1

Consideremos un potencial del tipo

V (ϕ) =
1

4
m4−αϕα, (A.1)

como se muestra en [24].
Utilizando la aproximación de rodamiento lento 3Hϕ̇ + V ′ ≃ 0 podemos encontrar el

número de e-folds desde que el campo teńıa un valor ϕk hasta el final de inflación

Nk =

∫ ϕe

ϕk

Hdϕ

ϕ̇
≃

ϕ2
k − ϕ2

e

2αM2
pl

≃
ϕ2
k

2αM2
pl

, (A.2)

ya que podemos despreciar el valor del campo al final de inflación al ser muy pequeño en
comparación con el valor durante el rodamiento lento. Los parámetros de rodamiento lento
son entonces

ϵ =
M2

pl

2
α2ϕ−2

k , η = M2
plα(α+ 1)ϕ−2. (A.3)

Para este potencial podemos escribir a la densidad de enerǵıa como

ρe = (1 + λ)Ve = (1 + λ)

(
ϕe

ϕk

)α

, Vk = 3M2
pl(1 + λ)H2

k

(
ϕe

ϕk

)α

, (A.4)

en donde utilizamos la aproximación de rodamiento lento.
Entonces

ln
Hk

ρ
1/4
e

= ln
Hk(

3M2
pl(1 + λ)H2

k

(
ϕe

ϕk

)α)1/4 = −1

4
ln(1 + λ) +

1

4
ln

H2
k

3M2
pl

(
ϕe

ϕk

)α . (A.5)
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Sustituyendo Hk = πMpl(rAs)
1/2/

√
2, ϕe =

M2
plα

(2ϵ0)1/2
, ϵ = α

4Nk
, r = 16ϵ, tenemos

ln
Hk

ρ
1/4
e

=
1

4
ln

π2rAs

6
− α

8
ln

r

16ϵ0
− ln(1 + λ)

4
.

Sustituyendo este resultado en la ecuación (4.7)

Nre =
4

1− 3wre
[−Nk − ln

k

a0T0
− 1

4
ln

30

π2gre
− 1

3
ln

11gs,re
43

+
1

4
ln

π2rAs

6
− α

8
ln

r

16ϵ0
− ln(1 + λ)

4
], (A.6)

obtenemos una expresión para el número de e-folds durante la etapa de recalentamiento para
este potencial espećıfico. Con esta expresión, podemos ahora saber también la temperatura
durante recalentamiento utilizando la ecuación (4.9).
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Figura A.1: Gráfica del número de e-folds según la ecuación (A.6). Cada gráfica muestra los
resultados para una α diferente, el panel superior izquierdo es α = 2/3, superior derecho
α = 1, inferior izquierdo α = 2 e inferior derecho α = 4. A su vez, cada gráfica muestra una
ecuación de estado diferente: wre = −1/3 (ĺınea roja), wre = 0 (ĺınea azul), wre = 1/6 (ĺınea
naranja) y wre = 2/3 ( ĺınea verde).
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Figura A.2: Gráfica de la temperatura de recalentamiento según la ecuación (4.9). Cada gráfica
muestra los resultados para una α diferente, el panel superior izquierdo es α = 2/3, superior
derecho α = 1, inferior izquierdo α = 2 e inferior derecho α = 4. A su vez, cada gráfica muestra
una ecuación de estado diferente: wre = −1/3 (ĺınea roja), wre = 0 (ĺınea azul), wre = 1/6
(ĺınea naranja) y wre = 2/3 ( ĺınea verde).

A.2. Parte 2

Ahora, utilizaremos el mismo procedimiento que en el caṕıtulo 4 para estudiar este poten-
cial. Se puede escribir el potencial de la siguiente manera

V (ϕ) = V0

(
ϕ

Mpl

)α

,

en este caso los parámetros de rodamiento lento son

ϵ =
α2

2χ2
, η =

α(α− 1)

χ2
,

donde χ =
ϕ

Mpl
. Con esto, podemos escribir los parámetros α y V0 en términos de las obser-

vables r y δns

α =
2r

8δns − r
V0 = 3Asπ

2rM2
pl × 2

−1− 5r
8δns−r

( √
r

8δns − r

)− 2r
8δns−r

.

Con la expresión de α podemos obtener una expresión para Nre y Tre en términos de las
observables.
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Figura A.3: Gráfica de α con los valores utilizados en [24] para las observables.

Figura A.4: Gráfica de α con los valores actuales de las observables. Se puede ver como los
modelos estudiados en las gŕaficas A.1 y A.2 quedan fuera del ĺımite para α.
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Figura A.5: Gráfica del número de e-folds durante la época de recalentamiento. Cada ĺınea
representa una ecuación de estado diferente: wre = −1/3 (ĺınea roja), wre = 0 (ĺınea azul),
wre = 1/6 (ĺınea naranja) y wre = 2/3 ( ĺınea verde).

Figura A.6: Gráfica de la temperatura de recalentamiento. Cada ĺınea representa una ecuación
de estado diferente: wre = −1/3 (ĺınea roja), wre = 0 (ĺınea azul), wre = 1/6 (ĺınea naranja)
y wre = 2/3 ( ĺınea verde).
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