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Dr. Raúl Salgado Garćıa (CInC - UAEM), Suplente.
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4.1. Ecuación de transporte de electrones y huecos . . . . . . . . . . . . . 20

4.2. Ecuaciones de balance para la densidad de entroṕıa y la enerǵıa . . . 22
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Caṕıtulo 1

Introducción

El estudio de transporte de calor y carga en semiconductores tiene sus oŕıgenes

alrededor de la primera mitad del siglo XIX, con los trabajos pioneros de Fourier,

Ohm y Fick sobre la conducción de calor, la conducción de electricidad y los fenóme-

nos de difusión respectivamente, sin embargo, aún hoy en d́ıa práticamente 200 años

después, cobran cada vez más relevancia los estudios de transporte debido al desarro-

llo de la tecnoloǵıa y consecuentemente el surgimiento de nuevos sistemas de estudio

como lo son las peĺıculas delgadas de apenas unos pocos nanómetros de espesor,

sistemas nanoestructurados o multicapa en la nanoescala, los cuales han permitido

descubrir el importante papel de distintos fenómenos (trampas de calor, rectifica-

ción térmica, captura de luz, etc.) en las escalas mencionadas, no solo en un sentido

téorico o experimental, sino también en un sentido industrial y comercial. Conocer

los mecanismos involucrados en el transporte de calor y carga en semiconductores

u otros materiales puede ayudar a desarrollar nuevos y mejores dispositivos termo-

eléctricos o de conversión de enerǵıa, aśı como mejorar el desempeño y la eficiencia

de los existentes. Para lograr estos propósitos, diferentes modelos de transporte han

sido derivados a partir de la termodinámica irreversible lineal o de la termodinámica

estad́ıstica u otros marcos téoricos, tales modelos han sido una herramienta de gran

valor que se van acercando a una descripción más completa, detallada y precisa de

los fenómenos de transporte.

Desde mediados del siglo pasado se han hecho importantes contribuciones al es-

tudio de los fenómenos de transporte, por ejemplo el estudio téorico de uniones p-n
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10 Caṕıtulo 1. Introducción

en semiconductores y transistores [1], o el de la estad́ıstica de la recombinación de

electrones y huecos [2], o las condiciones f́ısicas que simplifican las ecuaciones de

transporte como la condición de cuasineutralidad y el modelo de transporte am-

bipolar [3]. También se ha presentado una amplia y excelente formulación de las

ecuaciones de transporte desde el marco de la termodinámica estad́ıstica usando

como punto de partida la ecuación cuasi-clásica de Boltzamann [5]. Los alcances,

limitaciones y una excelente interpretación f́ısica de las ecuaciones de transporte se

presenta en [6], por otro lado, una buena y amplia discusión sobre la ecuación de ca-

lor y los términos fuente y sumidero presentes en ella es ofrecida en [7]. Los procesos

de recombinación en semiconductores han sido ampliamente analizados en [8], aśı

como una extensión del modelo de transporte ambipolar en [9], y se han calculado

para estados de no equilibrio pequeñas señales de desviación respecto a la condición

de cuasineutralidad [10]. Un análisis que toma en cuenta tanto al marco téorico de la

termodinámica irreversible lineal, como a la termodinámica estad́ıstica (con especial

atención a la ecuación de calor y a la disipación de calor) se ha dado en [11]. Los

efectos de apantallamiento de Coulomb por movimiento de carga con diversas aplica-

ciones puede revisarse en [12]. Diferentes definiciones de parámetros presentes en los

coeficientes de transporte se han presentado en [13]. Más recientemente expresiones

para la recombinación bajo condiciones estacionarias y temperaturas arbitrarias se

discute en [15] y condiciones de frontera para las ecuaciones de transporte puede

consultarse en [14] y [16]. La importancia sobre la comprensión de la dinámica de

generación y recombinación de electrones y huecos, en materiales novedosos como lo

son las perovskitas para el desarrollo de celdas solares, se ha expuesto recientemente

en [17] - [21]. Un excelente trabajo desde un enfoque qúımico y f́ısico que aborda los

principios f́ısicos de la flexión de bandas en semiconductores, la medición de dicha

flexión y sus efectos en la fotoqúımica puede consultarse en [22].

Este trabajo se desarrolla de la siguiente manera. En la siguiente sección se ex-

ponen los objetivos de este trabajo, en el Caṕıtulo 3 se presentan brevemente los

principios de la termodinámica irreversible lineal (TIL), en el Caṕıtulo 4 se ofrece

una discusión desde el marco de la TIL sobre las ecuaciones constitutivas, se ob-

tiene la ecuación de balance para la densidad de entroṕıa y la ecuación de balance

de enerǵıa. En el Caṕıtulo 5 se presentan las ecuaciones de transporte no lineales y
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lineales, aśı como el modelo de transporte ambipolar el cual es extendido para casos

no isotérmicos, también se ofrece una discusión sobre la adimensionalización de las

ecuaciónes constitutivas. En el Caṕıtulo 6 exploramos una aplicación para materiales

semiconductores dopados no uniformemente y se presentan algunos resultados que

sugieren la existencia de un fenómeno análogo a la rectificación térmica ahora para el

flujo eléctrico. En el Caṕıtulo 7, con las ecuaciones de transporte linealizadas se mues-

tra que para ciertas condiciones particulares, pueden obtenerse soluciones anaĺıticas

de dichas ecuaciones, además, tomamos en cuenta las expresiones conocidas para los

coeficientes de transporte dependientes de la escala para estudiar peĺıculas delgadas

semiconductoras tipo n de silicio, germanio y arseniuro de galio, tomando en cuen-

ta la presencia de luz sobre un lado de estas peĺıculas, se discuten las condiciones

de frontera empleadas, y se muestran no solo los perfiles estacionarios de la tem-

peratura, el potencial y de las distribuciones de carga, sino también que logramos

reproducir el importante y conocido incremento del coeficiente de Seebeck a medida

que disminuye la escala. Finalmente, en el Caṕıtulo 8 presentamos las conclusiones

de este trabajo.
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Caṕıtulo 2

Objetivos

Se establece un objetivo general y cuatro objetivos particulares. El objetivo ge-

neral es:

Establecer desde el marco de la termodinámica irreversible lineal un modelo de

transporte de carga y enerǵıa consistente, que tome en cuenta los mecanismos

de generación y recombinación de electrones y huecos, el papel que desempeña

la presencia de iluminación en el transporte y la producción de entroṕıa, y

extender el alcance descriptivo de las ecuaciones de transporte.

Los objetivos particulares son

Obtener ecuaciones constitutivas y de transporte no lineales y lineales, aplicar-

las al estudio de silicio, germanio y arseniuro de galio, haciendo un análisis de

orden en los coeficientes para simplificar dichas ecuaciones y obtener soluciones

anaĺıticas para casos particulares.

Mediante la consideración de la condición de cuasineutralidad, extender el mo-

delo de transporte ambipolar a condiciones no isotérmicas, presentando su co-

rrespondiente ecuación de balance de enerǵıa y la ecuación para el campo

eléctrico las cuales son necesarias para tener un sistema de ecuaciones cerra-

do. Mostrar que la ecuación ambipolar obtenida puede reducirse a la forma

en la que comunmente se encuentra dicha ecuación en la literatura para casos

isotérmicos.

13



14 Caṕıtulo 2. Objetivos

Usar una forma reducida de la ecuación ambipolar para estudiar el transporte

de carga ambipolar en semiconductores dopados de forma no homogénea y

analizar el comportamientgo del flujo de carga ante inversión de condiciones

de frontera.

Usar la ecuación de tranporte de electrones, huecos, enerǵıa y la ecuación de

Poisson para estudiar el transporte en peĺıculas delgadas semiconductoras tipo

n (con dopamiento homogéneo) en presencia de iluminación en una frontera y

usando las recientemente conocidas expresiones para los coeficientes de trans-

porte dependientes de la escala. Estudiar los perfiles estacionarios obtenidos,

particularmente los del potencial buscando reproducir el conocido incremento

del coeficiente de Seebeck conforme se reduce la escala.



Caṕıtulo 3

Termodinámica irreversible lineal

En condiciones de no equilibrio aparecen flujos disipativos como consecuencia

de la falta de homogeneidad del sistema. Las ecuaciones constitutivas para ellos

son necesarias para describir dinámicamente el sistema, aśı como el conocimiento

de diferentes leyes fenomenológicas. En esta sección se mencionarán brevemente los

postulados de la termodinámica irreversible lineal. Puede consultarse [4] para ma-

yores detalles, en particular sobre la no unicidad sobre la definición de los flujos

termodinámicos puede revisarse [31] para más detalles. Aspectos importantes en la

formulación de las ecuaciones para el estudio de los procesos de transporte en semi-

conductores desde el marco de la termodinámica irreversible lineal, como por ejemplo

los procesos de recombinación, las ecuaciones constitutivas, el flujo de calor, el efecto

de la iluminación en semiconductores, etcétera, pueden revisarse en [5], [7], [8], [9],

[11]. En este caṕıtulo solo se presentan de forma breve los postulados de la termo-

dinámica irreversible lineal, una discusión más amplia con mayores detalles se va a

desarrollar en los próximos caṕıtulos.

3.1. Postulados de la termodinámica irreversible

lineal

De acuerdo con la hipótesis del equilibrio local, el sistema, como un todo, puede

presentar procesos de no equilibrio, pero se supone que cada elemento de pequeño

volumen está en equilibrio termodinámico. Por lo tanto, los valores de las variables de

15



16 Caṕıtulo 3. Termodinámica irreversible lineal

estado promediadas (las propiedades de equilibrio) como la temperatura, la presión,

la enerǵıa interna, la entroṕıa, etc., se pueden asignar a cada punto del espacio.

Cuando el sistema evoluciona a través de estados de no equilibrio, la tasa de

generación de entroṕıa, que es un campo escalar, describe la irreversibilidad del

sistema. Se calcula como la suma de los productos de cada flujo y su respectiva

fuerza termodinámica. Esto significa que

Tσs =
∑
i

JiXi, (3.1)

donde T es la temperatura local, σs es la tasa de generación de entroṕıa por unidad

de volumen, Ji representa el flujo i-ésimo y Xi su respectiva fuerza generalizada. La

entroṕıa obedece una ecuación de balance

∂s

∂t
+∇ · Js = σs, (3.2)

donde s es la entroṕıa por unidad de volumen y Js es el flujo de entroṕıa. La tasa

de producción de entroṕıa debe cumplir la condición

σs ≥ 0, (3.3)

la cual constituye la segunda ley de la termodinámica fuera del equilibrio.

La condición anterior se cumple cuando cada flujo disipativo se relaciona lineal-

mente con todas las fuerzas termodinámicas. Entonces el sistema se describe cerca

del estado de equilibrio. En este postulado están contenidos los llamados fenómenos

cruzados como el efecto Peltier o el efecto Seebeck. El postulado establece que

Ji =
∑
j

LijXj, (3.4)

donde Lij son los llamados coeficientes fenomenológicos.

Finalmente, el último postulado es conocido como las relaciones rećıprocas de

Onsager, el cual establece que la matriz de coeficientes que aparece en la ecuación

(3.4) es simétrica. Es decir

Lij = Lji. (3.5)
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Este principio muestra el acoplamiento entre diferentes flujos a través de los ele-

mentos no diagonales de la matriz de coeficientes L, El teorema de Curie, también

llamado principio de simetŕıa de Curie [4], establece que “flujos y fuerzas de diferente

caracter tensorial no están acoplados para un sistema isotrópico”.
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Caṕıtulo 4

Aspectos fundamentales del

transporte de carga y enerǵıa

Desde mediados del siglo pasado se han hecho importantes contribuciones al estu-

dio del transporte de carga y enerǵıa [1] - [12], con el continuo desarrollo y mejoras de

dispositivos semiconductores, es claro que aún queda mucho trabajo por hacer, aún

es necesario refinar y extender los modelos matemáticos con el propósito de acercarse

a una descripción cada vez más real y precisa de todos los fenómenos involucrados

en los procesos de transporte. En este caṕıtulo se exploran varios aspectos funda-

mentales sobre el transporte de carga y enerǵıa en materiales semiconductores desde

el marco de la termodinámica irreversible lineal, presentando las ecuaciones básicas

para consolidar un modelo general y robusto para el estudio de los fenómenos de

transporte mencionados. Se ofrece una discusión completa sobre las consecuencias

de la aplicación de la segunda ley a los problemas de transporte de carga y calor

en semiconductores. Se considera un material semiconductor constituido por tres

componentes, a saber, electrones, huecos y la matriz material (red). El transporte

de part́ıculas y calor en este sistema se puede describir completamente mediante un

conjunto de cuatro ecuaciones fundamentales que describen la evolución temporal de

las propiedades locales. Las dos primeras ecuaciones son ecuaciones de continuidad

para las densidades de electrones y huecos. En segundo lugar, la ecuación de balance

de enerǵıa interna, y finalmente, la ecuación de Poisson para el potencial eléctrico.

Requieren complementarse con cuatro ecuaciones constitutivas y una ecuación de

19



20 Caṕıtulo 4. Aspectos fundamentales del transporte de carga y enerǵıa

estado para convertirse en un conjunto cerrado de ecuaciones.

4.1. Ecuación de transporte de electrones y hue-

cos

La ecuación de continuidad de electrones y huecos están dadas respectivamente

por

q
∂n

∂t
−∇ · Jn = −qR, (4.1)

q
∂p

∂t
+∇ · Jp = −qR, (4.2)

donde q es el valor positivo de la carga elemental (q > 0), n y p son las concentraciones

de no equilibrio de electrones y huecos respectivamente, Jn y Jp son las densidades de

corriente de carga eléctrica de electrones y huecos respectivamente, y R describe la

tasa neta de generación y recombinación de pares electrón-hueco. La forma en que se

han escrito las ecuaciones de continuidad permite dar un significado f́ısico preciso a R

[6]. Un valor de R positivo significa que la tasa de recombinación supera la generación

de pares electrón-hueco, mientras que un valor de R negativo significa lo contrario.

En la siguiente subsección, se darán y discutirán detalles sobre los mecanismos de

generación de recombinación.

En acuerdo con [7], suponemos que la densidad de enerǵıa electromagnética puede

ser dividida en una parte externa y una interna de la siguiente manera: se introduce

un vector potencial A(r, t) de modo que el campo eléctrico total se escribe

E = −∇ψ − ∂A(r, t)

∂t
, (4.3)

donde ∇ψ = Eapp + Eint, siendo Eapp el campo eléctrico externo aplicado y Eint

el campo eléctrico interno generado por una inhomogeneidad espacial de las cargas

eléctricas en el sistema. El potencial eléctrico ψint puede obtenerse a través de la

ecuación de Poisson

∇ · (ε∇ψ) = q[n− p− (N
D
−N

A
)]. (4.4)
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Aqúı hemos dejado de lado el sub́ındice int, ya que es redundante, la ecuación de

Poisson solo describe el campo eléctrico interno, el campo eléctrico externo es toma-

do en cuenta en el sistema a través de las condiciones de frontera. En ausencia de

un campo eléctrico externo, las condiciones de frontera para la ecuación de Poisson,

podŕıan tomarse de resultados experimentales para sistemas particulares, o bien, se

pueden obtener o proponer a partir de ecuaciones que constituyen el modelo ma-

temático utilizado. En (4.4), N
D
y N

A
son las concentraciones de impurezas dona-

doras y aceptoras ionizadas respectivamente, ε (en ocasiones escrita como εs) es la

constante dieléctrica estática, definida como ε = ε0εr, donde ε0 es la permitividad

eléctrica del vaćıo y εr es la permitividad eléctrica relativa del material. A partir de

las ecuaciones (4.3) y (4.4) implican que se tiene la norma de Coulumb, es decir,

∇·A(r, t) = 0. Por lo tanto, el campo de radiación electromagnética es representado

solamente por la contribución Erad = −∂A/∂t, la cual puede variar rápidamente en

el tiempo y en el espacio. Esto implica que si se toma un promedio temporal du-

rante muchos peŕıodos de oscilación, el movimiento de los portadores libres no se ve

afectado significativamente por Erad. El movimiento de los portadores libres se verá

afectado principalmente por otras fuerzas motrices. Ahora debe quedar claro que la

contribución de Erad a la enerǵıa de los portadores y por lo tanto a la enerǵıa interna

de todo el sistema es insignificante. Solo −∇ψ debe ser incluida, y esta contribución

es tomada en cuenta a través de la definición de los potenciales electroqúımicos o

enerǵıas de Fermi.

Un aspecto importante en la ecuación de Poisson (4.4), es que aqúı, por sim-

plicidad, no se toma en cuenta la existencia de una concentración de carga en los

estados que aparecen debido a la presencia de impurezas. Esto se tiene en cuenta en

[8]. La ecuación de Poisson, tal como se presenta aqúı, es correcta bajo el supuesto

de ionización completa.
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4.2. Ecuaciones de balance para la densidad de

entroṕıa y la enerǵıa

Las ecuaciones de balance de enerǵıa para cada componente del sistema, electro-

nes (n), huecos (p) y la red (L), son

∂un
∂t

−∇ · Ju
n = Ln + Pn, (4.5)

∂up
∂t

−∇ · Ju
p = Lp + Pp, (4.6)

∂u
L

∂t
+∇ · Ju

L
= L

L
+ P

L
, (4.7)

siendo un, up y u
L
la densidad de enerǵıa interna de electrones, huecos y la red res-

pectivamente, y Ju
n, J

u
p y Ju

n sus correspondientes flujos de enerǵıa. Por otro lado,

Ln, Lp y L
L
son términos que representan el intercambio de enerǵıa entre los compo-

nentes del sistema. Se considera que esta enerǵıa se conserva en equilibrio térmico,

es decir Ln + Lp + L
L
= 0. Además, debido a que el sistema puede estar acoplado a

un campo de radiación externa, la enerǵıa interna no se conserva. Los términos Pn,

Pp y P
L
representan la no conservación de enerǵıa debido a la radiación incidente.

En ausencia de iluminación se tiene que Pn = Pp = P
L
= 0.

Las relaciones de Gibbs reflejan el conjunto de propiedades que definen el estado

termodinámico del sistema electrón-hueco-red

Tndsn = dun − EFndn, (4.8)

Tpdsp = dup + EFpdp, (4.9)

T
L
ds

L
= du

L
. (4.10)

En estas ecuaciones, Tn, sn, EFn , Tp, sp, EFp son la temperatura, la densidad de

entroṕıa y el potencial electroqúımico (o enerǵıas de Fermi) para electrones y huecos

respectivamente. En la ecuación (4.10) T
L
y s

L
son la temperatura y la densidad de
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entroṕıa de la red. Las enerǵıas de Fermi, de acuerdo con [6] se definen como

EFn = Ei − q

[
ψ − kBT

q
ln

(
n

n0

)]
, (4.11)

EFp = Ei − q

[
ψ +

kBT

q
ln

(
p

p0

)]
, (4.12)

donde Ei es la enerǵıa intŕınseca de Fermi (cuyo valor es constante, es decir∇Ei = 0),

kB es la constante de Boltzmann, n0 y p0 son las concentraciones de equilibrio de

electrones y huecos definidas como

n0 = ni +N
D
, (4.13)

p0 = ni +N
A
, (4.14)

en las expresiones anteriores ni es la concentración intŕınseca de portadores de carga.

Las concentraciones de equilibrio n0 y p0 son constantes para un semiconductor

dopado homogéneamente. Actualmente es posible dopar materiales semiconductores

de forma controlada, de modo que en un caso general, las concentraciones N
D
y N

A

pueden depender de la posición. Las concentraciones de equilibrio están relacionadas

a través de la conocida ley de acción de masas, la cual se escribe como

n0p0 = n2
i . (4.15)

La ecuación (4.15) establece que el producto n0p0 es constante a una temperatura

dada. Esta es una de las relaciones más importantes para los materiales semicon-

ductores en equilibrio térmico. Cuando en un semiconductor tipo-n se introduce la

concentración de impurezas N
D
, generalmente se considera que n0 ≈ N

D
, y de acuer-

do a la ecuación (4.15), la concentración de huecos p0 disminuye, esto se debe a que

aumenta la probabilidad de los procesos de recombinación, es decir, una fracción de

los electrones procedentes de los átomos donadores contribuyen a saturar una parte

importante de los niveles o estados vacante, disminuyendo por tanto la concentración

de huecos.

Mediante el uso de las ecuaciones (4.5) - (4.7) y (4.8) - (4.10) (los detalles pueden

consultarse en el Apéndice A), bajo el supuesto de equilibrio térmico entre los com-
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ponentes del sistema, es decir Tn = Tp = T
L
= T , se obtiene la ecuación de balance

de entroṕıa.
∂s

∂t
+∇ · Js =

L
T

+
P
T

+ σs (4.16)

donde s = sn + sp + s
L
es la densidad total de entroṕıa, Js es el flujo de entroṕıa

dado por Js = Jq/T , siendo Jq el flujo de calor definido como

Jq = Ju
L
+ Ju

n +
1

q
EFnJn + Ju

p +
1

q
EFpJp, (4.17)

mientras que L = Ln+Lp+LL, P = Pn+Pp+PL y σs es la producción de entroṕıa

definida como

σs = Jq · ∇
(
1

T

)
+ Jn ·

∇EFn

qT
+ Jp ·

∇EFp

qT
+R

(
EFn − EFp

T

)
. (4.18)

Cada término en la expresión para la producción de entroṕıa en (4.18), se compo-

ne de un flujo termodinámico y su respectiva fuerza termodinámica. Como se ha

mencionado, la ecuación de balance para la densidad de entroṕıa se ha escrito para

condiciones de equilibrio térmico, bajo estas condiciones se ha dicho que L = 0, sin

embargo se ha preferido mantener este término en la ecuación mencionada, al igual

que P/T , ya que t́ıpicamente en la literatura son ignorados y poco se habla sobre

el papel de estos términos en esa ecuación. Aqúı se profundizará un poco más sobre

ellos en la última sección de este caṕıtulo.

Otra ecuación muy importante en semiconductores, es la ecuación de balance de

enerǵıa que se obtiene sumando las ecuaciones (4.8) - (4.10)

ρcv
∂T

∂t
+∇ · Jq =

1

q
∇ · [EFnJn + EFpJp] + P + L, (4.19)

para la ecuación anterior se ha usado que un + up + uL = u = ρcvT , donde u es la

densidad de enerǵıa total, ρ y cv son la densidad de masa y la capacidad caloŕıfica a

volumen constante del material respectivamente. En general, se va a suponer ausencia

de iluminación, de modo que P = 0 y en caso contrario será claramente señalado.

También se va a considerar equilibrio térmico entre las especies que componen al

sistema, de tal forma que L = 0.
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Finalizamos este apartado señalando que la definición del flujo de calor presentada

en este trabajo, difiere de la que se presenta en [27], donde se define Jq = w−EFnJn−
EFpJp donde w es la densidad del flujo de enrǵıa (aqúı definido como Ju

n + Ju
p + Ju

L
).

Aqúı la definición del flujo de calor, surge al identificar el flujo de entroṕıa en la

ecuación de balance para la densidad de entroṕıa (4.16) y considerar que Js = Jq/T .

4.3. Coeficientes fenomenológicos y ecuaciones cons-

titutivas

Para obtener las ecuaciones constitutivas se debe considerar lo siguiente. Primero,

de acuerdo con la ec. (4.18), la producción de entroṕıa está dada por la suma de los

productos de cada flujo disipativo y su respectiva fuerza termodinámica. Despúes,

se define la segunda ley que exige que la producción de entroṕıa sea positiva. Final-

mente, el teorema de Curie establece que solo se pueden acoplar flujos y fuerzas del

mismo orden tensorial. Ahora usamos la combinación lineal para escribir los flujos,

que es la forma más simple de satisfacer la segunda ley. Por tanto, las ecuaciones

constitutivas obtenidas para un semiconductor en equilibrio térmico en ausencia de

iluminación son

Jn = Lnn
∇EFn

qT
+ Lnp

∇EFp

qT
+ Lnq∇

(
1

T

)
, (4.20)

Jp = Lpn
∇EFn

qT
+ Lpp

∇EFp

qT
+ Lpq∇

(
1

T

)
, (4.21)

Jq = Lqn
∇EFn

qT
+ Lqp

∇EFp

qT
+ Lqq∇

(
1

T

)
, (4.22)

R = L
RR

(
EFn − EFp

T

)
. (4.23)

Los coeficientes Lij son los coeficientes de Onsager. Note que R es un tensor de

orden cero y por tal motivo no está acoplado a los otros flujos. De acuerdo con [11],

la enerǵıa de Fermi de huecos, no tiene una influencia sobre el flujo de electrones,

y de forma similar, la enerǵıa de Fermi de electrones no tiene una influencia sobre

el flujo de electrones, de modo que Lpn = Lnp = 0. Las ecuaciones (4.20) - (4.23),

pueden escribirse de forma matricial
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Jn

Jp

Jq

R

 =


L nn 0 Lnq 0

0 L pp Lpq 0

Lqn Lqp L qq 0

0 0 0 L
RR




1
qT
∇EFn

1
qT
∇EFp

∇
(
1
T

)
1
T
(EFn − EFp)

 .

Para identificar el resto de los coeficientes fenomenológicos, de acuerdo con las ecua-

ciones (4.11) y (4.12), el gradiente de las enerǵıas de Fermi de electrones y huecos

es

∇EFn = q

[
−∇ψ +

kBT

qn
∇n+

kB
q

ln

(
n

n0

)
∇T

]
, (4.24)

∇EFp = −q
[
∇ψ +

kBT

qp
∇p+ kB

q
ln

(
p

p0

)
∇T

]
. (4.25)

Con estas expresiones, las ecuaciones (4.20) - (4.22) se reescriben como

Jn =
Lnn

T

[
−∇ψ +

kBT

qn
∇n+

kB
q

ln

(
n

n0

)
∇T

]
− Lnq

T 2
∇T, (4.26)

Jp =
Lpp

T

[
−∇ψ − kBT

qp
∇p− kB

q
ln

(
p

p0

)
∇T

]
− Lpq

T 2
∇T, (4.27)

Jq =
Lqn

T

[
−∇ψ +

kBT

qn
∇n+

kB
q

ln

(
n

n0

)
∇T

]
+

Lqp

T

[
−∇ψ − kBT

qp
∇p− kB

q
ln

(
p

p0

)
∇T

]
− Lqq

T 2
∇T. (4.28)

Los coeficientes fenomenológicos en las ecuaciones (4.31) - (4.33), pueden definirse a

partir de fenómenos f́ısicos bien conocidos. El primer término entre corchetes en el

flujo de electrones y huecos, es la ley de Ohm, el segundo término es la ley de Fick, el

tercer y cuarto término con factor común ∇T , está relacionado con el ampliamente

conocido efecto cruzado Seebeck. Por otro lado, en el flujo de calor Jq, el término

con el gradiente del potencial eléctrico representa el bien conocido efecto Peltier, el

gradiente de la concentración mueve part́ıculas y éstas transportan enerǵıa, es decir,

calor. El último término en el flujo de calor es la ley de Fourier. Ahora podemos
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escribir las definiciones para cada coeficiente fenomenológico

Lnn = σnT, Lpp = σpT, Lqq = κT 2, (4.29)

Lnq = SnσnT
2, Lpq = SpσpT

2, L
RR

=
C

Tot

c n2
i

kB
, (4.30)

donde σn = qµnn y σp = qµpp son las conductividades eléctricas de electrones y

huecos respectivamente, aqúı µn es la movilidad de electrones y µp es la movilidad de

hueco. Por otro lado, κ es la conductividad térmica, Sn y Sp son los coeficientes de

Seebeck de electrones y huecos respectivamente. El resto de los coeficientes se definen

de acuerdo a las relaciones rećıprocas de Onsager, es decir Lnq = Lqn y Lpq = Lqp.

En el coeficiente L
RR
, C

Tot

c es el coeficiente de captura total de electrones y huecos,

este será discutido con más detalle en la sección 4.6.

4.4. Ecuaciones constitutivas no lineales

Usando (4.29) y (4.30), el flujo de electrones, huecos y calor se reescriben de la

siguiente manera

Jn =− qµnn∇ψ + q
kBT

q
µn∇n +

[
µnkBn ln

(
n

n0

)
− qµnnSn

]
∇T, (4.31)

Jp =− qµpp∇ψ − q
kBT

q
µp∇p −

[
µppkB ln

(
p

p0

)
+ qµppSp

]
∇T, (4.32)

Jq =SnqµnnT

[
−∇ψ +

kBT

qn
∇n+

kB
q

ln

(
n

n0

)
∇T

]
+

SpqµppT

[
−∇ψ − kBT

qp
∇p− kB

q
ln

(
p

p0

)
∇T

]
− κ∇T. (4.33)
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Es fácil notar que en condiciones isotérmicas T → T0, las ecuaciones (4.31) y (4.32)

se reducen a

Jn = −qµnn∇ψ + qDn∇n, (4.34)

Jp = −qµpp∇ψ − qDp∇p, (4.35)

donde

Dn =
kBT0
q

µn y Dp =
kBT0
q

µp, (4.36)

son los coeficientes de difusión de Einstein para electrones y huecos, y T0 es una

temperatura de referencia constante. Estas ecuaciones son ampliamente conocidas

como ecuaciones de arrastre-difusión.

Un comentario más sobre las ecuaciones constitutivas no lineales (4.31) - (4.33)

(aunque a simple vista sea evidente) es que, el gradiente de cada variable presente

en cada flujo, se ve afectado por al menos otra variable, esta influencia claramente

desaparece (o se ve reducida) en un caso linealizado, situación que se explora en el

siguiente apartado.

4.5. Ecuaciones constitutivas lineales

El uso de ecuaciones de tranporte de carga y enerǵıa en su forma linealizada, es

lo más común que se encuentra en la literatura, debido a la aparente simplicidad de

dichas ecuaciones y su relativa facilidad para hallar soluciones anaĺıticas para casos

particulares. En nuestro caso, para linealizar las ecuaciones constitutivas presentadas

en el apartado anterior, consideremos

n = n0 + δn, (4.37)

p = p0 + δp, (4.38)

T = T0 + δT, (4.39)

ψ = ψ0 + δψ, (4.40)

donde las expresiones δx son variaciones de la variable correspondiente, dichas varia-

ciones se van a considerar más pequeñas que sus respectivas cantidades de referencia
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x0. Resulta apropiado resaltar un detalle en las ecuaciones anteriores, a primera vista

no parece que exista una relación entre los valores de las variaciones, sin embargo,

las concentraciones de electrones y huecos, resultan sensibles ante variaciones signi-

ficativas en la temperatura y ante cambios importantes en las variaciones del campo

eléctrico, es decir, si aumenta de forma importante δT o δψ, también habrá un au-

mento importante en δn y δp. No resulta sencillo establecer una relación general entre

estas expresiones ya que no solo puede depender del material y su composición, sino

también de su forma y tamaño.

Ahora, usando las ecuaciones (4.37) - (4.40) en (4.31) - (4.33), se obtiene

Jn =− qµnn0∇δψ + qDn∇δn− qµnn0Sn∇δT, (4.41)

Jp =− qµpp0∇δψ − qDp∇δp− qµpp0Sp∇δT, (4.42)

Jq =SnT0 [−qµnn0∇δψ + qDn∇δn] + SpT0 [−qµpp0∇δψ − qDp∇δp]− κ∇δT.
(4.43)

Note que

σn0 = qµnn0 y σp0 = qµpp0, (4.44)

son las conductividades eléctricas de electrones y huecos respectivamente. Estas con-

ductividades eléctricas pueden aumentar de forma importante para semiconductores

dopados, según sea el dopamiento, una aumentará y la otra disminuirá de acuerdo

con la relación entre p0 = n2
i /n0. En el siguiente apartado se explora un poco el peso

de cada coeficiente en cada flujo.

4.5.1. Peso de los coeficientes en los flujos para silicio y ger-

manio

Ahora que se conocen las expresiones de todos los coeficientes fenomenológicos y

la expresión expĺıcita para cada flujo, resulta muy ilustrativo hacer un breve análisis

del peso que tiene cada coeficiente en cada flujo. Para esto, se usará el sistema in-
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ternacional de unidades (mks) y se van a considerar dos materiales semiconductores,

silicio y germanio, ambos con un dopamiento tipo-n, N
D
= 1022 m−3, de esta forma,

n0 ≈ N
D
, y de acuerdo con la ecuación (4.15), p0 = n2

i /n0 ≈ n2
i /ND

. Se consideran

los parámetros usualmente dados para una temperatura de referencia T0 = 300 K,

con q = 1.602× 10−19 C, kB = 1.3806× 10−23 J/K y ε0 = 8.8541× 10−12 C2/Jm. El

resto de parámetros para silicio y germanio se muestran en la tabla 4.1.

Parámetro Silicio Germanio Unidades

µn 1450 ×10−4 3800 ×10−4 m2/Vs
µp 450 ×10−4 1800 ×10−4 m2/Vs

ni 1.02×1016 2.4×1019 m−3

n0 1022 1022 m−3

p0 1.04×1010 5.7461016 m−3

Dn 3.619×10−3 9.823×10−3 m2/s
Dp 1.163×10−3 4.653×10−3 m2/s

Sn −120 ×10−6 −130 ×10−6 V/K
Sp 190 ×10−6 160 ×10−6 V/K
κ 148 59.9 W/mK
ε 1.035×1010 1.398×1010 C2/Jm

Tabla 4.1: Valores t́ıpicos en mks de parámetros a 300 K para silicio y germanio
tipo-n, ambos con un dopamiento ND = 1022 m−3.

Se debe recordar que la permitividad eléctrica de un material se define como

ε = εrε0, donde εr es la permitividad eléctrica relativa del material (cantidad adi-

mensional), la cual tiene una valor de 11.7 para el silicio y de 15.8 para el germanio.

Ahora se está en condiciones de analizar el valor de cada coeficiente en la ecuación

de cada flujo, para esto se utilizarán las ecuaciones lineales de los flujos (4.41) - (4.43),

aśı como las definiciones dadas por las ecuaciones (4.36) y (4.44). La tabla 4.2 resume

los valores de los coeficientes de interés, para silicio y germanio

A partir de la tabla 4.2, puede verse que los coeficientes para el flujo de electro-

nes, tanto para silicio como para germanio, son casi del mismo orden, sin embargo,

para el flujo de huecos, solo el segundo coeficiente es del mismo orden, el primer y

tercer coeficiente para el germanio, es siete órdenes mayor que los del silicio a pesar

de considerar un dopamiento de la misma magnitud para ambos materiales, esto es
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Flujo Coeficiente Silicio Germanio Unidades

σn0 224.305 610.288 S/m
Jn qDn 5.798×10−22 1.573×10−21 Cm2/s

σn0Sn −0.0269 −0.0793 A/mK

σp0 2.33×10−10 0.0034 S/m
Jp qDp 1.863×10−22 7.45×10−22 Cm2/s

σp0Sp 4.43×10−14 5.597×10−7 A/mK

σn0SnT0 −8.074 −23.801 A/m
qDnSnT0 −2.087×10−23 6.138×10−23 Jm2/s

Jq σp0SpT0 1.33×10−11 1.67×10−4 A/m
qDpSpT0 1.062×10−23 3.578×10−23 Jm2/s

κ 148 59.9 W/mK

Tabla 4.2: Valor de los coeficientes para el flujo de electrones, huecos y calor de las
ecuaciones (4.41) - (4.43), para silicio y germanio tipo-n, ambos con un dopamiento
ND = 1022 m−3.

debido a que la concentración intŕınseca ni del germanio es tres órdenes mayor que

la del silicio. Una situación parecida se tiene en la diferencia de órdenes del tercer

coeficiente del flujo de calor. Un error que no debe cometerse, es dejarse llevar por

una primer impresión en el valor de los coeficientes, recuerde que estos acompañan a

∇n, ∇p, ∇T ó ∇ψ, antes de despreciar algún término por el valor de su coeficiente,

es importante tener una idea de la naturaleza del gradiente al que acompaña, es

decir, la magnitud del gradiente en śı, ya que la magnitud (el orden) del gradien-

te multiplicado por el coeficiente que lo acompaña, es lo que al final determina la

magnitud del término en cuestión. Otro aspecto con lo que se debe tener cuidado,

es distinguir el comportamiento de la función n(x), p(x), T (x) y ψ(x), y su corres-

pondiente gradiente, puede que los valores de alguna de estas variables oscile entre

pequeños valores comparada con las otras, pero lo que importa no son los valores de

la variable sino el de su gradiente, es decir, la forma sut́ıl o brusca en la que se dan

esos cambios. Una reflexión similar se tiene para variables que sean mucho mayor

que las otras, lo importante es el gradiente de ella.
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4.6. Generación y recombinación de pares electrón-

hueco

Existen diferentes mecanismos de generación y recombinación de pares electrón-

hueco, tales como el óptico, el de Auger o el de Shockley-Read-Hall (SRH). El óptico

es un proceso que se da a través de la obsorción o emisión de fotones, el de Auger

se da mediante la interación de tres part́ıculas (una con mucha más enerǵıa que las

otras dos), y el mecanismo de SRH se da en semiconductores dopados, en los cuales

a consecuencia del dopamiento aparecen niveles de enerǵıa en la banda prohibida

lo que facilita, a traves de la absorción o emisión de fonones, la generación y re-

combinación de electrones y huecos. En el mecanismo de SRH no necesariamente se

da la generación y recombinación de pares electrón-hueco, ya que una determinada

concentración de carga puede existir en los niveles trampa y por tanto, la concentra-

ción total de carga debe contener la concentración de electrones, la de huecos y la

existente en los niveles trampa. El supuesto de ionización completa o total, consiste

en considerar que las trampas están completamente ionizadas, es decir, que no existe

una concentración de carga en ellas, solo bajo esta suposición, se puede considerar

que hay una generación y recombinación de pares electrón-hueco. De aqúı en adelante

se trabajará bajo el supuesto de ionización total.

Considerado ausencia de iluminación y de campos eléctricos intensos, solo el

mecanismo de SRH resulta relevante, en particular este será el único mecanismo

considerado en este trabajo. La expresión que describe el balance de la generación y

recombinación de pares electrón-hueco para el mecanismo de SRH es [2]

R
SRH

=
np− n2

i

τp(n+ n1) + τn(p+ p1)
, (4.45)

donde n1 y p1 son la concentración de electrones y huecos cuando el nivel de Fermi

coincide con la enerǵıa de activación de la impureza (el nivel trampa), τn y τp t́ıpi-

camente son conocidos como los tiempos de vida de electrones y huecos (aunque un

nombre más apropiado podŕıa ser tiempos de recombinación). La expresión anterior

puede reducirse ya que n1 + p1 = 2ni cosh(x) ≈ 2ni y suponiendo que τn = τp = τ ,
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de modo que

R
SRH

=
np− n2

i

τ(n+ p+ 2ni)
. (4.46)

Las concentraciones de no equilibrio de electrones y huecos, en términos de ex-

ponenciales se escriben como [14]

n = nie
EFn−Ei

kBT , (4.47)

p = nie
Ei−EFp

kBT , (4.48)

respectivamente. Usando las ecuaciones (4.47) y (4.48) y haciendo una expansión en

series de Taylor a primer orden en la diferencia de los potenciales electroqúımicos (o

enerǵıas de Fermi), se obtiene

R
SRH

=
n2
i

τ(n+ p+ 2ni)kB

(
EFn − EFp

T

)
, (4.49)

comparando la ecuación anterior, con la ecuación constitutiva para R (4.23), se sigue

que

L
RR

=
n2
i

τ(n+ p+ 2ni)kB
. (4.50)

De acuerdo con las ecuaciones (4.11) y (4.12)

EFn − EFp = kBT

[
ln

(
n

n0

)
+ ln

(
p

p0

)]
. (4.51)

Usando la ecuación anterior, la ecuación (4.49) se reescribe como

R
SRH

=
n2
i

τ(n+ p+ 2ni)

[
ln

(
n

n0

)
+ ln

(
p

p0

)]
. (4.52)

Algo fundamental a señalar es lo siguiente, no debe pasar desapercibida la impor-

tancia de la ecuación (4.49), en donde se muestra de forma clara la dependencia del

balance de generación y recombinación de pares electrón-hueco, con la diferencia de

las enerǵıas de Fermi, podŕıa compararse esta ecuación con la ecuación (4.23), la cual

justamente establece la necesidad de la dependencia en la diferencia de las enerǵıas

de Fermi para R, esto para garantizar que la producción de entroṕıa, ecuación (4.18),
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es positiva.

Finalizamos este caṕıtulo señalando lo siguiente, en el segundo miembro de la

ecuación (4.52), la expresión que no está entre corchetes, resulta útil (por simplici-

dad), reducirla de la siguiente forma para semiconductores dopados

C
SRH

=


n2
i

τ(n+p+2ni)
≈ n2

i

τn0
= p0

τ
tipo-n,

n2
i

τ(n+p+2ni)
≈ n2

i

τp0
= n0

τ
tipo-p.

(4.53)

Debe notarse que C
Tot

c → C
SRH

, pues solo el mecanismo de SRH se está tomando en

cuenta en este trabajo.

4.7. Introducción y producción de entroṕıa

Para cerrar este caṕıtulo, es importante discutir la forma de la ecuación (4.16),

que se vuelve a escribir a continuación

∂s

∂t
+∇ · Js =

L
T

+
P
T

+ σs.

Debe observarse que en esta ecuación en el segundo miembro en donde generalmente

se escriben los términos fuente o sumidero, para este caso existen tres términos, el

primero, L/T , está asociado con los intercambios de enerǵıa debido a las interacciones

entre las especies que componen el sistema, el segundo, P/T , está asociado con

la incidencia de luz en el material semiconductor, y el tercero es la producción de

entroṕıa σs. Se han dejado fuera de la producción de entroṕıa los términos L/T y P/T
no de forma intencional, sino como consecuencia de no ofrecer una expresión clara

y expĺıcita para tales términos, expresiones cuya forma necesariamente cumpla la

forma de los términos dentro de la producción de entroṕıa, esto es, como el producto

de un flujo termodinámico por una fuerza termodinámica, la razón de ello es que en

realidad no pueden escribirse de tal forma, sin embargo, esto no significa que no se

produce entroṕıa debido a la interacción entre las especies o debido a la iluminación

que pueda estar presente sobre el sistema de estudio, śı hay producción de entroṕıa

asociada a estas dos situaciones, pero es tomada en cuenta a través de los términos
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R
Opt

, R
SRH

y R
Au
, los cuales reflejan la dinámica entre fotón-electrón-hueco, fonón-

electrón-hueco y electrón-electrón-hueco (o electrón-hueco-hueco) respectivamente.

El término L, t́ıpicamente es escrito en la forma antisimétrica

Li =
∑
j

Aj(Ti − Tj), (4.54)

donde i = n, p, L y J = n, p, L, con i ̸= J . Estos términos están contrabalanceados

de forma tal L = Ln + Lp + L
L
no entran como un término fuente a la enerǵıa

interna total en la ecuación de balance de enerǵıa (4.19). Por otro lado, P describe

la absorción de luz por el material, y una descripción fenomenológica para ello se da

a través de la ampliamente conocida ley de Lamber-Beer

Iλ(x) = Iλ0 exp(−αλx), (4.55)

donde αλ es el coeficiente de absorción espectral. La ecuación (4.55), además de

establecer P = Iλ(x), implica que la absorción de luz se considera una fuente de

enerǵıa externa suministrada localmente, como muestra la ecuación (4.19). Luego

se introduce entroṕıa en el sistema que se describe mediante el término P/T en la

ecuación (4.16). El hecho de que la intensidad de la luz se ajuste externamente implica

que dicho término tiene un valor arbitrario. En este sentido, no es una propiedad

determinada dinámicamente, aunque śı influye en la dinámica, ya que la absorción de

luz está involucrada en el mecanismo óptico de generación de pares electrón-hueco.

Esos fotones de la luz incidente con enerǵıa hν > Eg, donde Eg es la enerǵıa del

gap, contribuyen a la generación del par electrón-hueco que está determinada por los

respectivos coeficientes de captura. Su enerǵıa se disipa por colisiones con los átomos

de la red produciendo el calentamiento del material. En este sentido, los términos Pi

se consideran suministros disipativos de enerǵıa.

La expresiones antes mencionada para el balance de la generación y recombinación

de pares electrón-hueco asociada al mecanismo óptico y de Auger, son respectiva-
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mente [6]

R
Opt

= C
Opt

(np− n2
i ), (4.56)

R
Au

= (C
Au

n n+ C
Au

p p)(np− n2
i ), (4.57)

donde C
OPT

es el coeficiente de la tasa de captura de fotones, similarmente C
Au

n

y C
Au

n son tasas de captura de electrones y huecos en el mecanismo de Auger. Al

tomar en cuenta estos mecanismos, R se compone de tres contribuciones, a saber

R = R
SRH

+ R
Opt

+ R
Au
, de esta forma, a partir de la ecuación (4.18), queda claro

que tanto la iluminación sobre un semiconductor, aśı como la interacción entre las

especies que componen el sistema, śı producen entroṕıa.

En este caṕıtulo se han establecido y analizado todos los elementos de las ecua-

ciones fundamentales para el estudio de transporte de carga y enerǵıa en materiales

semiconductores. En el siguiente caṕıtulo se abordan precisamente las ecuaciones de

transporte, se analizan y se extienden a casos más generales de los que habitualmente

son presentados en la literatura.



Caṕıtulo 5

Transporte de carga y enerǵıa en

materiales semiconductores

En la literatura, generalmente el estudio del transporte de carga y enerǵıa se hace

de forma independiente, ya que puede ser que en la aplicación en śı que se busca, solo

un fenómeno de transporte sea de interés y el otro simplemente puede despreciarse,

o bien, que las ecuaciones para estudiar ambos fenómenos de manera simultánea

sean sumamente complicadas de resolver y por tanto, se evita tratar de hacerlo. Las

ecuaciones para estudiar simultáneamente el transporte de carga y enerǵıa de manera

general y robusta, son altamente no lineales y muy dif́ıciles de resolver, es por ello

que se siguen diferentes estrategias para poder simplificarlas y aśı obtener soluciones

anaĺıticas o numéricas de ellas. Algunas formas de simplificar las ecuaciones es a

través de un análisis de órden sobre los coeficientes de transporte, o considerando

situaciones f́ısicas tales que permitan eliminar algunos términos, o bien, mediante

una linealización de las ecuaciones. En este caṕıtulo se presentan las ecuaciones de

transporte que se obtienen con el uso de las ecuaciones constitutivas presentadas en

el caṕıtulo anterior, tanto en su forma no lineal como en su forma lineal. También

se discute la condición de cuasineutralidad que consecuentemente conduce al modelo

de transporte ambipolar [3], se discute la ecuación ambipolar y se remarcan sus

diferencias con la ecuación de continuidad, además, se extiende la ecuación ambipolar

para casos no isotérmicos y se presenta la correspondiente ecuación de balance de

enerǵıa, aśı como la ecuación del campo eléctrico que permite dar una descripción

37
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completa de sistemas bajo estas consideraciones. Finalmente, se discute un aspecto

que suele ser ignorado en la literatura o que generalmente se le da una importancia

menor de la que quizás merece, nos referimos al proceso de adimensionalización.

5.1. Ecuaciones de transporte no-lineales

Utilizando las ecuaciones (4.31) - (4.33) en (4.1), (4.2) y (4.19) se obtiene el

siguiente conjunto de ecuaciones

q
∂n

∂t
=− qµn

(
∇n · ∇ψ + n∇2ψ

)
+ q

k
B

q
µn(∇T · ∇n+ T∇2n)+[

k
B
µn

(
ln

(
n

n0

)
+ 1

)
− qµnSn

]
∇n · ∇T +(

k
B
µnn ln

(
n

n0

)
− qµnnSn

)
∇2T − C

SRH

[
ln

(
n

n0

)
+ ln

(
p

p0

)]
, (5.1)

q
∂p

∂t
=qµp

(
∇p · ∇ψ + p∇2ψ

)
+ q

k
B

q
µp(∇T · ∇p+ T∇2p)+[

k
B
µp

(
ln

(
p

p0

)
+ 1

)
+ qµpSp

]
∇p · ∇T+(

k
B
µpp ln

(
p

p0

)
+ qµppSp

)
∇2T − C

SRH

[
ln

(
n

n0

)
+ ln

(
p

p0

)]
. (5.2)
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ρcv
∂T

∂t
=∇ · {qT [(µnSnn+ µpSpp)∇ψ− T

(
DnSn

T0
∇n− DpSp

T0
∇p

)
−(

DnSn

T0
n ln

(
n

n0

)
− DpSp

T0
p ln

(
p

p0

))]}
+ κ∇2T+

C
SRH

k
B
T

[
ln

(
n

n0

)
+ ln

(
p

p0

)]2
+ (Ei − qψ)

∂(n− p)

∂t
+

k
B
T

q

[
ln

(
n

n0

)
∂n

∂t
+ ln

(
p

p0

)
∂p

∂t

]
+

[
−∇ψ +

k
B

q

(
ln

(
n

n0

)
∇T+

T

n
∇n

)]
× µn

[
−qn∇ψ + k

B
T∇n+

(
nk

B
ln

(
n

n0

)
− qnSn

)
∇T

]
+[

−∇ψ − k
B

q

(
ln

(
p

p0

)
∇T+ T

p
∇p

)]
× µp [−qp∇ψ − k

B
T∇p−(

pk
B
ln

(
p

p0

)
+ qpSp

)
∇T

]
. (5.3)

Estas son las ecuaciones no lineales de transporte de electrones, huecos y enerǵıa

respectivamente. Claramente son ecuaciones muy complicadas para resolver tanto

anaĺıtica como numéricamente, simplificarlas es algo sumamente indispensable.

5.2. Ecuaciones de transporte lineales

Para obtener las ecuaciones linealizadas de transporte de carga y enerǵıa deben

sustituirse las ecuaciones (4.41)-(4.43) en (4.1), (4.2) y (4.19) para obtener

q
∂δn

∂t
=− qµnn0∇2δψ + q

k
B

q
µnT0∇2δn− qµnn0Sn∇2δT − qC

SRH

(
δn

n0

+
δp

p0

)
,

(5.4)

q
∂δp

∂t
=qµpp0∇2δψ + q

k
B

q
µpT0∇2δp+ qµpp0Sp∇2δT − qC

SRH

(
δn

n0

+
δp

p0

)
, (5.5)
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ρscv
∂δT

∂t
=− SnqµnT0

[
−n0∇2δψ +

k
B
T0
q

∇2δn

]
−

SpqµpT0

[
−p0∇2δψ − k

B
T0
q

∇2δp

]
+ κ∇2δT + (Ei − qψ0)

∂

∂t
(δn− δp),

(5.6)

La ecuación de Poisson, tanto para el caso no lineal como para el caso lineal,

usando (4.37), (4.38), (4.13) y (4.14), toma la siguiente forma

∇2δψ =
q

ε
(δn− δp). (5.7)

De esta manera se tiene un conjunto cerrado de ecuaciones para la descripción

del transporte de electrones, huecos y enerǵıa en semiconductores.

5.3. Condición de cuasineutralidad y modelo de

transporte ambipolar

En la teoŕıa de transporte en semiconductores, la condición de cuasinuetralidad, y

consecuentemente el modelo de ecuación ambipolar [3], es un modelo frecuentemen-

te utilizado para el estudio de transporte en semiconductores ligeramente dopados

cerca del equilibrio. La condición de cuasineutralidad supone que la densidad de

carga eléctrica espacial puede ser despreciada dentro de un semiconductor dopado

homegéneamente lejos de las uniones o las fronteras.

La condición de cuasineutralidad en ocasiones es malinterpretada suponiendo que

significa que n = p, esto solo es cierto para un semicondutor intŕınseco, no es cierto

para un semiconductor dopado.

T́ıpicamente, a partir de la condición de cuasineutralidad, es comunmente acep-

tado que ∇2ψ = 0, debe notarse que aceptar que el laplaciano del potencial sea

igual a cero, no significa que el campo eléctrico también es igual a cero. Note que la

condición de cuasineutralidad, a partir de la ecuación (4.4) o (5.7), significa que

δn(x) = δp(x), (5.8)
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y consecuentemente

∇δn = ∇δp. (5.9)

A partir de la ecuación (5.8) es claro que la condición de cuasineutralidad supone una

misma distribución del exceso de los de portadores de carga (electrones y huecos)

a través de todo el material. En [10] se define el parámetro δ = (δp − δn)/δp,

el cual puede considerarse como una medida de la desviación de la condición de

cuasineutralidad, de modo que la condición |δ| ≪ 1, es una forma equivalente de

establecer la cuasineutralidad.

Hay un aspecto importante a resaltar en la ecuación (5.8), que de tomarse en

cuenta, también se reflejaŕıa en la ecuación de Poisson, esto es que no se está consi-

derando la existencia de una concentración en los niveles trampa que surgen debido

al dopamiento. Para más detalles puede consultarse [15] y [23], en estos trabajos

se toma en cuenta una concentración de carga en los niveles trampa, por lo que la

condición de cuasineutralidad es escrita de forma ligeramente distinta a (5.8).

La condición de cuasineutralidad fue orginalmente propuesta por Roosbroeck [3],

y la ecuación empleada para describir el comportamiento del exceso de portadores de

carga, es la llamada ecuación ambipolar. Resulta ilustrativo contrastar la ecuación

de conservación de carga, con una ecuación ambipolar. La ecuación de conservación

de carga se obtiene al restar la ecuación (4.2) a la ecuación (4.1)

−q ∂
∂t

(p− n)−∇ · (Jn + Jp) = 0, (5.10)

en cambio, si ahora se multiplica por µnn a la ecuación (4.2), por µpp a la ecuación

(4.1) y se suman, se obtiene la ecuación ambipolar

q

(
µpp

∂n

∂t
+ µnn

∂p

∂t

)
+ (−µpp∇ · Jn + µnn∇ · Jp) = −q(µpp+ µnn)R. (5.11)

En la ecuación (5.10) el término q(p−n) es conocido como densidad de carga espacial

y la suma Jn + Jp es el flujo eléctrico total. Por otro lado, explicar o darle un

significado a cada término en la ecuación ambipolar (5.11), resulta un poco más

complicado y en la literatura esta reflexión o discusión está ausente. Primero hay
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que aplicar la condición de cuasineutralidad a la ecuación (5.11), esto conduce a

q
∂δp

∂t
+

1

µpp+ µnn
(−µpp∇ · Jn + µnn∇ · Jp) = −qR, (5.12)

si además de la condición de cuasineutralidad, se tiene presente que t́ıpicamente

µp < µn y que para un semiconductor tipo-n, n = ni + N
D
+ δn ≈ N

D
y p ≪ n,

entonces, a partir de la ecuación ambipolar en su forma (5.12), que dicha ecuación le

da un peso o atención particularmente importante a los portadores minoritarios, ya

que el coeficiente para ∇ · Jp será mucho más grande que el coeficiente para ∇ · Jn,

más adelante se verá esto de forma un poco más clara.

En la ecuación de conservación de carga (5.10), claramente no existen términos

fuente, mientras que en la ecuación ambipolar (5.12) si, asociado al balance de la

generación y recombinación de pares electrón-hueco. En la ecuación de conservación

de carga está presente la distribución de carga espacial q(p − n), que es la carga

total en el sistema, y también está presente el flujo total de carga, sin embargo

en la ecuación ambipolar la parte temporal contiene qδp, que refleja la distribución

espacial de carga, pero no es la carga eléctrica total, y el segundo sumando no es

la divergencia de un flujo, es decir, no existe un flujo ambipolar (por llamarlo de

alguna manera) en la ecuación ambipolar, y aunque se ha dicho previamente que

la divergencia del flujo con mayor peso es el que corresponda al de los portadores

minoritarios, considerar solo éste y despreciar la divergencia del otro flujo, no es

correcto. De esta forma debe ser claro que la ecuación de conservación y la ecuación

ambipolar, “observan” al sistema desde una perspectiva muy diferente.
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Usando las ecuaciones (4.31) y (4.32) en (5.10), se obtiene

q
∂

∂t
(p− n) =q(µp∇p+ µn∇n) · ∇ψ+

q

[
(µpp+ µnn)∇2ψ +

k
B

q
(µp∇p− µn∇n) · ∇T

]
+

q
k

B
T

q
(µp∇2p− µn∇2n) + q

{[
k

B

q
µp

(
ln

(
p

p0

)
+ 1

)
+ µpSp

]
∇p −[

k
B

q
µn

(
ln

(
n

n0

)
+ 1

)
− µnSn

]
∇n

}
· ∇T+

q

[(
k

B

q
ln

(
p

p0

)
+ Sp

)
µpp −

(
k

B

q
ln

(
n

n0

)
+ Sn

)
µnn

]
∇2T. (5.13)

Esta es la ecuación no lineal de conservación de carga más general en el marco de

este trabajo, toma en cuenta gradientes de part́ıculas, de potencial y de temperatura,

y a su vez su difusión.

Usando las ecuaciones (4.31) y (4.32) en la ecuación ambipolar (5.12), se obtiene

∂δp

∂t
=− µa(−∇ψ) · ∇δp+ DaT

T0
∇2δp +{

1

T0

DnDp

Dnn+Dpp

[
p ln

(
n

n0

)
+ n ln

(
p

p0

)]
+

2
Da

T0
+

µnµp

µnn+ µpp
(nSp − pSn)

}
∇δp · ∇T +{

1

T0

DnDpnp

Dnn+Dpp

[
ln

(
n

n0

)
+ ln

(
p

p0

)]
+

µnµpnp

µnn+ µpp
(Sp − Sn)

}
∇2T − C

SRH

[
ln

(
n

n0

)
+ ln

(
p

p0

)]
, (5.14)

donde

µa =
µnµp(n− p)

µnn+ µpp
, Da =

DpDn(n+ p)

Dnn+Dpp
. (5.15)

En la ecuación (5.14) el parámetro µa es el coeficiente de mobilidad ambipolar, Da

es llamado el coeficiente de difusión ambipolar, y C
SRH

es el coeficiente definido por

la ecuación (4.53), según se tenga un semiconductor tipo-n o uno tipo-p.
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La ecuación (5.14) es la ecuación ambipolar no lineal para condiciones no isotérmi-

cas, la cual, al conocimiento de los responsables de este trabajo, no ha sido presen-

tada anteriormente en la literatura. Debe notarse que en condiciones isotérmicas, la

ecuación ambipolar no lineal se reduce a

∂δp

∂t
=− µa(−∇ψ) · ∇δp+Da∇2δp − R. (5.16)

Esta es la forma en la que comunmente se encuentra en la literatura la ecuación

ambipolar [9], [10], [14]. La expresión para R t́ıpicamente en la literatura se reduce

a δp/τ , lo cual no es necesariamente correcto [23].

La condición de baja inyección significa que las concentraciones del exceso de los

portadores de carga δn y δp, son mucho menores que la concentración de portadores

mayoritarios en equilibrio térmico (n0 para un semiconductor tipo-n y p0 para uno

tipo-p). Es fácil obervar que para un semiconductor tipo-n en condición de baja

inyección, el coeficiente de movilidad ambipolar µa → −µp y el coeficiente de difusión

ambipolar Da → Dp. Similarmente, para en el caso de un semiconductor tipo-p

µa → µn y Da → Dn. Esto muestra que para un semiconductor dopado, el coeficiente

de difusión y el de movilidad se reducen a un parámetro constante que corresponde

al de los portadores minoritarios para cada caso respectivamente.

La ecuación ambipolar (5.14), para el caso de un semiconductor tipo-n tiene la

forma

∂δp

∂t
=− qµp(−∇ψ) · ∇δp+ q

[
Dp

T0
ln

(
p

p0

)
+ 2

Dp

T0
+ µpSp

]
∇δp · ∇T+

q

{
Dpp

T0
ln

(
p

p0

)
+ µpp(Sp − Sn)

}
∇2T +

qT

T0
Dp∇2δp− C

SRH

ln

(
p

p0

)
,

(5.17)

una ecuación similar podŕıa escribirse para un semiconductor tipo-p. En la ecuación

ambipolar anterior, puede verse que el término difusivo de la temperatura (∇2T )

se ve influenciado principalmente por los portadores minoritarios, sin embargo tam-

bién está presente el coeficiente de Seebeck de electrones, de modo que permanece

información de los portadores mayoritarios, situación que no estaŕıa presente si en

la ecuación ambipolar (5.12) se desprecia la divergencia del flujo con el coeficien-
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te más pequeño, tal y como se mencionaba anteriormente, hacerlo es una decisión

equivocada.

Observe que la ecuación no lineal de conservación de carga para condiciones no

isotérmicas (5.13) se escribe en términos de las variables n, p, T y ψ, mientras que

la ecuación no lineal ambipolar se escribe en términos del exceso de portadores de

carga δp, del campo eléctrico −∇ψ y la temperatura T . El campo eléctrico para

la ecuación ambipolar se puede obtener usando las ecuaciones (4.31) y (4.32), en

condiciones de cuasineutralidad se escribe como

−∇ψ =
J/q

µnn+ µpp
− T

T0

Dn −Dp

µnn+ µpp
∇δp

−

 1

T0

Dnn ln
(

n
n0

)
+Dpp ln

(
p
p0

)
µnn+ µpp

− DnnSn +DppSp

Dnn+Dpp

]
∇T, (5.18)

donde J = Jn + Jp es el flujo de carga eléctrica total. Similarmente, la ecuación

para la temperatura se obtiene a partir de la ecuación (5.3) que en condiciones de

cuasineutralidad se reescribe como

ρcv
∂T

∂t
=∇ · {qT [(µnSnn+ µpSpp)∇ψ− T

(
DnSn

T0
− DpSp

T0

)
∇δp−(

DnSn

T0
n ln

(
n

n0

)
− DpSp
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. (5.19)

En el caso no isotérmico el término difusivo del exceso de portadores de carga∇2δp, se

ve influenciado por la temperatura debido al coeficiente T/T0 tal y como f́ısicamente

se espera, en el caso isotérmico el coeficiente se hace igual a 1 y el efecto de la

temperatura sobre la difusión del exceso de portadores desaparece. Puede verse que
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la ecuación para la temperatura (5.19) es una ecuación diferencial altamente no lineal,

obtener soluciones anaĺıticas o incluso numéricas para ella es una tarea sumamente

dif́ıcil, quizás esta es una de las razones por lo que no se toma en cuenta y tampoco

se ha presentado previamente en la literatura.

La ecuación ambipolar no lineal para condiciones no isotérmicas, es importan-

te en situaciones donde hay campos eléctricos muy intensos, en la cual se vuelve

relevante la descripción de la dinámica de los llamados hot electrons (cargas con

alta enerǵıa cinética), lo cual a su vez conduce a variaciones importantes en la tem-

peratura. También es importante en situaciones en las que conocer y entender el

comportamiento del flujo de calor, de una manera integral (considerando fonones y

part́ıculas cargadas), se vuelve fundamental para el buen funcionamiento de algún

dispositivo semiconductor. Algo importante a tener en cuenta en las condiciones f́ısi-

cas mencionadas, es que el mecanismo de Auger se vuelve relevante debido a que es

un proceso que se da gracias a la existencia de part́ıculas con alta enerǵıa, por lo

cual, es apropiado tomarlo en cuenta.

5.4. Adimensionalización las ecuaciones constitu-

tivas

Una estrategia usada en muchos trabajos para darle generalidad a los resultados

que puedan obtenerse de determinadas ecuaciones, es la adimensionalización de las

mismas, sin embargo, a diferencia de dinámica de fluidos donde hay numerosos co-

eficientes adimensionales bien definidos y estudiados, en el estudio de transporte de

carga y enerǵıa en semiconductores, solo hay unos pocos, aśı que la adimensionali-

zación se reduce a dar expresiones que adimensionalizan las variables y d́ıficilmente

se encuentra alguna discusión más profunda.

En este apartado se discute la estrategia de adimensionalización de las ecuaciones

de los flujos, aśı como algunos aspectos que consideramos importantes y que general-

mente en la literatura no son discutidos. La intención es presentar una discusión de

los efectos que pueden encontrarse debido a la adimensionalización de las ecuaciones.

Para ello, por simplicidad, vamos a partir de las ecuaciones lineales de los flujos, que
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volvemos a presentar a continuación

Jn =− qµnn0∇δψ + qDn∇δn− qµnn0Sn∇δT, (5.20)

Jp =− qµpp0∇δψ − qDp∇δp− qµpp0Sp∇δT, (5.21)

Jq =SnT0 [−qµnn0∇δψ + qDn∇δn] + SpT0 [−qµpp0∇δψ − qDp∇δp]− κ∇δT.
(5.22)

Siguiendo el procedimiento de rutina en la adimensionalización, se definen las varia-

bles adimensionales

∇∗ = L∇, ψ∗ =
ψ

ψ0

, n∗ =
n

n0

, p∗ =
p

p0
, T ∗ =

T

T0
, (5.23)

aqúı, las variables X∗ representan cantidades adimensionales. Debe observarse que

las expresiones anteriores adimensionalizan el segundo miembro de las ecuaciones de

los flujos (5.20) - (5.22), pero no los flujos en śı, por tanto, también es necesario

definir flujos adimensionales de la siguiente forma

J∗
n =

Jn

Jn0

, J∗
p =

Jp

Jp0
, J∗

q =
Jq

Jq0
. (5.24)

Las variables n∗, p∗ y T ∗, no parecen tener gran problema considerando que n0 y p0

son cantidades bien conocidas y definidas, y T0 suele tomarse como la temperatura

ambiente. Sin embargo no sucede lo mismo con L para∇∗ ni con Jx0 para los flujos J
∗
i ,

ya que no es tan claro la forma de definir L ni Jx0 . En algunos casos L suele tomarse

como una longitud de referencia pudiendo ser el tamaño del sistema, en otros casos se

define en términos de algunoss parámetros del sistema de modo que convenientemente

ayuden a simplificar las ecuaciones. Una historia similar se sigue para las cantidades

(escalares) Jx0 . Se podŕıa pensar que como se adimensionaliza el segundo miembro

en las ecuaciones de los flujos, no hace falta adimensionalizar los flujos Ji ya que

al dividir por algún coeficiente que acompañe a cualquier gradiente, la ecuación

queda adimensionalizada, sin embargo adimensionalizr los flujos como se propone
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en (5.24), puede conducir a ecuaciones más sencillas al elegir convenientemente la

expresión para Jx0 .

Para continuar con la discusión sobre la adimensionalización, consideremos la

siguiente situación particular, campo eléctrico despreciable y condiciones isotérmicas,

de modo que los flujos de interés, en variables adimensionales son

Jn0J
∗
n =

qDnn0

L
∇∗δn∗, (5.25)

Jp0J
∗
p =− qDpp0

L
∇∗δp∗, (5.26)

para estas ecuaciones se han usado las ecuaciones (5.23), (5.24), (5.35) y (5.36).

Convenientemente podŕıa definirse

Jn0 =
qDnn0

L
, (5.27)

Jp0 =
qDpp0
L

, (5.28)

de modo que las ecuaciones (5.25) y (5.26) se reducen a

J∗
n =∇∗δn∗, (5.29)

J∗
p =−∇∗δp∗. (5.30)

La simplicidad de las dos ecuaciones anteriores es notable, sin embargo, esto está

escrito para un caso muy particular. Ahora bien, si el campo eléctrico no es despre-

ciable y se elimina la restricción de condiciones isotérmicas, definiendo Jq0 = κT0/L,

entonces las ecuaciones adimensionales para los flujos (5.20) - (5.22) se reescriben de

la siguiente manera

J∗
n =−∇∗δψ∗ +∇∗δn∗ − qSn

kB
∇∗δT ∗, (5.31)

J∗
p =−∇∗δψ∗ − ∇∗δp∗ − qSp

kB
∇∗δT ∗, (5.32)
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J∗
q =

qDnn0Sn

κ
[−∇∗δψ∗ +∇∗δn∗] +

qDpp0Sp

κ
[−∇∗δψ∗ −∇∗δp∗]−∇∗δT ∗. (5.33)

Para obtener la simplicidad de las ecuaciones adimensionales anteriores, se define

ψ0 =
kBT0
q

, (5.34)

en la literatura esta expresión t́ıpicamente es llamada voltaje térmico, y a T0 = 300 K

se tiene que ψ0 = 0.0258 V. Es ilustrativo presentar una tabla similar a la tabla 4.2,

para mostrar el valor de los coeficientes que acompañan a cada gradiente presente

en cada flujo adimensional: J∗
n, J

∗
p y J∗

q. La tabla 5.1 resume esta información.

Flujo Coeficiente de Silicio Germanio

–∇∗δψ∗ 1 1
Jn ∇∗δn∗ 1 1

∇∗δT ∗ 1.3925 1.5085

–∇∗δψ∗ 1 1
Jp ∇∗δp∗ −1 −1

∇∗δT ∗ −2.2048 −1.8567

–∇∗δψ∗+∇∗δn∗ −4.7016×10−6 −3.424×10−5

Jq –∇∗δψ∗–∇∗δp∗ 2.4894×10−23 1.1443×10−10

∇∗δT ∗ −1 −1

Tabla 5.1: Valor del coeficiente para cada gradiente presente en el flujo adimensional
de electrones, huecos y calor, ecuaciones (5.31) - (5.33), para silicio y germanio tipo-n,
ambos con un dopamiento ND = 1022 m−3.

Debe notarse que en la tabla 5.1 en lugar de elegir ∇∗δψ∗, se escogió −∇∗δψ∗,

solo porque esto último representa directamente el campo eléctrico. El valor de los

parámetros presentes en las ecuaciones (5.31) - (5.33) se puede consultar en la sección

4.5.1. Se debe tener cuidado con las conclusiones a obtener a partir de la tabla 5.1,

decir por ejemplo, “cada gradiente en el flujo adimensional de electrones y huecos

tiene esencialmente el mismo peso”(entendiendo por peso el valor de su coeficiente),

no es precisamente correcto, lo adecuado es decir, “bajo la adimensionalización aqúı

propuesta para las variables del sistema, se tiene que cada gradiente en el flujo

adimensional de electrones y huecos tiene esencialmente el mismo peso”. Es muy
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interesante esta observación para los flujos adimensionales de electrones y huecos,

debido a que para el caso original, es decir, el caso dimensional, la diferencia de

órdenes entre los coeficientes es de hasta 24 para el flujo de electrones y el de calor,

y de 12 para el flujo de huecos. Por otro lado, en el caso adimensional, la diferencia

de órdenes es cero para el flujo de electrones y el de huecos, y solo para el flujo de

calor la diferencia de órdenes es de 23, para el caso de silicio, mientras que para el

germanio esta diferencia se reduce a 10.

A partir del valor de cada coeficiente de los flujos adimensionales, se podŕıa

concluir para el flujo de electrones y huecos, que todos los gradientes son igual de

importantes para dar lugar a dichos flujos, mientras que para el flujo de calor adimen-

sional, se podŕıa creer que el único elemento relevante para dar lugar precisamente a

este flujo, es el gradiente de temperatura, ya que el coeficiente de los otros gradien-

tes es muy pequeño (tanto para silicio como para germanio), sin embargo, ante esto

resaltamos nuevamente dos cosas importantes, primero, el valor de los coeficientes

adimensionales claramente depende de la adimensionalización propuesta, y segun-

do, no se debe olvidar que por un lado se tienen los coeficientes y por otro el valor

en śı de los gradientes, perfectamente podŕıa un gradiente muy grande compensar

un coeficiente muy pequeño que lo acompañe, entonces, la aportación real de un

término en particular, depende del coeficiente y de la naturaleza (comportamiento)

del gradiente correspondiente al que acompaña.

Dado que previamente se ha visto que los excesos de portadores de carga tam-

bién tienen un papel importante en las ecuaciones, es conveniente mostrar la forma

adimensional de estas expresiones aunque parezca obvio, y discutir algunos aspectos

que serán relevantes más adelante. Dado que δn = n− n0, entonces

δn∗ =
δn

n0

=
n− n0

n0

. (5.35)

El valor de n = n0+δn puede crecer tanto según el dopamiento introducido llegando

a valores t́ıpicos de 1022 m−3, aunque podŕıa ser mayor en semiconductores fuerte-

mente dopados. Un semiconductor fuertemente dopado se considera que tiene 1018

cm−3 átomos de del elemento con el que se ha dopado, considerar un dopamiento

mucho mayor a esto resulta complicado considerando que el silicio tiene 1022 átomos

por cm−3. Pensando en un semiconductor tipo-n, los valores de δn en condición de
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baja inyección (en donde δn≪ n0 ≈ N
D
), pueden alcanzar valores de 1020 m−3 (1014

cm−3) para todav́ıa cumplir con la condición mencionada. Por otro lado, teniendo

presente valores numéricos mencionados, esto significa que δn∗ debeŕıa tener un valor

máximo entorno a 10−2, es decir, que puede tener valores en el intervalo [0, 10−2]. No-

tar que ya no hay unidades pues se trata de una variable adimensional. La condición

de baja inyección es una consideración común en el estudio de materiales semicon-

ductores, sin embargo, este supuesto no puede tomarse en cuenta en presencia de

campos eléctricos inténsos o fuertes gradientes de temperatura, ya que en estos casos

el exceso de portadores de carga puede ser mucho mayor que la concentración de

equilibrio respectiva. Se debe tener cuidado con pensar que se sigue un caso análogo

para los valores numéricos para el exceso de portadores de carga δp, ya que no es

necesariamente aśı. Es cierto que

δp∗ =
δp

p0
=
p− p0
p0

, (5.36)

sin embargo, considerando que p0 = n2
i /ND

, se tiene que p0 queda condicionada

por el dopamiento. Teniendo en cuenta que por ejemplo para silicio ni = 1016 m−3,

entonces p0 = 1010 m−3, ahora bien, p = p0 + δp, puede que p0 ya tenga un valor

claro y definido, sin embargo, el exceso de portadores de huecos δp no, no está

condicionada a nada más que la condición de baja inyección, es decir δp ≪ n0, aśı,

nuevamente es razonable tener valores de hasta 1020 m−3 para δp, de esta forma

δp∗ puede llegar a tener un valor δp∗ = 1020/1010 = 1010, ahora sin unidades ya

que es una variable adimensional. Estos valores para δp∗ no se tienen de forma

general para cualquier problema, sino para el caso aqúı discutido. Pueden existir

otras condiciones sobre los valores permitidos para el exceso de portadores de huecos

δp, y consecuentemente, esto afectaŕıa a δp∗, por ejemplo, en el caṕıtulo 6 se trabaja

con un semiconductor tipo-n y la condición de cuasineutralidad, por un lado se

impone que δn = δp ≪ n0, en particular para este caso el exceso de portadores

de carga adimensional tiene la libertad de alcanzar valores de hasta 1010, y para

otra situación se impone que δn∗ = δp∗ ≪ p0, aqúı ahora el exceso de portadores de

carga adimensional podŕıa alcanzar valores máximos de hasta 10−2. Por otro lado, en

medio del proceso de linealización de las ecuaciones de transporte (presentadas en el

caṕıtulo 7), una restricción sobre el exceso de portadores de carga es δn≪ n0 ≈ ND y
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δp≪ p0 = n2
i /ND, pero no se impone la condición de cuasineutralidad, de modo que

δn ̸= δp, sin embargo, dado que se van a usar variables adimensionales, los valores

máximos para ambos excesos de portadores de carga debe estar entorno a valores de

10−2.

Por otro lado, la variación adimensional de la temperatura δT ∗ es

δT ∗ =
δT

T0
=
T − T0
T0

. (5.37)

Establecer valores para δT ∗ sigue dos rutas, primero, si se considera que la variación

dimensional de la temperatura δT es mucho más pequeña que la temperatura de

referencia T0 (generalmente tomada a 300 K), entonces los valores máximos para δT ∗

deben estar entorno a 10−2, y segundo, si T puede alcanzar valores mucho mayores

que T0, entonces δT ≫ T0 y consecuentemente δT ∗ es mucho mayor que 1.

Por último, la variación adimensional del potencial es

δψ∗ =
δψ

ψ0

=
ψ − ψ0

ψ0

. (5.38)

Aqúı para establecer un rango de valores de δψ∗ se debe tener mucho cuidado, ya

que a diferencia de las expresiones adimensionales anteriores las cuales todas son

positivas, aqúı los valores pueden ser tanto positivos como negativos, aśı que sim-

plemente considerar que δψ sea mucho menor que ψ0 = k
B
T0/q = 0.025852 para

T0 = 300 K, puede no ser suficiente ya que δψ = −50000 ≪ ψ0 y esto quizás no es

lo que generalmente se entendeŕıa como una cantidad pequeña. En este sentido, es

necesario indicar que el valor absoluto de δψ es lo que debe ser mucho menor que el

valor absoluto de ψ0, en este caso puede parecer que no es necesario el valor absoluto

para el potencial de referencia ya que es una cantidad positiva, sin embargo perfecta-

mente ψ0 podŕıa definirse como una cantidad menor que cero. Ahora, en coincidencia

con los casos anteriores, los valores máximos para δψ∗ deben estar entorno a 10−2,

y para que esto suceda los valores de δψ deben estar entorno a 10−4 ya que ψ0 es

menor que 1, está en el orden de 10−2. Por otro lado, para campos eléctricos intensos

el valor absoluto de la variación dimensional del potencial eléctrico δψ, puede ser

mucho mayor que el valor absoluto de ψ0, por lo tanto δψ∗ ≫ 1. Viendo el tercer

miembro en la ecuación (5.38), es claro que ψ puede crecer significativamente tanto
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positiva como negativamente, y consecuentemente δψ∗ también.

En general, en un proceso de adimensionalización de ecuaciones, es necesario

que las variaciones δx sean mucho más pequeñas que sus respectivas cantidades de

referencia x, sin embargo, el tener un conjunto de ecuaciones linealizadas, no significa

que los excesos sean obligatoriamente pequeños en la realidad, particularmente en las

fronteras donde los sistemas de estudio podŕıan ser sometidos a grandes diferencia

de potencial y/o se podŕıa poner en contacto con una fuente de calor de manera

que tenga lugar una diferencia de temperatura muy grande, aśı, en estos casos las

variaciones inevitablemente en la realidad, van a ser mayores que sus cantidades de

referencia, entonces ¿qué sucede al emplear un sistema linealizado en estos casos?,

podŕıan darse dos situaciones, primero, que el conjunto de ecuaciones linealizadas,

aún no satisfaciendo que las variaciones sean mucho menores que sus cantidades de

referencia en la frontera, sea suficiente para describir el comportamiento del sistema

de interés, o segundo, que la descripción dada, es decir, los resultados obtenidos no

describan de forma completa lo que sucede en el sistema. Aqúı, pueden darse dos

casos en realidad, que la descripción no sea completa ni correcta, o que la descripción

no sea completa pero si esté cerca de ser correcta, este segundo caso suele ser común

en la literatura particularmente al explicar resultados, en los que las justificaciones

de no tener resultados que coincidan perfectamente con otros trabajos, apuntan en

la dirección de no haber tomado en cuenta ciertas interacciones o comportamientos

presentes en el sistema, esto bajo la válida justificación de reducir la descripción

de un sistema a una forma bastante sencilla con la cual solo se busca dar una idea

general o cualitativa sobre lo que sucede. Una descripción completa y deseablemente

correcta, generalmente se da a través de ecuaciones no lineales, este tipo de ecuaciones

son particularmente importantes en el estudio de semiconductores cuando tienen

lugar campos eléctricos muy intenso o grandes gradientes de temperatura, como por

ejemplo los que aparecen cuando se usan láseres de alta enerǵıa.

La discusión en este apartado sobre los valores numéricos para las variables adi-

mensionales, cobra particular importancia cuando se busca dar aplicaciones a las

ecuaciones de transporte, particularmente en dos cosas, para establecer condiciones

de frontera apropiadas y para analizar que los resultados (en especial graficos) obte-

nidos, sean consistentes y correctos. Un detalle de suma importancia que debe tenerse
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presente, es que estas variables están ı́ntimamente relacionadas, cada una influye de

alguna forma en el valor de las demás. En el caṕıtulo 7 nuevamente se hace un análi-

sis de coeficientes adimensionales, ahora para las ecuaciones de transporte de carga,

enerǵıa y la ecuación de Poisson, para silicio, germanio y arseniuro de galio con un

dopamiento n0 = 1022 m−3 y una longitud del sistema L = 1 µm, en particular con

el propósito de mostrar que haciendo este análisis se pueden obtener ecuaciones que

cuentan con soluciones anaĺıticas.

Para finalizar este caṕıtulo, se remarca la importancia de dedicar un apartado a

discutir algunos aspectos de la adimensionalización de las ecuaciones, aśı como los

valores de sus coeficientes, esto cobra particular relevancia cuando se busca resolver

las ecuaciones de transporte para diversas aplicaciones. Aspectos como los menciona-

dos generalmente reciben muy poca importancia en la literatura, no darle la atención

apropiada y descuidar estos detalles básicos puede hacer que los resultados que se

obtengan no sean correctos o consistentes.



Caṕıtulo 6

Ecuación ambipolar y rectificación

del flujo de carga

En caṕıtulos anteriores ya han sido establecidas las ecuaciones constitutivas y las

ecuaciones de transporte de carga y enerǵıa en materiales semiconductores, se han

discutido y analizado varios aspectos importantes en ellas, y obtenido expresiones ge-

nerales y particulares de las ecuaciones mencionadas. En este (y el próximo) caṕıtulo

se da el siguiente paso, el cual es explorar algunas aplicaciones de las ecuaciones ob-

tenidas anteriormente. Aqúı particularmente se exploran algunas diferencias en el

transporte de carga entre un semiconductor tipo-n dopado uniformemente, y otro

dopado de manera no uniforme, es decir con un dopamiento dependiente de la posi-

ción. Además del dopamiento no uniforme, para este caso también se toma en cuenta

el efecto de tal dopamiento sobre el tiempo de recombinación de los portadores de

carga. El enfoque de estudio se hace para condiciones estacionarias, isotérmicas y

campos eléctricos despreciables, además bajo la condición de cuasineutralidad, es

decir, suponiendo mismas distribuciones de carga de electrones y huecos (δn = δp),

esto conduce al modelo de transporte de carga ambipolar [3], el cual es decrito por

la llamada ecuación ambipolar. Se va a mostrar que esta ecuación, desde este marco

de trabajo, toma dos formas distintas según los valores permitidos para el exceso de

portadores de carga, una de estas formas conduce a una solución anaĺıtica, mientras

que la otra cuenta con una solución numérica. Esto quiere decir que la dinámica

del exceso de portadores de carga obedece a ecuaciones distintas según los valores

55
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permitidos para éstos. Finalmente, una situación más que resulta de interés, es inves-

tigar el comportamiento del flujo de carga ante inversión de condiciones de frontera,

particularmente para el caso de un dopamiento dependiente de la posición.

6.1. Ecuación ambipolar

Bajo la condición de cuasineutralidad (δn = δp), la forma de la ecuación am-

bipolar para un semiconductor tipo-n (5.17) (n0 ≈ N
D
y p0 ≪ n0), en condiciones

estacionarias e isotérmica (T → T0), de baja inyección (δn≪ n0) y considerando un

campo eléctrico despreciable (−∇δψ = 0), se reduce a

Dp∇2δp =
p0
τ
ln

(
1 +

δp

p0

)
, (6.1)

y si δp≪ p0, se podŕıa aproximar el logaritmo para obtener

∇2δp =
δp

L2
p

. (6.2)

donde Lp =
√
Dpτ , se conoce como longitud de difusión de los portadores minori-

tarios. La ecuación (6.2) es común encontrarla en la literatura, sin embargo, se da

libertad total a los valores que puede tomar δp, aqúı, se muestra que esta ecuación

solo permite valores tal que δp≪ p0, mientras que la ecuación (6.1) permite valores

mayores a p0 para δp, siempre que δp ≪ n0. Es decir, la dinámica del exceso de

portadores de carga obedece a ecuaciones distintas según el valor numérico de δp.

Tanto la ecuación (6.1) como (6.2), cumplen con la condición de baja inyección

(δn ≪ n0), para distinguirlas en la discusión de aqúı en adelante, por simplicidad,

se denotará por HV (High Values) la condición p0 ≪ δp, ecuación (6.1), y como LV

(Low Values) la condición δp≪ p0, ecuación (6.2).

Usando Mathematica 10 se obtiene una solución numérica de la ecuación (6.1)

con las condiciones de frontera

qDp
∂δp(0)

δx
= Jp0 , (6.3)

δp(1) = cn0, (6.4)
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donde Jp0 es un valor fijo para el flujo de huecos que aparece por la no homogeneidad

en la concentración del exceso de portadores de carga en x = 0, y la constante c se

elije de forma que se cumpla la condición de baja inyección δp(1) ≪ n0. La condición

de frontera (6.3) es en esencia la ecuación constitutiva (5.21), despreciando el campo

eléctrico y el gradiente de temperatura, el cual en condiciones isotérmicas no existe.

Por otro lado, la ecuación (6.2) tiene la solución anaĺıtica

δp(x) = Ae−x/Lp +Bex/Lp , (6.5)

donde A y B son constantes a determinar a partir de las condiciones de frontera, las

cuales se proponen de la siguiente forma

qDp
dδp

dx
(0) = J ′

p0
, (6.6)

δp(1) = c′p0, (6.7)

siendo J ′
p0

un valor fijo para el flujo de huecos que aparece por la no homogeneidad

en la concentración del exceso de portadores de carga en x = 0, y la constante c′ se

elije de forma que se cumpla que δp(1) ≪ p0.

6.2. Adimensionalización de la ecuación ambipo-

lar

La ecuación ambipolar adimensional tanto en su forma (6.1), caso HV (p0 ≪ δp),

como en su forma (6.2), caso LV (δp≪ p0), se obtienen a través del escalamiento

x∗ =
x

L
, δp∗ =

δp

p0
, J∗

px =
Jpx
Jp0

, (6.8)

aqúı L la longitud del sistema y Jpx es el flujo de huecos en la dirección x. Si los co-

eficientes en el caso HV, es decir, en la ecuación (6.1) son constantes como seŕıa en el

caso de un semiconductor dopado homogéneamente, entonces su forma adimensional

se escribe como
d2δp∗

dx2
=

(
L

Lp

)2

Ln (1 + δp∗) . (6.9)
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En el caso de dopamiento no homogéneo, se tiene que n0 = n0(x) (y consecuente-

mente p0 = p0(x)), esto tiene un efecto sobre el tiempo de recombinación τ , ya que

está directamente relacionado con los niveles trampa que aparecen debido al dopa-

miento, por tanto, ante un dopamiento no uniforme, resulta razonable considerar

que el tiempo de recombinación también debeŕıa depender de la posición, es decir

τ = τ(x), con esto presente, la ecuación (6.1) se reescribe como

d2δp∗

dx2
=

(
L

Lp(x)

)2

p∗0(x)Ln

(
1 +

δp∗

p∗0(x)

)
, (6.10)

donde p∗0(x) = p(x)/p0 y L2
p(x) = Dpτ(x). Las ecuaciones (6.9) y (6.10) claramente

son distintas, la primera considera un dopamiento homogéneo y la segunda uno no

homogéneo, algo común en ellas es que la adimensionalización usada es la misma, en

particular se resalta el hecho de que para la adimensionalización, p0 en δp
∗ = δp/p0,

es una constante y no una función dependiente de la posición.

Por otro lado, en el caso LV, la ecuación (6.2) en variables adimensionales con

coeficientes constantes (dopamiento homogéneo) se escribe como

d2δp∗

dx2
=

(
L

Lp

)2

δp∗, (6.11)

y su solución anaĺıtica es

δp∗(x) = A0e
−(L/Lp)x +B0e

(L/Lp)x, (6.12)

donde A0 y B0 son constantes. Para el caso no homogéneo LV, la ecuación (6.2) se

escribe como
d2δp∗

dx2
=

(
L

Lp(x)

)2

δp∗. (6.13)

Para continuar, escribimos las condiciones de frontera adimensionales para las ecua-

ciones (6.9) y (6.10), caso HV, como sigue

dδp∗

dx
(0) =

L
(
dp
dx

)
eff

p0
J∗
0 , (6.14)
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δp∗(1) = c
n0

p0
, (6.15)

donde (dp/dx)eff es la pendiente de la distribución espacial efectiva del exceso de

huecos. Similarmente se escriben condiciones de frontera para las ecuaciones (6.11)

y (6.13), caso LV, como

dδp∗

dx
(0) =

L
(
dp
dx

)
eff

p0
J∗′
0 , (6.16)

δp∗(1) = c′. (6.17)

De esta forma queda completo el esquema para analizar el comportamiento del

excesos de portadores de carga en condición de cuasineutralidad, tanto para el ca-

so HV como para el caso LV, también para el caso de un semiconductor dopado

homogéneamente, como para uno dopado de manera no uniforme.

En la siguiente sección son utilizadas las ecuaciones presentadas en este apartado.

Es importante seǹalar que en general se van a omitir los asteriscos de las variables

adimensionales, se hará uso de ellos solo en caso necesario para evitar confusión y

dar claridad a la discusión.

6.3. Rectificación del flujo de carga

Para emplear las ecuaciones (6.9) y (6.10) del caso HV, aśı como las ecuaciones

(6.11) y (6.13) del caso LV, de la sección anterior, es necesario dar la forma en que

tanto el dopamiento como el tiempo de recombinación dependen de la posición. Se

propone la dependencia espacial para la concentración en el intervalo [0,1] de la

siguiente forma

ND(x) = ND0 (0.1 + xa) , (6.18)

donde N
D0

= 1022 m−3 y a es una constante positiva. Por otro lado, la dependencia

espacial que se propone para τ es

τ(x) = τ0
(
1.1− xb

)
, (6.19)

aqúı b es una constante positiva y τ0 es un tiempo de recombinación caracteŕıstico.

Es conveniente analizar un poco las expresiones dadas en las ecuaciones (6.18) y
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(6.19), para la primer ecuación mencionada, hay que notar que ND(0) = 1021 m−3,

mientras que ND(1) = 1022 m−3, es decir, hay un aumento en el dopamiento de 0 a

1. Es razonable pensar que entre mayor dopamiento, más trampas están disponibles

para los portadores de carga, lo cual facilita el incremento en la frecuencia de su paso

por éstas, es decir, el tiempo de vida o tiempo de recombinación, es más pequeño

conforme el dopamiento aumenta. Tomando τ0 = 10−5 s, entonces τ(0) = 1.1× 10−5

s, y τ(1) = 10−6s. Esto le da un sentido f́ısico y consistente a la propuesta de ND(x)

y τ(x).

Resulta importante señalar que p0 en la ecuación (6.1), al pasar al caso de dopa-

miento no homogéneo HV, depende de la posición, es decir p0 = p0(x), de acuerdo a

la relación

p0(x) =
n2
i

ni +N
D
(x)

. (6.20)

Para resolver las ecuaciones de transporte (6.9), (6.10), (6.11) y (6.13) se usan

los siguientes valores para los parámetros: kB = 1.38 × 10−23 JK−1, T0 = 300 K,

µp = 4.5 × 10−2 m2V−1s−1, ND0 = 1022 m−3. Los parámetros caracteŕısticos son

L = 10−3 m, (
dp

dx

)
eff

= 7.5× 1013 m−4, (6.21)

τ0 = 10−5 s y J0 = 1.3×10−5 Am−2. Note que el valor caracteŕıstico del flujo también

es J0 = 1.3× 10−2 mAcm−2.

Como se ha visto, las condiciones de frontera empleadas son Neumann-Dirichlet,

lo cual será denotado simplemente como N-D, si se invierten las condiciones serán

D-N.

La distribución espacial estacionaria adimensional de la concentración del exceso

de carga para diferentes tiempos de recombinación, que obedecen a la ecuación (6.9)

con condiciones de frontera D-N dadas por (6.14) y (6.15) se muestra en la figura

6.1. En esta figura puede observarse que a medida que disminuye el tiempo de re-

combinación τ , la distribución del exceso de carga tiene una mayor cáıda, esto es

completamente esperado tal y como se hab́ıa comentado antes, ya que f́ısicamente

si el tiempo de recombinación τ se hace más pequeño, el proceso de recombinación

se incrementa y consecuentemente la concentración del exceso de carga disminuye.

En el eje y se observa que la concentración adimensional parte de un valor 2 × 103
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veces mayor que la concentración p0 de acuerdo a la definción para δp∗ en (6.8), esto

en consistencia con la condición HV (p0 ≪ δp). Podŕıa incrementarse varios órdenes

más el valor para δp∗ para hacer más notable la diferencia con p0, sin embargo el

comportamiento de las curvas en la gráfica 6.1 es esencialmente el mismo. Por otro

lado, el eje x (adimensional) va de 0 a 1, al multiplicar por la distancia caracteŕıstica

L = 10−3 m (L = 10−1 cm), lo que se observa es el comportamiento del exceso de

carga en un semiconductor con un grosor de 1 mm.

Figura 6.1: Distribución espacial estacionaria en condiciones isotérmicas de la concen-
tración del exceso de huecos para una peĺıcula de silicio con dopamiento homogéneo,
obtenida de la ecuación (6.9) (HV), con condiciones de frontera D-N dadas por las
ecuaciones (6.14) y (6.15), para diferentes tiempos de recombinación.

Usando las condiciones de frontera (6.14) y (6.15) para la ecuación (6.11), cuyo

régimen es LV (δp≪ p0), se obtienen los resultados que se muestran en la figura 6.2.

En este caso se tiene la solución anaĺıtica en la forma (6.12). Se observa de forma

inmediata el decaimiento exponencial de la concentración del exceso de portadores de

carga para diferentes tiempos de recombinación, debe notarse que si el decaimiento

no es tan fuerte como lo seŕıa con una exponencial que decae, es por la forma de

las condiciones de frontera que aśı lo imponen. Los comentarios sobre los ejes son

análogos a los presentados para la figura 6.1.

La distribución espacial de la concentración del exceso de huecos para la figura

6.3, obedece a la ecuación (6.10) con condiciones de frontera (6.16) y (6.17), mientras
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Figura 6.2: Distribución espacial estacionaria en condiciones isotérmicas de la concen-
tración del exceso de huecos para una peĺıcula de silicio con dopamiento homogéneo,
obtenida de la ecuación (6.11) (LV), con condiciones de frontera N-D dadas por las
ecuaciones (6.16) y (6.17), para diferentes tiempos de recombinación.

que la figura 6.4 obedece a la ecuación (6.10) con condiciones de frontera (6.14) y

(6.15). Para cada caso, se explora qué sucede si las condiciones de frontera N-D se

invierten de modo que ahora sean D-N.

6.3.1. Efecto análogo a la rectificación térmica

Dado un material con determinadas caracteŕısticas (dopamiento no uniforme,

composición de dos o más materiales, geometŕıa no uniforme, etc.) y bajo ciertas

condiciones de frontera para la temperatura, el fenómeno de rectificación térmica

consiste en el paso del flujo de calor en una dirección, pero la imposibilidad o reduc-

ción del paso del flujo de calor en la dirección opuesta ante el intercambio de lugar

de las condiciones de frontera.

Definimos el factor de rectificación r como

r =
Abs[JN-D(1)− JD-N(0)]

Max[JN-D(1), JD-N(0)]
. (6.22)

En JN-D el supeŕındice N-D (D-N), indica el tipo de condiciones de frontera empleada
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para calcular el correspondiente flujo. Debe notarse que el valor del flujo es calculado

en la frontera con la condición tipo Dirichlet, ya que hacerlo en la frontera con

condición tipo Neumann, haŕıa que la diferencia en el numerador en la ecuación

(6.22) sea igual a cero, esto debido a que el flujo (de carga o enerǵıa) es proporcional

a la derivada de las variables del sistema (n, p, T y/o ψ), es decir, la condición de

frontera tipo Neumann establece un valor fijo para el flujo.

Usando (6.22), se obtienen dos valores diferentes de r, uno para el caso LV (de-

notado por r
LV
) y otro para el caso HV (r

HV
), para la situación de dopamiento no

homogéneo, a saber

r
LV

= 0.35, (6.23)

r
HV

= 0.003. (6.24)

Los valores anteriores se obtienen considerando a = b = 3, τ0 = 4 × 10−4 s, y

J0 = 1.3× 10−1 Am−2.

Nuestras conclusiones pueden resumirse de la siguiente manera: a) el flujo de

carga en semiconductores dopados no homogéneamente resulta asimétrico ante el

cambio de lugar de las condiciones de frontera empleadas (D-N y luego N-D), b) la

rectificación del flujo es del 0.35% para el caso LV como se muestra en la figura 6.3,

mientras que para el régimen HV es de un prácticamente despreciable 0.003%, ver

figura 6.4.

Finalmente, nuestra conclusión general sobre el fenómeno de rectificación del flujo

de carga bajo la condición de cuasineutralidad y a través del modelo de transporte

de carga ambipolar. Los resultados obtenidos en el estudio de transporte de carga,

siendo de forma preliminar, sugieren la existencia del análogo eléctrico del fenómeno

de rectificación térmica, esto no ha sido previamente presentado en la literatura.

Aunque aparentmente el fenómeno está más remarcado para la condición LV, no

debe desestimarse el caso HV, ya que los resultados aqúı obtenidos son sólo para

un caso de dopamiento no uniforme, quizás variando el dopamiento o incluso las

condiciones de frontera, la rectificación tanto para el caso LV como para el HV, sea

completamente diferente.
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Figura 6.3: Distribución espacial estacionaria en condiciones isotérmicas de la concen-
tración del exceso de huecos para una peĺıcula de silicio con tiempo de recombinación
y dopamiento espacial no homogéneo. Solución obtenida numéricamente de la ecua-
ción (6.13), condición LV (δp ≪ p0), sujeta a condiciones de frontera N-D (ĺınea
azul) y D-N (ĺınea naranja). La constante J ′

0 de la ecuación (6.16) tiene el valor 10−3

y c′ en (6.17) 10−2. Se toma el tiempo de recombinación τ0 = 4× 10−4 s.
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Figura 6.4: Distribución espacial estacionaria en condiciones isotérmicas de la concen-
tración del exceso de huecos para una peĺıcula de silicio con tiempo de recombinación
y dopamiento espacial no homogéneo. Solución obtenida numéricamente de la ecua-
ción (6.10), condición HV (p0 ≪ δp), sujeta a condiciones de frontera N-D (ĺınea
azul) y D-N (ĺınea naranja). La constante J0 de la ecuación (6.14) tiene el valor 10−3

y c en (6.15) 10−2. Se toma el tiempo de recombinación τ0 = 4× 10−4 s.
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Caṕıtulo 7

Efectos de escala e iluminación en

peĺıculas delgadas

En la actualidad, los materiales nano y microestructurados, también llamados

sistemas pequeños, han cobrado gran importancia en la tecnoloǵıa, ya que en ellos

los procesos térmicos son significativamente diferentes respecto a los macro sistemas.

En los sistemas pequeños se muestran propiedades mejoradas y mejores desempeños

en conversión de enerǵıa, enfriamiento, rectificación térmica y otras aplicaciones [34],

[38]. Se sabe que las propiedades generales de transporte de las peĺıculas delgadas

dependen del espesor, microestructura, enerǵıa del gap, etc., aśı como de los proce-

dimientos espećıficos seguidos por los procesos de preparación [40]. Este apartado se

centra en una parte del problema general de la relación espesor-rendimiento termo-

eléctrico, con el objetivo de contribuir a la comprensión de los efectos en dispositivos

de dimensiones más pequeñas sobre el transporte de calor y carga en materiales se-

miconductores. Aśı, estudiamos una peĺıcula delgada semiconductora tipo-n donde

tienen lugar los fenómenos de Peltier y Seebeck. Se investigan los efectos del tamaño

de la muestra a escala nanoscópica sobre el estado estacionario del sistema. Aqúı,

el número de Knudsen Kn = lph/L ≪ 1, donde lph es la trayectoria libre media

fonónica y L es la longitud del sistema, esto quiere decir que se está trabajando en

el régimen donde el transporte tanto de calor como de part́ıculas en el sistema es de

tipo difusivo, lo que se asegura manteniendo el espesor de la peĺıcula por encima del

valor de la trayectoria libre media fonónica [46] en cada uno de los materiales consi-

67
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derados. Por tanto, las ecuaciones de evolución temporal del sistema son de primer

orden en el tiempo, de tal forma que no intervienen efectos ondulatorios ni baĺısticos.

Entonces, nos quedamos en el campo de la termodinámica irreversible lineal [4], [5],

[7].

Para el estudio del transporte de carga y enerǵıa en peĺıculas delgadas semicon-

ductoras, se emplearán ecuaciones de transporte adimensionales. En este caṕıtulo se

presentan las ecuaciones de transporte adimensionalizadas, se hace un análisis de los

coeficientes adimensionales (ofreciendo una discusión similar a la que se dió en el

caṕıtulo 4 y 5) y se presenta una solución anaĺıtica para una situación particular.

También se abordan brevemente los efectos de escala a través de coeficientes justa-

mente dependientes del tamaño del sistema, aśı como el papel en las ecuaciones de la

presencia de una fuente de luz sobre el sistema, para finalmente presentar resultados

de todas estas consideraciones en peĺıculas delgadas de silicio, germanio y arseniuro

de galio.

7.1. Adimensionalización de las ecuaciones de trans-

porte linealizadas

La adimensionalización de las ecuaciones de transporte linealizadas para el estu-

dio de micro y nanosistemas en esta sección, se obtienen a partir de las expresiones

adimensionales de los flujos presentadas en el apartado 5.4. La forma adimensional

de la ecuación de transporte de electrones, huecos y enerǵıa, aśı como la ecuación

de Poisson, en una dimensión toman respectivamente la forma (omitiendo el uso del

śımbolo ∗)

− d2δψ

dx2
+
d2δn

dx2
− αn1

d2δT

dx2
− αn2 (δn+ δp) = 0, (7.1)

− d2δψ

dx2
− d2δp

dx2
− αp1

d2δT

dx2
+ αp2 (δn+ δp) = 0, (7.2)

− (βn + βp)
d2δψ

dx2
+ βn

d2δn

dx2
− βp

d2δp

dx2
− d2δT

dx2
= 0, (7.3)

− d2δψ

dx2
+ Ωn

(
δn− p0

n0

δp

)
= 0. (7.4)
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donde los coeficientes adimensionales en las ecuaciones anteriores se definen como

αn1 =
qSn

kB
=
T0Sn

V0
, αn2 =

qL2C
SRH

µnn0kBT0
=

(
L

Ln

)2
p0
n0

, (7.5)

αp1 =
qSp

kB
=
T0Sp

V0
, αp2 =

qL2C
SRH

µpp0kBT0
=

(
L

Lp

)2

, (7.6)

βn =
V0σnSn

κ
, βp =

V0σpSp

κ
, Ωn =

q2L2n0

ϵkBT0
=
L2σn0

εDn

. (7.7)

Algunos de los coeficientes adimensionales anteriores, dependen de la longitud del

sistema L, en la tabla 7.1 se muestra el valor de estos coeficientes para silicio, ger-

manio y arseniuro de galio, considerando L = 1µm. Para la segunda igualdad en

los términos αn2 y αp2 se ha usado que Dn,p = (kBT0/q)µn,p, C
SRH

= p0/τ (para un

semiconductor tipo n) y que L2
n,p = Dn,pτ .

Coeficiente Si Ge GaAs

αn1 -1.392 −1.508 -2.030
αn2 2.8746 × 10−17 5.8352×10−11 2.9162 × 10−25

αp1 2.204 1.856 2.320
αp2 8.5959 × 10−5 2.1489×10−5 1.9340 × 10−3

βn -4.701 × 10−6 −3.424×10−5 -1.184×10−4

βp 2.489 × 10−18 1.144×10−10 2.041×10−25

Ωn 598.262 444.079 533.104

Tabla 7.1: Valor de los coeficientes adimensionales de las ecuaciones (7.1) - (7.4) para
silicio, germanio y arseniuro de galio tipo-n con ND = 1022 m−3 y L = 1 µm.

Es pertinente señalar algunos aspectos importantes en la tabla 7.1. En las ecua-

ciones (7.1) y (7.2), el término entre paréntesis δn+ δp proviene de los mecanismos

de balance de la generación y recombinación de pares, en particular para un semi-

conductor tipo n, el coeficiente αn2 hace que tal término pueda ser prácticamente

despreciable por ser tan pequeño comparado con el resto de coeficientes de la ecua-

ción. Dif́ıcilmente el coeficiente αn2 puede volverse significativo en un semiconductor

tipo n, las única forma de aumentar un poco su valor es trabajando en escalas mu-

cho mayores a micrómetros, por ejemplo en una escala del orden de miĺımetros (esto

aumentaŕıa en 6 ordenes tal término debido a L2), otra forma de aumentar tal coefi-
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ciente es disminuyendo el dopamiento, por ejemplo, si en lugar de tomar n0 ≈ 1022

m−3 se considera un dopamiento n0 ≈ 1020 m−3, la concentración de portadores

minoritarios pasa de p0 ≈ 1010 m−3, a p0 ≈ 1012 m−3, de tal forma que el cociente

p0/n0 pasa de 10−12 a 10−8, es decir, el cociente mencionado aumenta 4 ordenes.

Tomando en cuenta las dos situaciones en las que αn2 puede aumentar su valor, se

podŕıa tener un incremento en este parámetro de hasta 10 ordenes, esto puede no

ser tan importante para silicio y arseniuro de galio, pero si lo es para el germanio

tal y como puede verse en la tabla 7.1, la razón de esto es que el germanio tiene

una concentración int́ınseca mayor que el silicio y el arseniuro de galio, por lo que la

concentración de portadores minoritarios en el germanio no se ve tan drásticamente

reducida (p0 = n2
i /n0). Como puede verse en la ecuación (7.6), αp2 solo depende del

cuadrado del cociente L/Lp (mientras que αn2 además de esto también se ve afec-

tado por el cociente p0/n0), de modo que para aumentar este coeficiente y hacerlo

comparable con los demás, solo hace falta aumentar la escala del sistema y llevarla al

orden de la longiutd de difusión de los portadores minoritarios Lp que es de alrededor

de 100 µm. Por lo tanto, es claro que el balance de la generación y recombinación

de pares electrón-hueco (que se ven afectados por αn2 y αp2), pierde relevancia a

medida que disminuye la escala respecto a la longitud de difusión de los portadores

de carga Ln y Lp, situación f́ısica completamente razonable, ya que si dicho balance

sucede en cierta escala, pero el sistema de estudio está por debajo de esa escala,

entonces dif́ıcilmente esos procesos se pueden alcanzar a “ver” y a la vez, tener un

peso importante en la dinámica. Por otro lado, en la ecuación de balance de enerǵıa

(7.3) y la de Poisson (7.4), se tienen los coeficientes βn y βp, y Ωn respectivamente,

como puede verse en la tabla 7.1, βp es prácticamente despreciable por ser extrema-

damente pequeño, esto eliminaŕıa el término asociado a los portadores minoritarios

en la ecuación de balance de enerǵıa, es decir, la contribución energética de los por-

tadores minoritarios es despreciable, dif́ıcilmente esto podŕıa cambiar, sin embargo,

para semiconductores fuertemente dopados (n0 ∼ 1024 m−3) el coeficiente βn, puede

volverse significativo, en particular para el germanio y el arseniuro de galio, en esta

situación el coeficiente Ωn aumentaŕıa dos ordenes volviéndose un coeficiente más

dominante de lo que ya es (αn2 disminuiŕıa dos ordenes y αp2 no se veŕıa afectada en

esta situación), y el segundo término dentro del paréntesis en la ecuación de Poisson



7.1. Adimensionalización de las ecuaciones de transporte linealizadas 71

podŕıa despreciarse, dejando el laplaciano del potencial directamente proporcional

a la concentración de exceso de los portadores mayoritarios (δn). Debe notarse que

en la ecuación de balance de enerǵıa no hay ningún coeficiente que dependa de la

longitud, esto es porque no hay términos fuente, de haber uno, el coeficiente que lo

acompañe es el que se veŕıa afectado por la escala. El coeficiente Ωn se ve afectado

por la escala, pero incluso con L = 1 µm, este es el coeficiente más grande para los

tres materiales de interés en este trabajo. Finalmente, sobre los coeficientes αn1 y

αp1, es claro que no se ven afectados ni por la escala ni por el nivel de dopamiento,

siendo casi una constante (≈ 2).

En resumen de la discusión de este apartado, para silicio, germanio y arseniuro

de galio tipo n con n0 ≈ 1022 m−3 y un tamaño del sistema L = 1 µm, el término

asociado con el balance de la generación y recombinación de pares electrón-hueco,

resulta despreciable en el transporte del exceso de portadores de carga mayoritarios

(ec. de electrones), pero no (particularmente para el arseniuro de galio) en la ecuación

del transporte de carga de portadores minoritarios (ec. de huecos). El balance de

enerǵıa (en ausencia de términos fuente), no depende del exceso de portadores de

carga minoritarios, solo depende de la propia temperatura, y muy débilmente del

exceso de portadores de carga mayoritarios y del potencial eléctrico (a través de

sus segundas derivadas). El potencial eléctrico podŕıa considerarse prácticamente

proporcional a la concentración del exceso de portadores de carga mayoritarios δn.

Bajo estas consideraciones, las ecuaciones (7.1) - (7.4), podŕıan reducirse a

− d2δψ

dx2
+
d2δn

dx2
− αn1

d2δT

dx2
= 0, (7.8)

− d2δψ

dx2
− d2δp

dx2
− αp1

d2δT

dx2
+ αp2 (δn+ δp) = 0, (7.9)

− βn
d2δψ

dx2
+ βn

d2δn

dx2
− d2δT

dx2
= 0, (7.10)

− d2δψ

dx2
+ Ωnδn = 0. (7.11)

Si de la ecuación de Poisson se despeja la segunda derivada del potencial y se re-

emplaza en la ecuación (7.8), (7.9) y (7.10), y de esta última ecuación se despeja la

segunda derivada de la temperatura para reemplazarse en las ecuaciones de trans-
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porte de electrones y huecos (7.8) y (7.9) respectivamente, se obtiene

− Ωnδn+
d2δn

dx2
− αn1βn

(
−Ωnδn+

∂2δn

∂x2

)
= 0, (7.12)

− Ωnδn− d2δp

dx2
− αp1βn

(
−Ωnδn+

∂2δn

∂x2

)
+ αp2 (δn+ δp) = 0. (7.13)

Claramente la ecuación (7.12) puede reescribirse como

∂2δn

∂x2
= β2

1
δn, (7.14)

donde

β2
1
=

Ωn(1 + αn1βn)

1− αn1βn
. (7.15)

notando que αn1βn = (S2
nσnT0)/κ = ZnT0, donde ZnT0 es la conocida figura de

mérito de materiales termoeléctricos, se tiene que

β2
1
= Ωn

1 + ZnT0
1− ZnT0

, (7.16)

note que se especifica una figura de mérito electrónica (ZnT ), y algo análogo podŕıa

hacerse para un semiconductor tipo p, identificar una figura de mérito de huecos

(ZpT ) y estudiarlas por separado como se hace en [39]. La solución de la ecuación

(7.14) es de la forma

δn(x) = A1e
β1x +B1e

−β1x, (7.17)

donde A1 y B1 son constantes a determinar a partir de las condiciones de frontera.

Es común decir que dado que se busca una solución f́ısica, entonces la solución (7.17)

se reduce simplemente a

δn(x) = B1e
−β1x. (7.18)

Para hallar la solución para δp(x), reescribimos la ecuación (7.12) de la siguiente

forma

−d
2δp

dx2
+ αp2δp = [Ωn(1 + αp1βn)− αp2 + αp1βnβ1 ]δn, (7.19)

para la ecuación anterior se ha usado la ecuación (7.14) para reemplazar la segunda

derivada de δn por β0δn. Si en la ecuación anterior, se reemplaza la solución para δn
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dada por la ecuación (7.17) y notando que αp1βn = (Sp/Sn)ZnT0, se obtiene

−d
2δp

dx2
+ αp2δp = β2(A1e

β1x +B1e
−β1x), (7.20)

donde

β2 =

[
Ωn

(
1 +

ZnT0Sp

Sn

)
− αp2 +

ZnT0Sp

Sn

β1

]
. (7.21)

La ecuación para el exceso de portadores de carga minoritarios (7.20), tiene como

solución, la suma de la solución de la ecuación homogénea más una solución particular

que puede tomarse como el segundo miembro de dicha ecuación. La solución de la

ecuación homogénea es

δp(x) = A2e
αx +B2e

−αx, (7.22)

definiendo a α2 = αp2, solo por tener una expresión más simple. Entonces, la solución

completa para δp es

δp(x) = A2e
αx +B2e

−αx + β2(A1e
β1x +B1e

−β1x). (7.23)

Ahora, utilizando la ecuación de Poisson y las soluciones para δn y δp en la ecuación

de balance de enerǵıa, se tiene que

−βnΩn(A1e
β1x +B1e

−β1x) + βnβ1(A1e
β1x +B1e

−β1x)− ∂2T

∂x2
= 0. (7.24)

En este punto, es conveniente señalar lo siguiente, más allá del trabajo algebráico

desarrollado en este apartado que puede ser útil e importante para ciertas aplicacio-

nes de materiales espećıficos, en nuestro caso que el interés está en silicio, germanio

y arseniuro de galio, teniendo en cuenta los valores de los parámetros adimensionales

dados por la tabla 7.1, se tiene que β1 ≈ Ωn y β2 ≈ Ωn, aśı que la ecuación (7.24) se

reduce a
∂2T

∂x2
= 0. (7.25)

Este último resultado nos permite dar una nueva conclusión a este apartado. Para

silicio, germanio y arseniuro de galio tipo n con n0 ≈ 1022 m−3 y un tamaño del sis-

tema L = 1 µm, la influencia de los portadores de carga en el transporte de enerǵıa

resulta despreciable, el potencial eléctrico esencialmente solo depende de los portado-
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res mayoritarios y se ve influenciado por la escala del sistema. El comportamiento del

exceso de portadores de carga también se ve influenciado por la escala y fuertemente

por el potencial eléctrico (a través del coeficiente Ωn) tal y como es de esperarse. La

dinámica (solución) del exceso de portadores minoritarios se ve influenciada por la

dinámica (solución) del exceso de portadores mayoritarios.

7.2. Efectos de escala en peĺıculas delgadas semi-

conductoras

Un aspecto aqúı de suma importancia para el estudio de sistemas micro y na-

noestructurados, es que se toma en cuenta resultados bien conocidos sobre el com-

portamiento en estas escalas de los coeficientes de transporte [33] - [38] tales como:

Conductividad eléctrica, térmica y los coeficientes de Seebeck. Las expresiones de-

pendientes de longitud de estos parámetros son

σn(p)(L) =
σb
n(p)L

2

2π2l2n(p)

√
1 + 4π2

(
ln(p)
L

)2

− 1

 , (7.26)

κ(L) =
κbL2

2π2l2ph

√
1 + 4π2

(
lph
L

)2

− 1

 , (7.27)

Sn(p)(L) = Sb
n(p)

4π2(ln(p)/L)
2

3

(
2πln(p)/L

arctan(2πln(p)/L)
− 1

)−1

. (7.28)

Aqúı, el supeŕındice b, indica bulto para el valor del parámetro correspondiente, ln

y lp son la trayectoria libre media de electrones y huecos, mientras que lph es el

camino libre medio de los fonones. Las expresiones (7.26) - (7.28), comienzan a verse

influenciadas por la escala para tamaños inferiorer a 10−6 m.

Retomando el planteamiento presentado a principio de caṕıtulo respecto al alcan-

ce descriptivo del marco de la termodinámica irreversible lineal, el cual requiere que

el tamaño del sistema sea mayor que la trayectoria libre media fonónica, se destaca
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lo siguiente, el valor de este parámetro en general no es tan preciso como lo son los

parámetros de bulto de los materiales semiconductore, para silicio y germanio, el

valor de la trayectoria libre media fonónica es de algunas decenas de nanómetros,

sin embargo, para el arseniuro de galio, su valor puede ir de algunas centenas hasta

varios miles de nanómetros [41], esto es un gran problema si se quiere estudiar peĺıcu-

las delgadas cuyo grosor sea de algunos nanómetros o incluso cerca de una micra,

ya que como se mencionó previamente, los coeficientes de transporte dependientes

de la escala comienzan a verse influenciados para sistemas cuyo grosor es inferior a

una micra, pero por otro lado, para una descripción apropiada con las ecuaciones

de transporte de la termodinámica irreversible lineal, es necesario que el tamaño del

sistema sea mayor que la trayectoria libre media fonónica.

Los resultados que se muestran en este caṕıtulo se han limitado a complir la

condición Kn < 1, esto quiere decir que el tamaño (grosor) de las peĺıculas delgadas

(L) siempre será mayor que el valor de la trayectoria libre media fonónica (lph) para

cada material. Para silicio y germanio se toma lph = 30 nm [42] y para el arseniuro de

galio lph = 150 nm, de esta forma es posible estudiar sistemas cuyos tamaños vayan

de los 100 nm a casi 1 µm para silicio y germanio, mientras que para el arseniuro

de galio los tamaños pueden ir de los 400 nm a casi 1 µm. Se puede observar que se

procura que el tamaño más pequeño de las peĺıculas sea L ≈ 3lph, mientras que el

tamaño más grande, sea inferior a 1 µm, esto con el propósito de que los coeficientes

de transporte se vean influenciados por la escala.

7.3. Semiconductores bajo iluminación y condi-

ciones de frontera

En este apartado se explora el efecto de la iluminación sobre una peĺıcula delgada

semiconductora, esto quiere decir que se induce un flujo de enerǵıa (calor) en el

sistema, por lo cual, se va a considerar un término fuente en la ecuación de balance

de enerǵıa (7.3). Este término fuente que genera una tasa de calentamiento S(x),

de acuerdo con [14] y [41], puede modelarse con la ampliamente conocida ley de

Lambert-Beer dada por

S(x) = (1− R− T)I0αe
−αx, (7.29)
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donde, R es la reflectancia del material, T es la transmitancia, I0 es la intensidad

de la iluminación empleada con unidades W/m2 y α es el coeficiente de absorción

con unidades m−1. Dado que la ecuación de balance de enerǵıa (7.3) ha sido adi-

mensionalizada, la forma que toma el término fuente (7.29) dentro de la ecuación

mencionada, será S(x∗) = S0 exp(−αLx∗), donde

S0 =
(1− R− T)I0L

2

κT0
. (7.30)

Resulta importante hacer algunos breves comentarios sobre los valores numéricos del

coeficiente S0. Ya se ha dicho que L = 10−6 m, T0 = 300 K, y en promedio, podŕıa

considerarse que κ ≈ 102 W/mK para los materiales de interés en este trabajo,

de modo que L/(κT0) ≈ 10−16 m2/W, aśı que para conocer el valor de S0 falta

conocer (1− R− T)I0α, sin embargo, aqúı no vamos a estar interesados en explorar

las caracteŕısticas de la reflectancia y la transmitancia del material semiconductor,

ni tampoco de la intensidad de la luz láser empleada o las caracteŕısticas del mismo,

tampoco se tiene interés en emplear de forma precisa un valor para el coeficiente de

absorción α, aqúı para los tres materiales de interés se va a considerar α = 5 × 104

cm−1. Es claro que el factor 10−16 sugiere que el factor (1−R−T)I0α debe compensar

tal número con el propósito de volver significativo al coeficiente S0, en particular el

valor de la intensidad de la luz láser podŕıa volver relevante a todo el factor, ya que

existen láseres con una intensidad de hasta 1023 W/cm2 [25], solo que hay que tener

cuidado en considerar un láser de esta caracteŕıstica, ya que se deben tener presente

los efectos que trae consigo su uso, como por ejemplo el marco teórico, es decir, el tipo

de ecuaciones empleadas para describir la dinámica del sistema (las cuales tomen en

cuenta fenómenos de la óptica no lineal), aśı como las condiciones de frontera y el

sistema mismo a estudiar, entre otras cosas. Aqúı, como se remarcará más adelante,

el principal interés sobre S0 será que dicho término de lugar (indirectamente) a un

valor espećıfico (a saber 305 K) para la temperatura en la frontera iluminada, para

distintas escalas del sistema que estarán entre 10−7 m y 10−6 m.

El término que surge debido a la consideración de la iluminación sobre una peĺıcu-

la delgada semiconductora, debe agregarse en el segundo miembro de la ecuación

(7.10) como término fuente, de manera que las ecuaciones (7.8) - (7.11), serán las

que se seguirán utilizando para el análisis consecuente, ahora solo falta hablar sobre
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las condiciones de frontera.

Para las peĺıculas delgadas que se van a estudiar, se va a suponer la condición

de circuito abierto, es decir, los flujos de carga en las fronteras serán iguales a cero.

Térmicamente la frontera en x = 0 estará a una temperatura de referencia T0, esto

significa que la variación de la temperatura es cero, ver ecuación (4.39), mientras

que el otro lado (x = 1) será iluminado, de manera que una condición de frontera

apropiada es considerar un flujo de calor igual a cero [41]. La iluminación no introduce

un flujo de calor en el sistema, su efecto es elevar la temperatura de la frontera de

modo que esto crea un gradiente de temperatura y consecuentemente un flujo de

calor. Dado que las ecuaciones (7.1) - (7.4) están escritas para las variaciones δx,

entonces, de acuerdo a lo que se ha mencionado, matemáticamente las condiciones

de frontera para tales ecuaciones se escriben como

Jn(0) = 0, Jn(1) = 0, (7.31)

Jp(0) = 0, Jp(1) = 0, (7.32)

δT (0) = 0, Jq(1) = 0, (7.33)

δψ(0) = 0, δψ′(1) = 0, (7.34)

Usar un flujo como condición de frontera, esencialmente es imponer condición de

frontera tipo Neumann, ya que los flujos son proporcionales a la derivada de las

variables presentes en él. A pesar de que los flujos de carga son cero en la frontera,

esto no significa que el potencial también debe ser cero en las fronteras, como puede

verse en (7.34), la variación del potencial se fija a cero en x = 0, sin embargo, en

x = 1 se usa una condición tipo Neumann, esto da la posibilidad de que el potencial

no sea necesariamente cero en esa frontera, lo cual es de esperarse ya que en ese lado

habrá un incremento de la temperatura debido a la iluminación, consecuentemente

esto crea un gradiente de potencial al interior del semiconductor. Experimentalmente

esta suele ser una forma de medir el coeficiente de Seebeck [47].
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7.4. Resultados para silicio, germanio y arseniuro

de galio tipo n

En apartados anteriores ya se han mencionado los tamaños de las peĺıculas delga-

das de silicio, germanio y arseniuro de galio que pueden estudiarse con las ecuaciones

aqúı presentadas, sin embargo, por propósitos comparativos y resumidos, las gráficas

que se muestran a continuación son los resultados para las peĺıculas cuyos tamaños

(L) son de 800 nm, 600 nm y 400 nm.

La gráfica 7.1a muestra el perfil de la temperatura para silicio, germanio y ar-

seniuro de galio para las escalas antes mencionadas, aśı como la gráfica de la recta

T (x) = 5.019x + 300 en el intervalo [0, 1], mientras que la gráfica 7.1b muestra lo

mismo para el intervalo [0.8, 1]. El primer aspecto a mencionar es el hecho de pre-

sentar una sola gráfica para cada escala a pesar de ser para tres materiales distintos,

esto es debido a que el perfil de temperatura de los tres materiales para todas las

escalas estudiadas es exactamente el mismo, la explicación de esto la asociamos a

tres cosas, primero al hecho de que el valor para el coeficiente de absorción de los tres

materiales que se usó fue el mismo (α = 5×106 m−1), lo segundo es que para los tres

materiales la condición de frontera para la temperatura fue la misma (directamente

en x = 0 e indirectamente a través de S0 en x = 1), 300 K en x = 0 y 305.019 K

en x = 1, y tercero, en la ecuación de balance de enerǵıa (7.3), aparentemente para

las escalas estudiadas, la contribución al flujo de enerǵıa para los tres materiales

asociada a electrones y huecos, tienen el mismo peso a pesar de que los coeficientes

no son iguales tal y como puede verse en la tabla 7.1. En otras palabras, el término

asociado a la iluminación tiene un papel dominante para el perfil de temperatura,

por lo que el haber usado el mismo valor para el coeficiente de absorción α en los

tres materiales y teniendo en cuenta que los valores de S0 para cada material son

casi iguales, el resultado que se observa en la gráfica 7.1 para el comportamiento

de la temperatura en los tres materiales es algo esperado. Otro detalle importante

que puede observarse en la gráfica de la temperatura y motivo (comparativo) por

el que se introdujo la recta T (x) = 5.019x + 300, es un comportamiento no lineal

que comienza a remarcarse a medida que disminuye la escala, esto principalmente es

debido a la iluminación, pero la dependencia de los coeficientes de transporte con la
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(a) Temperatura de Si, Ge y GaAs a
diferentes escalas de 0 a 1.

(b) Temperatura de Si, Ge y GaAs a
diferentes escalas de 0.8 a 1.

Figura 7.1: Temperatura para silicio, germanio y arseniuro de galio a diferentes es-
calas.

escala también pueden estar teniendo alguna pequeña influencia.

La gráficas 7.2a, 7.2b, y 7.2c, corresponden al potencial para silicio, germanio y

arseniuro de galio respectivamente, mostrando el comportamiento que se tiene para

las escalas 800 nm, 600 nm y 400 nm. La gráfica 7.2d muestra el comportamiento del

potencial para los tres materiales mencionados para la peĺıcula delgada cuyo grosor

es de 400 nm, esto por propósitos comparativos. Se pueden hacer tres comentarios

generales sobre las gráficas 7.2a, 7.2b y 7.2c, primero, los perfiles para los tres mate-

riales son muy parecidos, no iguales como sucede con los perfiles de la temperatura,

segundo, las curvas siempre van creciendo a medida que disminuye la escala, dicho

de otro modo, la diferencia de potencial se va haciendo mayor conforme disminu-

ye la escala, y tercero, el valor de potencial se mantiene como algo relativamente

pequeño, esta situación es de esperarse, debido a que no se está aplicando ningún

campo eléctrico ya que como se dijo previamente, se tiene la condición de circui-

to abierto, la diferencia de potencial que se genera (efecto Seebeck) es debido a la

iluminación que hay en el sistema del lado derecho lo que a su vez crea una diferen-

cia de temperatura de 5.019 K. Por otro lado, la gráfica comparativa 7.2d para 400

nm, muestra que el potencial en el silicio está por debajo del de germanio, y el de

germanio por debajo del de arseniuro de galio, este comportamiento se mantiene en

todas las escalas estudiadas, tal y como se muestra en la gráfica 7.3. Este resultado

que muestra un incremento en la diferencia de potencial (y consecuentemente en el

coeficiente de Seebeck S = ∆V/∆T ) a medida que reduce la escala, es sumamente
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(a) Potencial en el silicio a diferentes escalas. (b) Potencial en el germanio a diferentes escalas.

(c) Potencial en el GaAs a diferentes escalas. (d) Potencial en Si, Ge y GaAs con L = 400 nm.

Figura 7.2: Potencial para silicio, germanio y arseniuro de galio en peĺıculas delgadas
de diferentes tamaños.

Figura 7.3: Diferencia de potencial para silicio, germanio y arseniuro de galio en
peĺıculas delgadas de diferentes tamaños.

importante debido a que este comportamiento se ha reportado en la literatura para

una gran variedad de sistemas conductores y semiconductores. En pocas palabras,

nuestras ecuaciones y resultados reproducen el conocido incremento del coeficiente

de Seebeck para sistemas en la nanoescala.
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(a) Campo eléctrico para la peĺıcula de 800 nm. (b) Campo eléctrico para la peĺıcula de 400nm.

Figura 7.4: Campo eléctrico para silicio, germanio y arseniuro de galio para la peĺıcula
delgada de 800 nm y 400 nm.

En la figura 7.4a y 7.4b se muestra el campo eléctrico para silicio, germanio y

arseniuro de galio para 800 nm y 400 nm respectivamente. Puede observarse que el

campo eléctrico es negativo, como se sabe, los huecos se mueven en la dirección del

campo eléctrico, mientras que el movimiento de los electrones es en sentido opuesto.

Sin embargo, no debe olvidarse que en nuestro caso no solamente tiene lugar un

campo eléctrico, también hay un gradiente de temperatura que mueve las cargas

por efecto Seebeck, y al mismo tiempo se toma en cuenta la inhomogeneidad de las

cargas las cuales a su vez crean un gradiente de los portadores y en consecuencia un

movimiento de ellos.

Finalmente, se presentan dos conjuntos de cuatro gráficas cada uno de las dis-

tribuciones de carga para peĺıculas delgadas nanométricas de silicio, germanio y

arseniuro de galio. Para la interpretación de las gráficas que serán presentadas, se

deben tener presentes varios aspectos o condiciones f́ısicas importantes sobre el sis-

tema de interés, por ejemplo, en las peĺıculas delgadas no solamente tiene lugar una

diferencia de potencial eléctrico (consecuentemente un campo eléctrico), sino tam-

bién un gradiente de temperatura y un gradiente en las concentraciones de carga,

todo esto es responsable del movimiento y generación o déficit de electrones y hue-

cos, además, la iluminación empleada en el lado derecho, no persigue el propósito de

generar pares electrón-hueco (esto requeriŕıa una luz cuyos fotones tengan al menos

la enerǵıa del gap), el propósito es calentar el lado derecho apenas 5 K (5◦ C) apro-

ximadamente por encima de la temperatura ambiente. Un último detalle que debe
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recordarse, es que los perfiles son estacionarios, es decir, no corresponden justo al

momento en que incide la luz, sino a un tiempo después justo cuando se alcanza un

estado estacionario.

El primer conjunto 7.5 presenta las distribuciones adimensionales del exceso de

electrones (δn) y huecos (δp), con el propósito de visualizar el comportamiento en

conjunto de estos portadores de carga. En particular la gráfica 7.5d muestra el exce-

so de portadores de carga para la peĺıcula delgada de 600 nm de los tres materiales

mencionados, para visualizar de una mejor manera el comportamiento de las distri-

buciones de carga en los distintos materiales. Por el momento, con la intención de

ser breves en la discusión de las gráficas mencionadas, de forma general se puede

decir que lo que se observa es que hay una mayor cantidad del exceso de electrones

del lado derecho que del izquierdo, mientras que para el exceso de huecos sucede lo

opuesto, también, puede verse en 7.5a, 7.5b y 7.5c que el comportamiento de las dis-

tribuciones en cada material para distintos grosores de las peĺıculas delgadas tiene un

comportamiento bastante parecido, incluso de acuerdo a la gráfica 7.5d que compara

las distribuciones para la peĺıcula delgada de 600 nm de los tres materiales, muestra

que tales distribuciones también tienen un comportamiento bastante parecido.

El segundo conjunto de gráficas 7.6, presenta la concentración total de electro-

nes n y huecos p, para peĺıculas delgadas de distintas escalas (grosores) de los tres

materiales de interés. Inmediatamente puede observarse que aqúı las distribucio-

nes son dimensionales y para visualizarlas apropiadamente se separan electrones y

huecos debido a sus valores numéricos, como se puede recordar n = n0 + δn (con

n0 ≈ N
D
= 1016 cm−3) y que p = p0 + δp (con p0 = n2

i /ND
), de modo que se entien-

den los valores del eje y en cada gráfica ya que la concentración intŕınseca es de 1010

cm−3, 1013 cm−3 y 106 cm−3 para silicio, germanio y arseniuro de galio respectiva-

mente, y el dopamiento (N
D
) considerado para los tres materiales fue el mismo, por

ello la concentración de electrones n de los tres materiales es del mismo orden tal y

como puede verse en la gráfica 7.6d. En las gráficas 7.6a, 7.6b y 7.6c se introduce

la recta p0 que representa la concentración de huecos de referencia correspondiente

a cada material, y en 7.6d n0 representa la concentración de referencia de electro-

nes, esto para visualizar mejor lo que sucede con cada concentración de portadores

de carga. Se podŕıa decir que las variaciones de las concentraciones respecto a sus
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valores de equilibrio son tan pequeñas que quizás no requieren ninguna explicación

extensa o profunda, por lo que los comentarios sobre estas gráficas serán breves. Por

tanto, resulta apropiado comenzar posiblemente con el comentario más importante,

las gráficas de las concentraciones n y p muestran un comportamiento razonable en-

tre tales distribuciones, aunque intuitivamente lo que generalmente se espera es que

ante un incremento en la población de electrones, también haya un incremento en la

población de huecos, esto generalmente no pasa aśı, y en particular en este trabajo el

mecanismo de balance de generación y recombinación de electrones y huecos que se

ha tomado en cuenta es el de Shockley-Read-Hall, el cual introduce niveles trampa

en el gap del semiconductor, que pueden ser ocupados tanto por electrones como por

huecos, aqúı la generación y recombinación de electrones y huecos no se da a pares,

puede haber electrones que estén en la banda de valencia y sean excitados apenas

para pasar a un nivel trampa y no hasta la banda de conducción, de modo que este

proceso incrementa la población de huecos pero no la de electrones, también puede

suceder (incluso simultáneamente) que algunos electrones en la banda de conducción

pierdan enerǵıa y pasen solamente a un nivel trampa y no hasta la banda de valencia,

de modo que en este caso disminuye la población de electrones pero no aumenta la

población de huecos. Si las dos situaciones mencionadas suceden simultáneamente,

se tendŕıa un aumento en la población de huecos y una disminución en la población

de electrones. Con estos pocos comentarios ahora debe ser claro el comportamiento

de las gráficas 7.6a - 7.6d, las cuales no muestran nada at́ıpico. En general la con-

centración de huecos p para los tres materiales muestra un comportamiento bastante

parecido, lo que se observa es que a medida que disminuye la escala, el incremen-

to que tiene p respecto a p0 del lado izquierdo, es cada vez menor, por lo que se

podŕıa considerar simplemente que la distribución de huecos p presenta una pequeña

fluctuación respecto a su valor de equilibrio a medida que disminuye la escala. Por

último, algo similar podŕıa concluirse sobre la distribución de electrones en el silicio

(nsi) tal y como puede verse en 7.6d, ese comportamiento observado se mantiene

para la peĺıcula delgada de 400 nm, pero para las peĺıculas delgadas de 300 y 200 nm

(no mostradas aqúı) el comportamiento que tiene es esencialmente el mismo que el

que presenta la concentración de electrones en germanio (nge) y arseniuro de galio

(nGaAs), y ese comportamiento es el que en general se mantiene para el tamaño



84 Caṕıtulo 7. Efectos de escala e iluminación en peĺıculas delgadas

(a) Distribución del exceso de electrones
(δn) y huecos (δp) en silicio.

(b) Distribución del exceso de electrones
(δn) y huecos (δp) en germanio.

(c) Distribución del exceso de electrones
(δn) y huecos (δp) en GaAs.

(d) Distribución del exceso de electrones
(δn) y huecos (δp) en Si, Ge y GaAs, en
una peĺıcula delgada de 600 nm.

Figura 7.5: Distribución (adimensional) estacionaria en condiciones no isotérmicas
de la concentración del exceso de electrones (δn) y huecos (δp) en peĺıculas delgadas
de distintos grosores L de silicio, germanio y arseniuro de galio con dopamiento
homogéneo.

de todas las peĺıculas aqúı estudiadas (es por esto que se prefirio no agregar más

gráficas).

En resumen de este caṕıtulo, la adimensionalización de las ecuaciones de trans-

porte linealizadas ha permitido hacer un analisis de orden lo cual a su vez a ayudado

a reducir tales ecuaciones facilitando la obtención de soluciones anaĺıticas. Se ha

tenido cuidado con las escalas consideradas para el sistema debido a que las ecua-

ciones de este trabajo describen un transporte de tipo difusivo (no pueden describir

comportamientos baĺısticos ni ondulatorios). Se presentaron y usaron coeficientes

de transporte dependientes de la escala (es decir, del grosor de las peĺıculas), ob-

servando que su efecto sobre los perfiles tanto en el potencial, la temperatura y las
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(a) Distribución de huecos en silicio. (b) Distribución de huecos en germanio.

(c) Distribución de huecos en GaAs. (d) Distribución de electrones para una
peĺıcula delgada de 500 nm de Si, Ge y GaAs.

Figura 7.6: Distribución estacionaria en condiciones no isotérmicas de electrones (n)
y huecos (p) en peĺıculas delgadas de distintos grosores L de silicio, germanio y
arseniuro de galio con dopamiento homogéneo.

distribuciones de carga, provoca una leve variación de ellos, situación completamente

razonable considerando que los coeficientes de transporte dependientes de la esca-

la a pesar de presentar cambios desde la nanoescala (10−9 m) hasta la microescala

(10−6 m), los cambios realmente más significativos de estos coeficientes suceden de

10−9 m a 10−7 m. Un aspecto importante en el estudio de las peĺıculas delgadas

es que se considera la presencia de luz en un lado de las peĺıculas con el propósito

de elevar la temperatura y crear una diferencia de temperatura en las fronteras de

aproximadamente 5 K, y un resultado muy importante que logra reproducirse con

nuestros resultados, es el conocido incremento del coeficiente de Seebeck a medida

que disminuye la escala. Se finaliza este resumen resaltando un resultado también de

suma importancia de este caṕıtulo, esto es que no solo se logra estudiar en conjunto

el transporte de carga y enerǵıa en peĺıculas delgadas semiconductoras de distintas

escalas (presentando incluso soluciones anaĺıticas), sino que además también se ob-
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tienen perfiles estacionarios de la temperatura, el potencial y las distribuciones de

carga, a conocimiento de los responsables de este trabajo, esto es algo que no ha

sido previamente reportado en conjunto en la literatura. En particular los perfiles

de las distribuciones de carga es algo que suele ignorarse y se prefiere el estudio del

comportamiento del flujo de carga total, sin embargo, esto imposibilita conocer la

dinámica de generación y recombinación de electrones y huecos con mejor precisión,

y estos mecanismos son precisamente uno de los elementos de mayor importancia en

la investigación cient́ıfica y desarrollo tecnológico en algunos materiales como lo son

las perovskitas [17] - [21].



Caṕıtulo 8

Conclusiones

Este trabajo termina con este apartado, en el cual se pretende de forma bre-

ve y concisa, establecer las conclusiones que se pueden derivar a partir de todo lo

presentado en los caṕıtulos anteriores.

Desde el marco de la termodinámica irreversible lineal, se ha establecido un mo-

delo para el estudio del transporte de carga y enerǵıa en semiconductores, teniendo

en cuenta en las ecuaciones fundamentales fenómenos como la generación y recombi-

nación de pares electrón-hueco, la incidencia de luz en el material y los intercambios

de enerǵıa entre los componentes del sistema debido a sus interacciones. También

se establecieron las ecuaciones constitutivas para los flujos y se mostró que estas se

reducen sin problemas a las ampliamente conocidas ecuaciones de arrastre-difusión

para condiciones isotérmicas.

Se presentó un análisis sobre el peso de los coeficientes en los términos de las

ecuaciones constitutivas para el flujo de electrones, huecos y calor, aśı como algunas

observaciones importantes que se deben considerar al sacar conclusiones sobre los

términos presentes en dichas ecuaciones. Se mostró la consistencia del balance de la

generación y recombinación de pares con la segunda ley de la termodinámica, es decir,

que la producción de entroṕıa asociada a estos mecanismos sea positiva, además, se

discutió el papel que juega la luz en la ecuación de balance para la densidad de

entroṕıa.

Se obtuvieron las ecuaciones no-lineales de transporte de carga y enerǵıa, aśı

como las ecuaciones linealizadas a las que conducen. Se analizó las diferencias en-

87
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tre la ecuación de continuidad y la ecuación ambipolar, además, aqúı el modelo de

transporte de carga ambipolar no lineal fue extendido a condiciones no isotérmica,

señalando el efecto que tales condiciones tienen sobre el término difusivo de carga,

los cuales desaparecen en condiciones isotérmicas, condiciones en las que la ecuación

ambipolar no lineal se reduce a la forma en que t́ıpicamente es presentada en la li-

teratura [3], [10], [14]. También fue obtenida la expresión para el campo eléctrico en

el caso no lineal y condiciones no isotérmicas para el modelo ambipolar, aśı como la

correspondiente ecuación de balance de enerǵıa para este modelo, recalcando el con-

texto en el que estas ecuaciones se vuelven particularmente importantes. Todo esto

es de especial relevancia ya que no ha sido presentado previamente en la literatura.

También se presentó un análisis sobre el efecto de adimensionalizar ecuaciones, en

particular, las ecuaciones constitutivas linealizadas, resaltando algunos aspectos im-

portantes con los que se debe tener cuidado al obtener conclusiones de las ecuaciones

obtenidas, siendo el más importante lo relacionado a valores numéricos a emplear en

las condiciones de frontera y lo esperado a obtener en los resultados. Este aspecto ge-

neralmente tiene poca relevancia en la literatura, lo cual es un error porque también

t́ıpicamente conduce a confusiones y errores tanto en la descripción de ecuaciones y

resultados, como en las conclusiones.

Se empleó la ecuación ambipolar para condiciones isotérmicas, campo eléctrico

pequeño, dopamiento no uniforme y tiempo de recombinación dependiente de la po-

sición en consistencia con el dopamiento no uniforme mencionado. En esta aplicación

se mostró que la forma que adopta la ecuación ambipolar es distinta según las consi-

deraciones f́ısicas sobre el valor numérico permitido para la concentración del exceso

de portadores de carga. En los resultados obtenidos se observó la posibilidad de la

existencia de un fenómeno análogo a la rectificación térmica pero para el caso de

transporte de carga, es decir, los resultados parecen sugerir que dadas determinadas

condiciones de frontera que dan lugar a determinado flujo de carga, la sola inversión

de las condiciones de frontera, no dan lugar al mismo flujo de carga antes obtenido.

Este resultado además de ser algo novedoso para la literatura, también podŕıa ser de

gran interés sobre todo para el desarrollo de nuevas tecnoloǵıas electrónicas.

Se estudió el transporte de carga y enerǵıa en peĺıculas delgadas semiconductoras

tipo n (dopadas homogéneamente) de distintas escalas de silicio, germanio y arse-
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niuro de galio. En las ecuaciones mencionadas se usaron coeficientes de transporte

dependientes de la escala y se consideró la presencia de luz en un lado de las peĺıculas

con el propósito de elevar la temperatura de esa frontera respecto a la otra. Aqúı se

obtuvieron dos resultados importantes, por un lado logran obtenerse perfiles estacio-

narios de la temperatura, el potencial y las distribuciones de carga, y por otro lado,

logra reproducirse el importante y conocido fenómeno del incremento en el valor del

coeficiente de Seebeck a medida que disminuye la escala del sistema, tal incremento

de este parámetro cobra especial relevancia al recordar que forma parte de la defini-

ción de la figura de mérito ZT = (σS2T )/κ, expresión que da información sobre la

eficiencia de un dispositivo termoeléctrico. El estudio en conjunto del transporte de

carga y enerǵıa para peĺıculas delgadas y la obtención de los perfiles mencionados,

resulta importante ya que esto es algo que no ha sido reportado previamente en

conjunto en la literatura.

En resumen, se establecen las ecuaciones no lineales y lineales de transporte de

carga y enerǵıa, extendiendo los modelos no lineales de transporte y transporte am-

bipolar a descripciones no isotérmicas, mostrando que pueden reducirse a la forma en

la que t́ıpicamente tales ecuaciones son presentadas en la literatura. Se exploran apli-

caciones de ellas incluso presentando soluciones anaĺıticas y se obtienen resultados

que no se encuentran actualmente en la literatura como el de un posible fenómeno

de rectificación del flujo de carga (análogo al conocido fenómeno de rectificación del

flujo de calor), y la forma de los perfiles de temperatura, potencial y distribuciones

de carga en peĺıculas delgadas semiconductoras de distintas escalas, en presencia de

iluminación y considerando coeficientes de transporte también dependientes de la es-

cala, respetando el alcance descriptivo (difusivo) de las ecuaciones aqúı presentadas.
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Apéndice A

Apéndice

En este apéndice se muestra el procedimiento mediante el cual se obtiene la

ecuación de balance para la densidad de entroṕıa.

Primero se define la densidad total de entroṕıa como s = sn + sp + s
L
, entonces

∂s

∂t
=

∂sn
∂t

+
∂sp
∂t

+
∂s

L

∂t
. (A.1)

Usando las relaciones de Gibbs dadas por las ecuaciones (4.8) - (4.10), se obtiene

∂sn
∂t

=
1

Tn

∂un
∂t

− EFn

Tn

∂n

∂t
, (A.2)

∂sp
∂t

=
1

Tp

∂up
∂t

+
EFp

Tp

∂p

∂t
, (A.3)

∂s
L

∂t
=

1

T
L

∂u
L

∂t
. (A.4)

Usando las ecuaciones (4.1), (4.2) y (4.5) - (4.7), , las ecuaciones anteriores conducen

a

∂sn
∂t

=
1

Tn
(−∇ · Ju

n + Ln + Pn)−
EFn

Tn

(
−R +

1

q
∇ · Jn

)
(A.5)
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∂sp
∂t

=
1

Tp
(−∇ · Ju

p + Lp + Pp) +
EFp

Tp

(
−R− 1

q
∇ · Jp

)
(A.6)

∂s
L

∂t
=

1

T
L

(−∇ · Ju
L
+ L

L
+ P

L
). (A.7)

Recordando que

∇ ·
(
Ju
i

T

)
= Ju

i · ∇
(
1

T

)
+

1

T
∇ · Ju

i , (A.8)

∇ ·
(
EFiJ

T

)
= EFiJ · ∇

(
1

T

)
+

J

T
· ∇EFi +

EFi

T
∇ · J, (A.9)

las ecuaciones (A.5) - (A.7) pueden reescribirse como

∂sn
∂t

=−∇ ·
(
Ju
n

Tn

)
+ Ju

n · ∇
(

1

Tn

)
+

1

Tn
(Ln + Pn) +

EFn

Tn
R−

1

q
∇ ·

(
EFnJn

Tn

)
+
EFnJn

q
· ∇

(
1

Tn

)
+

Jn

qTn
· ∇EFn, (A.10)

∂sp
∂t

= −∇ ·
(
Ju
p

Tp

)
+ Ju

p · ∇
(

1

Tp

)
+

1

Tp
(Lp + Pp)−

EFp

Tp
R−

1

q
∇ ·

(
EFpJp

Tp

)
+
EFpJp

q
· ∇

(
1

Tp

)
+

Jp

qTp
· ∇EFp, (A.11)

∂s
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∂t
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Ju

L

T
L

)
+ Ju

L
· ∇

(
1

T
L

)
+

1

T
L

(L
L
+ P

L
). (A.12)
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Sustituyendo (A.10) - (A.12) en (A.1), al reagrupar términos se obtiene

∂s

∂t
+∇ ·
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Ju

L

T
L

+
1

Tn

(
Ju
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EFn

q
Jn

)
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1
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(
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q
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)]
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)
+
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L
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(
1

T
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)
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1
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· ∇

(
1

Tp

)
+

Jn

qTn
· ∇EFn +

Jp

qTp
· ∇EFp. (A.13)

Suponiendo condiciones de equilibrio térmico, es decir, Tn = Tp = T
L
= T , y

recordando que bajo esta condición se dijo (en el contenido de la tesis) que Ln +

Lp + L
L
= L = 0, la ecuación (A.13), puede simplificarse a la siguiente expresión

∂s

∂t
+∇ ·

[
1

T

(
Ju

L
+ Ju

n +
EFn

q
Jn + Ju

p +
EFp

q
Jp

)]
=

Pn + Pp + P
L

T
+

R

(
EFn − EFp

T

)
+

(
Ju

L
+ Ju

n +
EFn

q
Jn + Ju
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EFp

q
Jp

)
· ∇

(
1

T

)
+

Jn

qT
· ∇EFn +

Jp

qT
· ∇EFp. (A.14)

Definiendo P = Pn + Pp + P
L
, la ecuación (A.14) puede escribirse como

∂s

∂t
+∇ · Js =

L
T

+
P
T

+ σs (A.15)

donde

σs = R

(
EFn − EFp

T

)
+ Jq∇

(
1

T

)
+

Jn

qT
· ∇EFn +

Jp

qT
· ∇EFp, (A.16)

Js =
Jq

T
(A.17)

Jq = Ju
L
+ Ju

n +
EFn

q
Jn + Ju

p +
EFp

q
Jp. (A.18)

La ecuación (A.15) era el objetivo de este apéndice, esta es la ecuación para la

densidad de entroṕıa total que se deriva para las consideraciones tomadas en cuenta
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en el modelo aqúı presentado. A pesar de que L = 0 en condiciones de equilibrio

térmico, se ha preferido dejar su expresión en la ecuación de balance para la densidad

de entroṕıa total, debido a que particularmente esta ecuación es retomada en el

caṕıtulo 4 para dedicarle una sección completa a su discusión.
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