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A mis padres,
que nuca me dejaron

que me enseñaron volar.
A los tres los amo
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volviera un poco loco, por ello quiero agradecer al grupo de F́ısico-Qúımica teórica
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mañanas al ir a la escuela porque comprend́ıas que me estaba desvelando para cumplir
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0.4. Resumen

El 4He por debajo de los 4.22K y a presión atmosférica presenta un comportamiento
superfluido que da lugar a sorprendentes fenómenos f́ısico-qúımicos, tales como una
nula viscosidad o una enorme conductividad térmica. Otro fenómeno interesante cuyo
estudio es la parte central de esta tesis, es que se puede dopar al 4He con diferentes
moléculas, formando nanogotas en donde los átomos de 4He envuelven a la misma,
solvatándola. Cuando éstas son estudiadas espectroscópicamente, muestran espectros
rotacionales extremadamente bien resueltos, lo cual es completamente inusual para
sistemas en fase ĺıquida.

Este trabajo tiene como objetivo el estudio de dos factores dinámicos que se ha des-
cubierto que influyen de manera más importante en el mecanismo de solvatación de las
moléculas dopantes. El primero es el valor de la constante rotacional de la molécula, ya
que dependiendo del mismo, se tendrán lugar diferentes mecanismo de solvatación. El
segundo es el grado de anisotroṕıa del potencial. Este último es el objeto fundamental
de estudio de esta tesis, por lo cual, resulta indispensable la descomposición de la su-
perficie de enerǵıa potencial en componentes anisotrópicas e isotrópicas. Éste análisis
constituye la primera parte de los resultados obtenidos en esta tesis, donde se ha des-
compuesto la superficies de enerǵıa potencial de los sistemas He-HX(X=F,Cl,Br). Una
vez obtenida la superficie, se estudia el comportamiento dinámico de las gotas de 4He
dopadas con HF, HCl y HBr, mediante el uso de métodos cuánticos. Espećıficamente
se empleará el método de Difusión de Monte Carlo (DMC), dada su eficiencia para
resolver la ecuación de Schrödinger para sistemas de muchas part́ıculas.
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2.4 Superficie de enerǵıa potencial (SEP) de sistemas He-HX (X=F,Cl,Br) 14
2.5 Desarrollo en series de las superficies de enerǵıa potencial . . . . . . . . 17
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5.2 Tendencia de Anisotroṕıa del Potencial . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43
5.3 Resultados de Cálculos DMC para sistemas He-HCl . . . . . . . . . . . 45

5.3.1 Función de probabilidad Radial . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45
5.3.2 Renormalización de de la constante Rotacional . . . . . . . . . . 47

6 Conclusiones 50

7 Perspectivas 52

Bibliograf́ıa 53

8



1 Introducción

Desde su descubrimiento en 1961 [1, 2] hasta la actualidad se ha estudiado el ex-
traño comportamiento del 4He a bajas temperaturas y presiones. En esas condiciones,
se tiene un comportamiento superfluido que da lugar a fenómenos f́ısico-qúımico sor-
prendentes [1, 3, 4, 5]: entre otras propiedades, se observa una viscosidad prácticamente
nula y una conductividad térmica muy alta [6, 7]. Además, a estas temperaturas re-
sulta posible dopar al 4He con diferentes moléculas, formando nanogotas en donde los
átomos de 4He envuelven a la misma, solvatándola [8]. Cuando éstas son estudiadas
espectroscópicamente, muestran espectros rotacionales extremadamente bien resuel-
tos [9, 8], lo cual es completamente inusual para sistemas en fase ĺıquida, en donde la
interacción solvente-soluto perturba de manera importante la resolución del mismo.

Sin embargo, los factores dinámicos que dan lugar a este comportamiento aún no
han sido explicados por completo. Actualmente, se sabe que existen dos factores pri-
mordiales que influyen en la solvatación. El primero de ellos es el valor de la constante
rotacional de la molécula, ya que dependiendo del tipo de rotor que se tenga se tendrán
diferentes reǵımenes de solvatación [10]. No obstante, existen muchos casos donde no
es posible explicar la dinámica involucrada solamente a partir de este factor, dado que
resulta muy importante considerar el grado de anisotroṕıa del potencial [11].
La correlación entre las constantes rotacionales, la anisotroṕıa del potencial y la sol-
vatación de las nanogotas es un problema abierto que aún no ha sido comprendido en
su totalidad.

Por ello el objetivo primordial de este proyecto de tesis es ayudar a explorar el campo
de la dinámica de este superfluido 4He; enfatizando en la influencia que puede llegar
a tener la anisotroṕıa del potencial en la solvatación de las nanogotas.
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2 Antecedentes

El 4He es un isótopo del Helio formado por dos neutrones, dos protones y dos
electrones. El átomo de 4He tiene spin 0 lo cual lo convierte en un bosón. El 4He a
temperaturas bajas (por debajo de 4.22K) es ĺıquido, que presenta un comportamiento
superfluido. Teniendo una viscosidad casi nula y una conductividad térmica mayor que
la del Cu (30 veces mayor) [1] y muchos otros efectos adicionales, tales como la fuente
de helio, flujo y arrastre de peĺıculas, vórtices cuantizados,etcétera [4]. El d́ımero 4He
es famoso por su enerǵıa de enlace pequeña (≈ 1mK o 8,46x10−7eV ) y su gran lon-
gitud de enlace (〈r〉 ≈ 100 bohr) [12]. Además, a estas temperaturas resulta posible
dopar al 4He con diferentes moléculas, formando nanogotas en donde los átomos de
4He envuelven a la misma, solvatándola.

Figura 2.1: Transiciones rotacionales. Se pue-
den ver en el espectro infrarrojo
(negro) de una molécula de SF6

en una gota de 4He de 2700 áto-
mos.El espectro se parece mucho
al de una molécula que gira libre-
mente (rojo). Tomado de Super-
fluid helium droplets: an ultracold
nanolaboratory.(p.34)2001 [1].

En 1994, Vilesov y Toennies [9] realizaron
mediciones de alta resolución que revela-
ron que las ĺıneas espectrales del SF6 sol-
vatadas con 4He eran inusualmente ńıti-
das, como observamos en la figura 2.1,
y presentaban evidencia de una estruc-
tura fina rotacional, lo que indica que las
moléculas incrustadas pueden rotar libre-
mente dentro de las gotitas 4He.
Las ĺıneas son casi tan estrechas como
las medidas para moléculas libres. Por el
contrario, las ĺıneas de rotación en ĺıqui-
dos clásicos rara vez se resuelven de una
manera tan clara. Sin embargo, para la
molécula de SF6 octaédrica, el espectro
rotacional presenta unas ĺıneas más cer-
canas cuando la molécula se encuentra
en medio del 4He que cuando se tiene
una molécula libre en fase gaseosa. Da-
do que las enerǵıas de rotación para esta molécula están dadas aproximadamente por
Erot = h̄2

2I
(J(J + 1)) donde I es el momento de inercia de la molécula y J es su número

cuántico de rotación, el espaciado más estrecho indica un mayor momento efectivo de
inercia de la molécula en 4He.
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2.1. Solvatación del 4He

Una de las primeras preguntas que surgieron ante este comportamiento, era si las
ĺıneas de rotación podŕıan ser consecuencia exclusivamente de las interacciones ex-
tremadamente débiles de Van der Waals de los átomos de He con las moléculas, aśı
que se hizo un experimento donde se med́ıan los espectros de rotación de las gotitas
de 3He dopadas con la molécula de sulfuro de carbonilo y ox́ıgeno (OCS) [13] y se
iban agregando átomos de 4He de manera creciente. En el caso de las gotitas de 3He,
a pesar de tener una interacción igualmente débil con la molécula, no presentan un
comportamiento superfluido a la temperatura del experimento, el 3He fermiónico no
alcanza la superfluidez hasta 0.0025 K, y los estados ligados del d́ımero y del tŕımero
no existen en absoluto debido a una mayor enerǵıa de punto cero de los grupos de
3HeN [14, 15]. Es probable que el umbral para la aparición de gotitas de 3HeN esté en
el rango de 20 < N < 40.[15, 16].

Figura 2.2: a) OCS en gota de
4He de 6000 átomos.
b) OCS en una go-
ta 3He que consiste
en 12000 átomos. c-f)se
agregan números cre-
cientes de átomos 4He
a 3He gotitas.Tomado
de Tomado de Super-
fluid helium droplets:
an ultracold nanolabo-
ratory.(p.35)2001 [1].

En las gotitas puras de 3He las ĺıneas
de rotación se fusionan en una amplia ban-
da única como en la figura 2.2.b, muy si-
milar a lo que se esperaŕıa en un ĺıqui-
do clásico y conforme se va aumentando la
cantidad de átomos de 4He se recupera el
espectro con unas ĺıneas bien resueltas, co-
mo se observa en la figura 2.2.f. Si estas
ĺıneas en el espectro rotacional fuesen sólo
consecuencia de interacciones extremadamen-
te débiles de Van der Waals, entonces en
3He, las ĺıneas debeŕıan ser aún más ńıti-
das debido a que este último presenta mayor
enerǵıa de punto cero. Entonces, una hipóte-
sis plausible es que el comportamiento bosóni-
co del 4He debe ser un factor importante en
el mecanismo de solvatación de la molécu-
la.

2.2. Sistemas Bosónicos

Como se mencionó en un principio el 4He es un
bosón, que tiene la propiedad de:
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Tienen como sṕın un número entero

La función de onda cuántica que describe
sistemas de bosónes es simétrica respecto al
intercambio de part́ıculas

No cumple con el principio de exclusión de
Pauli

Aśı pues todos los 4He que estén alrededor de la molécula solvatada podrán ocupar
el mismo estado cuántico. Dado que se tienen temperaturas muy bajas, existirá una
tendencia a ocupar los estados cuánticos más bajos. El momento angular total del
sistema está dado por: Jsis = jmol +

∑
i=He `i y éste es una cantidad que se conserva,

sin embargo, al existir intercambio de momento angular de la molécula con los de los
4He, éstas cantidades no se conservan por separado. Cuando se aumenta el número de
4He se empieza a tener un ambiente cada vez más isotrópico alrededor de la molécula,
con lo cual, los momentos angulares de la molécula y los helios se conservan de manera
aproximada. haciendo que el efecto de rotación libre de la mólecula suceda. Por otro
lado el 3He, al ser un fermión y cumplir el principio de exclusión de Paulli, no podrá
ocupar sólo estados de bajo momento angular, sino que al ir aumentando el número
de estos átomos, empezaremos a tener átomos en estados de alto momento angular,
lo cual producirá un fuerte intercambio del mismo, lo cual desestabilizará el sistema
imposibilitando que se observe la rotación libre dentro de las nanogotas.

2.3. Tipos de Rotores

Los rotores ligeros o pesados se caracterizan por el valor de su constante rotacional.
Recordemos que la constante de rotacional está relacionada con el momento de inercia
de manera inversa: B = h̄2

2I
. El momento de inercia refleja la distribución de masa de

un cuerpo o de un sistema de part́ıculas en rotación, respecto a un eje de giro, es decir,
el momento de inercia mide la resistencia que un cuerpo en rotación opone al cambio
de su velocidad de giro. Por lo que, al hablar de una constante rotacional de valor
pequeño nos indica mayor resistencia a rotar, hablando entonces de un rotor pesado,
mientras que una constante rotacional más grande nos indica que tenemos en rotor
más ligero.

2.3.1. Mecánismo de solvatación de Rotores Pesados

Uno de los primeros sistemas estudiados fue el de SF6 el cual presenta un compor-
tamiento de rotor pesado ya que su constante de rotación es pequeña. En 1999 se
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realizó un estudio donde en primera instancia se analizó lo que pasaba con cúmulos
de 4He8 dopados con SF6 [17], donde se encontró que exist́ıa una disminución de la
constante rotacional de la molécula al ir aumentando el número de átomos. Esto se
explica a partir de un seguimiento adiabático de los átomos de Helio a medida que la
molécula rota, es decir, la molécula, arrastra una fracción de la densidad de helio a
medida que gira. En la figura 2.3 se muestra del lado izquierdo una esfera donde se
proyecta la función de onda, que representa la probabilidad de densidad, en los puntos
azules es donde se tiene mayor probabilidad de encontrar a los 4He esto significa que
pueden seguir la rotación adiabáticamente de la molécula de SF6, es decir, se pue-
den ajustar de forma esencialmente instantánea a la rotación ”lenta”del SF6, mientras
que cuando se aumenta 10 veces la constante rotacional figura 2.3 del lado derecho
la función de onda está notablemente más deslocalizada, indicando que el grado de
seguimiento adiabático disminuye, lo que resulta en una distribución más isotrópica
de 4He en el marco fijo de la molécula.

Figura 2.3: Función de onda de estado fundamental para 4He8 SF6, proyectada en una
esfera de radio r = 8 a.u. La molécula de SF6 está en el centro de la esfera y
los enlaces S-F están alineados con los ejes. El azul que denota valores altos
(en los ejes C3) El rojo con valores bajos (en los ejes C4). Las ĺıneas negras
superpuestas muestran niveles de contorno del potencial de SF6 −4 He en este
radio. Distancias en a.u. Tomado de Rotational Level Structure of SF6-Doped
4HeN Clusters.(p.3814)1999 [17].

2.3.2. Mecánismo de solvatación de Rotores Ligeros

El otro caso es de los Rotores ligeros, donde la constante rotacional es más grande.
En 2007 Ramilowski, Mikosz y Farrelly [11] realizaron cálculos de DMC para los esta-
dos de rotación HX(4He)N , complejos con N ≤ 20 y X = F, Cl, Br. En este estudio se
observa que apenas se da el seguimiento adibático, en este caso la solvatación se da por
un desacoplamiento de momentos angulares, ya que la constante rotacional después
de cierto número de 4He regresa al valor que tendŕıa si fuere un rotor libre, a esto
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le llamamos renormalización de la constante rotacional. Esto se explica a partir del
entorno isotrópico que se alcanza a medida que se van aumentando los átomos de 4He,
dando lugar a una conservación de los momentos angulares por separado. Sin embargo,
la disminución observada en las constantes rotacionales (fase gaseosa) para HCl y HBr
en nanogotas 4He será más pequeña que para HF, como se muestra en la figura 2.4
donde el valor de Beff (constante rotacional efectiva) es igual a la constante rotacional
en fase gaseosa, a pesar de que HF tiene una constante de rotación considerablemente
mayor que las otras dos moléculas, pero su potencial es más anisotrópico. Esto último
sugiere que la constante de rotación no es el único factor que tiene influencia en la
dinámica de solvatación, sino que también se debe tomar en cuenta el nivel de aniso-
troṕıa del potencial para explicar con mayor profundidad el mecanismo de solvatación
de las moléculas.

Figura 2.4: Los valores de la enerǵıa rotacional para las tres moléculas HX en función del número

de átomos de He, N. (Beff =
(E(101)−E(000))

2 ). Tomado de Rotational Structure of small
4He Clusters Seedes with HF, HCl and HBr Molecules.(p.12287)2007 [11].

2.4. Superficie de enerǵıa potencial (SEP) de
sistemas He-HX (X=F,Cl,Br)

Todos los calculos que se realizaron suponen potenciales de interacción molécula-
He y He-He por pares. Para la interacción He-He, se utilizó la superficie de enerǵıa
potencial de Aziz. et al. 1987 [18]. El potencial es simplemente una función de la
distancia entre dos átomos de He cualesquiera. En el art́ıculo de Farelly et al. [11]
se calcularon directamente los SEP ab initio de los tres complejos He-HX van der
Waals. Esencialmente, las tres SEP se obtuvieron ajustando un número considerable
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de enerǵıas de interacción obtenidas en los niveles de siguletes y dobletes de cuple
cluster, incluidas las correcciones triples conectadas (CCSD(T)). Esto se hizo usan-
do el quintuplete zeta de valencia polarizada consistente de correlación aumentada
(He-HF y He-HCl) y los conjuntos de bases SDB-aug-cc-pVQZ (He-HBr) extendidos
con un conjunto de funciones de enlace medio 3s3p2d1f1g. Estos conjuntos de ba-
ses se seleccionaron después de estudios sistemáticos llevados a cabo en geometŕıas
intermoleculares representativas. El error de superposición de conjuntos de bases se
corrigió utilizando el método de contrapeso de Boys y Bernardi [19]. Para posterior-
mente ajustar funciones anaĺıticas a estos resultados, que se describen más adelante.

Figura 2.5: Representación

de las coor-

denadas del

sistema

La caracterización de las superficies de enerǵıa potencial
para los complejos de la forma He-HX (X=F, Cl, Br) en
dos dimensiones, se ha realizado previamente en el art́ıcu-
lo de Fajin et al. [20] y se encuentra que cada potencial
se caracteriza por dos mı́nimos correspondientes a confi-
guraciones lineales, es decir, He-HX para el mı́nimo global
y He-XH el otro mı́nimo. Como podemos observarlo en
los diagramas de contorno de la SEP en la figura 2.6. Las
enerǵıas de interacción de un solo punto ab initio se ajus-
taron a la función anaĺıtica V (R, θ) sugerida originalmente
por Bukowski et al.[21]. En la figura 2.5 se muestra el siste-
ma He-HX, donde R = |R| es la distancia desde el átomo
de He al centro de masa molecular y θ es el ángulo entre
el vector R y el eje molecular; donde θ = 0 y θ = π corres-

ponden a las configuraciones lineales He-HX y He-XH, respectivamente. En el caso de
HF se puede observar que tiene un potencial más anisotrópico, presentando mayores
diferencias de enerǵıa entre el mı́nimo global y el mı́nimo local, tomando los valores
de la tabla 2.1. Esto nos puede dar una referencia de la anisotroṕıa del potencial dado
que las diferencias de R entre los dos mı́nimos son pequeñas.
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Figura 2.6: Diagramas de contorno de la SEP,

He-HX(X = F, Cl, Br)

molécula θ(deg) R(bohr) V(cm−1)
He-HF 0.00* 5.983* -43.844*

180.0 5.679 -26.164
He-HCl 180.0* 6.344* -32.733*

0.00 7.240 -31.160
He-HBr 180.0* 6.428* -37.462*

0.00 7.772 -27.723
He-HCN 0.00* 7.968* -29.900*

108.71 6.791 -22.066
Tabla 2.1. Potenciales

HX-He(X=F,Cl,Br) calculados
apartir de la Ec. 2.1
(*)Corresponde al mnimo global

El potencial se calculó de la siguiente manera [11]:

La función de enerǵıa potencial V (R, θ) es la suma de dos términos: un término de
corto alcance, Vsh, y un término asintótico, Vas:

V (R, θ) = Vsh(R, θ) + Vas(R, θ) (2.1)

Donde:
Vsh(R, θ) = G(R, θ)eD(θ)+B(θ)R

y:

Vas(R, θ) = f6(|D(θ)R|)C
0
6P0(cosθ) + C2

6P2(cosθ)

R6

+ f7(|D(θ)R|)C
7
1P1(cosθ) + C3

7P3(cosθ)

R7

Las funciones D(θ), B(θ) y G(R, θ) están expresadas mediante desarrollos en serie de
polinomios de Legendre, Pl(cosθ). Fórmula general:

X(θ) =
l=0∑
5

xlPl(cosθ)

para D(θ) y B(θ), X = B,D y x = b, d y G(R, θ) está expresada:

G(R, θ) =
5∑
l=0

(g0,l + g1,lR + g2,lR
2 + g3,lR

3)Pl(cosθ)
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y

fn(x) = 1− ex
n∑
k=0

|x|k

k!

Es una función de amortiguación Tang-Toennies [22] con x = R ×D(θ); bl, dl, gkl, y
los parámetros Cn

l son todos ajustables. Estos valores están dados en todos los casos,
de tal manera que se tenga el valor de V (R, θ) = 0 para R→∞.

2.5. Desarrollo en series de las superficies de enerǵıa
potencial

Además del ajuste a funciones anaĺıticas que se presentó en la sección anterior, cada
uno de los potenciales anteriores, puede representarse también como un desarrollo en
series de polinomios de Legendre:

V (R, θ) =
∑
λ

Vλ(R)Pλ(cosθ) (2.2)

Esta representación del potencial resulta especialmente útil para los propósitos de este
trabajo. En esta serie, el término para λ = 0 no depende del ángulo relativo θ, por lo
que representa un potencial isotrópico. La importancia de los términos para λ > 0 con
respecto a este, es una medida del grado de anisotroṕıa del potencial.

Para calcular el potencial con esta nueva función, necesitamos calcular las funciones
radiales, Vλ(R), para ello, se hará uso de las propiedades de ortogonalidad de los
polinomios de Legendre. Multipicando la ecuación 2.2 por Pγ(cosθ) e integrando de
[-1,1], se tiene:

∫ 1

−1

V (R, θ)Pγ(cosθ)d cos θ

=

∫ 1

−1

∑
λ

Vλ(R)Pλ(cosθ)Pγ(cosθ)d cos θ

Vλ(R) no depende del cos θ por lo que sale de la integral

=
∑
λ

Vλ(R)

∫ 1

−1

Pλ(cosθ)Pγ(cosθ)d cos θ

podemos aplicar entonces la propiedad de ortogonalidad de los polinomios de Legendre

=
∑
λ

Vλ(R)δλγ
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= Vγ(R)

para mantener la notación escribiremos como Vλ(R). Por lo que ahora tenemos la
igualdad:

Vλ(R) =

∫ 1

−1

V (R, θ)Pλ(cosθ)d cos θ (2.3)

Para resolver este tipo de integrales se puede recurrir a diferentes métodos numéricos;
tales como el del trapecio, Simpson, etcétera. En este caso aprovechando los ĺımites de
integración se utiliza el método de Cuadratura de Gauss-Legendre.

2.6. Método de cuadratura

El método de cuadratura es una aproximación de una integral definida de una fun-
ción [23]. Una cuadratura de Gauss n, es una cuadratura que selecciona los puntos de
la evaluación de manera óptima y no en una forma igualmente espaciada, construida
para dar el resultado de un polinomio de grado 2n-1 o menos, elegibles para los puntos
xk y los coeficientes wk para k=1,...,n. El dominio de tal cuadratura por regla es de
[1, 1] dada por:∫ 1

−1

f(x)dx ≈ w0f(x0) + w1f(x1) + ...+ wnf(xn) =
k∑
i=1

wkf(xk) (2.4)

wn pesos ponderados; se calculan de la siguiente forma:

wk =
1

Pn+1(xk)

∫ 1

−1

Pn+1(x)

(x− xk)
dx

xk son iguales a las ráıces del polinomio de Legendre Pn+1(x) = 0, existen n+1
ráıces distinta

Una vez que se obtiene un método fiable para calcular el potencial de los sistemas,
para realizar los estudios correspondientes se requiere usar de un método para estudiar
la dinámica de éstos. Dada la naturaleza del 4He, será necesario realizar un tratamiento
cuántico del sistema. El Método de Difusión de Monte Carlo (DMC) resulta altamente
eficiente para trabajar con un número considerable de part́ıculas y es el que se utilizará
en este trabajo.

2.7. Método de Difusión de Monte Carlo (DMC)

2.7.1. Fundamentos Teóricos del Método de DMC

El método de Difusión de Monte Carlo resulta altamente eficiente y exacto para
obtener la enerǵıa y la función de onda del estado fundamental de un sistema determi-

18



nado [24]. Para ser implementado se requiere que la función de onda en dicho estado
sea real y positiva. Puede ser formulado esencialmente de dos maneras distintas.
La primera está basada en la similitud que existe entre la ecuación de Schrödinger
dependiente del tiempo utilizando un tiempo imaginario, y una ecuación de difusión-
reacción [25]. El término de enerǵıa cinética en la ecuación de Schrödinger correspon-
de a la parte difusiva de la ecuación, mientras el término dependiente del potencial
es equivalente a la parte reactiva. La ecuación de Schrödinger correspondiente puede
ser resuelta de manera análoga por medio de simulaciones de procesos de difusión
aleatorios junto con procesos de nacimiento y muerte.

Tiempo imaginario en la Ecuación de Schrödinger

Para simplificar, consideremos una sola part́ıcula de masa m, que se mueve a lo largo
del eje x en un potencial V(x). Su función de onda Ψ(x, t) se rige por la ecuación de
Schrödinger dependiente del tiempo

ih̄
∂Ψ

∂t
= ĤΨ (2.5)

donde el hamiltoniano tiene la siguiente forma:

Ĥ = − h̄2

2m

∂2

∂x2
+ V (x) (2.6)

Suponiendo que el potencial para se vuelve infinito x→ ±∞, es decir, el movimiento
de part́ıculas se limita a un dominio espacial finito, la solución formal de la Ec. (2.5)
puede escribirse como un desarrollo en serie en términos de las funciones propias de Ĥ

Ψ(x, t) =
∞∑
n=0

cnϕn(x)e
−i
h̄
Ent (2.7)

Las funciones propias Φn(x), que son integrables al cuadrado en el presente caso, y los
valores propios se obtienen de la ecuación de Schrödinger independiente del tiempo

Ĥϕn(x) = Enϕn(x) (2.8)

sujeto a las condiciones de contorno ĺımx→±∞, ϕn(x) = 0. Rotulamos los estados
propios de enerǵıa por n = 0,1,2, ... y ordenamos las enerǵıas:

E0 < E1 ≤ E2 ≤ ... (2.9)

Se supone que las funciones propias ϕn(x) son ortonormales y reales, es decir:∫ ∞
−∞

dxϕn(x)ϕm(x) = δnm
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Los coeficientes de la serie cn en (2.7) son entonces

cn =

∫ ∞
−∞

dxϕn(x)Ψ(x, 0), n = 0, 1, 2, ... (2.10)

describen la superposición del estado inicial Ψ(x, 0), de lo contrario se supone real,
con las funciones propias ϕn(x) en (2.8).

Desplazamiento de la escala de enerǵıa.
Ahora realizamos un cambio trivial, pero metodológicamente crucial, de la escala de
enerǵıa introduciendo alĺı las ubicaciones V (x)→ V (x)− ER y En → En − ER. Esto
lleva a la ecuación de Schrödinger

ih̄
∂Ψ

∂τ
= − h̄2

2m

∂2Ψ

∂x2
+ [V (x)− Er]Ψ (2.11)

y el desarrollo

Ψ(x, t) =
∞∑
n=0

cnϕn(x)e−i
En−ER

h̄
t (2.12)

Rotación del tiempo de Wick.
Ahora realicemos una transformación del tiempo real al tiempo imaginario (también
conocido como rotación de Wick) introduciendo la nueva variable τ = it. La Ecuación
de Schrödinger (2.11) se convierte en

h̄
∂Ψ

∂τ
= − h̄2

2m

∂2Ψ

∂x2
+ [V (x)− Er]Ψ (2.13)

y el desarrollo (2.12):

Ψ(x, t) =
∞∑
n=0

cnϕn(x)e−
En−ER

h̄
τ (2.14)

Al observar el ordenamiento energético (2.9), se puede inferir de (2.14) el siguiente
comportamiento asintótico para τ →∞

i) Si ER > E0, ĺımτ→∞ Ψ(x, τ) = ∞, la función de onda diverge ex-
ponencialmente rápido;

ii) Si ER < E0, ĺımτ→∞ Ψ(x, τ) = 0, la función de onda desaparece
exponencialmente rápido;

iii) Si ER = E0, ĺım τ → ∞ Ψ(x, τ) = c0Φ0(x), la función de onda
converge, hasta un factor constante c0 definido a través de (2.7), a la función
de onda del estado fundamental
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Este comportamiento proporciona la base del método DMC. Para ER = E0, la
función Ψ(x, τ) converge con la función de onda de estado fundamental ϕ0(x) inde-
pendientemente de la elección de la función de onda inicial Ψ(x, 0), siempre que haya
una superposición numéricamente significativa entre Ψ(x, 0) y ϕ0(x), es decir, siempre
que las condiciones iniciales no hagan que c0 no sea demasiado pequeño.
La función de onda de estado fundamental, para una sola part́ıcula, no tiene nodos y
siempre se puede cumplir el requisito de no desaparecer eligiendo una función de onda
inicial definida positiva centrada en una región del espacio donde ϕ0(x) es suficiente-
mente grande. Ahora buscamos una forma práctica de integrar la ecuación (2.13) para
una enerǵıa de referencia arbitraria ER y la función de onda inicial Ψ(x, 0), esto se
logra utilizando el formalismo de la integral de caminos, el procedimiento matemático
que comprende dicho formalismo excede los propósitos de este trabajo.

2.7.2. Algoritmo

El algoritmo del método sigue de los pasos:

a) Paso 0. Configuración inicial. En este paso es necesario dar posiciones
iniciales para cada una de las N0 réplicas iniciales. Al hacer esto, se está
definiendo la función de onda inicial ψ(x, 0) . Mientras peor sea la aproxi-
mación de ψ(x, 0) a la función de onda en el estado fundamental φ(x), se
requerirá un mayor número de iteraciones para que el proceso de simulación
converja. Normalmente se definen las posiciones iniciales de manera alea-
toria, pero dentro de un intervalo de valores donde se espera tener mayor
densidad de probabilidad de la función de onda. Esto se hace a partir de
un análisis f́ısico cualitativo del sistema.

b) Proceso de difusión. Una vez definidas todas las posiciones iniciales, se

van calculando las sucesivas posiciones x
(i)
1 , ..., x

(i)
Np a partir de la ecuación:

x(i)
n = x

(i)
n−1 + σρ(i)

n (2.15)

donde σ es la varianza y esta dada por
√
h̄∆τ/m y ρ

(i)
n es un número

aleatorio gaussiano de media 0 y varianza 1.

c) Procesos de nacimientos y muertes. Cada vez que se da un paso según
el proceso anterior, con el fin de calcular la integral de caminos, seŕıa nece-
sario ir calculando los valores de W (xj) e irlos multiplicando por los valores
de P (xj, xj−1), hasta llegar al paso final. Sin embargo, desde el punto de
vista computacional, resulta más eficiente ir generando nuevas réplicas de
los caminantes, con una probabilidad que será proporcional a W (xj). De
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esta manera, después de cada paso, se tendrá un histograma con las distri-
buciones espaciales de los caminantes, el cual, al normalizarse, será igual al
valor de la función de onda en ese momento. En este proceso, cada cami-
nante es reemplazado por un cierto número mn de caminantes, donde este
número está dado por:

mn = mı́n[bW (xn) + uc, 3](2.16)

donde el śımbolo bxc indica la parte entera de x, y u es un número aleatorio
generado a partir de una distribución uniforme en el intervalo [0, 1]. De
acuerdo al valor obtenido para mn , se tienen los siguientes casos posibles:

• mn = 0: La réplica se elimina y desaparece de la simulación. Es decir,
se tiene una “muerte”.

• mn = 1: La réplica se mantiene sin ninguna modificación y se manda
al siguiente proceso de difusión.

• mn = 2: La réplica se mantiene, pero se inicia además una nueva répli-
ca. La posición de la réplica será la misma que la original.

• mn = 3: La réplica se mantiene, pero se inicia además dos nuevas
réplicas. Una vez efectuados estos “nacimientos”, todas los caminantes
obtenidos se env́ıan a un nuevo proceso de difusión.

De las condiciones anteriores, uno puede observar que pueden generarse co-
mo máximo dos réplicas nuevas a partir de la anterior. Como se pretende
que el número de réplicas generadas sea proporcional a W (xn), seŕıa desea-
ble en principio imponer la condición de generar tres o más réplicas para el
caso bW (xn) +uc ≥ 4. Sin embargo, es necesario limitar el número de naci-
mientos para evitar inestabilidades numéricas del método, especialmente al
inicio, cuando el valor de la enerǵıa de referencia ER puede ser significati-
vamente distinto a E0. El error que resulta de esta limitación será pequeño
ya que, para un valor de pequeño

W (xn) = exp[
[V (xn)− ER]∆τ

h̄
] (2.17)

conservando términos de hasta primer orden en ∆τ está dada por:

W (x) ≈ 1− V (x)− Er
h̄

∆τ (2.18)
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la cual tomará valores en torno a la unidad, por lo tanto, el caso para el
que bW (xn) +uc ≥ 4 se tendrá en muy pocas ocasiones y por tanto el error
derivado de no tomarlo en cuenta será despreciable.
Existen formas alternativas equivalentes a la mencionada que simulan los
procesos de nacimiento y muerte manteniendo fijo el número de caminan-
tes a lo largo de toda la simulación e intercambiando aquellos con valores
pequeños de mn por las réplicas con valores mayores de mn . Las diferen-
cias fundamentales entre ambos procedimientos están explicadas en [Suhm
y Watts, 1991], pero dado que conducen al mismo resultado final y no han
sido empleados en los cálculos de este trabajo, no se explican aqúı en detalle.

Al finalizar el proceso de nacimientos y muertes, el conjunto de réplicas está listo para
ser sometido a un nuevo proceso de difusión. Sin embargo, antes de hacerlo es necesario
ir ajustando el valor de la enerǵıa de referencia con el fin de conseguir que ésta se vaya
acercando al valor de la enerǵıa en el estado fundamental E0 , y por tanto la función
de onda resultante converja de la misma manera. El procedimiento de ajuste se explica
a continuación.

2.7.3. Ajuste de la enerǵıa de referencia Er

Debido al proceso de nacimientos y muertes, el número total de réplicas Nj en un
paso determinado variará con respecto al valor original N0 . Como se mostró previa-
mente, para valores de ER mayores que la enerǵıa en el estado fundamental E0 , la
función de onda tiende a cero de manera exponencial. Es decir, se tendrá que todos los
caminantes, eventualmente morirán. Por otro lado, para valores de ER menores que E0

, la función de onda crece también exponencialmente. Es decir, el número Nj crece de
manera continua a cada paso. Solamente para un valor de ER = E0 , uno tendrá una
distribución estable en la cual el número de réplicas fluctúe en torno al valor de N0 .
Este comportamiento proporciona un criterio para ir ajustando el valor de la enerǵıa
de referencia, de tal forma que cada vez se aproxime más al valor de E0 . En un paso
j determinado la ecuación (2.18) promediada sobre todas las réplicas es:

〈W 〉j ≈ 1−
〈V 〉j − Er

h̄
∆τ (2.19)

siendo la media del potencial:

〈V 〉 =
1

Nj

Nj∑
i=1

V (x
(i)
j ) (2.20)

donde el sub́ındice j contabiliza el paso y el supeŕındice (i) se utiliza para numerar la
i-ésima réplica. Se busca un comportamiento donde el número de réplicas no aumente
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ni disminuya demasiado en cada paso, sino que oscile en torno al valor de N0 . Esto
se consigue cuando el valor de 〈W 〉 i está cercano a la unidad. Por tanto, una posible
elección de la enerǵıa ER en el primer paso seŕıa:

E
(1)
R = 〈V 〉1 (2.21)

Sin embargo, dado que al principio, la distribución inicial de réplicas, en general di-
ferirá de manera importante de φ0(x), pueden llegarse a dar cambios considerables
en el número de caminantes. Por eso, en el siguiente paso, será necesario realizar una
corrección adicional para tratar de compensar este efecto. Si se tiene Nj/N0 < 1, uno
debeŕıa elegir un valor para ER que aumentara el número de réplicas con el fin de
acercarse al número original. Esto se consigue eligiendo un valor mayor que el dado
por la ecuación (2.21). Por otro lado, si Nj/N0 > 1, se deberá disminuir el número de
réplicas, por lo que deberemos dar un valor de ER menor que el dado por (2.21). Una
posible ecuación que cumple con estas condiciones, está dada por:

E
(2)
R = 〈V 〉1 +

h̄

∆τ

(
1− N1

N0

)
(2.22)

Esta ecuación tiende a estabilizar el número de réplicas que se tienen en cada paso
haciendo que estas oscilen alrededor del valor de N0 . A medida que el proceso va
avanzando, éstas oscilaciones serán cada vez menores, con lo que la enerǵıa de referencia
ER irá convergiendo al valor de E0

2.7.4. Método del nodo fijo

Debido a que el método de Monte Carlo requiere que la función de onda que va
a calcularse no tenga nodos, que son puntos donde la función de onda se anula, es
necesario realizar una modificación al método para el cálculo de las autoenerǵıas de
los estados excitados, los cuales habitualmente presentarán cambios de signo en los
valores de la parte angular de la función de onda.

Uno de los métodos más ampliamente utilizados es el método del nodo fijo, en el
cual es necesario calcular con otro método la superficie nodal de la función de onda
que se quiere calcular, antes de empezar a aplicar el método para el calculo de estos
estados. Una vez calculada esta superficie, el método se aplica de la misma manera
que para el cálculo del estado fundamental, pero adicionalmente se eliminan todos
aquellos caminantes que atraviesen la superficie nodal en alguno de los pasos. Con
esto se conseguirá calcular la enerǵıa de estos estados excitados.

Un ejemplo fácil que logra explicar este método es el caso de la part́ıcula en una
caja, el problema trata de una part́ıcula libre confinada a permanecer en una región
finita del espacio definida de 0 a L (L es la longitud de la caja), La part́ıcula es limitada
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poniendo barreras en el punto 0 y en el punto L donde le potencial tenga valor infinito,
el valor del potencial dentro de los ĺımites es igual a cero, haciendo imposible el paso
de la part́ıcula fuera de sus barreras. En este caso a ecuación de Schrödinger es:

h̄2

2m

(
∂2

∂x2

)
Ψ(x, y) = EΨ(x, y) (2.23)

y cuyas enerǵıas se obtienen de la siguiente manera:

E =
h̄2π2n2

2mL2
= n2 h2

8mL2
(2.24)

con n = 1, 2, 3...

En este caso la función de onda en el estado fundamental n = 1 con enerǵıa E0 =
h2

8mL2 no tiene nodos (2.7),pero la función para el primer estado excitado n = 2 con

enerǵıa En=2 = 4 h2

8mL2 tiene un nodo en L/2, donde la la función de onda es siempre
positiva para 0 < x < L/2, mientras que para L > x > L/2 la función de onda es
siempre negativa antisimétrica con respecto a la parte positiva de la función de onda,
esto lo observamos en la figura 2.7, de esta manera el problema para n = 2 se divide en
dos cajas, al simular el problema por medio del método cuántico de Difusión de Monte
Carlo, se parte de una distribución aleatoria de réplicas, de esta manera tendremos
caminantes de un lado del nodo y del otro lado. Ası cada que alguna réplica cruce el
nodo esta será eliminada y la distribución de caminantes en el nodo será nula. Por
otra parte, estaremos calculando simulaciones simultáneas en dos regiones del espacio
en donde en ninguna de ellas se tiene la presencia de nodos, por lo que el método será
aplicable a cada región por separado.
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Figura 2.7: Funciones de onda de la part́ıcula en una caja (lineas rojas continuas) y
el cuadrado de la función de onda (lineas verdes discontinuas). Las lineas
azules son la representación de la enerǵıa de cada estado en función de la
enerǵıa del estado fundamental.

Otro caso ilustrativo de como funciona el método del nodo fijo es el caso de part́ıcula
en una caja bidimensional, cuyas enerǵıas se obtienen de la siguiente manera:

E = Enx + Eny =
h̄2π2

2m

(
n2
x

L2
x

+
n2
y

L2
y

)
(2.25)

Tomemos de ejemplo el estado Enx=2,ny=2, para simplificar elegimos que h̄ = m = 1
y Lx = Ly = 1. Obteniendo entonces

Enx=2,ny=2 =
π2

2L2
(n2

x + n2
y) = 4π2 (2.26)

Al simular el problema por medio del método de Difusión de Monte Carlo,la su-
perficie nodal se divide en 4 cuadrantes, como en la figura 2.8, o cajas divididas por
paredes infinitas en los nodos. Al inicio del problema se parte de una distribución
aleatoria de réplicas, de esta manera tendremos caminantes en los 4 cuadrantes, donde
si un caminante cruza los limites será eliminado, esto es equivalente a construir pare-
des infinitas en los nodos. De esta manera simultáneamente se calculan la enerǵıa del
estado fundamental de cada cuadrante por separado, las enerǵıas de cada cuadrante
son equivalentes e iguales a la enerǵıa del estado excitado.

26



Figura 2.8: nx = ny = 2 Estado 2D para el OH
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3 Justificación y Objetivos

3.1. Justificación

El 4He en condiciones de baja presión y temperaturas ultrafŕıas presenta un com-
portamiento superfluido en el cual es posible dopar al 4He con diferentes moléculas,
formando nanogotas en donde los átomos de 4He envuelven a la misma, solvatándola.
Al ser estudiadas espectroscópicamente, presentan espectros rotacionales extremada-
mente bien resueltos, lo cual es completamente inusual para sistemas en fase lıquida.
Esto proporciona una sonda espectroscópica para el estudio de las moléculas dopantes,
presentándose un amplio panorama de posibles aplicaciones futuras, tanto en el campo
de la śıntesis como en el de caracterización.

Sin embargo, los factores dinámicos que dan lugar a este comportamiento aún no han
sido explicados por completo. En particular, aún no es comprendida completamente la
influencia de la anisotroṕıa del potencial y la solvatación de dichas nanogotas. Por ello
el trabajo realizado en el proyecto de tesis ayudará a explorar el campo de la dinámica
de este superfluido mediante el método cuántico de Difusión de Monte Carlo y tiene
como propósito primordial el explorar la influencia de la anisotroṕıa del potencial en
la solvatación de rotores ligeros.

3.2. Objetivo General

Estudiar el efecto de la anisotroṕıa del potencial en la solvatación de moléculas
diatómicas lineales que dopan las nonogotas de 4He, mediante la utilización del método
cuántico de Difusión de Monte Carlo.

3.3. Objetivos Espećıficos

:

Comprender los detalles computacionales del método de Difusión de Monte Carlo
cuántico para el calculo de estados cuánticos rotacionales, escribiendo primero
un programa que resuelva problemas cuánticos simples.
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Comprender detalles computacionales del método de Difusión de Monte Carlo
cuántico para problemas de solvatación de sistemas de 4He dopado con moléculas
diátomicas lineales.

Realizar la decomposición del potencial en términos isotrópicos y anisotrópicos
que nos permitan reproducir la función analitica del potencial de los sistemas
bajo estudio.

Buscar una medida que permita cuantificar la anisotroṕıa del potencial de los
sitemas elegidos.

Realizar simulaciones para analizar el comportamiento dinámico del 4He dopado
con diferentes moléculas utilizando el método cuántico de Difusión de Monte
Carlo. Con el fin de profundizar en la influencia de la anisotroṕıa del poten-
cial, estas simulaciones se realizarán utilizando la descomposición en series de
Legendre del potencial y modificando de manera artificial, los términos radiales,
lo cual permitirá aumentar o disminúır su anisotroṕıa, alterando por tanto el
mecanismo de solvatación.

29



4 Metodoloǵıa

4.1. Programa con el método de DMC para la
resolución de problemas cuánticos simples

Se realizó un programa con el método de DMC para la resolución de problemas
cuánticos simples, esto ayudó en la comprención del método y la familiarización con
la utilización del mismo.

Para ilustrar la aplicación de este método utilizamos el ejemplo del oscilador armóni-
co en una dimensión.
Para un oscilador armónico en una dimensión, el potencial está dado por:

V (y) =
1

2
mω2y2 (4.1)

donde ω está dado en unidades SI (rad/s) y al resolver la ecuación de Schrödinger para
este problema se llega a que, en unidades adimensionales, la enerǵıa exacta del estado
fundamental es E0 = 1

2
y la función de onda en el estado fundamental, está dada por:

φ0(x) = π
−1
4 e

x2

2 (4.2)

donde x es una variable espacial adimensional. Para simular este proceso, utilizamos
5000 réplicas iniciales, con posiciones iniciales elegidas aleatoriamente entre x = 1 y
x = −1 y realizamos simulaciones durante diferentes números de pasos entre 10000 y
20000, utilizando un tamaño de paso de ∆τ = 0,0025 unidades adimensionales.
Para calcular la función de onda φj0(x) en el paso j, se divide el espacio en nb intervalos
iguales [xi, xi+1] de longitud b y se cuenta el número de réplicas Ni que se tiene en
cada uno de estos intervalos. La ecuación normalizada es la siguiente:

φi0(x) ≈ Ni(x)√
b
∑nb

i=1 N
2
i (x)

i = 1, ..., nb (4.3)

A medida que se va avanzando en la simulación, esta función va convergiendo a la
función de onda en el estado fundamental. De esta manera se obtiene una distribución
de las replicas en el intervalo antes planteado y los valores de enerǵıa de cada una. Al
finalizar se realiza un histograma de las distribuciones y aśı podemos visualizar como
se obtiene la función de onda en el estado fundamental, además la enerǵıa deberá
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converger hasta llegar a E0 = 1
2
.

De esta manera se obtuvo un programa de Difusión de Monte Carlo para el proble-
ma cuántico del oscilador armónico que al ejecutarlo nos entregó como resultado las
siguientes gráficos de distribución de réplicas (figura 4.1), lo que nos da la función del
estado fundamental (ecuación 4.3) con mejor aproximación conforme aumentamos el
numero de pasos que se realizan.

Figura 4.1: Distribuciones de réplicas en el paso a)10000, b) 15000 y c) 20000.

Por otro lado se muestra la evolución de la enerǵıa de referencia Er ara 20000 donde
vemos que va convergiendo a la ĺınea en rojo que muestra el valor exacto de la enerǵıa
en el estado fundamental E0 = 1/2.

Figura 4.2: Convergencia de la enerǵıa del estado fundamental

Es conveniente no empezar el conteo hasta que la función de de onda se ha estabili-
zado, ya que al principio se tendrán desviaciones muy grandes con respecto a la función
de onda que se busca. En este caso, el conteo de réplicas se inició a la mitad de la
simulación. En la figura 4.2 se muestra el comportamiento de la enerǵıa y en la figura
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4.1 las distribuciones para distintas etapas de la simulación. Como puede observarse,
el hecho de ir calculando la distribución de manera acumulativa, permite una rápida
convergencia de la función de onda.

4.2. Selección de moléculas de estudio

Para este trabajo se optó por elegir moléculas diatómicas con una constante ro-
tacional relativamente alta, por lo que se espera tener una renormalización cercana
al 100 %, tal y como se demostró en el trabajo de Farrelly et al. [11]. A partir de
la hipótesis del art́ıculo de que propone que los efectos en la renormalización de la
constante rotacional van ligados al grado de anisotoṕıa que tiene el potencial de los
sistemas estudiados, He-HX (X = F, Cl y Br), se encontró interés por el estudio de
estos sistemas para enforcarnos en el estudio de la influencia del potencial.
Por lo que se seleccionaron estas moléculas para el estudio del proyecto: HF, HCl, HBr.
Debido a que se ha encontrado en el caso de HF la renormalización de la constante
rotacional era menor y no se alcanzaba a tener el 100 % de está a pesar de tener una
constante rotacional mayor, lo que indica que es un rotor más ligero que los otros
casos, por lo que se esperaŕıa que la renormalización del HF se alcancé mejor que en
los otros sistemas.

4.3. Calculo del Potencial y Superficies de Enerǵıa
Potencial

Se ha realizado un programa que pueda calcular los distintos valores de Vλ(R), aśı
como Pλ(cosθ) para los sistemas He-HF, He-HCl y He-HBr. Donde para una R fija,
empezando en 2 angstroms, se calcula cada valor de Vλ(R) y Pλ(cosθ) variando θ de
0 a π, posterior a eso se avanza en R y se hace este proceso hasta llegar a un R = 30
angstroms.

Para Vλ(R) se utiliza la siguiente ecuación:

Vλ(R) =

∫ 1

−1

V (R, θ)Pλ(cosθ)d cos θ (4.4)

para resolver la integral en cada paso se utiliza el método de cuadratura de Gauss-
Legendre descrito en los antecedentes. Donde el resultado de la integral es la suma de
la función evaluada en puntos óptimos multiplicada por un peso ponderado, estos ya
están calculados y solo son utilizados en la integración. Para Pλ(cosθ) son ya conocidos
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y se calculan de la siguiente manera:

x = cosθ

(1− x2)
d2P (x)

dx2
− 2x

dP

dx
+ l(l + 1)P (x)

(4.5)

De este proceso se obtienen listas para cada R de Vλ(R) y para cada θ de Pλ(cosθ).
Posterior a eso se generan nuevos puntos de R y θ y por medio de interpolación se
generan los nuevos valores de Vλ(R) y Pλ(cosθ), al tener estas dos partes calculadas se
puede obtener el valor del potencial para cada punto con la ecuación 2.2. Al graficar el
potencial con respecto a R y θ se obtienen los diagramas de contorno de la SEP.Para
poder estar seguros que el Potencial se esta calculando de la forma correcta y que es
fiable se compara con el potencial de la Ecuación 2.1 [11].

4.3.1. Medida de tendencia de Anisotroṕıa del Potencial

La tendencia de la anisotroṕıa del potencial se calcula a partir de la desviación
estándar de los valores del mismo a lo largo del camino de reacción o camino de
mı́nima enerǵıa, el cual, configuracionalmente va de un mı́nimo a otro. Dicho camino
se muestra para las diferentes moléculas en la figura 4.3, del lado izquierdo observamos
que para cruzar de un mı́nimo a otro se debe pasar por el punto de silla. Si mapeamos
la dinámica del sistema a lo largo de la SEP, encontraremos que esta se encuentra
alrededor del camino de reacción.
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Figura 4.3: Columna derecha SEP calculada apartir de Ec. 2.1 a)HF, b)HCl, c)HBr
y en ĺınea negra se muestra el camino de mı́nima enerǵıa. En la columna
derecha se muestran los valores del potencial a lo largo del camino de
mı́nima enerǵıa.

Para calcular el grado de anisotroṕıa del potencial, se localizan n puntos a lo largo
del camino de reacción y se calcula el potencial V (R, θ) en cada uno de ellos. La
anisotroṕıa se calcula a partir de la siguiente fórmula:

α =
1

n

[
∑n

i (V i− 〈V 〉)2]1/2

|〈V 〉|
(4.6)

la cual seŕıa cero para un potencial completamente isotrópico ya que todos los valo-
res de Vi seŕıan iguales. Valores mayores de α serán indicativos de un potencial más
anisotrópico.

4.4. Protocolo de simulación

Se diseñó el siguiente protocolo de simulación, en el cual se seleccionaron las variables
de los cálculos dinámicos:
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Protocolo de simulación

a) Cálculos para elegir condiciones iniciales del programa:

1 Calcular el estado fundamental de la molécula HF con:

◦ 1 He

◦ Potencial completo. Ec.2.1

◦ 10000 caminantes

◦ 100 000 pasos

◦ 5 corridas

◦ ∆τ = 5

medir tiempos.

2 Calcular el estado fundamental de la molécula HF con:

◦ 1 He

◦ Potencial Completo. Ec.2.1

◦ 10000 caminantes

◦ 100 000 pasos

◦ 5 corridas

◦ ∆τ = 2
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medir tiempos.

3 Calcular el estado fundamental de la molécula HF con:

◦ 1 He

◦ Potencial Completo. Ec.2.1

◦ 10000 caminantes

◦ 100 000 pasos

◦ 5 corridas

◦ ∆τ = 1

medir tiempos.

4 Calcular el estado fundamental y el primer estado excitado de la
molécula de HF con:

◦ 1 He

◦ Potencial por interpolación: λ = 20, rexit=30. Ec.2.2

◦ 10000 caminantes

◦ 100 000 pasos

◦ 5 corridas

◦ ∆τ = 1

medir tiempos

5 Calcular el estado fundamental y el primer estado excitado de la
molécula de HCl con:

◦ 1 He

◦ Potencial Completo. Ec.2.1

◦ 10000 caminantes

◦ 100 000 pasos

◦ 10 corridas

◦ ∆τ = 1

medir tiempos

6 Calcular el estado fundamental y el primer estado excitado de la
molécula de HCl con:

◦ 1 He

◦ Potencial por interpolación: λ = 20, rexit=20. Ec.2.2

◦ 10000 caminantes
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◦ 100 000 pasos

◦ 10 corridas

◦ ∆τ = 1

medir tiempos

b) Cálculos de DMC para el estudio de la influencia del potencial anisotrópico

1 Calcular el estado fundamental y el primer estado excitado de las
moléculas (HF,HCl,HBr)con:

◦ 1 He - 20He

◦ Potencial Completo. Ec.2.1

◦ 10000 caminantes

◦ 1 millón de pasos

◦ 5 corridas

◦ ∆τ = 1

medir tiempos.

2 Calcular el estado fundamental y el primer estado excitado de las
moléculas (HF,HCl,HBr) con:

◦ 1 He - 20 He

◦ Potencial por interpolación: λ = 20, rexit=20. Ec.2.2

◦ 10000 caminantes

◦ 1 millón de pasos

◦ 5 corridas

◦ ∆τ = 1

medir tiempos

3 Calcular el estado fundamental y el primer estado excitado de las
moléculas (HF,HCl,HBr) con:

◦ 1 He - 20 He

◦ Potencial por interpolación: λ = 10, rexit=20. Ec.2.2

◦ 10000 caminantes

◦ 1 millón de pasos

◦ 5 corridas

◦ ∆τ = 1
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medir tiempos

4 Calcular el estado fundamental y el primer estado excitado de las
moléculas (HF,HCl,HBr) con:

◦ 1 He - 20 He

◦ Potencial por interpolación: λ = 6, rexit=20. Ec.2.2

◦ 10000 caminantes

◦ 1 millón de pasos

◦ 5 corridas

◦ ∆τ = 1

medir tiempos

5 Calcular el estado fundamental y el primer estado excitado de las
moléculas (HF,HCl,HBr) con:

◦ 1 He - 20 He

◦ Potencial por interpolación: λ = 2, rexit=20. Ec.2.2

◦ 10000 caminantes

◦ 1 millón de pasos

◦ 5 corridas

◦ ∆τ = 1

medir tiempos

6 Calcular el estado fundamental y primer estado excitado de la
molécula HCl con:

◦ 1 He - 20 He

◦ Potencial por interpolación: λ = 20, wλ=1 = 2,0, rexit = 20.

◦ 10000 caminantes

◦ 1 millón de pasos

◦ 10 corridas

◦ ∆τ = 1

medir tiempos

Con este protocolo se realizaron simulaciones de DMC para calcular estados excita-
dos de dichas moléculas empleando el método del nodo fijo en función de el número
de átomos de 4He.
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En el siguiente capitulo se realiza el análisis de resultados profundizando en la com-
prensión de la interrelación entre las distintas propiedades de las moléculas y del
potencial de interacción 4He-molécula con la completa solvatación del sistema.
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5 Resultados y Discusión

5.1. Calculo del potencial por interpolación

Se ha trabajado en un programa que pueda calcular los distintos valores de Vλ(R),
aśı como Pλ(cosθ) para los sistemas He-HF, He-HCl y He-HBr,teniendo listas que
arrojan para cada valor R un Vλ(R):

R(bohr) V0 V1 V2 ... V20

2.0000 73182.937 16900.061 32078.079 ... 0.0015
2.0329 68646.733 15998.663 29963.017 ... 0.0014

.... ... ... ... ... ...

.... ... ... ... ... ...
35.000 -3.484x10−10 -1.031x10−12 1.973x10−10 ... 2x10−18

Tabla 5.1: Listas de Vλ de HF

Para cada θ un Pλ(cosθ):

cos(θ) P0 P1 P2 ... P20

1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 ... 1.0000
0.9980 1.0000 0.9980 0.9940 ... 0.6219

.... ... ... ... ... ...

.... ... ... ... ... ...
-1.0000 1.000 -1.0000 1.0000 ... 1.0000

Tabla 5.2: Listas de Pλ(cosθ) de HF

Al gráficar los datos de la tabla 5.1 se obtienen los siguientes figuras (5.1, 5.2, 5.3).
Teniendo el calculo del potencial de esta manera se puede modificar artificialmente,
ya que podemos obtener por separado cada Vλ(R) que agrega diferente anisotroṕıa
cuando aumentamos en λ ≥ 0.
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Figura 5.1: Función de fuerza radial (ex-
pansión) para He-HF en SEP

Figura 5.2: Función de fuerza radial (ex-
pansión) para He-HCl en SEP

Figura 5.3: Función de fuerza radial (expansión) para He-HBr en SEP

Y mediante método de interpolación lineal se obtienen los valores para nuevos pun-
tos, consiguiendo aśı calcular el potencial V(R, θ).
Por lo cual al realizar los diagramas de contorno de la Superficie de Enerǵıa Potencial
(SEP) y compararlos con los obtenidos con el potencial que se calculó en el art́ıculo
de Farrelly et. al. [11] con la Ecuación 2.1, se obtuvo lo siguiente:

Diagramas de contorno de la SEP de HF
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Figura 5.4: Potencial calculado con
Ecuación 2.1

Figura 5.5: Potencial calculado con
Ecucación 2.2

Diagramas de contorno de la SEP de HCl

Figura 5.6: Potencial calculado con
Ecuación 2.1

Figura 5.7: Potencial calculado con
Ecucación 2.2

Diagramas de contorno de la SEP de HBr
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Figura 5.8: Potencial calculado con
Ecuación 2.1

Figura 5.9: Potencial calculado con
Ecucación 2.2

En estos gráficos se puede apreciar que al comparar ambas figuras, estas son prácti-
camente idénticas. Además se obtuvo una tabla de comparación de los mı́nimos, donde
se puede apreciar mejor que el error entre ambas formas de calcular el potencial es
casi nulo, por lo cual la forma en la que se esta calculando el potencial es confiable y
eficiente:

molécula θ (deg) R(bohr) V (cm−1) 2.1 V (cm−1) 2.2 Error(cm−1)
He-HF 0.00* 5.983* -43.844* -43.836* 0.0079

180.0 5.679 -26.164 -26.156 0.0078
He-HCl 180.0* 6.344* -32.733* -32.725* 0.0077

0.00 7.240 -31.160 -31.154 0.0056
He-HBr 180.0* 6.428* -37.462* -37.456* 0.0057

0.00 7.772 -27.723 -27.721 0.0023

Tabla 5.3: (*)Corresponde al mı́nimo global

5.2. Tendencia de Anisotroṕıa del Potencial

De los gráficos anteriores (Fig 5.1, 5.2, 5.3) observamos que el de mayor contribución
es el término para λ = 0, el cual representa el término isotrópico ya que solo depende de
la distancia y no del ángulo. Los términos anisotrópicos más importantes del desarrollo
en series del potencial, son aquellos con λ = 1 y λ = 2. Al ir agregando términos con
λ > 0 la anisotroṕıa del potencial se irá incrementando. Asimismo, uno puede darle
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mayores pesos a términos con λ > 0, consiguiendo de esa manera, aumentar la aniso-
troṕıa de manera artificial. El hacer cálculos dinámicos con este potencial ficticio, nos
brindará información acerca del comportamiento que tendŕıa una hipotética molécula
cuyo potencial fuese más anisotrópico que el de la molécula original. Esperaŕıamos
obtener entonces una menor renormalización de la constante rotacional, comparada
con el caso real.

Términos de λ α
20 0.03380493523811
10 0.03380512037009
6 0.03380407272797
2 0.03006953581573

2, w = 0,8 para Vλ=2

(wλ=2 = 0,8) 0.02725129176449

Tabla 5.4: Anisotroṕıa para el sistema 4He−HF.

Términos de λ α
20 0.02435664682424
10 0.02435314544232
6 0.02413391865708
2 0.02162316581484

20, wλ=2 = 2,0 0.03630886705158
20, wλ=1 = 2,0 0.0625116275161

Tabla 5.5: Anisotroṕıa para el sistema 4He−HCl.

En las tablas 5.4 y 5.5, se calcula la anisotroṕıa del potencial como se ha descrito en la
parte de metodoloǵıa para los sistemas con HF y HCl respectivamente. Observamos que
la desviación estándar disminuye al ir quitando términos con λ > 0. Para el caso con
λ = 20, correspondiente al potencial real del sistema la anisotroṕıa es mayor que para
los demás casos. Por otro lado, se hicieron pruebas dándole peso a diferentes términos
de λ con el objetivo de modificar artificialmente la anisotroṕıa. Para el caso del HF
se colocó un peso menor al término con λ = 2, el cuál es término de importancia en
la anisotroṕıa del potencial, por lo tanto, al disminuir su peso tendremos un potencial
más isotrópico.
Para HCl se colocó un peso mayor en el termino de λ = 2 y λ = 1 aumentando la
anisotroṕıa del potencial en ambos casos, sin embargo para λ = 2 el valor de α es
menor que para el caso de λ = 1, lo cual muestra que este ultimo término es de mayor
influencia en la anisotroṕıa de este potencial.
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5.3. Resultados de Cálculos DMC para sistemas
He-HCl

5.3.1. Función de probabilidad Radial

Como se mencionó en la descripción del método de DMC, de los cálculos se puede
obtener la función de onda exacta para el estado fundamental. Parar dar sentido a el
análisis de la función de onda se graficó por separado la función de probabilidad radial
en función del numero de átomos.

Las funciones de distribución radial se muestran en las siguientes figuras:
Caso He-HF con el potencial completo:

Figura 5.10: Funciones de distribución radial, D(R) = 4πR2R(R)2 para los grupos HF−HeN. R
es la distancia entre el centro de masas de la molecular y el átomo de He, R(R) es la
función de onda radial y N es el número de átomos de He que disuelven la molécula
diatómica.

Para el sistema He-HF al rededor del mismo punto R todas las funciones de distri-
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bución radial alcanzan su punto máximo, lo que sugiere que hasta N=10 los átomos
de He están llenando solo la primera capa de solvatación y para N=15 se empieza a
apreciar que crece el numero de probabilidades a distancias más lejanas lo que muestra
que es probable encontrar átomos de helio en la segunda capa de solvatación.

Caso He-HCl con el potencial completo:

Figura 5.11: Lo mismo que para la figura 5.10 para los grupos HCl−HeN.

Para el sistema He-HCl al rededor del mismo punto R todas las funciones de distri-
bución radial alcanzan su punto máximo y para N=20 se comienza a apreciar mayor
probabilidad en distancias después de 10 bohr, esto indica que hasta N=10 los áto-
mos de helio solo están llenando la primera capa de solvatación y para N=20 existe
probabilidad de encontrar átomos de helio en la segunda capa de solvatación.
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Caso He-HCl con el potencial λ = 20 con wλ=1 = 2,0:

Figura 5.12: Lo mismo que para la figura 5.10 para los grupos HCl−HeN.

Para este sistema alrededor del mismo punto R todas las funciones de distribución
radial alcanzan su punto máximo, esto sugiere que hasta N=10 los átomos de He están
llenando solo la primera capa de solvatación y para N=20 se empieza a apreciar que
crece el numero de probabilidades a distancias más lejanas lo que indica que es pro-
bable encontrar átomos de helio en la segunda capa de solvatación. Esto muestra que
el mecanismo de solvatación se va dando más lentamente que en el caso del potencial
completo.

5.3.2. Renormalización de de la constante Rotacional

Al realizarse cálculos de la enerǵıa del estado fundamental y el primer estado ex-
citado de los sistemas en función del número de He, se puede obtener la constante
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rotacional de la diferencia entre las enerǵıas dividida entre dos, podemos hacer el
calculo de esta forma debido a que en comparando con el rotor ŕıgido, para obtener la
enerǵıa en cada estado se utiliza la ecuación:

E = B0J(J + 1) (5.1)

Donde para el estado fundamental E0 = 0 y para el primer estado excitado es E1 =
2B0, al despejar de estos dos resultados la constante rotacional se obtiene que, se puede
calcular de la siguiente forma:

B0 = Beff =
(E(101) − E(000))

2
) (5.2)

En este caso para el estudio de la influencia del potencial anisotrópico se calcularon
las enerǵıas del sistema HeN − HCl donde N va desde 1 hasta 10 con λ = 20 y peso de
wλ=1 = 2,0 y con el potencial tradicional, obteniendo la constante rotacional efectiva
Beff :

Figura 5.13: Los valores de la enerǵıa rotacional para la molécula HCl en función del
número de átomos HeN . donde Beff es la Ec. 5.2. Linea azul es 2Beff de
la molécula libre, linea morada es la renormalización de la constante con
el Potencial λ = 20 y peso de wλ=1 = 2,0, linea rojo es la renormalización
de la constante con el potencial Completo.

48



Este gráfico muestra que el cálculo de 2 veces Beff , para cada punto, con el potencial
λ = 20 y wλ=1 = 2,0 (morado) es menor que la que se calcula con el potencial completo
(rojo), alcanzando entonces una menor renormalización de la constante rotacional con
el potencial λ = 20 y wλ=1 = 2,0 que la obtenida con el potencial completo.
El porcentaje de renormalización de la constante rotacional del potencial más an-
isotrópico, según la tendenica de anisotroṕıa del potencial, λ = 20 con wλ=1 = 2,0
es de 89,14 % para N=10 4He mientras que para el potencial completo, que es me-
nos anisotrópico, es de 96,37 %. Estos resultados muestran que existe una influencia
importante de la anisotroṕıa del potencial en la renormalización de las constantes
rotacionales.
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6 Conclusiones

En este trabajo de tesis se ha estudiado a detalle el efecto de la anisotroṕıa del
potencial en la solvatación de moléculas diatómicas lineales HX(X=F,Cl,Br) que dopan
las nanogotas de 4He. Para ello se utilizó el método cuántico de Difusión de Monte
Carlo. Para lograr la comprensión de detalles computacionales del método de DMC,
primeramente se escribió un programa en Fotran 90 aplicado a problemas cuánticos
simples, como lo es el caso del oscilador armónico cuántico el cual tuvo resultados
eficientes, logrando reproducir adecuadamente la función de onda y la enerǵıa del
estado fundamental.

Se exploró un programa de Difusión de Monte Carlo cuántico para problemas de
solvatación de sistemas de 4He dopado con moléculas diátomicas lineales, escrito en
Fotran 90 hasta lograr familiarizarse con el código y ser capaz de modificarlo con el
fin de adaptarlo a nuestros intereses de investigación.

Se realizó la descomposición del potencial en términos isotrópicos y anisotrópicos
de los sitemas He-HX(X=F,Cl,Br) a partir de un desarrollo del potencial en series de
polinomios de Legendre 2.2. Al calcular de esta forma el potencial es posible obtener
por separado cada función radial Vλ(R) y por tanto, separar la parte isotrópica de la
anisotrópica, El cálculo de las funciones radiales se realizó mediante el uso de métodos
de cuadratura de tipo Gauss-Legendre. Esta descomposición del potencial fue agrega-
da al programa de DMC mencionado anteriormente.

Se definió un término α, que proporciona una medida del grado de anisotroṕıa del
potencial y se demostró que los valores que da son consistentes con la inclusión de un
mayor o menor número de términos del desarrollo en series del potencial, aśı como
cuando se le otorga un mayor peso a diferentes términos en la serie.

Se realizaron simulaciones para analizar el comportamiento dinámico del 4He dopa-
do con HF, HCl y HBr se profundizó en en la influencia de la anisotroṕıa del potencial
4He-molécula en la solvatación de nanogotas de 4He concluyendo, que la función de on-
da obtenida del calculo DMC para los 3 casos simulados, HF potencial completo, HCl
potencial completo y HCl potencial λ = 20, wλ=1 = 2,0, los átomos de helio solo llenan
la primera capa de solvatación hasta N=10. Para el caso del HF, que tiene potencial
más anisotrópico que el HCl además de un tamaño más pequeño, a partir de N=15
se comienza a tener mayor probabilidad de encontrar átomos de helio en la segun-
da capa de solvatación. En los casos con HCl para ambos se comienza a tener mayor
probabilidad de encontrar átomos de helio en la segunda capa de solvatación en N=20.
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Al obtener las enerǵıas de los estados fundamentales y estado excitados en función
del número de helios con N=10, se obtuvo la constante rotacional efectiva dependiente
del número de átomos de 4He, para los cuales se puede sacar el porcentaje de renorma-
lización tanto para el potencial λ = 20 con wλ=1 = 2,0, más anisotrópico, como para el
potencial completo, menos anisotrópico. Comparando estos porcentajes podemos ver
que se obtienen un porcentaje menor de renormalización al modificar el potencial de
HCl haciéndolo más anisotrópico obteniendo un porcentaje del 89,14 %. Además, la
solvatación se lleva a cabo más lentamente.

A partir de lo anterior, podemos señalar que existe una gran influencia de la an-
isotroṕıa del potencial en el comportamiento dinámico de 4He dopado con HF, HCl y
HBr, ya que esta afecta de manera importante la renormalización de la constante rota-
cional, aśı como la solvatación de las nanogotas. A partir de los métodos desarrollados
en este trabajo, se puede hacer una exploración más profunda de la influencia de la
anisotroṕıa del potencial mediante la modificación de diferentes partes del desarrollo
en series del potencial.
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7 Perspectivas

Hacer una exploración más amplia de la forma en como la anisotroṕıa del potencial
afecta a la dinámica de solvatación de las nanogotas de 4He dopado con HF, HCl y
HBr. Además, la exploración puede ampliarse a más moléculas lineales. En esta di-
rección, es especialmente interesante el estudio detallado de la molécula de de HCN,
agregando el potencial del sistema 4He-HCN descrita en los art́ıculos de Farrelly [11]
y Mikosz [26], debido a que este potencial presenta un mı́nimo en una configuración
diferente a la lineal, además de tener un potencial altamente anisotrópico.

El programa desarrollado, también podŕıa ampliarse para estudiar este efecto en
rotores simétricos y asimétricos, los cuales presentan diferentes constantes rotaciona-
les, y muestran un comportamiento dinámico más dif́ıcil de simular, pero igualmente
interesante de explorar.

El programa también puede generalizarse para estudiar no solamente moléculas ŕıgi-
das, sino también inclúır efectos vibracionales y explorar su influencia en la solvatación
de las nanogotas. Para poder hacer este tipo de simulaciones será necesario contar con
potenciales multidimensionales que contemplen la inclusión de estos grados de libertad
adicionales.
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