
Instituto de Investigación en Ciencias Básicas y Aplicadas 
Centro de Investigación en Ciencias 

Restricciones a modelos Inflacionarios con Agujeros Negros 
Primordiales 

T e s i s 
para obtener el título de  

Licenciado en Ciencias área terminal en Física 

Presenta 

Sofía del Pilar Samario Nava 

Director de tesis 
Dra. Ariadna Montiel Arenas 

Cuernavaca Morelos, diciembre 2019 



AGRADECIMIENTOS

Quiero dar las gracias a mi madre Guadalupe Nava Núnez por siempre querer lo

mejor para mí en todos los sentidos y en todo momento, a mi hermana Sarah Helena

Samario Nava la cual me hace ver con otra perspectiva que gracias a su compañía mi

vida es mejor y a mi padre Ernesto Samario Hernández que siempre intenta darme

la mejor versión de él guiándome con sus consejos en cada decisión.

También y de suma importancia, quiero expresar mi gratitud a mis abuelas, Agus-

tina Hernández Sánchez y Alberta Núñez Estrada, las cuales siempre serán un gran

ejemplo para mí y el pilar de la familia que tengo, a mis abuelos Juan Nava Monte-

llano y Jesús Samario Gutiérrez con los que he pasado buenos momentos, a mis tías

y tíos que han estado ahí para ayudarme y apoyarme siempre.

También quiero reconocer la dedicación de la Dra. Ariadna Montiel Arenas y del

Dr. Juan Carlos Hidalgo Cuéllar, por el tiempo prestado dándole seguimiento a este

trabajo de tesis y el apoyo brindado durante todo el año, en verdad nunca pensé

encontrar a alguien que se preocupara tanto por sus estudiantes hasta que los conocí.

Cabe destacar que esta tesis contó con el apoyo financiero de los proyectos PA-

PIIT - UNAM IN104119 Estudios en gravitación y cosmología y CONACYT CB-

2016-282569 Distorsiones por desplazamiento al rojo y lentes débiles cosmológicas en

relatividad. ¡Muchas gracias por el apoyo!

Por último, quiero agradecer a Gaby, Samanta, David, Lalo, Nicolás y Dariel que

con su compañía han hecho más ameno, estos cuatro años y medio. Les deseo lo mejor

hoy y siempre, estoy segura que este no es un adiós, sino un hasta luego y sepan que

siempre tendrán un lugar en mi mente y corazón.

i



RESUMEN

Recientemente los Agujeros Negros Primordiales (por sus siglas en inglés PBHs)

han captado la atención de la comunidad científica debido a que son fuertes candida-

tos a ser los causantes de las ondas gravitacionales detectadas por LIGO. Entre los

estudios recientes de estos objetos se encuentran cotas observacionales a su abundan-

cia como candidatos a materia oscura y como perturbadores de la radiación cósmica

de fondo mediante el proceso de radiación de Hawking. Dichas cotas observacionales

se traducen en restricciones al espectro de fluctuaciones primordiales de baja masa.

Para esta tesis la hipótesis es que estas restricciones a la abundancia de PBHs

sirven para restringir parámetros inflacionarios, partiendo de que al evaporarse com-

pletamente un PBH mediante la radiación de Hawking lo único que queda es una

relíquia del tamaño de la masa de Planck.

En este trabajo se incorporan estas restricciones en forma de "priors"(información

a priori) de los parámetros de inflación y se reevalúan las cotas al running del espectro

de potencias de inflación, mediante estádistica bayesiana, usando los métodos de

Monte Carlo para construir cadenas de Markov. Esto se hace computacionalmente

con el paquete Monte Python utilizando el algoritmo Metropolis-Hastings.

Finalmente con los resultados obtenidos se hace un análisis para evaluar la mejoría

en la estimación de estos parámetros haciendo uso del test "figure of merit".
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Capítulo 1

INTRODUCCIÓN

Actualmente se tiene poca información sobre el Universo temprano, se sabe que

este fue originado por partículas ultrarelativistas en la época del Big Bang, sin em-

bargo surge la necesidad de una era de Inflación donde el Universo está dominado

por un potencial escalar la cual da paso al Big Bang mediante ciertas condiciones

iniciales. Todo esto se discutirá a lo largo de este capítulo, y se presentarán las bases

para desarrollar parte de esta teoría.

En este capítulo al igual que en algunas partes de esta tesis, se tomará a la

velocidad de la luz c igual a uno, se denota a la constante de gravitación como G y a

la masa reducida de Planck como Mpl = (8⇡G)
� 1

2 .

1.1. Universo Homogéneo e Isotrópico

A escalas cosmológicas (más allá de 200 Mpc) se considera que el Universo es

homogéneo, es decir que está uniformemente distribuido y que es isotrópico lo cual

implica que tiene las mismas propiedades en todas direcciones. Con ambas definiciones

se conforma el principio cosmológico que dice

El universo en tres dimensiones es homogéneo e isotrópico, siempre ha sido así y

siempre lo será [1].

1



CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN 2

1.1.1. Factor de escala y parámetro de Hubble

Se define a un punto comóvil como aquel que se mueve con la expansión del

Universo, si este es homogéneo e isotrópico, la distancia entre dos puntos comóviles

será proporcional a un factor de escala a(t), donde t es el tiempo cósmico. En la

época presente el factor de escala tiene el valor de uno a(t0) = 1 donde t0 representa

el tiempo al día de hoy. Dado un punto comóvil, se puede medir la distancia de este

desde nuestra localización mediante la siguiente fórmula

r(t) = xa(t), (1.1)

donde x respresenta la distancia comóvil la cual es igual a la distancia física en la

época presente.

Usando el factor de escala se puede obtener la tasa de expansión del Universo, en

cualquier época mediante el parámetro de Hubble, el cual está dado por

H =
ȧ

a
, (1.2)

donde a partir de ahora para mayor simplicidad se denotará a a(t) como a.

Dado el parámetro de Hubble, se puede derivar el tiempo de Hubble, H�1, y la

distancia de Hubble, cH
�1, (si se toma a c = 1 se tiene H

�1 ), la cual también

es conocida como horizonte, esta permite estimar la distancia a la que viaja la luz

mientras el Universo se expande. Por otra parte también se tiene al horizonte de

partículas, el cual se refiere a la distancia que la luz puede viajar desde el comienzo

del Universo hasta el día de hoy y finalmente el horizonte de eventos, este se refiere

a la distancia que puede viajar la luz hacia el futuro [2].

Otra variable que es importante conocer es el tiempo conforme, que es definido

como

d⌧ ⌘ dt

a(t)
, (1.3)
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de donde se sigue

⌧(t) =

Z
dt

a(t)
. (1.4)

Teniendo esta definición se puede obtener el parámetro de Hubble conforme H, como

H ⌘ a
0

a
, (1.5)

donde la prima denota la derivada respecto al tiempo conforme.

Por último la relación entre ambos parámetros es la siguiente [3]

H = aH. (1.6)

1.1.2. Métrica de Friedmann-Lemaître-Robertson-Walker

La única métrica que nos describe un Universo con estas características de homoge-

neidad e isotropía es la de Friedmann-Lemaître-Robertson-Walker [2]. En coordenadas

esféricas, se escribe como

ds
2 ⌘ gµ⌫(x)dx

µ
dx

⌫
= �dt

2
+ a(t)

2


dr

2

1�Kr2
+ r

2
d⌦

2

�
, (1.7)

donde a(t) es nuestro factor de escala, d⌦
2 se refiere al ángulo sólido y donde la

constante K representa la geometría del Universo, la cual admite distintos valores.

Para un universo esférico K = 1, para uno plano K = 0 y para uno con geometría

hiperbólica K = �1. Si se toma al factor de curvatura como nulo la métrica está dada

por

ds
2 ⌘ gµ⌫(x)dx

µ
dx

⌫
= �dt

2
+ a(t)

2
⇥
dr

2
+ r

2
d⌦

2
⇤
, (1.8)

y en forma matricial se escribe como

gµ⌫ =

2

6666664

�1 0 0 0

0 a(t)
2

0 0

0 0 a(t)
2
r
2

0

0 0 0 a(t)
2
r
2
sin ✓

3

7777775
. (1.9)
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Si se define �ij de la siguiente manera

�ij =

2

6664

1 0 0

0 r
2

0

0 0 r
2
sin ✓

3

7775
, (1.10)

se tiene un forma más compacta para la métrica en su forma matricial

gµ⌫ =

2

4�1 0

0 a(t)
2
�ij

3

5 . (1.11)

Su matriz contravariante estará representada de la siguiente manera

g
µ⌫

=

2

4�1 0

0 a(t)
�2
�
ij

3

5 , (1.12)

cabe recalcar que debido a que �ij tiene índices latinos, estos se pueden subir o bajar

multiplicando por una �
j

i
la cual actúa como una delta de Kronecker, por ejemplo

�ij�
ij
= 3.

Para el determinante de la matriz de la métrica se tiene

g ⌘ det(gµ⌫) = �a
6det(�ij), (1.13)

por otra parte para la matriz �ij el determinante es

� ⌘ det(�ij) = r
4
sin

2
✓. (1.14)

Para una matriz de n dimensiones se tiene

g ⌘ det(gµ⌫) =
1

n!
✏
↵1...↵n✏

�1...�ng↵1�1 ...g↵n�n , (1.15)
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si se toma una pequeña variación �g se sigue

�g =
1

n!
✏
↵1...↵n✏

�1...�n(�g↵1�1 ...g↵n�n + g↵1�1�g↵2�2 ...g↵n�n + g↵1�1 ...�g↵n�n),

dado que los índices son mudos ) �g =
1

(n� 1)!
✏
↵1...↵n✏

�1...�ng↵1�1 ...�g↵n�n .

(1.16)

De la Ec. (1.16) se tiene g
↵�
g↵� = �

↵

↵
= n, si se deriva de ambos lados, se obtiene

g
↵�
�g↵� + g↵��g

↵�
= 0 o equivalentemente g

↵�
�g↵� = �g↵��g

↵� con esto se puede ver

que la Ec.(1.16) se obtiene multiplicando la Ec.(1.15) por g
↵�1�1�g↵1�1 , obteniendo

�g = gg
↵�
�g↵�,

�g = �gg↵��g
↵�
,

(1.17)

estas últimas ecuaciones serán de utilidad más adelante.

1.1.3. Tensor de Energía - Momento

Una de las implicaciones de que el Universo sea homogéneo e isotrópico es que

puede ser tratado como un fluido perfecto expresado de manera matemática mediante

un tensor de energía - momento,

T
µ

⌫
=

2

6666664

�⇢ 0 0 0

0 P 0 0

0 0 P 0

0 0 0 P

3

7777775
, (1.18)

donde ⇢ es la densidad y P es la presión del fluido en su marco propio.
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1.1.4. Ecuación de Friedmann

Usando la teoría de la Relatividad General, se obtiene la siguiente ecuación para

la aceleración
ä

a
= �⇢+ 3P

6M
2
pl

+
⇤

3
, (1.19)

donde ⇢ es la densidad de energía del Universo, P es la presión y ⇤ es una constante

cosmológica, aquí se ha tomado al Universo como plano.

Por otra parte, la dependencia de ⇢ respecto al tiempo, está dada por la ecuación

de continuidad,

⇢̇ = �3
ȧ

a
(⇢+ P ). (1.20)

Esta es equivalente a la ley de conservación de la energía de manera adiabática, es

decir dE = �PdV donde E = V ⇢ es la energía en un volumen comóvil V / a
3, lo

cual está de acuerdo con un Universo isotrópico.

Por otro lado, si se considera un Universo en el cual la materia cósmica no genera

presión, es decir se puede tratar como polvo, partiendo de la Ec. (1.20) se obtiene

⇢mata
3
= cte. (1.21)

Ahora si se considera que el Universo está dominado por radiación, se tiene una

ecuación de estado P =
⇢

3 , entonces de la ecuación de continuidad se obtiene

⇢rada
4
= cte. (1.22)

De manera general se tiene

⇢a
3(1+!)

= cte, (1.23)

donde a ! se le denomina parámetro de la ecuación de estado. Cabe notar que si se

tiene ! = �1 la densidad será constante, lo cual corresponde al caso dominado por

costante cosmológica, teniendo ⇢⇤ = cte [4].

Usando la ecuación de continuidad, la Ec. (1.19) puede ser reemplazada por la
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ecuación de Friedmann,

H
2
=

⇢

3M
2
pl

+
⇤

3
� K

a2
. (1.24)

De la Ec. (1.24), se puede ver que para un valor dado del parámetro de Hubble,

se obtiene una densidad crítica,

⇢c = 3M
2
pl
H

2
, (1.25)

en la cual se ha considerado un Universo plano, sin constante cosmológica. Con esta

densidad se puede definir al parámetro de densidad como ⌦ = ⇢/⇢c el cual se puede

aplicar para cualquier tipo de materia, por ejemplo bariones o radiación. También se

puede incluir la contribución de la constante cosmológica tomando ⌦� = �/3H
2, todo

esto tiene como finalidad poder escribir la contribución total como

⌦Tot = ⌦+ ⌦�, (1.26)

donde ⌦Tot es dependiente del tiempo. Sustituyendo esta ecuación en la ecuación de

Friedmann obtenemos

⌦Tot � 1 =
K

a2H2
. (1.27)

Si ⌦Tot = 1 tendríamos que el Universo presentaría una geometría plana.

Considerando un Universo dominado por radiación o materia la Ec. (1.24) se puede

resolver fácilmente, obteniendo respectivamente

⇢rad / a
�4
, a / t

1
2 / ⌧, (1.28)

⇢mat / a
�3
, a / t

2
3 / ⌧

2
. (1.29)

Las componentes observadas del Universo indican que estuvo anteriormente do-

minado por materia y por radiación.

Estas componentes describen al Universo estándar con una singularidad en el Big-
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Bang. Sin embargo una serie de inconsistencias observadas dan pie a un complemento

al modelo en tiempos tempranos: la teoría de inflación primordial.

1.2. Concepto de inflación

Inflación nace de varios problemas que no se explicaban con la teoría del Big Bang,

entre ellos se encuentran el problema de la planitud y el problema del horizonte.

Esto no significa que dicha teoría sea errónea, sino que pone a Inflación como un

complemento que da paso a esta teoría. Fue principalmente Alan Guth quien se dedicó

a presentar esta teoría inflacionaria para solucionar dichos problemas. En esta sección

se describen más a detalle estos problemas [5].

1.2.1. Problema del horizonte

El problema del horizonte trata principalmente de las regiones que están causal-

mente conectadas, tomando a la edad del Universo como finita, lo que implica que

la luz sólo puede viajar una distancia finita en un tiempo dado, con lo cual dado un

tiempo de vida del Universo sólo se podrá ver una región de dicho Universo.

Se sabe que la luz del cielo tiene la misma temperatura de 2.725 K, lo que implica

un equilibrio térmico, es decir diferentes regiones del cielo han interactuado creando

dicho equilibrio. Sin embargo, no es posible que la luz que se acaba de percibir venga

del lado opuesto del cielo, esto implica que no hubo tiempo para que estas dos regiones

hayan estado causalmente conectadas e interactúen de alguna manera, razón por la

cual entramos en una contradicción ya que no habría dicho equilibrio. Esto sugiere

que a una distancia muy corta las regiones debieron interactuar y termalizarse antes

de llegar a nosotros, por otra parte se sabe que el Universo primigenio era mucho más

pequeño por lo tanto la luz recorre una distancia más corta haciendo imposible que

dos regiones (incluso si estas son muy cercanas) puedan interactuar para entrar en

equilibrio térmico.

Esto nos plantea un problema muy importante y es que el Fondo Cósmico de

Microondas no es completamente isotrópico, sino que presenta pequeñas fluctuaciones
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que ya han sido detectadas. Se piensa que a partir de estas fluctuaciones se ha formado

el Universo y es por la misma razón que se acaba de explicar que tampoco se puede

crear una irregularidad. En conclusión simplemente con la teoría del Big Bang no se

puede explicar la generación de estas irregularidades [5].

1.2.2. Problema de la planitud

En el Universo existe una densidad total de materia cercana a la densidad crítica,

se sabe que está en un rango de 0.5 < ⌦Tot < 1.5 lo cual nos indica que el Universo

tiene una geometría casi plana [2].

De la Ec. (1.27) se puede ver que si el Universo es plano se tiene ⌦Tot = 1 y esto

sería válido en todo momento, de lo contrario el valor ⌦Tot � 1 sería diferente.

Considerando una época donde el Universo está dominado por radiación, se tiene

H
2 / ⇢rad / a

�4 insertando esto en la Ec. (1.27) se obtiene

⌦Tot � 1 / a
2
. (1.30)

Si ahora se hace el mismo procedimiento pero durante la época de materia, donde se

tiene H
2 / ⇢mat / a

�3 se obtiene

⌦Tot � 1 / a. (1.31)

Esto indica que en ambos casos el término ⌦Tot�1 disminuye al retroceder el tiempo.

Por otra parte si consideramos la época de nucleosíntesis, en la cual la temperatura

tiene un valor Tnuc ⇠ 1MeV se tiene

|⌦Tot � 1|T=Tnuc

|⌦Tot � 1|T=T0

⇡ a
2
nuc

a
2
0

⇡ T
2
0

T 2
nuc

⇡ O(10
�16

), (1.32)

donde el subíndice cero se ha puesto para denotar la época actual y T0 ⇠ 10
�13GeV.

Se puede concluir que para obtener actualmente (⌦Tot � 1) ⇠ 1 en tiempos del

Universo primigenio el valor de ⌦Tot � 1 debe ajustarse a valores muy pequeños

y cercanos a cero pero sin tomar dicho valor. Esta es la razón por la cual a este
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problema también se le denomina problema de ajuste [4].

1.3. Características de la inflación primordial

Inflación pone solución a los problemas antes vistos de la siguiente manera

Para el problema de la planitud.

Este problema se resuelve al poner como condición que ⌦Tot vaya acercándose

a 1 en lugar de alejarse de él, en otras palabras, de la Ec. (1.27) se puede ver

que es el factor de escala debe tomar un valor muy grande y el parámetro de

Hubble debe ser constante.

Para el problema del horizonte.

Este se puede resolver mediante una reducción de la longitud comóvil de Hubble,

llevada a cabo en inflación, lo cual permite que en el Universo observable de

la época presente exista una pequeña región que estaba dentro del radio de

Hubble, haciendo que esta haya estado causalmente conectada.

Lo que describe principalmente a inflación es una expansión acelerada, es decir

ä > 0, (1.33)

o de manera equivalente
d

dt

H
�1

a
< 0, (1.34)

donde H
�1
/a es la distancia comóvil de Hubble, lo cual da como condición que esta

decrece con el tiempo, por eso mismo usando coordenadas fijas se puede notar que el

Universo debió ser más pequeño en inflación.

Empleando Relatividad General, la Ec.(1.33) se puede reescribir en términos de ⇢

y P , obteniendo

⇢+ 3P < 0. (1.35)
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Debido a que la densidad de energía es siempre positiva, para satisfacer la ecuación

anterior se requiere de una presión negativa, razón por la cual se propone un campo

escalar �(t) homogéneo, proporcionando materia con presión negativa. Dicho campo

escalar también es conocido como Inflatón.

En el siguiente capítulo se obtendrán las ecuaciones de movimiento que este campo

debe cumplir, al igual que algunos parámetros que en conjunto describen la teoría

inflacionaria.

El presente trabajo considera a los agujeros negros primordiales, por sus siglas en

inglés PBHs, como el producto de colapso de inhomogeneidades grandes producidas

durante inflación.

Se tiene como hipótesis que las cotas observacionales a la abundancia de PBHs

deben heredarse a los parámetros que definen inflación. Se mostrará la derivación de

una nueva restricción a los parámetros observables propios de inflación.

La presente tesis está organizada de la siguiente manera:

En el capítulo dos se introducen los elementos de la teoría inflacionaria necesa-

rios para describir la formación de estructura cósmica.

En el capítulo tres se definen y caracterizan los agujeros negros primordiales

y sus poblaciones de masas específicas. Adicionalmente se presentan las cotas

observacionales a los agujeros negros de masa menor.

En el capítulo cuatro se adaptan las cotas observacionales a la abundancia

de PBHs en una estimación de parámetros de inflación mediante cadenas de

Markov y sobre observaciones al CMB.

En el capítulo cinco se presentan los resulados de dicho análisis y finalmente,

en el capítulo seis se exponen las conclusiones.



Capítulo 2

PARÁMETROS DE INFLACIÓN

La descripción matemática del periodo inflacionario en su versión más simple surge

de la ecuación de Klein-Gordon para un campo escalar. En esta sección se desarrollará

la teoría inflacionaria partiendo de la acción para un campo escalar �, con una energía

potencial V (�). Todo el planteamiento de esta sección es estándar,y se ha tomando

de la referencia [3].

S =

Z
d
4
x
p
�gL ⌘

Z
d
4
x
p
�g


�1

2
g
µ⌫
@µ�@⌫�� V (�)

�
. (2.1)

Al hacer pequeñas variaciones de la acción con respecto al campo, se obtiene

��S =

Z
d
4
x


@µ

�p
�gg

µ⌫
@⌫�
�
�
p
�g

@V

@�

�
��. (2.2)

Al hacer ��S = 0 debido a que las variaciones son pequeñas, entonces de la Ec.

(2.2) se obtiene

⇤� =
@V

@�
, (2.3)

donde se usa la definición del operador covariante de D’Lambert, la cual es la siguiente

⇤� ⌘ 1p
�g

@µ(
p
�gg

µ⌫
@⌫�). (2.4)

La Ec. (2.4) es la ecuación clásica para un campo escalar, la cual tiene la forma

12
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de la ec. de Klein-Gordon.

Usando las Ecs. (1.13) y (1.14) en la Ec. (2.4)

⇤ =
1p
�g

@µ(
p
�gg

µ⌫
@⌫�). (2.5)

La primera componente corresponde al término

��̈� 3H�̇. (2.6)

Las demás componentes están dadas por

1

a2
p
�
@i(

p
�@

i
�). (2.7)

Al definir

r2
� ⌘ 1

p
�
@i(

p
�@

i
�), (2.8)

se sigue

�̈+ 3H�̇� 1

a2
r2

�+
@V

@�
= 0. (2.9)

Por otro lado, el tensor de energía, se define como

Tµ⌫ ⌘ �2p
�g

�S

�gµ⌫
, (2.10)

donde �S está dado por

�S =

Z
d
4
x


�1

2
L 1p

�g
+
p
�g

@L
@gµ⌫

�
. (2.11)

Usando la Ec.(1.17), la Ec. (2.11) se transforma a

�S =

Z
d
4
x


�1

2
Lgµ⌫

p
�g +

p
�g

@L
@gµ⌫

�
�g

µ⌫
, (2.12)

con lo cual
�S

�gµ⌫
= �1

2
Lgµ⌫

p
�g +

p
�g

@L
@gµ⌫

, (2.13)
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y entonces, la Ec. (2.10) queda

Tµ⌫ =
�2p
�g


�1

2
Lgµ⌫

p
�g +

p
�g

@L
@gµ⌫

�
,

= Lgµ⌫ � 2
@L
@gµ⌫

,

= @µ�@⌫�� gµ⌫


1

2
g
↵�
@↵�@��� V (�)

�
.

(2.14)

Finalmente, la ecuación anterior se puede escribir como

T
µ

⌫
= g

↵µ
@↵�@⌫�� �

µ

⌫


1

2
g
↵�
@↵�@��� V (�)

�
. (2.15)

Del tensor de Energía-Momento Ec. (1.18) en el marco comóvil de un fluido ho-

mogéneo e isotrópico, se tiene

T
0
0 = �⇢,

T
i

0 = T
0
i
= 0,

T
i

j
= �

i

j
P.

(2.16)

De la componente T
0
0 se tiene

T
0
0 = g

↵0
@↵�@0�� 1

2
g
↵�
@↵�@��� V (�),

= �1

2
�̇
2 � 1

2
a
�2
(r�)

2 � V (�),

(2.17)
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las componentes T
0
i
= T

i

0 = 0, mientras que T
i

j
están dadas por

T
i

j
= g

↵i
@↵�@j�� �

i

j


1

2
g
↵�
@↵�@��+ V (�)

�

=


1

2
�̇
2 � 1

2
a
�2
(r�)

2 � V (�)

�
�
i

j
.

(2.18)

Se puede ver que el campo escalar no depende del espacio, es decir, depende sólo

del tiempo y eso va de acuerdo con la homogeneidad e isotropía del Universo. De los

resultados anteriores se obtienen las siguientes igualdades

�⇢ = T
0
0 = �1

2
�̇� 1

2
a
�2
(r�)

2 � V (�) =
1

2
�̇
2
+ V (�), (2.19)

P = T
i

j
= �

i

j


1

2
�̇� 1

2
a
�2
(r�)

2 � V (�)

�
=

1

2
�̇
2 � V (�). (2.20)

Al reescribir la ecuación de continuidad de energía usando las Ecs. (2.19) y (2.20)

se obtiene,

�̈+
@V

@�
+ 3H�̇ = 0. (2.21)

En esta sección se ha derivado la ecuación de movimiento para un campo escalar

homogéneo, el cual se supone es la fuente dominante de energía que hay en el Universo.

2.1. Campo escalar inflacionario

Para que se cumpla inflación se deben de cumplir dos condiciones muy importan-

tes, la primera es que inflación ocurre en un Universo en una etapa de de Sitter, en la

que P = �⇢, lo que implica que inflación se lleve a cabo un periodo denominado ro-

damiento lento, en inglés slow-roll , esto conlleva a una segunda condición la cual

es imponer un campo escalar, que se mueva lentamente hacia el mínimo de su poten-

cial es decir, la energía potencial es más grande que la energía cinética, �̇2
<< V (�),
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si �̇2 es pequeño �̈ también lo es, con estas aproximaciones las Ecs. (2.19) y (2.20) se

escriben como

P ⇡ �V (�) ⇡ �⇢. (2.22)

Ambas dan paso a inflación de la siguiente manera, si tenemos un Universo el

cual está dominado por la energía potencial de un campo escalar, el cual rueda o

evoluciona lentamente, esto dará paso a una etapa de de Sitter, razón por la cual esta

aproximación de rodamiento lento asegura que suceda inflación. Bajo las condiciones

de la Ec. (2.22), la ecuación de movimiento (2.21) se transforma en

3H�̇ ⇡ �V
0
(�), (2.23)

por otro lado, la ecuación de Friedmann se transforma a

H
2 ⇡ 8⇡G

3
V (�). (2.24)

De ellas se obtienen los parámetros de rodamiento lento. De la ecuación (2.23)

H
2
�̇
2 / V

02 ) V
02

H2
/ �̇

2
<< V ) V

02

V
<< H

2
, (2.25)

3H
d�̇

d�
⇡ �V

0 ) 3H
2
�̈ ⇡ �H�̇V

00 ) V
00
< H

2
, (2.26)

por lo tanto, estas condiciones de slow-roll pueden expresarse en parámetros de des-

plazamiento definidos por

✏ ⌘
M

2
pl

2

✓
V

0

V

◆2

, (2.27)

⌘ ⌘ M
2
pl

✓
V

00

V

◆
, (2.28)

donde Mpl es la masa reducida de Planck.

Las condiciones (2.25) y (2.26) pueden reescribirse en términos de ✏ y ⌘ usando
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las Ec. (2.24) de la siguiente manera

V
02

V
<< H

2 ) 3V
02

8⇡GV 2
<< 1 ) ✏ << 1, (2.29)

V
00
<< H

2 ) 3M
2
pl

V
00

V
<< 1 ) ⌘ << 1, (2.30)

estos parámetros por ser muy pequeños cumplen la condición de slow-roll, también

son importantes debido a que indican el final de inflación una vez que fallan las

condiciones derivadas en las Ecs. (2.29) y (2.30), esto permite calcular cuánto dura

inflación, a través de un nuevo parámetro N llamado número de e-folds [4], el cual

está definido como

N ⌘
Z

tf

ti

Hdt =

Z
af

ai

d ln a

dt
dt = ln

✓
af

ai

◆
) expN =

✓
af

ai

◆
, (2.31)

se puede notar a partir de esta última expresión, que dicha definición va de acuerdo

con el nombre.

Es posible expresar a este parámetro en términos de ✏ y ⌘ de la siguiente manera,

N ⌘
Z

tf

ti

Hdt, (2.32)

si se toma a H =
dt

d�
d� =

d�

�̇
, se tiene una expresión en términos del campo escalar

N =

Z
�f

�i

H
d�

�̇
, (2.33)

usando las Ecs. (2.24) y (2.23), la ecuación anterior tiene la forma

N = �8⇡G

Z
�f

�i

V

V 0d�, (2.34)

y empelando la definición del parámetro ✏ se llega

N =
�1

2Mpl

Z
�f

�i

d�

✏
1
2

) N ' 4�

✏
1
2

1

Mpl

. (2.35)
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Actualmente se tiene estimado que el número de e-folds está alrededor de N = 70 [4].

Por otra parte en la etapa cuasi de Sitter, el parámentro de Hubble no es constante,

varía como el parámetro de ✏, y esto se puede ver de la siguiente manera. Partiendo

de la Ec. (2.24)

H
2 ⇡ V (�)

3M
2
pl

) 2H
dH

d�
⇡ V

0
(�)

3M
2
pl

, (2.36)

y de la Ec. (2.23)

�̇ ⇡ �V
0
(�)

3H
) 1

�
= � 3H

V 0(�̇)
, (2.37)

usando ambas ecuaciones, se obtiene

dH

d�
=

dH

dt

dt

d�
⇡ Ḣ

✓
� 3H

V 0(�)

◆
= �3HḢ

V 0 , (2.38)

2H
dH

d�
⇡ V

0

3M
2
pl

) 2H

 
�3HḢ

V 0

!
=

V
0

3M
2
pl

) �6H
2
Ḣ

V 0 =
V

0

3M
2
pl

) �6H
2
Ḣ =

V
02

3M
2
pl

,

(2.39)

donde se ha usado para mayor simplicidad a V
0
(�) como V

0. Al elevar al cuadrado

la ecuación de Friedmann en términos de la masa de Planck y al sustituir en la Ec.

(2.39) se obtiene

�6Ḣ

H2
⇡ 3M

2
pl

✓
V

0

V

◆2

. (2.40)

En términos de ✏ la Ec. (2.40) queda

Ḣ = �✏H
2
, (2.41)

esto sólo es válido cuando se trata de una etapa cuasi de Sitter. En una etapa de

de Sitter pura se cumpliría la igualdad P = �⇢ y por lo tanto �̇ = 0. Esto significa
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que el campo escalar no tendría energía cinética y no rodaría a lo largo del potencial;

entonces durante una etapa de de Sitter pura, los parámetros de rodamiento lento

son nulos.

Por otra parte existe una diferencia entre el tiempo conforme y el tiempo cósmico,

dependiendo de la etapa que estemos tratando (pura o cuasi de Sitter). En una etapa

de de Sitter el parámetro de Hubble es constante en el tiempo por definición. Por lo

tanto el factor de escala sería el siguiente

a(t) = e
Ht
, (2.42)

insertando la Ec.(2.42) en la definición del tiempo conforme obtenemos

⌧(t) =

Z
dte

�Ht
=

�1

H
e
�Ht

=
�1

a(t)H
, (2.43)

Para escribir la Ec. (2.41) en términos del tiempo conforme, se hace un cambio de

variable obteniendo la siguiente ecuación

H0 �H2 ⇡ �✏H2
, (2.44)

para derivar esto en una etapa cuasi de Sitter partiremos de la ecuación anterior de

la siguiente manera
dH

dt
= �✏H

2 ) H =
1

✏t
, (2.45)

de la definición del parámetro de Hubble y usando la Ec. (2.45) se sigue

H =
ȧ

a
=

1

✏
) a = t

1/✏
. (2.46)

Insertando la Ec. (2.46) en la definición de tiempo conforme se obtiene

⌧(t) =

Z
dt

t1/✏
= � 1

aH(1� ✏)
, (2.47)
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entonces el factor de escala o el tiempo conforme están dados por,

⌧(t) = � 1

a(t)H(1� ✏)
, (2.48)

a(t) = � a

⌧(t)H(1� ✏)
. (2.49)

2.2. Fluctuaciones del campo escalar

Ahora se considerarán fluctuaciones del campo escalar, por conveniencia se harán

primero en una época pura de de Sitter. Se comenzará preturbando el campo escalar,

tomando una parte homogénea y otra perturbada

�(⌧, x̄) = �(⌧) + ��(⌧, x̄), (2.50)

y asumiendo que en el régimen perturbativo �� << �. Por conveniencia se redefine

el campo escalar como

��̃ = a��. (2.51)

Se sigue la segunda cuantización de manera estándar, por lo cual se hará uso

de operadores de creación y aniquilación ak̄ y a
+
k̄
, (estos cumplen las relaciones de

conmutación usuales) y se vuelve a reescribir ��̃ como

��̃ =

Z
d
3
k̄

(2⇡)3/2

h
uk(⌧)ak̄e

ik̄x̄
+ u

⇤
k
(⌧)a

+
k̄
e
�ik̄x̄

i
. (2.52)

Debido a que ahora se está tratando con perturbaciones, es necesario hacer un cambio

de variable transformando el resultado dado por la Ec. (2.9) en una ecuación que esté

en términos del tiempo conforme,

�
00
+ 2H�

0 �r2
� = �a

2@
2
V

@�2
, (2.53)

aquí se usa el resultado sin tener en cuenta que � sólo depende del tiempo. Al sustituir
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la Ec. (2.50) en Ec. (2.53), se obtiene el caso homogéneo analizado antes y,

��
00
+ 2H��

0 �r2
�� = �a

2@
2
V

@�2
��, (2.54)

donde por simplicidad denotará @
2
V

@�2 como V��.

Despejando �� de la Ec. (2.51) y sustituyendo en la Ec. (2.54) se obtiene

✓
1

a
��̃

◆00

+ 2H
✓
1

2
��̃

◆0

�r2

✓
1

2
��̃

◆
+ aV����̃ = 0 (2.55)

haciendo uso de la Ec. (2.52) y de la ecuación anterior se obtiene

Z
d
3

(2⇡)3/2


u
00
k
� a

00

a
uk + k

2
uk + a

2
V��uk

�
ak̄e

ik̄x̄
= 0, (2.56)

aquí no se ha tomado el término hermitiano conjugado el cual contiene los modos u+
k
,

si se hiciera se tendría la misma ecuación.

De la Ec. (2.56) se observa que

u
00
k
� a

00

a
uk + k

2
uk + a

2
V

00
uk = 0. (2.57)

Al llamar a V�� como m
2
�
, denotando una masa efectiva, la cual corresponde a una

masa de campo escalar si el potencial es V =
1
2m

2
�
�
2, se obtiene la ecuación de

movimiento para los modos,

u
00
k
+

✓
k
2 � a

00

a
+m

2
�
a
2

◆
uk = 0. (2.58)

2.2.1. Perturbaciones en un Universo De Sitter

Al transformar la ecuación anterior a una ecuación de Bessel, esta tiene so-

lución exacta. Primero se analizarán algunos cambios de variable y se sustituirá
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a = �(H⌧)
�1 en la Ec. (2.58) para obtener

a
00

a
�m

2
�
a
2
=

2

⌧ 2

✓
1� 1

2

m
2
�

H2

◆
,

) u
00
k
+


k
2
+

2

⌧ 2

✓
1� 1

2

m
2
�

H2

◆�
uk = 0.

(2.59)

Si se define la siguiente cantidad, tomándola como constante con respecto del

tiempo y la insertamos en la Ec. (2.59)

⌫
2
�
=

✓
9

4
�

m
2
�

H2

◆
, (2.60)

) u
00
k
+

"
k
2 �

 
⌫
2
�
� 1

4

⌧ 2

!#
uk = 0, (2.61)

ahora si hacemos el siguiente cambio de variable uk = (�⌧)
1
2y y lo insertamos en el

resultado anterior

⌧
2
y
00
+ ⌧y

0
+ (k

2
⌧
2 � ⌫

2
�
) = 0, (2.62)

con el cambio de variable x = �k⌧ en la Ec. (2.62) queda

x
2 d

2
y

dx2
+ x

dy

dx
+ (x

2 � ⌫
2
�
)y = 0. (2.63)

La Ec. (2.63) tiene la forma de una ecuación de Bessel cuya solución general es de la

forma,

y(x) = C1H
(1)
⌫�
(x) + C2H

(2)
⌫�
(x), (2.64)

donde los H⌫�
(x) son las funciones de Hankel. La Ec. (2.64) toma la forma

y(�k⌧) = C1H
(1)
⌫�
(�k⌧) + C2H

(2)
⌫�
(�k⌧), (2.65)
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regresando al primer cambio de variable uk = (�⌧)
1
2y finalmente se obtiene,

uk(⌧) =
p
�⌧

h
C1H

(1)
⌫�
(�k⌧) + C2H

(2)
⌫�
(�k⌧)

i
. (2.66)

bajo la suposición de que ⌫� es una constante. Esta solución es exacta, aunque hay

soluciones más simples en ciertos límites de escala ya que los modos uk tienen aso-

ciados longitudes de onda � y dado que k / �, a escalas del super horizonte las

longitudes de onda son � >> (aH)
�1 (k << aH) y a escalas del sub horizonte se

tiene � << (aH)
�1 (k >> aH).

De la definición de m� se tiene,

m
2
�

H2
=

V��

H2
, (2.67)

por el hecho de trabajar en una etapa de Sitter, H es una constante. Sin embargo

no sucede lo mismo para V��, sólo será constante en algunos casos, por ejemplo si el

potencial es cuadrático.

Por otra parte, en escalas del sub-horizonte k >> aH (escalas muy pequeñas),

la solución para los modos debe coincidir con la solución teórica del campo en un

espacio-tiempo plano, la cual es una onda plana de la forma

uk(⌧) =
1p
2k

e
�ik⌧

. (2.68)

A partir de la Ec. (2.43) se sigue

�k⌧ =
k

aH
>> 1, (2.69)

por tanto, al usar la aproximación �k⌧ >> 1 siendo esta una cantidad positiva

y grande, al usar el método de descenso en las representaciones integrales de las

funciones, se tiene

H
(1)
⌫�
(�k⌧ >> 1) ⇠

r
�2

⇡k⌧
e
�i(x�⇡

2 (⌫��
1
2 )), (2.70)
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H
(2)
⌫�
(�k⌧ >> 1) ⇠

r
�2

⇡k⌧
e
i(x�⇡

2 (⌫��
1
2 )), (2.71)

y entonces, la forma asintótica de la solución es

uk(⌧) =

r
2

k⇡

h
C1(k)e

�i(x�⇡
2 (⌫��

1
2 )) + C2e

i(x�⇡
2 (⌫��

1
2 ))
i
. (2.72)

Dado que debe coincidir con una onda plana Ec. (2.68), se establece C2(k) = 0 y

C1(k) =

p
⇡

2 e
i
⇡
2 (⌫�+

1
2 ) obteniendo la solución exacta

uk(⌧) =

p
⇡

2
e
�i

⇡
2 (⌫�+

1
2 )
p
⌧H

(1)
⌫�
(�k⌧). (2.73)

Ahora si se quiere ver la solución fuera del horizonte cosmológico (�k⌧ << 1),

la aproximación de las funciones de Hankel depende del valor que tome ⌫�. Cuando

⌫� > 0, lo cual implica que m� <
3
2H, las funciones de Hankel toman la forma

H
(1)
⌫�
(x) = � i�(⌫�)

⇡

✓
1

2
x

◆�⌫�

, (2.74)

y con el cambio de variable x = �k⌧ y sustituyendo dicho resultado en la Ec. (2.73),

se obtiene

uk(⌧) =

p
⇡

2
e
i
⇡
2 (⌫�+

1
2 )
p
�⌧

"
� i�(⌫�)

⇡

✓
�1

2
k⌧

◆(�⌫�)
#
,

=
1p
2⇡k

e
i
⇡
2 (⌫��

1
2 )�(⌫�)

✓
�1

2
k⌧

◆ 1
2�⌫�

.

(2.75)

Con el cambio de variable de la Ec. (2.51) y la relación dada por la Ec. (2.43), se puede

obtener la magnitud de las fluctuaciones cuánticas notando que ��̃k únicamente se

representa por los modos uk,

|��k| =
uk

a
=

1

a

1p
2⇡k

�(⌫�)

✓
k

2aH

◆ 1
2�⌫�

=

r
2

⇡k3
H�(⌫�)

✓
k

2aH

◆ 3
2�⌫�

. (2.76)
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Con la definición ⌘� como una nueva pequeña cantidad ⌘� ⌘ m
2
�
/3H

2, de manera

análoga que los parámetros de slow-roll, podemos poner el resultado anterior en tér-

minos de este nuevo parámetro expandiendo a ⌫�; ⌘� se puede escribir de la siguiente

manera

3

2
� ⌫� =

3

2
�
✓
9

4
�

m
2
�

H2

◆ 1
2

=
3

2
� 3

2

✓
1 +

4

3
⌘�

◆ 1
2

⇡ 3

2
� 3

2

✓
1� 2

3
⌘� + ...

◆
⇡ ⌘�,

(2.77)

de donde �(⌫�) ⇡ �(32) =
p
⇡

2 . Al insertar esto último en la Ec. (2.76) se obtiene

|��k| ⇡
r

2

⇡k
H

✓p
⇡

2

◆✓
k

2aH

◆ 3
2�⌫�

⇡ 1p
2k3

H

✓
k

2aH

◆ 3
2�⌫�

, (2.78)

para simplificar un poco más la ecuación anterior se debe notar que 2⌫�� 3
2 ⇡ 2

�⌫� ⇡ 1,

teniendo como solución

|��k| ⇡
Hp
2k3

✓
k

aH

◆ 3
2�⌫�

. (2.79)

2.2.2. Pertubaciones en Inflación Cuasi-De Sitter

Se debe recordar que este resultado fue derivado a partir de considerar una época

pura de Sitter, sin embargo para reproducir la etapa inflacionaria es necesario un

escenario Cuasi-De Sitter. Ahora se tienen las herramientas necesarias para desarrollar

lo mismo pero en dicho escenario. Partiendo de la Ec. (2.58) se obtendrá una nueva

ecuación.

De las Ecs. (2.43) y (2.44), se tienen las siguientes ecuaciones en términos de los

parámetros de rodamiento lento,

a
00

a
⇡ H2

(2� ✏), (2.80)

H =
�1

⌧(1� ✏)
, (2.81)
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usando ambas se obtiene,

a
00

a
⇡ 2� ✏

⌧ 2(1� ✏)2
⇡ 1

⌧ 2
(2� ✏)(a+ 2✏+ ...) ⇡ 1

⌧ 2
(2 + 3✏), (2.82)

recordando el valor de ⌘� y usando la Ec. (2.82), se obtiene el término �a
00

a
+m

2
�
a
2

de la Ec. (2.58) de la siguiente manera

a
00

a
�m

2
�
a
2
=

1

⌧ 2
(2 + 3✏)�m

2
�
a
2 ⇡ 1

⌧ 2
(2 + 3(✏� ⌘�)), (2.83)

definiendo a ⌫
2
�
⌘ 3

2 + ✏� ⌘� y elevando al cuadrado, se obtiene la siguiente ecuación:

⌫
2
�
=

9

4
+ 3(✏� ⌘�), (2.84)

donde se ha tomado que los parámetros ✏ y ⌘� son pequeños. Cabe señalar que ⌘�

equivale al parámetro de slow-roll ⌘ en el caso de un campo sin auto-interacción, i.e.

V =
1
2m

2
�
�
2. Introduciendo la Ec. (2.84) en la Ec. (2.83) se obtiene

a
00

a
�m

2
�
a
2 ⇡ 1

⌧ 2

✓
⌫
2
�
� 1

4

◆
, (2.85)

e insertando el resultado anterior en la Ec. (2.58) se obtiene una ecuación igual a

la obtenida para una época pura de Sitter, Ec. (2.61), de la cual ya se sabe que la

solución es la Ec. (2.79).

2.3. Espectro primordial

Una cantidad que nos ayuda a cuantificar las perturbaciones es el espectro de

potencias. Este se define a partir de perturbaciones en el espacio de Fourier, para

un campo f(t, x̄) la transformada de Fourier se define de la siguiente manera

f(t, x̄) =

Z
d
3
k̄

(2⇡)
3
2

e
ik̄x̄

fk̄(t), (2.86)
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donde k es la magnitud de ambos valores k̄1 y k̄2, el término �
3
(k̄1 � k̄2) es una delta

de Dirac.

Así, el espectro de potencias está definido como

< fk̄1f
⇤
k̄2

>⌘ 2⇡
2

k3
PF(k)�

3
(k̄1 � k̄2), (2.87)

Entonces, usando las Ecs. (2.87) y (2.86) tenemos

< f
2
(t, x̄) > = < f(t, x̄)f

⇤
(t, x̄) >

=

Z
d
3
k̄1

(2⇡)
3
2

Z
d
3
k̄2

(2⇡)
3
2

e
i(k̄1�k̄2)x

2⇡
2

k3
PF(k)�

3
(k̄1 � k̄2)

=
1

4⇡

Z
1

k3
d
3
k̄PF(k) =

Z
dk

k
PF(k),

(2.88)

para llegar a la última igualdad se ha hecho una integración alrededor de una esfera,

que contribuye con un factor de 4⇡.

De la Ec.(2.88) se observa que dk

k
= d ln k, lo cual sugiere que el espectro de

potencias es una contribución logarítmica al valor cuadrático de f(t, x̄).

2.3.1. Índice espectral

El índice espectral, (nF(k)), describe la variación de la pendiente del espectro

de potencias, matemáticamente se define como:

nF(k) ⌘ 1 +
d lnPF

d ln k
= 1 +

k

PF

dPF

dk
. (2.89)

Para un campo escalar,

< ��k̄1
��

⇤
k̄2

>=

⌧
1

a
uk1ak̄1

1

a
u
⇤
k2
a
+
k̄2

�
=

1

a2
< uk1u

⇤
k2
[ak̄1a

+
k̄2
] >, (2.90)

donde se cumple la siguiente relación [ak̄, a
+
k̄0
] = �

3
(k̄� k̄0). De la ecuación anterior se
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tiene

< ��k̄1
��

⇤
k̄2

>=
1

a2
< uk1u

⇤
k2
�
3
(k̄1 � k̄2) >=

|uk|2
a2

�
3
(k̄1 � k̄2), (2.91)

pero recordando que |uk|2
a2

= |��k|2 e igualando con la Ec. (2.87), se sigue

< fk̄1f
⇤
k̄2

>=
2⇡

2

k3
PF(k)�

3
(k̄1 � k̄2) = |��k|2�3(k̄1 � k̄2), (2.92)

al despejar el espectro PF(k) de la ecuación anterior se obtiene

PF(k) =
k
3

2⇡2
|��k|2. (2.93)

Usando la Ec. (2.79) para perturbaciones a grandes escalas, el espectro toma la

forma

PF(k) =
H

2

4⇡2

✓
k

aH

◆3�2⌫�

. (2.94)

Ahora se puede calcular el índice espectral a partir de su definición Ec. (2.89),

tomando el lnPF(k) como se desarrolla a continuación

lnPF(k) = ln
H

4⇡2
+ ln

✓
k

aH

◆3�2⌫�

,

= ln
H

4⇡2
+ (3� 2⌫�) ln k � (3� 2⌫�) ln aH.

(2.95)

Derivamos el resultado anterior con respectro al ln k obteniendo

nF(k)� 1 =
d lnPF

d ln k
= (3� 2⌫�). (2.96)

En términos de los parámetros de rodamiento lento, se tiene que 3
2 � ⌫� ⇠ 2⌘�,

entonces el índice espectral queda como

nF (k) ⇠ 1 + 2⌘�. (2.97)
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2.3.2. Índice espectral a partir de una solución exacta

Para obtener la solución exacta, se partirá de la ecuación exacta de Klein-Gordon

la cual es parecida a la ecuación derivada al inicio de esta sección, Ec. (2.58), y se reali-

za un procedimiento parecido al de la subsección anterior. Ahora, para perturbaciones

de curvatura a grandes escalas

|Q(1)
�
(k)| = Hp

2k3

✓
k

aH

◆ 3
2�⌫�

, (2.98)

donde en términos de los nuevos parámetros de slow-roll ⌫� ⇠ 3
2 + 3✏� ⌘.

Por otro lado se tiene el espectro de potencias para una perturbación de curvatura

a grandes escalas, dado por

PR =

����
H2

�0

����P
(1)
Q�

(2.99)

Se hace un desarrollo de manera análoga que en la sección anterior

P (1)
Q�

=
k
3

2⇡2
|Q(1)

�
(k)|2 = k

3

2⇡2

H
2

2k3

✓
k

aH

◆3�2⌫�

=
H

2

4⇡2

✓
k

aH

◆3�2⌫�

. (2.100)

Y por lo tanto la Ec. (2.99) queda

PR =

✓
aH

a�̇

◆2
H

2

4⇡2

✓
k

aH

◆3�2⌫�

=

✓
H

2

2⇡�̇

◆2✓
k

aH

◆3�2⌫�

. (2.101)

Haciendo uso de la Ec. (2.101) y de Ec. (2.89) el índice espectral queda

ns � 1 =
d

d ln k

✓
2 ln

H
2

2⇡�
+ (3� 2⌫�) ln k � (3� 2⌫�) ln aH

◆
,

= 3� 2⌫� = 3� 2

✓
3

2
+ 3✏� ⌘

◆
= 2⌘ � 6✏ ) ns = 1 + 2⌘ � 6✏,

(2.102)

donde se ha puesto a ⌫� en términos de los parámetros de slow-roll. A grandes escalas

el índice espectral de una perturbación de curvatura tiene un valor aproximado de

0.96.
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2.3.3. ¿Cómo se parametriza el espectro primordial de pertur-

baciones?

Generalmente el espectro de potencias de las fluctuaciones primordiales de curva-

tura se parametriza como:

PR(k) = As

✓
k

k0

◆ns�1

, (2.103)

siendo una aproximación a una función de baja potencia.

Al hacer una expansión en serie de Taylor del índice espectral alrededor de k0 se

obtiene

ns = ns|k0 + ↵s ln
k

k0
+ �s

✓
ln

k

k0

◆2

, (2.104)

con

↵s =
1

2

✓
dns

d ln k

◆����
k0

, (2.105)

�s =
1

6

✓
d
2
ns

d(ln k)2

◆����
k0

, (2.106)

esta expresión es válida siempre que ln
k

k0
sea pequeña.

Finalmente el espectro de potencias de las fluctuaciones primordiales de curvatura

se escribe como

PR(k) = As

✓
k

k0

◆ns�1+ 1
2↵s ln(

k
k0

)

, (2.107)

donde el término 1
2↵s ln

k

k0
es una parametrización de la amplitud de perturbaciones

[6].

2.4. Fondo cósmico de microondas (CMB)

En esta sección se muestran matemáticamente las ecuaciones que describen o per-

miten una mejor comprensión de lo que se observa del Fóndo Cósmico de Microondas

o por sus siglas en inglés CMB. En toda esta sección se ha hecho uso de la referencia
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[7].

La radiación es una manifestación de las perturbaciones primordiales debidas a

inflación. Para entender dichas perturbaciones de fotones, se pueden hacer prediccio-

nes mediante el espectro de anisotropías haciendo uso de las ecuaciones de Einstein-

Boltzmann.

Antes de la etapa de recombinación, los fotones estaban estrechamente acoplados

tanto a electrones como a protones, lo cual permite que se puedan describir como un

fluido único. Después de recombinación, los fotones fluyen libremente desde lo que se

denomina superficie de última dispersión.

Las perturbaciones de los fotones crecen de manera más lenta que las perturbacio-

nes de la materia, esto es debido a que la presión de los fotones es muy grande, lo cual

hace que resista la tendencia al colapso y por lo tanto, las pequeñas perturbaciones

formadas en inflación permanecen lineales hasta la época actual.

Para transformar dichas perturbaciones en predicciones del espectro de anisotro-

pías, se necesita una solución maś formal. Para los momentos de los fotones hoy

⇥l(⌘0) en términos del monopolo y el dipolo ya que estos predominan en el límite de

acoplamiento fuerte, dicha solución es la siguiente:

⇥l(k, ⌘0) ⇡ [⇥0(k, ⌘⇤) + (k, ⌘⇤)]jl[k(⌘0 � ⌘0)]+

3⇥1(k, ⌘⇤)

✓
jl�1[k(⌘0 � ⌘⇤)]�

(l � 1)jl[k(⌘0 � ⌘⇤)]

k(⌘0 � ⌘ � ⇤)

◆
+

Z
⌘0

0

d⌘e
�⌧

h
 ̇(k, ⌘)� �̇(k, ⌘)

i
jl[k(⌘0 � ⌘)],

(2.108)

donde jl es la función de Bessel esférica y se ha supuesto que recombinación tuvo

lugar en un ⌘⇤ y hasta el día de hoy en ⌘0 y ⌧ es definida como la tasa de integración

de un ⌘ a ⌘0.

De la Ec. (2.108) se observa que para resolver las anisotropías al día de hoy

únicamente se necesita conocer el monopolo (⇥0), el dipolo (⇥1) y el potencial ( )
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en recombinación.

Analizando más a detalle el término del monopolo, en especial la función Bessel

esférica, esta determina la contribución de la anisotropía a una escala angular l
�1

debida a una onda plana con un número de onda k. A escalas pequeñas se tiene

ĺım
l!+1

jl(x) =
1

l

⇣
x

l

⌘l� 1
2
, (2.109)

y se puede ver que a escalas grandes de l, la función es muy pequeña si x < l, lo cual

lleva a que ⇥l(k, ⌘0) es demasiado cercano a cero para l > k⌘0.

Las perturbaciones que contribuyen son solo aquellas cuyo número de onda es del

orden l ⇠ k⌘0.

Como se habrá notado, la anisotropía final no sólo depende de ⇥ sino también de

un potencial  debido a que estos tuvieron que “escalar” barreras de potencial para

poderlos ver hoy en día.

2.4.1. C
0
`s

La temperatura del Universo al día de hoy está dada por:

T (ā, p̂, ⌘) = T (⌘)[1 +⇥(ā, p̂, ⌘)], (2.110)

dicha expresión es conocida como campo de temperatura, donde el único control

que se tiene sobre las anisotropías es la dependencia de la trayectoria de los fotones

entrantes (p̂), a medida que esta cambia produce cambios de temperatura, los cuales

son lo que se observa del CMB. Dicha trayectoria está dada en coordenadas polares ✓

y �, lo que nos lleva a poner la parte dependiente de p̂ de la Ec. (2.110) en términos

de armónicos esféricos, obteniendo

⇥(ā, p̂, ⌘) =

1X

`=1

`X

m=�`

a`m(x̄, ⌘)Y`m(p̂), (2.111)
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donde los Y`m’s son los armónicos esféricos y toda la información del campo está

contenida en las a`m’s.

Para poder relacionar las a`m’s con los ⇥`’s se multiplican ambos lados de la

ecuación anterior por los Y`m y usando la ortogonalidad de estos es posible despejar

a las Y`m’s obteniendo

a`m(x̄, ⌘) =

Z
d
3
k

(2⇡)3
exp (ik̄ · x̄)

Z
d⌦Y⇤

`m
(p̂)⇥(k̄, p̂, ⌘), (2.112)

donde se ha usado la tranformada de Fourier (⇥(k̄)).

Por otra parte se sabe que el valor medio de las a`m’s es cero, mientras que su

varianza será distinta de cero, es decir

< a`m >= 0, (2.113)

< a`ma
⇤
`m

>= �``0�mm0C`, (2.114)

donde a la varianza se le denomina C`. Por otra parte, mientras menos `’s se midan

(por ejemplo con ` = 2, se miden cinco a`m’s) se produce una incertidumbre en la in-

formación que se puede obtener, la cual sería mayor a bajas `’s, a dicha incertidumbre

se le denomina varianza cósmica (V.C.), la cual está dada por

✓
4C`

C`

◆

V.C.
=

r
2

2`+ 1
. (2.115)

Entonces para obtener las C`’s se eleva al cuadrado la Ec. (2.112) y se toma el valor

de expectación, para el cual es necesario calcular primero < ⇥(k̄, p̂)⇥
⇤
(k̄, p̂) >, cabe

aclarar que hay una dependencia con ⌘, pero esta se ha tomado como implícita. Este

valor de expectación depende de dos fenómenos: el primero se trata de la amplitud

y fase de las perturbaciones, el cual se elige de una distibución gaussiana fijada en

inflación y el segundo fenómeno aparece al transformar las perturbaciones en aniso-

tropías, ya que se produce una dependencia con p̂, por estas razones es conveniente

separar estos dos fenómenos y escribir a esta distribución como �⇥ (⇥/�) donde ⇥/�
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no depende de la amplitud inicial, entonces se obtiene:

< ⇥(k̄, p̂)⇥
⇤
(k̄, p̂) >=< �(k̄)�

⇤
(k̄

0
) >

⇥(k̄, p̂)

�(k̄)

⇥
⇤
(k̄0, p̂)

�⇤(k̄0)
. (2.116)

Por otra parte, para poner a la ecuación anterior en términos del espectro de potencias

de materia se hace uso de la siguiente igualdad

< �(k̄)�
⇤
(k̄0) >= (2⇡)

3
�
3
(k̄ � k̄0)P (k), (2.117)

la cual se introduce en la Ec. (2.116), obteniendo

< ⇥(k̄, p̂)⇥
⇤
(k̄, p̂) >= (2⇡)

3
�
3
(k̄ � k̄0)P (k)

⇥(k̄, p̂)

�(k̄)

⇥
⇤
(k̄0, p̂)

�⇤(k̄0)
, (2.118)

donde la evolución de � y ⇥ depende sólo de k̄ y del producto punto de k̂ con p̂.

Insertando estos resultados la ecuación para las C`’s queda como

C` =

Z
d
3
k

(2⇡)3
P (k)

Z
d⌦Y`m(p̂)

⇥(k, k̂ · p̂)
�(k)

Z
d⌦

0Y`m(p̂
0)
⇥

⇤
(k, k̂ · p̂)
�⇤(k)

. (2.119)

Por otra parte, para el `-ésimo momento multipolar se tiene

⇥` ⌘
1

(�i)`

Z 1

�1

dµ

2
P`(µ)⇥(µ), (2.120)

donde P` corresponde al polinomio de Legendre de orden `. De la Ec.(2.120) se tiene

para ⇥(k, k̂ · p̂) lo siguiente

⇥(k, k̂ · p̂) =
X

`

(�i)
`
(2`+ 1)P`(k̂ · p̂)⇥`(k), (2.121)

sustituyendo la Ec. (2.121) en la Ec. (2.119) y poniendo a ⇥(k, k̂ · p̂0) en términos de
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los armónicos esféricos se obtiene

C` =

Z
d
3
k

(2⇡)3
P (k)

X

`0`00

(�i)
`
0
(i)

`
00
(2`+ 1)

⇥`0(k)⇥
⇤
`00(k)

|�(k)|2

⇥
Z

d⌦P`0(k̂ · p̂)Y⇤
`m
(p̂)

Z
d⌦

0P`00(k̂ · p̂0)Y`m(p̂
0),

(2.122)

simplificando la ecuación anterior con algunas propiedades de las integrales, se obtiene

C` =
2

⇡

Z 1

0

dkk
2
P (k)

����
⇥`(k)

�(k)

����
2

. (2.123)

Esta definición como se verá más adelante sirve para entender y diferenciar los con-

juntos de datos usados en la presente tesis ya que provienen de las observaciones del

CMB hechas por el satélite Planck.



Capítulo 3

AGUJEROS NEGROS

PRIMORDIALES

En este capítulo se hablará de algunas propiedades de los Agujeros Negros Pri-

mordiales, por sus siglas en inglés PBHs, también se muestran las restricciones a la

abundancia de estos y posteriormente se analiza cómo se pueden obtener restriccio-

nes para parámetros propios de inflación como el índice espectral y el running (↵s o

también conocido como nsk) del cual hasta ahora no se tiene un valor establecido.

Por último se obtiene una nueva restricción para dichos parámetros. Para una me-

jor comprensión en este capítulo se denota a la velocidad del sonido como cs y a la

velocidad de la luz como c.

3.1. Agujeros Negros Primordiales ¿qué son y cómo

se forman?

Los Agujeros Negros Primordiales son un tipo de agujero negro que debió de

haberse formado en el universo temprano a partir de inhomogeneidades primordiales

[8].

36



CAPÍTULO 3. AGUJEROS NEGROS PRIMORDIALES 37

En un universo dominado por radiación la ecuación de Friedmann se escribe como

H
2
=

8⇡G

3
⇢rad, (3.1)

y el radio de Hubble es

rH =
c

H
, (3.2)

con lo cual se obtiene:

r
3
H
=

✓
8⇡G

3
⇢rad

◆� 3
2

c
3
, (3.3)

de la ecuación para la densidad de radiación, se puede despejar la masa del horizonte

e insertando el resultado de la Ec. (3.3) se obtiene

MH = r
3
H
⇢rad

4

3
⇡ =

c
3

2
�
8⇡G⇢rad

3

� 1
2
G

, (3.4)

por lo tanto la densidad es lo que determina completamente la masa del horizonte y

escalan de manera inversa.

Por otra parte se tiene la fórmula para el radio de Schwarzschild, este describe el

radio de un agujero negro, al tomar la masa del horizonte y sustituir la Ec. (3.4) se

tiene

r
H

Sch
=

2MHG

c2
=

c

�
8⇡G⇢rad

3

� 1
2

. (3.5)

Si se realiza el cociente entre el r
H

Sch
y el rH obtenidos, se encontrará que son lo

mismo. Lo cual tiene una interpretación interesante, ya que al igual que la luz no

puede salir de un agujero negro, una señal de luz externa no puede entrar al horizonte

cosmológico debido a la expansión acelerada del Universo o visto de otra manera el

horizonte cosmológico representa una región causalmente desconectada del exterior.

Ahora usando el radio de Schwarzschild de una agujero negro con una masa M se

tiene:

⇢BH =
M

4⇡
3 r

3
Sch

=
3c

6

32⇡G3M2
, (3.6)



CAPÍTULO 3. AGUJEROS NEGROS PRIMORDIALES 38

por lo tanto, se puede notar que para formar agujeros negros cada vez menos masivos

se requiere de densidades cada vez mayores. Algunos ejemplos de esto son:

⇢(M = 1x10
15g) = (7.49⇥ 10

8GeV)
4
,

⇢(M = 1g) = (2.37⇥ 10
16GeV)

4
.

3.1.1. Formación de PBHs

Partiendo de la ecuación de evolución de perturbaciones de densidad

�d
24
dt2

� 2H
d4
dt

= �c
2
!

a2
r2

c
4�4⇡G⇢̄4, (3.7)

donde 4 se refiere a un contraste de densidad, es decir �⇢/⇢ y rc es el gradiente

comóvil.

Para una ecuación de onda se tiene

4 = 40 exp [i(kc · r̂ �Wt)], (3.8)

donde kc se refiere al número de onda comóvil. En términos de la transformada de

Fourier, la ecuación anterior queda

4 = 4̃(k, t) exp (ikc · r̂). (3.9)

Sustituyendo la Ec. (3.9) en la Ec. (3.7) se tiene

d
24̃
dt2

+ 2H
d4̃
dt

= �c
2
!

a2
k
2
c
4̃ � 4⇡G⇢̄4̃, (3.10)

donde el primer término a la derecha de la igualdad es debido a la presión y el segundo

a la gravedad.

En un espacio estático la Ec. (3.10) tiene como solución

4̃ = 40 exp [i(kc · r̂ �Wt)], (3.11)
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donde 40 representa un contraste de densidad inicial. Sustituyendo la solución en la

Ec. (3.10) se obtiene

�W240 = �c
2
!

a2
k
2
c
40 +4⇡G⇢̄40 . (3.12)

Por otra parte, se tiene que el número de onda comóvil es kc = ak, con lo que la

Ec. (3.12) queda como

W2
= c

2
!k

2 � 4⇡G⇢̂, (3.13)

esta última ecuación es conocida como una relación de dispersión.

Cabe mencionar que el análisis presentado corresponde a una onda de densidad (o

presión) propagándose en un medio homogéneo y estático, donde hay equilibrio entre

la presión y la gravedad.

De la Ec. (3.13) se analizan tres casos, el primero corresponde a cuando c
2
s
k
2
>

4⇡G⇢, aquí la inhomogeneidad será estable; el segundo es cuando c
2
s
k
2
< 4⇡G⇢ en

este caso la inhomogeneidad presenta una inestabilidad y el tercer caso se refiere a

un punto de transición, el cual se presenta cuando

kJ =

p
4⇡G⇢̄

cs
=

2⇡

�J

, (3.14)

donde kJ representa el número de onda de Jeans y �J se refiere a la longitud de onda

de Jeans. Esto es útil ya que permite saber las condiciones para la formación de PBHs.

Debido a que en épocas tempranas dominaba radiación, la longitud de onda de

Jeans sería la siguiente:

�J = cs

✓
3⇡

8G⇢rad

◆ 1
2

, (3.15)

donde cs es la velocidad del sonido, para la cual se sabe c
2
s
= !c

2, en el caso de

radiación ! =
1
3 . La escala de Jeans indica el tamaño mínimo de configuraciones que

son gravitacionalmente inestables teniendo como resultado la siguiente relación entre
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ambas. Por lo tanto la Ec. (3.15) queda

�J = c

✓
3⇡

2

3(8⇡G⇢rad)

◆ 1
2

, (3.16)

y si se sustituye en la ecuación anterior la Ec. (3.1) se obtiene

�J =
cp
3

⇣
⇡

H

⌘
= cs

⇣
⇡

H

⌘
. (3.17)

Partiendo de la definición del radio del horizonte, tomandolo de un tiempo inicial

t0 = 0 hasta un tiempo t se obtiene

rH = ac

Z
t

0

1

a(t)
dt = ac

Z
a

0

dt

da

da

a
= ac

Z
a

0

da

a2H
. (3.18)

Por otra parte, dado que nos encontramos en un universo dominado por radiación

(! =
1
3) se tiene, a partir de la ecuación de Friedmann

H
2
=

8⇡G

3
⇢
0
rad

✓
a

a0

◆�3(1+!)

, (3.19)

entonces sustituyendo la Ec. (3.19) en la Ec. (3.18) se llega a

rH = H
2
0⌦

0
rad

a
�4
. (3.20)

Si tomamos un tiempo inicial arbitrario se tiene que

H
2
= ⇢i =

✓
a

ai

◆�4
8⇡G

3
,) Hi = ⇢

1
2
i

⇣
ai

a

⌘2✓8⇡G

3

◆ 1
2

, (3.21)

integrando de la misma manera que se hizo en la Ec. (3.18), sólo que esta vez tomando

el tiempo inicial y usando el resultado de la Ec. (3.21) se obtiene,

rH = ac

Z
a

0

da

�
8⇡G
3

� 1
2

⇢

1
2
i

=
a
2
c

Hia
2
i

. (3.22)
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Por otra parte se tiene la siguiente relación

a = ai

✓
t

ti

◆ 1
2

, (3.23)

de la cual se puede obtener el parámetro de Hubble por definición, de la siguiente

manera

H =
ȧ

a
=

1

2t
, (3.24)

donde a está dada por la Ec. (3.23) y Hi por

Hi =
1

2

1

ti
, (3.25)

y por tanto la Ec. (3.22) se escribe como

rH =
c

Hi

✓
t

ti

◆
. (3.26)

Sustituyendo la Ec. (3.25) en la Ec. (3.26) se tiene que

rH =
ca

2
i
(t/ti)

1
2
1
ti
a
2
i

= 2ct. (3.27)

Por otra parte, el radio de Jeans es el siguiente

rJ =
�J

2
=

c

2
p
3

⇡

H
, (3.28)

y al escribir a H como (2t)
�1, en la Ec. (3.28) se obtiene

rJ =
⇡p
3
ct = 1.81ct. (3.29)

En particular para formar PBHs se requiere que se cumpla que

rJ < rBH < rH , (3.30)

entonces de los resultados dados por las Ecs. (3.29) y (3.27) se puede ver que se cumple
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la condición para que suceda el colapso gravitacional, lo cual implica rpert ⇠ 2ct = rH .

Una última condición requerida al momento del cruce del horizonte de Hubble es

la siguiente

! = �crit < �CH =
�⇢

⇢̄
< 1, (3.31)

por lo tanto, los PBHs se forman cuando las perturbaciones son de amplitud � suficien-

temente grande y del orden del horizonte. Por otra parte se sabe que la probabilidad

de formar esctructura requiere de una amplitud �crit (delta-crítica), la cual representa

la fracción de materia en forma de objetos que colapsan cuando alcanzan este valor.

Para PBHs �crit =
1
3 [6, 9].

Es importante mencionar que, como demostró Hawking, los PBHs no pueden

crecer al mismo ritmo que el horizonte, esto es

drH

dt
>

drSCH

dt
, (3.32)

esto también fue demostrado con argumentos hidrodinámicos.

3.1.2. Masa de los PBHs respecto al horizonte.

La masa de un agujero negro primordial es muy parecida a la masa del horizonte:

MPBH ⇠ MH =
4

3
⇡⇢r

3
H
, (3.33)

partiendo de esto, se tiene [10]

MH =
4⇡⇢

3

⇣
c

H

⌘3
=

H
2

2G

⇣
c

H

⌘3
=

c
3
t

G
' 10

15g
✓

t

10�23 s

◆
, (3.34)

por ejemplo si un agujero negro primordial se forma durante radiación a un tiempo

t = 10
�23 s este tendrá una masa alrededor de M = 10

15g.

Así que se asumirá que la masa de PBHs es una fracción fija fM de la masa del

horizonte, la cual tiene un valor fM ' (
1
3)

3
2 [9].
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3.1.3. Radiación de Hawking

Los PBHs por ser pequeños y estables son los únicos que se evaporan por emisión

de radiación de energía térmica, este proceso es llamado radiación de Hawking, el

cual se desarrollará siguiendo la referencia [11].

Se tiene que la temperatura de un agujero negro es la siguiente

TBH =
~c3

8⇡GKB

1

M
⇡
✓
1.22x10

23 kg
MBH

◆
K = 6.169⇥ 10

�8K
✓

M

M�

◆�1

. (3.35)

Esto hace que se evaporen completamente en un tiempo

tev =
5120⇡G

2
M

3
0

~c4 , (3.36)

donde M0 es la masa de un agujero negro.

Para demostrar esto por simplicidad se considera a un agujero negro de Schwarzs-

child que no gira, que no está cargado y que tiene una masa M .

El Radio de Schwarzschild está dado por

rSch =
2GM

c2
, (3.37)

y la aceleración debida a la gravedad en el horizonte de eventos es

g =
GM

r
2
Sch

. (3.38)

Al sustituir la Ec.(3.37) en la Ec. (3.38) se obtiene

g =
c
4

⇡GM
. (3.39)

La radiación de Hawking que presenta un espectro de cuerpo negro, el cual tiene una

temperatura T , estará dado por

E = KBT =
~
2⇡c

g. (3.40)
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Sustituyendo el resultado obtenido por la Ec. (3.39) en la Ec. (3.40), se obtiene la

temperatura de Hawking

TH =
~c3

8⇡GMKB

. (3.41)

Ahora, haciendo uso de la ley de energía de Stefan-Boltzmann, Ec. (3.42), de la

constante de Stefan-Boltzmann, Ec. (3.43), del área de una esfera que tiene como

radio rSch, Ec. (3.44), y tratando a un agujero negro como un cuerpo negro perfecto,

es decir ✏ = 1

P = Asj⇤ = As✏�T
4
, (3.42)

� =
⇡
2
K

4
B

60~3c2 , (3.43)

As =
16⇡G

2
M

2

c4
, (3.44)

se obtiene la derivación de la ley de energía de radiación de los agujeros negros de

Stefan - Boltzmann - Schwarzshild - Hawking

P =
~c6

15, 360⇡G2M2
. (3.45)

Por simplicidad para el siguiente análisis se define una constante de evaporación

como kev =
~c6

15,360⇡G . Por otro lado, la potencia es la tasa de pérdida de energía dada

por

P = �dE

dt
=

kev

M2
, (3.46)

y al utilizar la Ec. (3.45) en la definición anterior se obtiene

P = �dE

dt
= � d

dt
(Mc

2
),

) �c
2dM

dt
=

kev

M2
) M

2
dM = �kev

c2
dt.

(3.47)

Integrando desde una masa inicial M0 hasta evaporarse por completo, tomando
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que esto sucede en un tiempo inicial igual a cero hasta un tiempo de evaporación tev

finalmente se logra obtener

Z 0

M0

M
2
dM = �kev

c2

Z
tev

0

dt (3.48)

) tev =
M

3
0 c

2

3kev
=

✓
c
2
M

3
0

3

◆✓
15, 360⇡G

2

~c6

◆
=

5, 120⇡G
2
M

3
0

~c4 . (3.49)

3.2. Relevancia cosmológica de los Agujeros Negros

Primordiales.

Se define a la abundancia de PBHs como la fracción de la masa del Universo que

entró en forma de PBH en una escala de masa M [6].

�(MPBH) ⌘
✓
⇢
i

PBH

⇢
i

crit

◆
, (3.50)

donde i denota en valor inicial y ⇢crit es la densidad crítica [10, 9], en este caso la ⇢
i

crit

está dominada por radiación.

Si tomamos las perturbaciones iniciales como gaussianas, la distribución de pro-

babilidad para un contraste de densidad:

P (�(RM)) =

✓
1p

2⇡�(RM)

◆
exp

✓
��

2
(RM)

2�2(RM)

◆
. (3.51)

donde �(RM) se refiere a la varianza de materia a una masa dada, la cual se definirá

más adelante.

Utilizando la teoría de Press-Schechter, se calcula la abundancia inicial de PBHs

como:

�(MPBH) = 2fM

Z 1

�crit

P (�(RM))d�(RM) ⇠ fM erfc

✓
�critp
2�(RM)

◆
, (3.52)

la cual permite calcular la relación entre la abundancia inicial de PBHs y la varianza
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de materia a una masa dada [10].

Por otro lado, la varianza de masa se escribe como:

�
2
(R) =

Z 1

0

exp(�k
2
R

2
)P�(k)

dk

k
. (3.53)

Para traducir esto al espectro de potencias de curvatura, se utiliza la correspon-

dencia:

P�(k) =
16

3

✓
k

aH

◆2

j
2
i

✓
kp
3aH

◆
PR(k), (3.54)

insertando la ecuación anterior en la Ec. (3.53) y al fijar R =
1
aH

se tiene

�
2
(R) =

16

3

Z 1

0

exp(�k
2
R

2
)(kR)

2
j
2
i

✓
kRp
3

◆
PR(k)

dk

k
, (3.55)

donde ji es la función Bessel esférica y R es la perturbación primordial de curvatura

con lo cual la integral está dominada alrededor de k ⇠ R
�1 [10].

A continuación se describen cotas observacionales a �(M) en el extremo de bajas

masas, todas estas son cotas teóricas dado que la evaporación de PBHs aún no ha

sido contrastada experimentalmente.

3.2.1. Relíquias.

Lo último que quedaría después de evaporarse un PBH es una partícula supersi-

métrica la más ligera del modelo estándar o una relíquia del tamaño de la masa de

Planck. Si estas son estables pasan a ser componentes de la materia oscura fría, con

la restricción de no exceder la densidad de materia oscura observada [10].

3.2.1.1. Relíquias del tamaño de la masa de Planck.

Si los PBHs al evaporarse dejan relíquias estables del tamaño de la masa de Planck

y el recalentamiento es producido a una temperatura TR, entonces para que cumplan
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con la condición de tener menor densidad crítica de materia oscura se impone [12]

�(M) < 1.0257⇥ 10
�28

k
�1

✓
M

Mpl

◆ 3
2

, (3.56)

para un rango de masa

✓
TR

Tpl

◆�2

<

✓
M

Mpl

◆
< 10

11
k

2
5 . (3.57)

3.2.1.2. Partícula supersimétrica

Para no exceder la densidad de materia oscura observada en la actualidad se tiene

la siguiente restricción:

�(M)  1.2821⇥ 10
�18

✓
M

10�11g

◆� 1
2 ⇣ mLSP

100GeV

⌘�1

, (3.58)

para masas,

M  10
11
⇣

mLSP

100GeV

⌘�1

, (3.59)

la cual al depender de la masa de la partícula supersimétrica, se tendrá una incerti-

dumbre considerable [12].

3.2.2. Derivación de cotas.

Se usarán estas restricciones para transformarlas a restricciones del espectro de

potencias de curvatura primordial mediante la siguiente equivalencia

✓
M

Meq

◆
= fM

✓
geq

g

◆ 1
3
✓
keq

k

◆2

, (3.60)

donde Meq = 1.3 ⇥ 10
49
(⌦

0
m
~2)�2 g, geq ' 3, keq = 0.07⌦

0
m
~2Mpc�1 y g = 106.75, k

es el número de onda asociado a las perturbaciones de masa M [10].
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3.2.3. ¿Cómo podemos restringir el parámetro ↵s?

El objetivo de esta tesis es restringir el parámetro ↵s (nsk) con las restricciones

a la abundancia de agujeros negros primordiales tomando en cuenta las restricciones

antes vistas e incluyendo la cantidad de la materia oscura que hay hoy en día. Además

se acotarán y, en el mejor de los casos, se excluirán modelos inflacionarios.

Partiendo de las Ecs. (3.57) y (3.59) con un rango de masas tanto para relíquias del

tamaño de la masa de Planck como para partículas supersimétricas, transformándolas

a través de la Ec. (3.60) a números de onda, con ellas se obtuvo el radio R. Por otro

lado, del mismo rango de masas se obtuvieron restricciones a la abundancia de PBHs,

Ecs. (3.56) y (3.58), que nos dan a su vez restricciones a la varianza, Ec. (3.52).

Conociendo todo esto, se obtienen restricciones al espectro de potencias primordial

mediante la Ec. (3.55), teniendo finalmente restricciones al running (↵s) depejándolo

de la Ec. (2.107).

Siguiendo este procedimiento, realizado computacionalmente en Python (para

más detalle sobre el código creado se sugiere ver el Apéndice A) se obtiene la ecuación

de la recta sobre la cual el parámetro ↵s adquiere valores que violan las restricciones

a la abundancia de PBHs.

Para obtener la recta más restrictiva, se tomó el valor mínimo del espectro de

potencias, en este caso es PR = 0.01454475 al cual le corresponde el valor más grande

del número de onda, el cual es k = 1.92981156⇥ 10
22. La ecuación de la recta es:

↵s = �0.03679ns + 0.04744, (3.61)
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Figura 3.1: Restricción al running con los agujeros negros primordiales.

la cual restringirá los posteriors del parámetro ↵s de Planck 2015, ver. Fig. (3.2).

Figura 3.2: Resultados reportados por el satélite Planck en 2015 para los parámetros
ns y ↵s. [13]

El objetivo es que esta recta acote/restrinja el running ↵s como se muestra en la

Fig. (3.3), es decir, que todos los puntos que están por encima de dicha recta no se

tomen en cuenta.
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Figura 3.3: Zona de restricción esperada. La línea azul muestra la restricción impuesta
por los agujeros negros primordiales.

Esto se hará usando estadística Bayesiana y mediante cadenas de Markov se re-

correrá el espacio de parámetros a través de los métodos de Monte Carlo, en especial

usando el algoritmo Metropolis-Hastings, lo cual explica más a detalle en el siguiente

capítulo.



Capítulo 4

METODOLOGÍA

En este capítulo se menciona el teorema de Bayes y cómo se hace uso de este, al

igual que la manera en que se samplea el espacio de parámetros mediante el método

de Monte Carlo, el cual hace uso del algoritmo Metropolis-Hasting. Por otra parte, se

explica brevemente el paquete Monte Python y las modificaciones que se hicieron

al likelihood de Planck para llevar a cabo el objetivo de esta tesis.

4.1. Estadística Bayesiana

El teorema de Bayes describe la probabilidad condicional de que se cumpla un

evento H dado que se observen datos D que podrían estar relacionados con el evento

[14]

P (H|D) =
P (D|H)P (H)

P (D)
, (4.1)

donde

P (H) es llamado prior, debido a su nombre en inglés predictive and marginal

likelihood. Este representa el grado de conocimiento o ignorancia sobre la verdad

de la hipótesis después de analizar los datos.

P (D|H) es nuestra función likelihood, también es llamada función de verosi-

militud o función de probabilidad y esta representa el grado de confiabilidad.

Si se asume que las mediciones se distribuyen entorno a un valor real la función

51



CAPÍTULO 4. METODOLOGÍA 52

está dada por

P (H) / exp


��

2
(H)

2

�
.

Al maximizar la función de densidad es equivalente a minimizar la función �
2.

P (H|D) es conocido como posterior, el cual respresenta la verdad de nuestra

hipótesis de datos.

P (D) es una constante de normalización, la cual no depende de manera explícita

de la hipótesis. Se le da el nombre de evidencia.

Para encontrar el mejor ajuste de los parámetros de los datos observados del CMB

se debe maximizar el likelihood, el cual se expresa en forma de gaussiana de la siguiente

manera

P (D|H) = L(D|H) =
1

(2⇡)nDet|C| 12
exp

✓
�1

2
�
2

◆
, (4.2)

donde la �
2 será la relación de los picos observacionales del CMB.

4.2. Cadenas de Markov

Las cadenas de Markov son una secuencia de variables aleatorias x0, x1, ... con

valores en un conjunto S dados los valores a partir de un momento n, los subsecuentes

xn+1, xn+2, ... dependen de los x0, ..., xn sólo a través del estado actual xn [15]. En

pocas palabras son una serie de pasos o saltos dados, en este caso dentro del espacio

de parámetros para el cual se evalúa la función likelihood.

Dichas cadenas se llevan a cabo a través de los métodos de Monte Carlo, los

cuales son algoritmos computacionales basados en el muestreo aleatorio del espacio

de parámetros. En este trabajo se emplea el método Metropolis-Hastings el cual se

describe a continuación.
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4.2.1. Algoritmo Metropolis-Hasting

En este algoritmo se define el logaritmo de la función likelihood (Loglike), el

tamaño del paso entre cada punto, el número de pasos totales que dará la cadena y

para saber la cantidad de pasos aceptados se hace uso de un contador, obteniendo así

una tasa de aceptación.

La cadena comienza generando un número aleatorio para luego definir los puntos

nuevos al sumar el valor inicial o el valor del paso anterior (según sea el caso) con un

nuevo número aleatorio multiplicado por el tamaño del paso para derivar un nuevo

Loglike con respecto a los puntos obtenidos en dicho paso.

La cadena corre dentro de un ciclo for, en el cual mediante condicionales se im-

ponen las restricciones cosmológicas para que la cadena no de un paso "prohibido",

dentro de cada condicional se pone un criterio para aceptar o rechazar algún paso: se

le resta el nuevo valor del Loglike al valor del paso anterior; si el valor de la resta es

mayor a cero entonces se acepta el número y se define como 1, de lo contrario se toma

la exponencial de dicha resta, este valor se compara con un número aleatorio entre

cero y uno, si es mayor a dicho valor aleatorio se agrega el nuevo punto a la cadena y

si esto no sucede se agrega a la cadena el valor del paso inicial (o anterior). Si no se

cumple ninguna de las restricciones cosmológicas, entonces se toma el valor del paso

inicial (o anterior) [14].

Este algoritmo permite samplear todo el espacio de parámetros y obtener las

regiones de mayor probabilidad, en caso de tener una probabilidad propia de una

variable aleatoria, las distribuciones de probabilidad son gaussianas, con este supuesto

las regiones de mayor probabilidad acumulada hasta el 68 % (95 %) representa una

región de confianza de 1� (2�), las figuras que se presentan más adelante muestran

dichas regiones de confianza. Por otra parte el criterio de convergencia usado fue el

de Gelman-Rubin el cual requiere que R�1 < 10
�3 donde R es el factor de reducción

de escala, el cual relaciona las inferencias agrupadas [16].
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4.3. Monte Python

Para llevar a cabo el análisis de los datos observacionales se utilizó del programa

Monte Python el cual es un paquete de muestreo de MCMC (Markov chain Monte

Carlo) escrito en Python [17], este es utilizado para la inferencia de parámetros en

cosmología a través del algoritmo Metropolis-Hastings [18]. Monte Python está

conectado con el programa CLASS (Cosmic Linear Anisotropy Solving System) el

cual se encarga de resolver las ecuaciones de Boltzmann [19].

Por otra parte, Monte Python clasifica los parámetros de la siguiente manera

[20]:

Parametros cosmo. Estos parámetros son usados por CLASS.

Parámetros nuisance. Estos parámetros son usados para calcular las probabi-

lidades.

Parámetros derived. Estos parámetros no son variados directamente por el

algoritmo pero pueden ser calculados dados los parámetros anteriores.

Este permite agregar datos experimentales de manera sencilla, sólo basta con

modificar el archivo .param. También se pueden agregar parámetros, sin embargo

para poder hacerlo se necesita declararlo en CLASS o verificar si este ya lo tiene por

default [20].

4.3.1. Parámetros calculados

Los conjuntos de datos probados en la presente tesis fueron Planck lite y Full

Planck, la diferencia entre estos son la cantidad de parámetros nuisance como se

puede ver en las Figs. (4.1) y (4.2). En Full Planck se especifican los valores de di-

chos parámetros lo cual entre otras cosas conlleva un mayor tiempo de procesamiento

computacional.

Por otra parte los datos usados en este trabajo fueron:

Para Planck lite se usaron Planck high-` lite y Planck low-`.
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Para Full Planck se usaron Planck high-` y Planck low-`.

La diferencia que existe con Planck high-` y Planck low-` es el rango de las C
0
`
s que

abarcan; Planck high-` toma `
0
s en un rango de 30  `  2508 mientras que Planck

low-` se refiere a ` < 30 [21].

Figura 4.1: Parámetros calculados con Full Planck.

Figura 4.2: Parámetros calculados con Planck lite.

Cabe decir que para el caso del parámetro ↵s (el cual es un parámetro cosmo)

no fue necesario declararlo en CLASS ya que este existe dentro de dicho programa,

sólo fue necesario declararlo como alpha_s en el archivo .param dentro de Monte

Python y se fijaron los valores con base en los datos de Planck 2015 [13] para

ambos conjuntos de datos sampleados.

4.3.2. Restricciones a valores a priori en parámetros de infla-

ción

Para implementar la restricción obtenida de la abundancia de PBHs resumida en

la ecuación de la recta Ec.(3.61), se modificó el likelihood de Monte Python
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(el cual se encuentra en la carpeta montepython de dicho programa) imponiendo la

ecuación de la recta en forma de condicional como se muestra en la Fig. (4.3).

Figura 4.3: Líneas de código de la restrición añadida.

Este condicional lo que hace es tomar el valor fuera de la zona que restringe la

recta y le da un valor al Loglike muy negativo de manera que no se tome dicho punto

en la cadena.

En la siguiente sección se discutirán los resultados obtenidos para ambos conjuntos

de datos presentados y en específico para los parámetros ns y ↵s que desde un inicio

fueron de interés para esta tesis.



Capítulo 5

RESULTADOS

En este capítulo se mencionan las particularidades que se presentaron en el sam-

pleo de cada conjunto de datos, también se muestran las gráficas obtenidas de cada

uno de estos para los parámetros de inflación de interés tanto sin la resticción como

con la restricción y sus respectivas tablas de valores y por último se hace un análisis

de los datos obtenidos.

5.1. Particularidades del sampleo

Planck lite

Tanto para el sampleo sin la restricción como con la restricción se pusieron

cuatro cadenas de 200,000 puntos cada una, se interrumpió el proceso hasta

que se alcanzó una tasa de aceptación con 600,904 puntos (sin la restricción)

mientras que con la resticción fue de 601,701 puntos.

Full Planck

• Sin usar restricción se pusieron seis cadenas de 100,000 puntos cada una,

es decir 600,000 puntos en total.

• Con restricción se pusieron seis cadenas de 200,000 puntos, interrumpiendo

el proceso con 600,945 puntos en total.

57



CAPÍTULO 5. RESULTADOS 58

Cabe recordar que para ambos conjuntos de datos se cumplió el criterio de con-

vergencia de Gelman-Rubin, lo cual garantiza la convergencia de las cadenas.

5.2. Resultados para el sampleo de datos Lite

Parámetro Mejor ajuste media±� Min. al 95 % Max. al 95 %

ns 0.9632 0.9644
+0.0061
�0.0062 0.952 0.9767

↵s �0.007639 �0.004998
+0.0072
�0.0075 �0.01997 0.00976

Tabla 5.1: Resultados obtenidos usando Planck lite sin restricción de PBHs.

Parámetro Mejor ajuste media±� Min. al 95 % Max. al 95 %

ns 0.9651 0.9643
+0.0061
�0.0061 0.9521 0.9764

↵s �0.006086 �0.005229
+0.0074
�0.007 �0.01895 0.008946

Tabla 5.2: Resultados obtenidos usando Planck lite con restricción de PBHs.

Figura 5.1: Gráficas de los resultados obtenidos con Planck lite. La zona más
oscura muestra el 68 % y la tenue el 95 % de la probabilidad acumulada.

Para el conjunto de datos Lite al comparar ambas tablas se puede ver una

reducción en el valor del mejor ajuste para ambos parámetros (ns y ↵s), mientras que
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en el valor medio con sus respectivos valores de confianza se muestra una reducción

para el valor máximo del parámetro ↵s. Por otro lado, a 2� se observa una reducción

del parámetro ↵s así como un aumento en su valor mínimo. Esto corresponde a una

reducción efectiva en el aréa de la región de confianza del plano ns-↵s. Este resultado

se discute más adelante en la sección 5.4.

5.3. Resultados para el sampleo de datos full

Parámetro Mejor ajuste media±� Min. al 95 % Max. al 95 %

ns 0.9595 0.9649
+0.0063
�0.0061 0.9525 0.9777

↵s �0.01192 �0.007271
+0.0082
�0.0082 �0.0236 0.008901

Tabla 5.3: Resultados obtenidos usando Full Planck sin restricción de PBHs.

Parámetro Mejor ajuste media±� Min. al 95 % Max. al 95 %

ns 0.9634 0.9644
+0.0064
�0.0059 0.9523 0.9768

↵s �0.01162 �0.007682
+0.008
�0.0078 �0.02295 0.007871

Tabla 5.4: Resultados obtenidos usando Full Planck con restricción de PBHs.

Figura 5.2: Gráficas de los resultados obtenidos con Full Planck. La zona más
oscura muestra el 68 % y la tenue el 95 % de la probabilidad acumulada.
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Para el conjunto de datos Full, al comparar ambas tablas no se ve un cambio

apreciable en el mejor ajuste, sin embargo para los demás datos (la media, los mínimos

y máximos al 95%) se nota una disminución pequeña pero consistente, mostrando

una tendencia a valores más negativos del parámetro ↵s.

5.4. Análisis de resultados

Se impusieron restricciones a parámetros inflacionarios como el índice espectral

(ns) y el running (↵s) a partir de restricciones a la abundancia de Agujeros Negros

Primordiales (PBHs) obteniendo una región prohibida delimitada por la Ec. (3.61).

Usando los datos de Planck 2015 y mediante un análisis bayesiano para el pará-

metro ↵s se obtuvo como resultado que la restricción reduce tanto el valor esperado

de dicho parámetro como su intervalo de confianza. Para un mejor análisis de los re-

sultados se calculó el test figure of merit (FoM) el cual cuantifica el área del plano

ns � ↵s que abarca el 95% de los puntos aceptados en las cadenas. Formalmente, la

FoM se define como el inverso del determinante de la matriz de covarianza en el plano

de los parámetros (en este caso el plano ns � ↵s). Dado que estos parámetros están

poco correlacionados el FoM se puede aproximar como:

FoM(ns�↵s) ⌘ (Det(C))
� 1

2 ⇡ 6.17⇡

A95
, (5.1)

donde C es la matriz de covarianza y A95 es el área de la región del 95% de conver-

gencia [22].

Esto se hizo tomando los valores en las tablas y aproximando dicha área a un

cuadrado en ambos casos. Como resultado de dicho análisis se obtuvo una mejoría en

el FoM(ns�↵s) donde para el conjunto de datos lite se tiene que el cociente de la

FoM con restricción sobre la FoM sin restricción es:

FoM(ns�↵s)
C.Rest

FoM(ns�↵s)
S.Rest

= 1.08, (5.2)

mientras que para el conjunto de datos full el cociente de ambas cantidades es de
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1.04. Lo anterior indica una disminución de los valores aceptables en el espacio de

parámetros ns-↵s con la restricción a la abundancia de PBHs.
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CONCLUSIONES

En este trabajo se obtuvo una nueva restricción a parámetros propios del para-

digma inflacionario a partir de las restricciones a la abundancia de Agujeros Negros

Primordiales (PBHs). Dicha restricción se obtuvo a partir de la menor cota al espectro

de potencias primordial en el extremo de baja masa, donde la abundancia de PBHs

está restringida por las relíquias del tamaño de la masa de Planck, producto de su

evaporación.

La restricción resumida en la Ec. (3.61) fue adaptada al paquete Monte Python

que samplea cadenas de Markov, en el espacio de parámetros de modelos cosmo a

partir de datos de la radiación cósmica de fondo (CMB) obtenidos del satélite Planck.

Este ejercicio implica una modificación del paquete no desarrollada anteriormente y

descrita en el capítulo 4.

Para samplear el espacio de parámetros se usaron dos conjuntos de datos distintos

de los cuales se notó un mayor impacto de los parámetros con el conjunto Planck

Lite lo cual se puede ver en la tablas. Más aún, en la sección 5.4 se muestra la mejoría

en la determinación de los parámetros ns y ↵s en términos de la prueba estadística

Figure of Merit (FoM). Esta prueba demuestra que con la restricción hay una mejoría

del 8 % con los datos lite y del 4 % con los datos full.

Como consecuencia del análisis presentado se puede decir que las restricciones a la

abundancia de PBHs sirven para restringir a los parámetros que describen inflación

lo que prueba nuestra hipótesis inicial.
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A futuro, será posible repetir el análisis con extensiones como las siguientes

1. Mejorar el análisis con el conjunto completo de datos que incluya el espectro

de polarización y posiblemente otros experimentos que prueben al espectro en

escalas más bajas (`’s mayores).

2. Cotas menos restrictivas a partir de observaciones para PBHs de otras masas.

Es decir, cotas a partir de las restricciones de la partícula Supersimétrica más

ligera, y cotas a partir de distorsiones espectrales del CMB [10].

3. Restricciones combinadas al parámetro ↵s y a �s (running of the running of the

spectral index ), a partir de las mismas cotas observacionales utilizadas en este

trabajo. Dado que el parámetro extra �s provee mayor libertad al cambio en la

amplitud del espectro primordial, es posible encontrar restricciones más fuertes

a partir de la abundancia de PBHs.
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Apéndice A

Obtención de Cotas

Figura A.1: Paquetería usada en Python.

Figura A.2: Para simular el logaritmo de las masas, se creo un arreglo que va del
uno al once, tomando espacios de 0.5, esto fue tomando en cuenta un rango que
esté en ambos casos, tanto para masas del tamaño de Planck como de una partícula
supersimétrica (LSP).

Figura A.3: Se evaluó el logaritmo de las masas en fórmula de la abundancia de
Agujeros Negros Primordiales para relíquias del tamaño de la masa de Planck.

66



APÉNDICE A. OBTENCIÓN DE COTAS 67

Figura A.4: Se evaluó el logarítmo de las masas en fórmula de la abundancia de
Agujeros negros primordiales para relíquias del tamaño de la masa de una partícula
supersimétrica.

Figura A.5: Se evaluaron los resultados obtenidos de las abundancias para masas de
Planck, en la función del espectro de potencias.

Figura A.6: Se evaluaron los resultados obtenidos de las abundancias para masas de
LSP, en la función del espectro de potencias.

Figura A.7: De ambos arreglos de los logaritmos de las abundancias, se tomaron los
mínimos.

Figura A.8: Los mínimos se evaluaron en la función para el espectro de potencias.
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Figura A.9: Se evaluaron los logaritmos de las masas en la función que se tiene para
el número de onda.

Figura A.10: Se evaluaron los logaritmos del número de onda y del espectro en la
función para el running (↵s).

A.0.1. Ecuación de la recta

Figura A.11: Se creó un arreglo que tomara el mismo intervalo que la gráfica de Planck
2015.

Figura A.12: Se evaluó el arreglo del índice espectral en la fórmula que se tenía para
el ↵s.
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Figura A.13: Finalmente se usó este código para conocer la pendiente y la abscisa,
obteniendo finalmente la recta.
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