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Introducción

En 1908, Plemelj resolvió el siguiente problema: encontrar dos funciones Φ+, anaĺıtica en
el interior de una curva simple cerrada Γ, y Φ−, una función anaĺıtica en el exterior de la
curva Γ, donde Φ−(z) tiende a cero cuando z → ∞ tal que Φ+ − Φ− = f sobre Γ, donde f
es una función con valores complejos en Γ. En la solución de este problema, obtenemos las
fórmulas Sokhotski-Plemelj dadas por los valores ĺımites de las funciones

Φ+(t) =
1

2
ϕ(t) +

1

2πi

∫
Γ

ϕ(τ)

τ − t
dτ (t ∈ Γ),

Φ−(t) = −1

2
ϕ(t) +

1

2πi

∫
Γ

ϕ(τ)

τ − t
dτ (t ∈ Γ).

Esto fue de mucha importancia en su solución del problema Riemann-Hilbert.
En esta solución intervienen las integrales singulares sobre Γ

Φ(z) =
1

2πi

∫
Γ

ϕ(s)

s− z
ds (z ∈ C \ Γ),

donde ϕ es una función sobre Γ, Φ(z) es la integral de tipo Cauchy y z está en el interior o
exterior de Γ.

Cuando se habla de operadores integrales singulares, usualmente se tiene en mente los
operadores de la forma

(Kϕ)(t) = a(t)ϕ(t) +
1

πi

∫
Γ

k(t, s)

t− s
ϕ(s)ds,

donde Γ es una curva rectificable, k(t, s) es una función que es regular en cierto sentido y
la integral es entendida en el sentido del valor principal de Cauchy. Bajo algunas hipótesis
naturales estos operadores son representados en la forma K = A+ T1 o K = B + T2, donde

(Aϕ)(t) = c(t)ϕ(t) +
d(t)

πi

∫
Γ

ϕ(τ)dτ

τ − t
,

(Bϕ)(t) = c(t)ϕ(t) +
1

πi

∫
Γ

d(τ)ϕ(τ)dτ

τ − t
,

y T1, T2 son operadores compactos.
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A estos operadores A = cI + dSΓ y B = cI + SΓdI, donde I es el operador identidad y

(SΓϕ)(t) =
1

πi

∫
Γ

ϕ(τ)

τ − t
dτ,

los llamaremos operadores integrales singulares sobre la curva Γ.
Ahora, usando las proyecciones PΓ = 1

2(I + SΓ) y QΓ = 1
2(I − SΓ), podemos representar

estos operadores A y B en la forma A = aPΓ + bQΓ y B = PΓaI +QΓbI, donde a = c+ d y
b = c− d. Estas funciones a, b las llamaremos los coeficientes de los operadores A y B.

En esta tesis se estudiará la invertibilidad y la invertibilidad lateral de estos operadores
integrales singulares sobre una curva Γ cuando sus coeficientes son discontinuos de primera
especie. En el primer caṕıtulo trabajaremos con el operador SΓ en el espacio Lp(Γ, ρ), donde
ρ es una función de peso dada por

ρ(t) =
m∏
k=1

|t− tk|βk ,

donde t1, ..., tm son diferentes puntos en Γ y β1, ..., βm son números reales en el intervalo
(−1, p − 1). En el caṕıtulo 2 estudiaremos más acerca de las funciones Φ+, Φ− y las pro-
yecciones PΓ y QΓ. El caṕıtulo 3 será dedicado a la inversión y la inversión lateral de estos
operadores cuando los coeficientes son continuos tomando en cuenta la factorización de la fun-
ción a/b. La teoŕıa de Fredholm se introducirá en el caṕıtulo 4. En el caṕıtulo 5 tomaremos
a Γ una curva cerrada no simple y se dará la forma en que se conectan los operadores A y B
entre ellos y sus operadores adjuntos. Como una generalización del caṕıtulo 3, se buscará una
factorización generalizada de funciones medibles acotadas en el caṕıtulo 6. Finalmente en el
último caṕıtulo se darán los criterios para la invertibilidad y la invertibilidad lateral de estos
operadores y la forma de sus respectivas inversas.

Esta tesis se basa en el estudio de los libros [1] “One−dimensional linear singular integral
equations : I. Introduction” y [2] “One − dimensional linear equations : II. General
theory and applications” de I. Gohberg y N. Krupnik, donde los caṕıtulos 1-4 son relaciona-
dos, respectivamente, con los caṕıtulos 1-4 del libro [1], y los caṕıtulos 5-7 de la tesis reflejan,
respectivamente, los caṕıtulos 7-9 del libro [2].
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Caṕıtulo 1

El operador integral singular

Tomaremos en cuenta los operadores integrales singulares de la forma

(SΓϕ)(t) =
1

πi

∫
Γ

ϕ(τ)

τ − t
dτ.

Diremos que Γ es un arco simple si es una curva orientada, acotada, no cerrada y sin
puntos en común con diferentes arcos tal que satisface la condición de Lyapunov. La última
condición quiere decir que el ángulo ΘΓ(t), t ∈ Γ, entre la tangente a la curva en el punto t
y el eje real positivo satisfacen la condición de Hölder |ΘΓ(t1) − ΘΓ(t2)| ≤ C|t1 − t2|α, para
alguna constante C, donde 0 < α < 1. Si una curva Γ consiste de muchas curvas simples finitas
Γ1,Γ2, ...,Γn que tienen en común un número finito de puntos, diremos que es una curva no
simple. Los puntos en común serán llamados singulares. Debemos tomar en cuenta que si Γi
y Γk tienen un punto en común, entonces Γi ∪ Γk es o bien de Lyapunov o las tangentes a la
curva en ese punto singular no coinciden. Un punto se llama no singular si no es un punto
común de ciertos arcos simples y orientados. Llamaremos a Γ una curva cerrada si separa la
extensión del plano complejo C∞ = C ∪∞ en dos conjuntos F+

Γ y F−Γ tal que Γ es frontera
de ambos conjuntos. Para mayor brevedad, asumiremos que z = 0 ∈ F+

Γ y z = ∞ ∈ F−Γ .
Denotaremos a R(Γ) como el conjunto de todas funciones racionales que no tienen polos en
la curva Γ, mientras que R±(Γ) será el conjunto de todas funciones racionales de los cuales
sus polos son localizados en F±Γ . Una integral de la forma

1

πi

∫
Γ

ϕ(τ)

τ − t
dτ (t ∈ Γ)

entendida en el sentido del valor principal de Cauchy será referida como una integral singular
a lo largo de la curva no simple Γ. El valor de esta integral será denotada por (SΓϕ)(t).

Teorema 1.1. Sea Γ una curva cerrada no simple, r+ ∈ R+(Γ), r− ∈ R−(Γ) y r−(∞) = 0.
Entonces las ecuaciones:

(SΓr+)(t) = r+(t), (SΓr−)(t) = −r−(t)

7



8 CAPÍTULO 1. EL OPERADOR INTEGRAL SINGULAR

se cumplen para cada punto no singular t ∈ Γ.

Demostración:
Sea r+ ∈ R+(Γ), como la función (r+(τ)− r+(t))(τ − t)−1 es holomorfa en F+

Γ , tenemos

(SΓr+)(t) =
1

πi

∫
Γ

r+(τ)− r+(t)

τ − t
dτ +

r+(t)

πi

∫
Γ

dτ

τ − t
= r+(t).

Ahora denotamos a r(t) = (t− α)−n, donde α ∈ F+
Γ y n es un número natural. En este caso

obtenemos que

r(τ)− r(t)
τ − t

= −
n−1∑
k=0

(t− α)k−n(τ − α)−k−1

y consecuentemente

(SΓr)(t) =
1

πi

∫
Γ

r(τ)− r(t)
τ − t

dτ +
r(t)

πi

∫
Γ

dτ

τ − t
= −2r(t) + r(t) = −r(t).

Ya que asumimos que r−(∞) = 0, la función r−(t) puede ser representada en la forma

r−(t) =

N∑
m=1

Am
(t− αm)nm

(αm ∈ F+
Γ , Am = cte., nm ∈ N).

Más aún, (SΓr−)(t) = −r−(t), donde t es un arbitrario punto no singular de la curva Γ. �

Denotaremos a R0
−(Γ) como el conjunto de todas las funciones de R−(Γ) que son cero en

el infinito. Podemos notar que cada función r ∈ R(Γ) puede ser representada de forma única
como r = r− + r+, donde r+ ∈ R+(Γ) y r− ∈ R0

−(Γ), obteniendo la siguiente consecuencia.

Corolario 1.1. Sea Γ una curva cerrada no simple, r ∈ R(Γ), r = r−+ r+ y r1 = r−− r+,
donde r+ ∈ R+(Γ) y r− ∈ R0

−(Γ). Entonces:

(SΓr) = r1(t), (SΓr1) = r(t),

donde t es algún punto no singular en la curva Γ. En particular, en esos puntos

(S2
Γr)(t) = r(t).

1.1. Espacios Lp(Γ, ρ)

Sea Γ una curva no simple, sean t1, ..., tm diferentes puntos en Γ, β1, ..., βm números reales
y ρ una función definida por la ecuación
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ρ(t) =

m∏
k=1

|t− tk|βk .

Denotaremos a Lp(Γ, ρ) como el espacio de Banach de funciones (clases de funciones) su-
mables en la curva Γ a la p-ésima potencia con peso ρ. La norma en Lp(Γ, ρ) esta dada por

‖ϕ‖Lp(Γ,ρ) :=

(∫
Γ
|ϕ(t)|pρ(t)|dt|

)1/p

,

donde |dt| es la diferencial de longitud de arco. Si los números βk satisfacen la condición
βk > −1(k = 1, ...,m), entonces ρ ∈ L1(Γ) y, consecuentemente, cada función ϕ continua en
Γ pertenece al espacio Lp(Γ, ρ).

Teorema 1.2. Sea βk > −1(k = 1, ...,m). Entonces el conjunto de funciones que son
continuas en Γ es denso en el espacio Lp(Γ, ρ).

Demostración:
Si ϕ ∈ Lp(Γ, ρ), entonces ϕ · ρ1/p ∈ Lp(Γ). Entonces la función ϕ · ρ1/p puede ser aproxima-
da en la norma del espacio Lp(Γ) por funciones continuas ϕn que son cero en una vecindad
de los puntos t1, ..., tm. La función ψn = ϕnρ

−1/p es continua en Γ y ‖ψn − ϕ‖Lp(Γ,ρ) =

‖ϕnρ−1/p − ϕ‖Lp(Γ) = ‖ϕn − ϕρ1/p‖Lp(Γ) → 0, cuando n→∞. �

Corolario 1.2. Si los números βk satisfacen las condiciones

βk > −1 (k = 1, ...,m),

entonces el conjunto R(Γ) es denso en el espacio Lp(Γ, ρ).

1.2. Teoremas de interpolación

Teorema 1.3. Si el operador A es acotado en los espacios Lp1(Γ) y Lp2(Γ), entonces es
acotado en los espacios Lp(Γ) para todo p en el intervalo p1 < p < p2, donde ‖A‖Lp(Γ) ≤
‖A‖tLp1 (Γ)‖A‖

1−t
Lp2 (Γ) con t := p1(p2 − p)/[p(p2 − p1)].

Teorema 1.4. Sean h1 y h2 funciones medibles en Γ, y sea A un operador lineal que
es acotado en los espacios Lp1(Γ, h1) y Lp2(Γ, h2). Entonces el operador A es acotado en los

espacios Lp(Γ, h), donde p es algún número en el intervalo p1 ≤ p ≤ p2, h1/p := h
t/p1

1 h
(1−t)/p2

2

y t := p1(p2 − p)/[p(p2 − p1)]. Más aún

‖A‖Lp(Γ,h) ≤ ‖A‖tLp1 (Γ,h1)‖A‖
t−1
Lp2 (Γ,h2).
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1.3. Acotación del operador SΓ en los espacios Lp(Γ)

Una curva cerrada orientada en el plano C que acota a un dominio simplemente conexo
y que satisfaga la condición de Lyapunov, será denotada como una curva cerrada simple. El
operador SΓ es llamado el operador integral singular sobre Γ.

Teorema 1.5. Sea Γ una curva cerrada simple. Si el número p satisface la condición
1 < p <∞, entonces el operador SΓ de integración singular sobre la curva Γ es acotado en el
espacio Lp(Γ).

Será necesario mostrar tres lemas para poder probar el anterior teorema.

Lema 1.1. Sea 1 < p < ∞ y sea T el ćırculo unitario con centro en el punto z = 0.
Entonces el operador S0 = ST es acotado en el espacio Lp(T). Además la estimación

‖ S0 ‖Lp(Γ)≤

{
cot π

2p si p = 2n (n=1,2,...),

tan π
2p si p = 2n

2n−1 (n=1,2,...)

es válida.

Demostración:
Sea ϕm(t) = tm (|t| = 1;m = 0,±1, ...). Del Teorema 1.1 tenemos la siguiente igualdad

(S0ϕm)(t) =

{
ϕm(t) si m ≥ 0,
−ϕm(t) si m < 0;

como el sistema {ϕm}+∞−∞ constituye una base ortogonal en el espacio L2(T), el operador S0

definido en la cubierta lineal de esta base es acotado en L2(T), y ‖S0‖L2(T) = 1.

Sea ϕ(t) :=
∑N

k=−N aktk un polinomio trigonométrico, ϕ+(t) :=
∑N

k=0 aktk y ϕ−(t) :=∑−1
k=−N aktk. Debido a que ϕ = ϕ+ + ϕ− y S0ϕ = ϕ+ − ϕ−, el Teorema 1.1 implica

ϕ2 + (S0ϕ)2 = 2(ϕ2
+ + ϕ2

−) = 2S0(ϕ2
+ − ϕ2

−) = 2S0(ϕS0ϕ),

por lo tanto (S0ϕ)2 = 2S0(ϕS0ϕ)− ϕ2. De esta igualdad tenemos

‖(S0ϕ)2‖Lp(T) ≤ ‖2S0(ϕS0ϕ)‖Lp(T) + ‖ϕ2‖Lp(T).

Por virtud de ‖ϕ2‖Lp(T) = ‖ϕ‖2L2p(T) y ‖ϕψ‖Lp(T) ≤ ‖ϕ‖L2p(T)‖ψ‖L2p(T), tenemos ‖S0ϕ‖2L2p(T) ≤
2‖S0‖Lp(T)‖ϕ‖L2p(T)‖S0ϕ‖L2p(T) + ‖ϕ‖2L2p(T). Consecuentemente si el operador S0 es acotado

en el espacio Lp(T), es cierta la desigualdad

‖S0ϕ‖L2p(T)

‖ϕ‖L2p(T)
≤ ‖S0‖Lp(T) +

√
1 + ‖S0‖2Lp(T).

Aśı el operador S0 es acotado en el espacio L2p(Γ) y

‖S0‖L2p(T) ≤ ‖S0‖Lp(T) +
√

1 + ‖S0‖2Lp(T).
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La última relación implica que el operador S0 es acotado en todos los espacios L2n(T),n =
1, 2, ..., y

‖S0‖L2n+1 (T) ≤ ‖S0‖L2n (T) +
√

1 + ‖S0‖2L2n (T)

Haciendo inducción sobre n se puede verificar la primer relación del lema. De este resultado
y del primer teorema de interpolación obtenemos la acotación del operador S0 en el espacio
Lp(T) para cualquier p en el intervalo 2 ≤ p <∞.
Ahora tomamos un punto p del intervalo 1 < p < 2 y q := p(p − 1)−1. Ya que para un par
arbitrario de polinomios trigonométricos

ϕ(t) =
N∑

k=−N
ξktk, ψ(t) =

N∑
k=−N

ηktk

las igualdades

∫
T
ϕ(t)(S0ψ)(t)|dt| = 2π

N∑
k=−N

εkξkηk =

∫
T

(S0ϕ)(t)ψ(t)|dt|

son válidas con εk = 1 si k ≥ 0 y εk = −1 para k < 0, entonces el operador adjunto S∗0 al
operador S0 (actuando en Lq(T)) coincide en R(T) con el operador S0 (actuando en Lp(T)).
Esto implica la acotación del operador S0 en el espacio Lp(T), para cualquier p en el intervalo
1 < p ≤ 2. Adicionalmente, de la primer estimación concluimos que para p = 2n/(2n − 1)

‖S0‖Lp(T) ≤ tan
π

2p
. �

Lema 1.2. Sea Γ una curva cerrada simple y t = β(z) un mapeo conforme del disco uni-
tario en el dominio F+

Γ , el cual asumimos es delimitada y acotada por la curva Γ. Entonces
la función

k(ζ, z) :=
β′(ζ)

β(z)− β(ζ)
− 1

z − ζ
(|ζ| = 1, |z| ≤ 1)

admite la estimación

|k(ζ, z)| ≤ c

|ζ − z|µ
,

donde c y µ son constantes con 0 < µ < 1.

Demostración:
Sean z, ζ ∈ T; z = eiΘ1 , ζ = eiΘ0 y asumimos Θ0 < Θ1, sin pérdida de generalidad. Más
aún, tomamos Θ1 − Θ0 ≤ π/2. Consideremos u := eiΘ (Θ0 ≤ Θ ≤ Θ1) y r := |u − ζ|.
Entonces |du| = dΘ = [cos(Θ − Θ0)/2]−1dr ≤

√
2dr. Como la curva Γ satisface la condición

de Lyapunov, la derivada β′(z) satisface la condición de Hölder en T con algún exponente
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α(0 < α < 1), es decir, |β′(u)− β′(z)| ≤Mrα. De esto se sigue que

|β(z)− β(ζ)− β′(ζ)(z − ζ)| =
∣∣∣∣ ∫

γ
(β′(u)− β′(ζ))du

∣∣∣∣ ≤M ∫ |ζ−z|
0

rα
√

2dr = M1|z − ζ|α+1,

donde γ es el arco circular que conecta a los puntos z y ζ.
Una estimación análoga del paso anterior es obtenida para los puntos z, con |z| < 1, si
definimos u := λz + (1− λ)ζ (0 ≤ λ ≤ 1) y escogemos a γ como el segmento que une a z y ζ.
La condición β′(ζ) 6= 0(ζ ∈ T) se satisface por ser un mapeo conforme, y tenemos∣∣∣∣β(ζ)− β(z)

ζ − z

∣∣∣∣ ≥M2 > 0.

De las últimas dos ecuaciones se prueba el lema. �

Lema 1.3. Sea Γ una curva cerrada no simple y sea g una función holomorfa en el inte-

rior del dominio de F+
Γ y continua en cada punto z ∈ F+

Γ , con la posible excepción de muchos
puntos finitos t1, ..., tn ∈ Γ. Más aún, sea g la función que satisface la desigualdad

|g(z)| ≤ M

|z − tk|µ

en una vecindad de los puntos tk (k = 1, ..., n), donde M es una constante y 0 < µ < 1.
Entonces ∫

Γ
g(t)dt = 0.

Demostración:
Sea Γε := {t ∈ Γ : |t − tk| > ε, k = 1, ..., n}, γ̂k = {z ∈ C : |z − tk| = ε}, γk = γ̂k ∩ F+

Γ ,
Γ′ε := Γε ∪ γ1 ∪ γ2 ∪ ... ∪ γn y Γ′′ε := Γ \ Γε, donde ε > 0 es suficientemente pequeño, aśı
que cualquier ćırculo γ̂k intersecta la curva Γ solo en dos puntos y todos los ćırculos están
separados uno del otro.
La función g es holomorfa en el conjunto F′ε que es limitado por la curva Γ′ε y continua en F′ε.
Por lo tanto∫

Γ
g(t)dt =

∫
Γ′ε

g(t)dt+

∫
Γ′′ε

g(t)dt−
n∑
k=1

∫
γk

g(t)dt =

∫
Γ′′ε

g(t)dt−
n∑
k=1

∫
γk

g(t)dt.

Ya que la función g es sumable en Γ,Γ′′ε ⊂ Γ y la medida del conjunto Γ′′ε tiende a cero con-
forme ε→ 0, entonces

∫
Γ′′ε
g(t)dt converge a cero conforme ε→ 0. Usando la estimación en las

hipótesis del lema se puede verificar que el segundo término del lado derecho converge a cero
cuando ε→ 0 lo que implica el resultado que queŕıamos obtener. �

De estos lemas que acabamos de probar tenemos la siguiente regla de sustitución de va-
riables
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∫
Γ

ϕ(τ)dτ

τ − β(z)
=

∫
T

ϕ(β(ζ))β′(ζ)dζ

β(ζ)− β(z)
,

donde ϕ ∈ R(Γ). Por los anteriores lemas, tenemos que∫
T

(
β′(ζ)

β(ζ)− β(z)
− 1

ζ − z

)
dζ = 0

por lo que ∫
T

β′(ζ)dζ

β(ζ)− β(z)
=

∫
T

dζ

ζ − z
= πi.

Esto implica ∫
Γ

ϕ(τ)dτ

τ − β(z)
=

∫
Γ

ϕ(τ)− ϕ(β(z))

τ − β(z)
dτ + ϕ(β(z))πi

=

∫
T

ϕ(β(ζ))− ϕ(β(z))

β(ζ)− β(z)
β′(ζ)dζ + ϕ(β(z))

∫
T

β′(ζ)dζ

β(ζ)− β(z)

=

∫
T

ϕ(β(ζ))β′(ζ)dζ

β(ζ)− β(z)
.

Para la demostración del Teorema 1.5, denotaremos a B como el operador lineal acotado
que mapea el espacio Lp(Γ) en el espacio Lp(T) acorde a (Bϕ)(z) := ϕ(β(z)). Definimos
T := BSΓ − S0B y ϕ ∈ R(Γ). Aśı, usando las observaciones anteriores, tenemos

(Tϕ)(z) =
1

πi

∫
T

(
β′(ζ)

β(ζ)− β(z)
− 1

ζ − z

)
ϕ(β(ζ))dζ.

De esto se sigue que el operador TB−1 es un operador integral con kernel k(ζ, z) permitiendo
una estimación como en el Corolario 1.1. Es bien sabido que un operador integral con singu-
laridad débil es acotado en el espacio Lp(T). Ya que el operador S0 es acotado en Lp(T) y
usando el Lema 1.2, tenemos que la ecuación SΓ = B−1(TB−1 + S0)B implica la acotación
del operador SΓ en el espacio Lp(Γ). �

Corolario 1.3. Sea Γ un arco simple. Entonces el operador SΓ de integración singular
sobre Γ es acotado en el espacio Lp(Γ), para cada p en el intervalo 1 < p <∞.

1.4. Curvas no simples

Teorema 1.6. El operador SΓ a lo largo de la curva no simple Γ es lineal y acotado en el
espacio Lp(Γ) para cualquier p en el intervalo 1 < p <∞.

Antes de probar este teorema, mostraremos 2 lemas.
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Lema 1.4. Sea Γ una curva que consiste de dos segmentos Γ1 y Γ2, que tienen como pun-
to común a z0. Entonces el operador SΓ1Γ2 que mapea el espacio Lp(Γ1) en el espacio Lp(Γ2)
(1 < p <∞) según la formula

(SΓ1,Γ2ϕ)(t) :=
1

πi

∫
Γ1

ϕ(τ)

τ − t
dτ (t ∈ Γ2)

es un operador lineal acotado.

Demostración:
Sea ϕ ∈ Lp(Γ1) y ψ ∈ Lq(Γ2) (p−1 + q−1 = 1). Denotaremos con las misma letra ϕ y ψ a
las funciones que son extendidas a cero fuera de Γ1 y Γ2 en los rayos originados en el punto
z0 y que contiene los segmentos Γ1 y Γ2, respectivamente. Sin pérdida de generalidad pode-
mos asumir que z0 = 0 y Γ1 ⊂ [0,+∞]. Sea σ el número complejo de tal forma que el rayo
σy (0 ≤ y <∞) contiene el segmento Γ2. Entonces por el teorema de Fubini tenemos∣∣∣∣ ∫

Γ2

ψ(t)|dt|
∫

Γ1

ϕ(τ)dτ

τ − t

∣∣∣∣ ≤ |σ|∫ ∞
0

dy

∫ ∞
0

|ψ(σy)||ϕ(x)|dx
|x− σy|

= |σ|
∫ ∞

0
dy

∫ ∞
0

|ψ(σy)||ϕ(sy)|ds
|s− σ|

= |σ|
∫ ∞

0

ds

|s− σ|

∫ ∞
0
|ψ(σy)||ϕ(sy)|dy.

Aplicando la desigualdad de Hölder, obtenemos∣∣∣∣ ∫
Γ2

ψ(t)|dt|
∫

Γ1

ϕ(τ)dτ

τ − t

∣∣∣∣ ≤ |σ|∫ ∞
0

ds

|s− σ|

(∫ ∞
0
|ϕ(sy)|pdy

)1/p(∫ ∞
0
|ψ(σy)|qdy

)1/q

,

es decir, ∣∣∣∣ ∫
Γ2

ψ(t)|dt|(SΓ1Γ2ϕ)(t)

∣∣∣∣ ≤ |σ|1/p ∫ ∞
0

ds

s1/p|s− σ|
‖ϕ‖Lp(Γ1)‖ψ‖Lq(Γ2).

De esto se sigue que el operador SΓ1Γ2 : Lp(Γ1)→ Lp(Γ2) es acotado. �

Lema 1.5. Sea z0 el punto que divide a una curva no cerrada Γ en dos arcos simples Γ1

y Γ2 y asumimos que las tangentes de esos dos arcos no coinciden en el punto z0. Entonces
el operador

(SΓ1Γ2)(t) =
1

πi

∫
Γ1

ϕ(τ)

τ − t
dτ (t ∈ Γ2)

de integración singular sobre Γ1 es lineal y acotado como un operador de Lp(Γ1) en Lp(Γ2)
para cualquier 1 < p <∞.

Demostración:
Denotaremos por γ1 y γ2 a dos segmentos en las tangentes de los arcos Γ1 y Γ2 respectivamente,
en el punto z0. Sea t = β(z) un mapeo inyectivo del poĺıgono γ := γ1∪γ2 en la curva Γ. Como
Γ1 y Γ2 satisfacen la condición de Lyapunov, la función β puede ser escogida de tal manera que
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su derivada β′ satisfaga la condición de Hölder en γ. Sea Bk : Lp(Γk)→ Lp(γk) (k = 1, 2) el
operador definido por (Bkϕ)(z) := ϕ(β(z)), z ∈ γk. Aśı el operador T = B2SΓ1Γ2B

−1
1 − Sγ1γ2

es un operador integral con kernel

k(z, ζ) :=
1

πi

(
β′(ζ)

β(ζ)− β(z)
− 1

ζ − z

)
(z ∈ γ2, ζ ∈ γ1).

Por el Lema 1.2, el kernel k(z, ζ) tiene una singularidad débil en el punto ζ = z. Por lo que
el operador T mapea el espacio Lp(γ1) en Lp(Γ2) y es acotado. Es suficiente con tomar la
igualdad SΓ1Γ2 = B−1

2 (T + Sγ1γ2B1), como en el lema anterior, para completar la prueba de
este lema. �

Para la demostración del Teorema 1.6 tomaremos la curva Γ como la unión de muchos
arcos simples finitos Γ1, ...,Γn satisfaciendo la siguiente condición. Cada par de arcos Γj y Γk
poseen no más de un punto en común que no es punto interior de alguno de los dos arcos.
Si el arco Γj ∪ Γk no es Lyapunov, entonces las tangentes a Γj y Γk en el punto en común
no coinciden. Denotaremos a SΓjΓk como el operador de integración singular sobre el arco Γj
mapeando el espacio Lp(Γj) en el espacio Lp(Γk). Para j = k podemos usar el Corolario 1.3
y aśı saber que es acotado. Si Γj y Γk tiene un punto en común y el arco Γjk = Γj ∪ Γk no
es Lyapunov, entonces por el Lema 1.5 el operador SΓjΓk es acotado. Sea Γjk un arco de Lya-
punov, el operador SΓjk es acotado en el espacio Lp(Γjk) por el Corolario 1.3. De la estimación

‖SΓjΓkϕ‖Lp(Γk) ≤ ‖SΓjk ϕ̂‖Lp(Γjk) ≤ ‖SΓjk‖‖ϕ‖Lp(Γj),

donde ϕ̂ es una extensión de la función ϕ ∈ Lp(Γj) en la curva Γjk que es igual a cero en Γk,
el operador SΓjΓk es acotado también en este caso. Si los arcos Γj y Γk no tienen puntos en
común, entonces el operador SΓjΓk es un operador integral con kernel continuo, que también
es acotado.
Sea χj la función caracteŕıstica del arco Γj . Entonces

‖χkSΓχj‖Lp(Γ) ≤ ‖SΓjΓk‖‖ϕ‖Lp(Γ).

Consecuentemente, el operador χkSΓχjI, es acotado en el espacio Lp(Γ) porque de

SΓ =
n∑

j,k=1

χkSΓχjI,

tenemos que el operador SΓ es acotado en el espacio Lp(Γ). �

Teorema 1.7. Para cualquier curva cerrada Γ y para cada p (1 < p <∞), la igualdad

S2
Γϕ = ϕ (ϕ ∈ Lp(Γ))

es válida.
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Este resultado se obtiene de la acotación del operador S y del Teorema 1.2.

Teorema 1.8. Sea Γ una curva rectificable en el plano y sea Γ(z0, r) la parte de esta curva
que está en el disco B(z0, r) de radio r con centro en el punto z0. Si el operador S es acotado
en el espacio L2(Γ), entonces

sup
z∈Γ

sup
r>0

1

r
|Γ(z, r)| <∞.

Demostración:
Sin pérdida de generalidad podemos suponer que Γ es un conjunto conexo y 0 < r < d/6,
donde d = sup{|z− ζ| : z, ζ ∈ Γ}. Asumiremos por el contrario que el operador SΓ es acotado
en el espacio L2(Γ), pero

sup
z∈Γ

sup
0<r<d/6

1

r
|Γ(z, r)| =∞.

En este caso existe una ζ ∈ Γ y un número ρ ∈ (0, d/6) tal que

1

ρ
|Γ(ζ, ρ)| > (32‖SΓ‖L2(Γ,ρ))

2.

Colocando tres discos concéntricos con centro en el punto ζ y radios ρ, 2ρ, 3ρ con dos ĺıneas
ortogonales que pasan por el punto ζ. Estas ĺıneas rectas dividen el anillo 2ρ ≤ |z − ζ| ≤ 3ρ
(y el disco |z − ζ| ≤ ρ) en cuatro conjuntos Mk (Mk, respectivamente) (k = 1, 2, 3, 4). De-
notaremos Γk (Γk) la parte de la curva Γ que está en Mk (Mk, respectivamente). Como la
curva Γ es conexa y 3ρ < d/2, entonces |Γ1| + |Γ2| + |Γ3| + |Γ4| ≥ ρ, es decir, para algún
número m (1 ≤ m ≤ 4) tenemos que |Γm| ≥ ρ/4. Más aún, para al menos un número
n (1 ≤ n ≤ 4), |Γn| ≥ |Γ(ζ, ρ)|/4. Sea τ − t = |τ − t|eiα(τ,t), se puede notar que si τ ∈ Γm
y t ∈ Γn, la función α(τ, t) no excede 2π/3. Sea µ el valor medio de la función α(τ, t). Entonces

cos(α(τ, t)− µ) ≥ 1

2
, |τ − t| ≤ 4ρ (τ ∈ Γm, t ∈ Γn).

Definimos la función ϕ(t) como

ϕ(t) :=

{
h−1(t) si t ∈ Γm,
0 si t ∈ Γ\Γn,

donde dt = h(t)|dt| sobre Γ.
Primero consideremos la siguiente estimación:
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∣∣∣∣ ∫
Γ

ϕ(τ)dτ

τ − t

∣∣∣∣2 =

∣∣∣∣ ∫
Γm

e−iα(τ,t)|dτ |
|τ − t|

∣∣∣∣2
=

(∫
Γm

cosα(τ, t)|dτ |
|τ − t|

)2

+

(∫
Γm

sinα(τ, t)|dτ |
|τ − t|

)2

≥
(∫

Γm

cos(α(τ, t)− µ)|dτ |
|τ − t|

)2

≥ 1

64ρ2
|Γm|2.

Tomando en cuenta esta estimación, tenemos que

‖SΓϕ‖2 =

∫
Γ
|dt|
∣∣∣∣ ∫

Γ

ϕ(τ)dτ

τ − t

∣∣∣∣2 ≥ |Γm|264ρ2

∫
Γn
|dτ | = |Γ

n||Γm|2

64ρ2

=
‖ϕ‖2|Γn||Γm|

64ρ2
≥ ‖ϕ‖

2

64ρ2

ρ|Γ(ζ, ρ)|
16

> ‖SΓ‖2‖ϕ‖2.

Por lo cual hemos llegado a una contradicción. �

Teorema 1.9. Si la curva cerrada rectificable Γ tiene la propiedad de que el operador SΓ

es acotado en el espacio Lp0(Γ) para algún p0 (1 < p0 < ∞), entonces es acotado en esta
curva en el espacio Lp(Γ), para arbitrario p (1 < p <∞).

Demostración:
Análogamente al Lema 1.1 podemos obtener

‖SΓ‖L2p0 (Γ) ≤ ‖SΓ‖Lp0 (Γ) +
√

1 + ‖SΓ‖2Lp0 (Γ).

De aqúı se sigue que el operador SΓ es acotado en todos los espacios Lpn(Γ), con pn = 2np0.
Para n grande pasamos al operador adjunto y depués hacemos uso de los teoremas de inter-
polación para los espacios Lpn(Γ) y Lqn(Γ) (p−1

n + q−1
n = 1). �

1.5. Operadores integrales en espacios ponderados Lp

Teorema 1.10. Si los números p, β1, ..., βn satisfacen las condiciones

1 < p <∞, −1 < βk < p− 1 (k = 1, ..., n),

entonces el operador de integración singular SΓ sobre la curva Γ es acotado en el espacio
Lp(Γ, ρ). Si la curva Γ es cerrada, tenemos que S2

Γ = I.

Antes de demostrar el teorema, primero se enunciarán dos lemas.
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Lema 1.6. Asumimos que t0 ∈ Γ, 1 < p < ∞, y sea α un número en el intervalo
−q−1 < α < p−1, donde p−1 + q−1 = 1. Entonces el operador B definido por la ecuación

(Bϕ)(t) :=

∫
Γ

|τ − t0|α − |t− t0|α

|t− t0|α|τ − t|
ϕ(τ)|dτ | (t ∈ Γ)

es acotado en el espacio Lp(Γ).

Demostración:
Sea 0 ≤ α < p−1 y sea δ un número que satisface la condición α(p−1) < pδ < min(p−1, 1−α).
Para alguna función continua ϕ en Γ, tenemos la siguiente estimación

|(Bϕ)(t)| ≤
∫

Γ

||τ − t0|α − |t− t0|α|
|t− t0|α|τ − t|

|ϕ(τ)||dτ |

≤
∫

Γ

|ϕ(τ)||dτ |
|t− t0|α|τ − t|1−α

=
1

|t− t0|α

∫
Γ

|τ − t0|δ|ϕ(τ)||dτ |
|τ − t|1−α|τ − t0|δ

≤ 1

|t− t0|α

(∫
Γ

|τ − t0|δp|ϕ(τ)|p|dτ |
|τ − t|1−α

) 1
p
(∫

Γ

|dτ |
|τ − t|1−α|τ − t0|δq

) 1
q

.

Se puede probar que para β < 1, γ < 1 y β + γ > 1, la sustitución τ − t = ζ(t− t0) nos da la
desigualdad ∫

Γ

|dτ |
|τ − t|β|τ − t0|γ

≤ c

|t− t0|β+γ−1
,

donde c es alguna constante. De la siguiente ecuación

|(Bϕ)(t)| ≤ c1

|t− t0|δ+
α
p

(∫
Γ

|τ − t0|δp|ϕ(τ)|p|dτ |
|τ − t|1−α

) 1
p

se sigue que

‖Bϕ‖pLp(Γ) ≤ c2

∫
Γ

|dt|
|t− t0|α+δp

∫
Γ

|τ − t0|δp|ϕ(τ)|p|dτ |
|τ − t|1−α

= c2

∫
Γ

|ϕ(τ)|p|dτ |
|τ − t0|−δp

∫
Γ

|dt|
|t− t0|α+δp|τ − t|1−α

≤ c3‖ϕ‖pLp(Γ),

donde c1, c2, c3 son ciertas constantes.
Ahora consideremos el caso cuando −q−1 < α < 0. Sea β = −α. Por lo anterior probado,
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tenemos que el operador definido por

(Cψ)(t) :=

∫
Γ

|τ − t0|β − |t− t0|β

|t− t0|β|τ − t|
ψ(τ)|dτ |

es acotado en el espacio Lq(Γ). Además podemos observar que el operador C∗ que actúa en
el espacio Lp(Γ) coincide con el operadorB, lo que implica su acotación en el espacio Lp(Γ). �

Lema 1.7. Supongamos que t1, ..., tn ∈ Γ y sean p, α1, ..., αn números que satisfacen las
condiciones

1 < p <∞, −1

q
< αk <

1

p
(k = 1, ..., n; p−1 + q−1 = 1).

Entonces el operador A = h−1SΓhI, con h :=
∏n
k=1 |t− tk|αk , es acotado en el espacio Lp(Γ)

(1 < p <∞).

Demostración:
Sean γk ∈ Γ los arcos que contienen a los puntos tk (k = 1, ..., n), pero no a los puntos tj
para k 6= j. Supongamos también que los arcos γk tienen distancia positiva de cada uno de
los otros arcos. Sea γ0 = Γ \ ∪nk=1γk y Rk (k = 1, ..., n) el operador definido por la ecuación
(Rkϕ)(t) := χk(t)ϕ(t), donde χk(t) es la función caracteŕıstica en el conjunto γk. El operador
A puede ser representado en la forma

A =

(
n∑
j=0

Rj

)
A

(
n∑
k=0

Rk

)
=

n∑
j,k=0

RjARk.

Para probar la acotación de A, se clasificará en 4 clases.
1.-Sea j = k 6= 0. El operador RkARk se puede representar en la forma RkARk = gAkfI,
donde Ak := |t− tk|−αkSΓ|t− tk|αkI, g(t) := χk(t)h

−1|t− tk|αk y f(t) := χk(t)h(t)|t− tk|−αk .
Por el Lema 1.6, podemos implicar la acotación del operador B := Ak − SΓ en el espacio
Lp(Γ). Del Teorema 1.6 tenemos que el operador Ak también es acotado en el espacio Lp(Γ).
Las funciones g y f también son acotados en Γ con lo que el operador RkARk es acotado.
2.-Supongamos que k 6= j (k 6= 0, j 6= 0). En este caso tenemos

|(RjARkϕ)(t)| = χj(t)

πh(t)

∣∣∣∣ ∫
γk

ϕ(τ)h(τ)

τ − t
dτ

∣∣∣∣ ≤ ‖ϕ‖Lp(Γ)‖h‖Lq(Γ)

πdh(t)
,

donde d es la distancia entre γj y γk. Por lo tanto, tenemos la estimación ‖RjARkϕ‖Lp(Γ) ≤
(πd)−1‖h−1‖Lp(Γ)‖h‖Lp(Γ)‖ϕ‖Lp(Γ). Ya que h ∈ Lq(Γ) y h−1 ∈ Lp(Γ), el operador RjARk es
acotado en el espacio Lp(Γ).
3.-Sean j 6= k y alguno de los dos igual a 0. Sea R el operador definido por Rj +Rk, tenemos
RjARk = RjRARRk. La acotación del operador RAR es probada en el caso 1. Aśı el operador
RjARk es acotado en el espacio Lp(Γ).
4.-La acotación del operador R0AR0 es resultado del Teorema 1.6. �
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Para la demostración del Teorema 1.10 será equivalente a decir que el operador ρ
1
pSΓρ

− 1
p I

es acotado en el espacio Lp(Γ). Debido a las condiciones del teorema, la función h := ρ
− 1
p

cumple la suposición del Lema 1.7 y más aún, el operador ρ
1
pSΓρ

− 1
p I es acotado en el espacio

Lp(Γ). �

Teorema 1.11. Sean p, β1, ..., βn números que satisfacen las siguientes condiciones, 1 <
p < ∞, −1 < βk < p − 1 y sea ρ(t) :=

∏n
k=1 |t − tk|βk . Entonces el operador integral T

definido de la forma (Tϕ)(t) :=
∫

Γ k(τ, t)ϕ(τ)dτ , con kernel k de singularidad débil, es decir,
|k(τ, t)| ≤ c|τ − t|−µ (c = cte., 0 < µ < 1), es compacto en el espacio Lp(Γ, ρ).

Demostración:
Se mostrará que el operador K = h−1ThI es compacto en el espacio Lp(Γ), donde h satisface
las condiciones del Lema 1.7. Sea

kn(τ, t) :=

{
k(τ, t) si |τ − t| ≥ 1

n ,
0 si |τ − t| < 1

n .

Denotaremos A,An y Kn como los operadores integrales con kernel h−1(t)k(τ, t)h(τ)−k(τ, t),
h−1(t)kn(τ, t)h(τ)− kn(τ, t) y h−1(t)kn(τ, t)h(τ), respectivamente. Ya que los kernels kn(τ, t)
son acotados, h ∈ Lq(Γ) y h−1 ∈ Lp(Γ) (p−1 + q−1 = 1), tenemos∫

Γ
|dt|
(∫

Γ
|h−1(t)kn(τ, t)h(τ)|q|dτ |

)p−1

<∞.

Aśı los operadores Kn son compactos en el espacio Lp(Γ) y también se puede deducir la compa-
cidad de los operadores An en el espacio Lp(Γ). Ahora se mostrará que limn→∞‖A−An‖ = 0.
Para esto nombremos al conjunto Mn = A−An y a mn(τ, t) como el kernel del operador Mn.
En el Lema 1.7 fue probado que el operador B, definido por la ecuación

(Bϕ)(t) :=

∫
Γ

∣∣∣∣h−1(τ)h(t)

τ − t
− 1

τ − t

∣∣∣∣ϕ(τ)|dτ |,

es acotado en el espacio Lp(Γ). Denotaremos a b(τ, t) como el kernel de operador B. Ya que

|mn(τ, t)| ≤ cnµ−1b(τ, t),

tenemos que ‖Mn‖ ≤ cnµ−1‖B‖, lo que significa que ‖Mn‖ → 0, cuando n→∞.
Esto nos prueba que el operador A es compacto en el espacio Lp(Γ). Esto nos implica la
compacidad del operador K. �

Teorema 1.12. Si la función a es continua en la curva Γ, entonces el operador

T = aSΓ − SΓaI

es compacto en el espacio Lp(Γ, ρ).
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Demostración:
Tomemos a una función racional sin polos en Γ. Entonces el operador T = aSΓ − SΓaI es un
operador integral con kernel continuo. Esto es, el operador es compacto.
Para una función arbitraria, esta puede ser aproximada uniformemente por funciones racio-
nales an ∈ R(Γ), aśı la sucesión de operadores compactos Tn := anSΓ − SΓanI converge
uniformemente al operador T = aSΓ − SΓaI, es decir, el operador T es compacto. �

1.6. Curvas no acotadas

Teorema 1.13. Si los números p, β, β1, ..., βn satisfacen las condiciones

1 < p <∞, −1 < βk < p− 1 (k = 1, ..., n), −1 < β +
n∑
k=1

βk < p− 1,

entonces el operador integral singular SR sobre el eje R es acotado en el espacio Lp(R, ρ).

Demostración:
Sean T el ćırculo unitario, ζk := (tk+i)(tk−i)−1 (k = 1, ..., n), ζ0 := 1, β0 := p−2−β−

∑n
k=1 βk

y h(ζ) :=
∏n
k=0 |ζ − ζk|βk . Para probar que el operador B definido por

(Bϕ)(ζ) :=
1

ζ − 1
ϕ
(

i
ζ + 1

ζ − 1

)
es un operador lineal acotado que mapea el espacio Lp(R, ρ0) en el espacio Lp(T, h), donde
ρ0(t) := |t− i|β

∏n
k=1 |t− tk|βk , tomaremos a ϕ ∈ Lp(R, ρ0). Entonces tenemos que

‖ Bϕ ‖Lp(T,h) =

∫
T

∣∣∣∣ϕ(i
ζ + 1

ζ − 1

)∣∣∣∣ph(ζ)|ζ − 1|−p|dζ|

≤ c

∫ +∞

−∞
|ϕ(τ)|pρ0(τ)dτ

= c ‖ ϕ ‖pLp(R,ρ0),

donde c es alguna constante. El operador B es invertible y además

(B−1ψ)(t) =
2i

t− i
ψ
( t+ i

t− i

)
.

Por el Teorema 1.10, el operador S0 de integración singular sobre T es acotado en el espacio
Lp(T, h). Más aún el operador B−1S0B es acotado en el espacio Lp(R, ρ0).
Si ϕ : R→ R es una función arbitraria finita diferenciable, entonces
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(B−1S0Bϕ)(t) =
2

π(t− i)

∫
T

ϕ
(
i ζ+1
ζ−1

)
dζ

(ζ − 1)(ζ − t+i
t−i)

= − 1

πi

∫ ∞
−∞

ϕ(τ)dτ

τ − t
= −(SRϕ)(t).

La sustitución de la primera integral es justificada en (MUSSCHELISCHWILI,pág.41). De-
bemos notar que la función ϕ[i(ζ + 1)/(ζ − 1)] es cero en una vecindad en el punto ζ = 1. De
la última igualdad se puede implicar la acotación de SR en el espacio Lp(R, ρ0). �

Teorema 1.14. Sea Γ una curva no acotada y no simple, y sean t1, ..., tn diferentes puntos
en Γ, asumimos que

ρ(t) := |t|β
n∏
k=1

|t− tk|βk ,

donde p, β, β1, ..., βn son números que satisfacen las condiciones

1 < p <∞, −1 < βk < p− 1 (k = 1, ..., n), −1 < β +

n∑
k=1

βk < p− 1,

entonces el operador SΓ es acotado en el espacio Lp(Γ, ρ).

1.7. El operador S∗Γ

Llamaremos a S∗Γ el operador adjunto al operador integral singular SΓ. Sea Γ una curva
no simple, ϕ ∈ Lp(Γ, ρ) y ψ ∈ Lq(Γ, ρ

1−q), donde p−1 + q−1 = 1. Entonces∫
Γ
ϕ(t)ψ(t)|dt| =

∫
Γ
ϕ(t)ρ

1
p (t)ψ(t)ρ

−1
p (t)|dt|

≤ ‖ ϕ ‖Lp(Γ,ρ)‖ ψ ‖Lq(Γ,ρ1−q) .

La siguiente afirmación resulta del teorema de Riesz en su forma general de funcionales linea-
les acotadas en Lp(Γ).
El espacio adjunto a Lp(Γ, ρ) es el espacio Lq(Γ, ρ

1−q) (p−1 + q−1 = 1). Esto quiere decir que
cada funcional lineal continua de L∗p(Γ, ρ) tiene la forma

Ψ(ϕ) =

∫
Γ
ϕ(t)ψ(t)|dt| (ϕ ∈ Lp(Γ, ρ)),

donde ψ ∈ Lq(Γ, ρ
1−q). Más aún,

‖Ψ‖L∗p(Γ,ρ) = ‖ψ‖Lq(Γ,ρ1−q).
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Debemos notar que si los números βk, de la función de peso ρ(t) =
∏n
k=1 |t− tk|βk , satis-

facen la relación

−1 < βk < p− 1 (k = 1, ..., n),

entonces los números βk, de la función de peso ρ1−q(t) =
∏n
k=1 |t − tk|(1−q)βk , satisfacen la

siguiente relación

−1 < (1− q)βk < q − 1.

Ahora bien, si se satisfacen las dos desigualdades anteriores, entonces, por el Teorema 1.5, el
operador SΓ es acotado en el espacio Lq(Γ, ρ

1−q). Para cada t ∈ Γ podemos denotar

dt = hΓ(t)|dt|,

donde hΓ(t) := eiΘΓ(t) y ΘΓ(t) es el ángulo de inclinación de la curva Γ en el punto t con
respecto al lado positivo del eje x.

Teorema 1.15. Sea Γ una curva no simple y sea ρ(t) la función de peso que satisface
−1 < βk < p − 1 (k = 1, ..., n). Entonces podemos relacionar el operador S∗Γ con el operador
SΓ en el espacio Lq(Γ, ρ

1−q) por la ecuación

S∗Γ = −HΓSΓHΓ,

donde HΓ es un operador definido en el espacio Lq(Γ, ρ
1−q) por la relación

(HΓϕ)(t) := hΓ(t)ϕ(t).

Demostración:
Sean ϕ y ψ ∈ R(Γ). Cambiando el orden de singularidad y las integrales ordinarias (MUSS-
CHELISCHWILI, pág. 105), tenemos

(SΓϕ,ψ) =
1

πi

∫
Γ
ψ(t)|dt|

∫
Γ

ϕ(τ)

τ − t
dτ

= − 1

πi

∫
Γ
ϕ(t)hΓ(t)dt

∫
Γ

ψ(τ)h−1
Γ (τ)dτ

τ − t
= −(ϕ,HΓSΓHΓψ).

Por lo que S∗Γψ = −HΓSΓHΓψ. �

Teorema 1.16. Sea Γ una curva compuesta. Si el operador SΓ es autoadjunto en el espa-
cio L2(Γ), entonces Γ es un ćırculo, una parte de un ćırculo o una parte de una ĺınea recta.
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Demostración:
Asumiendo que SΓ = S∗Γ, tenemos la siguiente ecuación

1

πi

∫
Γ

(
1

τ − t
− h−1(t)h−1(τ)

τ − t

)
ϕ(τ)dτ = ((SΓ − S∗Γ)ϕ)(t) ≡ 0

para alguna función ϕ ∈ L2(Γ). Esto implica que

(τ − t)h(t)h(τ) ≡ τ − t.

Sea t = t(s) la función identidad en Γ. Ya que dt = h(t)ds, tenemos que h(t(s)) = t′(s). Y
podemos reescribir (τ − t)h(t)h(τ) ≡ τ − t de la siguiente forma

t′(s)t′(s0) =
t(s)− t(s0)

t(s)− t(s0)
.

De esta ecuación obtenemos que la función t(s) es infinitamente diferenciable. Ahora podemos
derivar de ambos lados la siguiente identidad

(t(s0)− t(s))t′(s)t′(s0) = t(s0)− t(s),

primero lo haremos con respecto a s y después con respecto a s0. Aśı, obtenemos

t′(s)t′(s)t′(s0)− (t(s0)− t(s))t′′(s)t′(s0) = t′(s)

y
t′(s0)t′(s)t′(s0) + (t(s0)− t(s))t′(s)t′′(s0) = t′(s0).

Dado que t′(s)t′(s) ≡ 1, si sumando las dos últimas ecuaciones tenemos que

(t(s0)− t(s))(t′(s)t′′(s0)− t′′(s)t′(s0)) = 0.

Pero la función t(s) no puede ser constante. De la siguiente ecuación

t′′(s)

t′(s)
=
t′′(s0)

t′(s0)

podemos observar que t′′(s)
t′(s) es constante (= k). Esto nos da que t(s) = ceks + c1 si k 6= 0. Con

la consideración que |t′(s)| ≡ 1 obtenemos que Re k = 0, que implica que t(s) es o bien un
ćırculo o parte de él. Para k = 0 obtenemos la función t = cs+ c1. �

Teorema 1.17. Sea Γ una curva compuesta y S∗Γ el operador adjunto de SΓ (este último
actuando en el espacio Lp(Γ, ρ)). Entonces el operador T = S∗Γ − SΓ, que actúa en el espacio
Lq(Γ, ρ

1−q), es compacto.

Demostración:
Para comenzar, sean Γ una curva simple cerrada, T el ćırculo unitario y t = β(z) un mapeo
uniforme del disco unitario en el dominio F+

Γ . El operador SΓ puede ser representado en
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la forma SΓ = B−1S0B + T1, donde T1 es un operador integral con singularidad débil, S0

el operador integral singular en T y (Bϕ)(z) := ϕ(β(z)). Tomamos a B∗ = |dw/dt|B−1 y
(B−1)∗ = |dβ/dz|B, donde z = w(t) es la función inversa a t = β(z). El operador T1 es
compacto por el Teorema 1.11, y por el Teorema 1.12 tenemos que el operador S0|β′|I−|β′|S0

es compacto. Finalmente notamos que S∗0 = S0, ya que T es un ćırculo. Aśı,

S∗Γ − SΓ = |w′|B−1S0|β′|B + T ∗1 −B−1S0B − T1

= |w′||β′ ◦ w|B−1S0B −B−1S0B + T2

= T2,

donde (β′ ◦ w)(t) := β′(w(t)) y T2 un operador compacto. Ahora consideremos cuando Γ es
un arco simple. Sea Γ̂ una curva cerrada simple que contiene a Γ, y sea χ(t) (t ∈ Γ̂) la función
caracteŕıstica en la curva Γ. El espacio Lp(Γ, ρ) puede ser identificado de forma natural como el
subespacio N, que son todas las funciones que tienen la forma χϕ̂(ϕ̂ ∈ Lp(Γ̂, ρ)). El subespacio
N es invariante con respecto al operador A = χSΓ̂χI, y la restricción de A a Lp(Γ, ρ) coincide
con el operador SΓ. Por lo probado anteriormente, tenemos que A∗ = χ(SΓ + T )χI, donde T
es un operador compacto. Esto implica la compacidad del operador S∗Γ−SΓ. Ahora pasamos al
caso general, donde Γ es una curva compuesta que consiste de arcos simples y curvas cerradas
simples Γ1, ..,Γm. Sea χj la función caracteŕıstica en la curva Γj y Rj el operador definido
en el espacio Lp(Γ, ρ) por la ecuación Rj = χjI. Aśı SΓ =

∑m
j,k=1RjSΓRk. Los operadores

RjSΓRk (j 6= k) son operadores integrales con kernel continuo, esto es, son compactos. La
restricción del operador RjSΓRj al espacio Lp(Γj , ρ) = (RjLp(Γ, ρ)) coincide con el operador
SΓj . Por lo anterior probado tenemos que (RjSΓRj)

∗ = RjSΓRj +Tj , donde Tj es un operador
compacto. Aśı, podemos concluir que S∗Γ − SΓ es compacto. �



Caṕıtulo 2

Operadores invertibles de un lado

2.1. Suma directa de subespacios

Sea B un espacio de Banach. Cualquier conjunto de B que contiene dos vectores y sus
combinaciones lineales es llamado una variedad lineal. Una variedad lineal se dice que es un
subespacio. El máximo número de vectores linealmente independientes en una variedad lineal
es llamada la dimensión de L (dimL).

Sean L1 y L2 subespacios de B intersectados solo en el origen. Llamaremos suma directa
de los subespacios L1 y L2 al conjunto de todos los vectores de la forma x1 + x2, donde x1 y
x2 están en L1 y L2, respectivamente, y lo denotaremos como L = L1+̇L2.

Teorema 2.1. Sea B un espacio de Banach y sean L1 y L2 dos de sus subespacios inter-
sectados solo en el origen. Para que la suma directa L1+̇L2 sea un subespacio es necesario y
suficiente que exista una constante k > 0 tal que

‖x1 + x2‖ ≥ k(‖x1‖+ ‖x2‖) (x1 ∈ L1, x2 ∈ L2)

o equivalentemente,

ı́nf
x1∈L1,x2∈L2,‖x1‖+‖x2‖=1

‖x1 + x2‖ > 0.

Demostración:
Suponiendo que ‖x1 + x2‖ ≥ k(‖x1‖ + ‖x2‖) se sigue que la convergencia de la sucesión
{xn1 + xn2}∞1 implica la convergencia de las sucesiones {xn1}∞1 y {xn2}∞1 . Se puede notar que la
suma de los ĺımites está en L1+̇L2 y es el ĺımite de la sucesión {xn1 + xn2}∞1 .

Ahora asumiremos que la suma directa L = L1+̇L2 es cerrada. Introduciendo la norma
‖x1 + x2‖N := ‖x1‖+ ‖x2‖ en la suma directa, el espacio LN = L1+̇L2 es un espacio de Ba-
nach. El operador identidad I es un mapeo de LN en L. Entonces, para un arbitrario vector
x = x1 + x2 (x1 ∈ L1, x2 ∈ L2), tenemos

26
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‖Ix‖ = ‖x1 + x2‖ ≤ ‖x1‖+ ‖x2‖ = ‖x‖N .

Ya que ‖I‖L→LN ≤ 1, el operador I es un mapeo uńıvoco de LN en L. Consecuentemente,
por el teorema de mapeos abiertos de Banach, el operador I es también acotado. Aśı, la de-
sigualdad

‖I−1x‖N = ‖x1‖+ ‖x2‖ ≤ ‖I−1‖L→LN · ‖x2 + x2‖

se cumple para cualquier vector x = x1 + x2 (x1 ∈ L1, x2 ∈ L2). Esto implica la primer
desigualdad del teorema con k := ‖I−1‖−1

L→LN . �

Corolario 2.1. Si alguno de los subespacios L1 y L2 es de dimensión finita, entonces la
suma directa L1+̇L2 es cerrada.

2.2. El complemento directo

Sea L un subespacio del espacio de Banach B. El subespacio de Banach N es llamado
el complemento directo de L en B si B = N +̇L. La suma directa no es definida uńıvocamente.

Teorema 2.2. Cada subespacio con dimensión finita del espacio de Banach B tiene un
complemento directo en B.

Demostración:
Sea L un subespacio de dimensión finita en el espacio de Banach B. Denotaremos a x1, ..., xk
como una base de L.

Sean fj(∈ B∗) (j = 1, ..., k) un sistema de funcionales lineales continuas biortogonales al
sistema {xj}k1, que significa que

fp(xq) = δpq (p, q = 1, ..., k).

Nombraremos a N el conjunto de todos los ceros comunes de las funcionales {fj}k1. Este
conjunto es un subespacio. La intersección N ∩L consiste solo del origen. Adicionalmente, si
el vector x es combinación lineal de los vectores xj , es decir,

x =
k∑
j=1

ξjxj ,

y fj(x) = 0 (j = 1, ..., k), entonces ξj = 0 (j = 1, ..., k) y x = 0.
Para arbitrario vector x de B formamos el vector

y = x−
k∑
j=1

fj(x)xj .
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Si fj(y) = 0 (j = 1, ..., k), entonces y ∈ N . Consecuentemente, B=L+N . �

Sea L una variedad lineal en el espacio de Banach B. La dimensión del espacio cociente
B/L es llamado la codimensión de la variedad lineal L. La codimensión de L será denotada
como codimL := dimB/L.

Teorema 2.3. Si el subespacio L del espacio de Banach B tiene dimensión finita, enton-
ces tiene un complemento directo en B, donde la dimensión del complemento coincide con la
codimensión de L.

Demostración:
Denotaremos a X1, ..., Xk una base del espacio cociente B/L. Escogemos arbitrarios elementos
xj de las clases cocientes Xj (j = 1, ..., k). El sistema {xj}k1 es linealmente independiente y
el único punto en el cual el subespacio N , con base {xj}k1, intersecta con L es el origen. Sea
x un vector arbitrario de B, y sea X la clase cociente de B/L que contienen al vector x. El
elemento X puede ser representado de la forma X =

∑k
j=1 ξjXj , donde ξj (j = 1, ..., k) son

números complejos. Consecuentemente, el elemento x−
∑k

j=1 ξjxj pertenece al espacio L. De

esta manera, B = L+̇N y además dimN = codimL. �

Teorema 2.4. Si la variedad lineal L del espacio de Banach B contiene un subespacio de
codimensión finita, entonces L es un subespacio.

Demostración.
Asumimos que L1 es un subespacio de codimensión finita que está contenido en la variedad
lineal L, y sea N1 un complemento directo de L1 en B. Denotaremos a N como la intersección
N1 ∩ L.
Ya que N es una variedad lineal y sujeto a un subespacio de dimensión finita, entonces N
es también un subespacio. Cada vector x ∈ L puede ser expresado en la forma x = x1 + y1,
donde x1 ∈ N1 y y1 ∈ L1. Con la restricción L1 ⊆ L, tenemos que x1 ∈ N1 ∩L = N . Esto es,
L = N + L1. �

Corolario 2.2. Sean L1,L2 (L1 ⊆ L2) dos subespacios del espacio de Banach B con
dimL2/L1 <∞. Si la variedad lineal L satisface la condición

L1 ⊆ L ⊆ L2,

entonces L es un subespacio.

2.3. Operadores lineales

Sean B1 y B2 espacios de Banach. Denotaremos a L(B1, B2) como el espacio de Banach
de todos los operadores lineales acotados que mapean B1 en B2 y denotaremos al espacio
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L(B,B) como L(B). Como norma en L(B1, B2) usaremos el operador norma.
A cada operador A ∈ L(B1, B2) le asignaremos el subespacio kerA(⊆ B1), el kernel del

operador A, como el conjunto de todas las soluciones a la ecuación homogénea Ax = 0 y la
variedad lineal imA(⊆ B2), la imagen del operador A, al conjunto de todos los valores del
operador A.

El conjunto B2/imA será referido como el cokernel del operador A. Cada complemento
directo al subespacio imA también será llamado cokernel del operador A y lo denotaremos
como coker A.

Se dice que el operador A ∈ L(B1, B2) es invertible si existe A−1 ∈ L(B2, B1) tal que
A−1Ax = x (x ∈ B1) y AA−1x = x (x ∈ B2). Por el teorema del mapeo abierto, el operador
A es invertible si y solo si

kerA = 0 y im A = B2.

El rango de A ∈ L(B1, B2) lo entenderemos como la dimensión de su imagen y lo denota-
remos como rango A, es decir,

rango A := dim imA.

2.4. Proyecciones relacionadas con los operadores integrales
singulares

Un operador P ∈ L(B) es una proyección si P 2 = P . El operador Q = I − P también es
una proyección si I es el operador indentidad en B y P es una proyección. En este caso el
operador Q es la proyección complementaria de P . De esta manera P también es la proyección
complementaria de Q y además PQ = QP = 0.

Sea B un espacio dividido en la suma directa de sus subespacios L y N , y sea x = x1 +x2

(x1 ∈ L, x2 ∈ N ) un vector arbitrario de B. El operador definido por la ecuación Px = x1 es
una proyección en B, donde im P = L y kerP = N . En este caso, se dice que el operador P
proyecta el espacio B en L paralelamente a N .

Cada proyección P tiene tal estructura, es decir, es algún operador proyectando el espacio
B en imP paralelamente a kerP . De hecho, imP = ker(I−P ), por lo que P es un subespacio.
Más aún, im P y kerP se intersectan solo en el origen y la suma directa es B. La ecuación
x = Px+ (I −P )x nos da una descomposición deseada de un vector escogido arbitrariamente
x ∈ B.

Sea Γ una curva cerrada no simple y B := Lp(Γ, ρ), donde

ρ(t) :=

n∏
k=1

|t− tk|βk (t1, ..., tn ∈ Γ, 1 < p <∞, −1 < βk < p− 1).

En el caṕıtulo anterior fue probado que el operador SΓ es acotado en el espacio Lp(Γ, ρ) y
S2

Γ = I. Esto implica que los operadores PΓ y QΓ, definidos por las ecuaciones

PΓ :=
1

2
(I + SΓ) y QΓ :=

1

2
(I − SΓ),
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son proyecciones complementarias la una de la otra, donde PΓ − QΓ = SΓ. Definimos los
subespacios L+

p (Γ, ρ) y L
◦−
p (Γ, ρ) por las ecuaciones

L+
p (Γ, ρ) := im P, L◦−p (Γ, ρ) := im Q.

Asumiendo que ϕ ∈ Lp(Γ, ρ), de la definición de función de peso ρ, se sigue que la función
ρ−1/p ∈ Lq(Γ) (p−1 + q−1 = 1). Ya que ϕ · ρ1/p ∈ Lp(Γ), entonces ϕ ∈ L1(Γ). Con ayuda de
la función ϕ definimos la función

Φϕ(z) :=
1

2πi

∫
Γ

ϕ(τ)

τ − z
dτ (z ∈ C \ Γ).

Si asumimos que z ∈ F+
Γ , entonces la función Φϕ(z) es holomorfa en F+

Γ y tenemos en casi
cualquier parte de Γ valores ĺımite Φ+

ϕ (t) cuando z → t a lo largo de los caminos no tangenciales

que están en F+
Γ (PRIVALOV,pág.139). Estos valores acotados pueden ser encontrados por la

fórmula

Φ+
ϕ (t) =

1

2
ϕ(t) +

1

2πi

∫
Γ

ϕ(t)

τ − t
dτ,

en el cual, la integral es entendida como el valor principal de Cauchy. Aśı obtenemos que
Φ+
ϕ = Pϕ.

Teorema 2.5. La siguiente ecuación es válida:

L+
p (Γ, ρ) = {Φ+

ϕ : ϕ ∈ Lp(Γ, ρ)}.

Para que la función ϕ(∈ Lp(Γ, ρ)) pertenezca a L+
p (Γ, ρ) es necesario y suficiente la relación

Φ+
ϕ = ϕ.

Análogamente, si suponemos que z ∈ F−Γ , la función Φ−ϕ es holomorfa en F−Γ , igual a cero
en el infinito y tiene en casi todas partes de Γ valores acotados Φ−ϕ (t) cuando z → t a lo

largo de caminos no tangenciales que se encuentran en F−Γ . Más aún, Φ−ϕ = QΓϕ y tenemos
el siguiente resultado.

Teorema 2.6. La siguiente ecuación es válida:

L◦−p (Γ, ρ) = {Φ−ϕ : ϕ ∈ Lp(Γ, ρ)}.

Para que la función ϕ(∈ Lp(Γ, ρ)) pertenezca a L
◦−
p (Γ, ρ) es necesario y suficiente la relación

Φ−ϕ = ϕ.

Sean ϕ, f ∈ Lp(Γ, ρ). De las proyecciones PΓ y QΓ se sigue que ϕ ∈ L+
p (Γ, ρ) (f ∈

L
◦−
p (Γ, ρ)) si y solo si SΓϕ = ϕ (SΓf = −f).

Del Teorema 1.1 podemos implicar que

R(Γ) ∩ L◦−p (Γ, ρ) = R0
−(Γ), R(Γ) ∩ L+

p (Γ, ρ) = R+(Γ)
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y podemos concluir que los conjuntos R+(Γ) y R0
−(Γ) son densos en los espacios L+

p (Γ, ρ) y
L
◦−
p (Γ, ρ), respectivamente.

Sean F+
1 , ..., F

+
m y F−1 , ..., F

−
k los componentes conexos de los conjuntos F+

Γ y F−Γ , respec-
tivamente.

Teorema 2.7. Para que la función ϕ de Lp(Γ, ρ) pertenezca a L+
p (Γ, ρ) es necesario y

suficiente que las condiciones∫
Γ

ϕ(τ)dτ

(τ − α−j )n
= 0 (j = 1, ..., k; n = 1, 2, ...)

se satisfagan, donde α−j son ciertos puntos en F−j .

Demostración:
Sea ϕ ∈ Lp(Γ, ρ). La función Φϕ es holomorfa en F−Γ , y en una vecindad del punto z = α−j
puede ser expandida en serie

Φϕ(z) =

∞∑
k=0

(z − α−j )k

2πi

∫
Γ

ϕ(τ)dτ

(τ − α−j )k+1
.

Si se satisfacen las condiciones del teorema, entonces Φϕ(z) ≡ 0 en F−Γ . Por lo que QΓϕ = 0
y ϕ ∈ L+

p (Γ, ρ).
Ahora supongamos que ϕ ∈ L+

p (Γ, ρ), tenemos que QΓϕ = 0. Consecuentemente, los valo-

res acotados de la función Φϕ cuando z → t (z ∈ F+
Γ , t ∈ Γ) son igual a cero en casi cualquier

lugar. Por el teorema de Lusin-Privalov (PRIVALOV,pp. 212-213), tenemos que Φϕ(z) = 0
para cada z ∈ F−Γ y en particular en las vecindades del punto α−j , por lo que la última ecua-
ción de expansión en series implica el resultado del teorema. �

De manera análoga obtenemos el siguiente teorema.

Teorema 2.8. Una condición necesaria y suficiente para que la función ϕ(∈ Lp(Γ, ρ))
pertenezca al subespacio L

◦−
p (Γ, ρ), son las validaciones de las condiciones∫

Γ

ϕ(τ)dτ

(τ − α+
j )n

= 0 (j = 1, ...,m; n = 1, 2, ...),

donde α+
j son ciertos puntos de F+

j .

Como consecuencia de este último teorema, obtenemos.

Corolario 2.3. Sea Γ una curva cerrada simple y 0 ∈ F+
Γ . Para que la función ϕ(∈

Lp(Γ, ρ)) pertenezca al subespacio L
◦−
p es necesario y suficiente que las condiciones∫

Γ
ϕ(t)t−ndt = 0 (n = 1, 2, ...)
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se satisfagan.

Teorema 2.9. Sea Γ una curva cerrada simple. Para que la función ϕ(∈ Lp(Γ, ρ)) perte-
nezca al subespacio L+

p (Γ, ρ) es necesario y suficiente las validaciones de las condiciones∫
Γ
ϕ(t)tndy = 0 (n = 0, 1, ...).

Sea Γ una curva cerrada no simple. Definimos el subespacio L−p (Γ, ρ) como

L−p (Γ, ρ) := L◦−p (Γ, ρ)+̇span{1},

donde span{1} es la cubierta lineal de ϕ ≡ 1. Si ϕ ∈ L−p (Γ, ρ), entonces ϕ = ϕ1 + c, donde
ϕ1 ∈ L◦−p (Γ, ρ) y c = constante. La función ϕ será considerada como en un inicio definida en
F−Γ por el arreglo ϕ(z) = ϕ1(z) + c (z ∈ F−Γ ).

Denotaremos a L+
∞(Γ) y L−∞(Γ), respectivamente, como el conjunto de funciones ϕ que

son holomorfas y acotadas en F+
Γ y F−Γ , respectivamente.

Si ϕ ∈ L±∞ y supz∈F±Γ
|ϕ(z)| = M . Por el teorema de Fatou (PRIVALOV, pág. 129), la fun-

ción ϕ tiene en casi cualquier parte de Γ valores acotados ϕ(t) = limz→tϕ(z) (z ∈ F±Γ , t ∈ Γ)
sobre cualquier camino no tangencial arbitrario perteneciente a F±Γ , donde ϕ ∈ L∞(Γ) y
‖ϕ‖L∞(Γ) = M .

Teorema 2.10. Las siguientes inclusiones son ciertas:

L+
∞(Γ) ⊂ L+

p (Γ, ρ), L−∞(Γ) ⊂ L−p (Γ, ρ).

Demostración:
Supongamos que ϕ ∈ L+

∞(Γ), entonces, por la definición de peso ρ, tenemos que ϕ ∈ Lp(Γ, ρ).
Denotaremos a γm como una sucesión de curvas contenidas en F+

Γ y convergentes a Γ. Sea
βm := F+

Γ → F+
γm un mapeo conforme que satisface la siguiente condición βm(t)→ t cuando

m → ∞ (t ∈ Γ). Construimos las siguientes funciones fm := ϕ(βm(t))(t − α)−N , donde α es

algún punto en F−Γ y N es un número natural. Ya que fm es holomorfa en F+
Γ , obtenemos la

relación ∫
Γ
fm(t)dt = 0.

La sucesión {fm} es uniformemente acotada y converge en casi todas partes en Γ a la función
ϕ(t)(t−α)−N . Más aún, en la anterior relación obtenida podemos pasar al ĺımite. En este sen-
tido, las condiciones del Teorema 2.7 se satisfacen para la función ϕ, por lo que ϕ ∈ L+

p (Γ, ρ).
Sea ϕ ∈ L−∞(Γ) y ϕ0 = ϕ−ϕ(∞). De manera análoga a lo demostrado arriba, se puede probar
que la función ϕ0 satisface las condiciones del Teorema 2.8 lo que implica que ϕ0 ∈ L◦−p (Γ, ρ)
por lo que ϕ ∈ L−p (Γ, ρ). �
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Teorema 2.11. Sean Γ una curva cerrada no simple, a+ ∈ L+
∞(Γ) y a− ∈ L−∞(Γ). En-

tonces, para los operadores PΓ y QΓ actuando en el espacio Lp(Γ, ρ), las ecuaciones

PΓa+PΓ = a+PΓ y QΓa−QΓ = a−QΓ

son válidas.

Demostración:
Asumiendo que r ∈ R(Γ), tenemos que a+PΓ(r) = a+r+ ∈ L+

∞(Γ, ρ). Consecuentemente,
PΓa+PΓr = a+PΓr, obteniendo aśı la primera ecuación. Si a− ∈ L−∞(Γ), entonces a−QΓr =
a−r− ∈ L−∞(Γ) y a−(∞)r−(∞) = 0, ya que a−QΓr ∈ L

◦−
p (Γ, ρ). Esto implica QΓa−QΓr =

a−QΓr. Probando la segunda ecuación. �

Denotaremos a C±(Γ) como el conjunto de todas las funciones holomorfas en F±Γ y con-

tinuas en F±.

Teorema 2.12. Sea Γ una curva cerrada no simple. Si la función a−(a+) de Lp(Γ, ρ)

es holomorfa en F−Γ (F+
Γ ) y continua en todos los puntos del conjunto F−Γ (F+

Γ ) excepto para
muchos puntos finitos t1, ..., tm, en los cuales en una vecindad admite la estimación

|a±(z)| ≤ k

|z − tk|µ
,

donde k es alguna constante y 0 < µ < 1, entonces a± ∈ L±p (Γ, ρ).

Demostración:
Asumiendo que las condiciones del teorema se cumplen, se sigue que la función a+(t−α−)−N ,
donde N es un número natural y α− ∈ F−Γ , satisface las condiciones del Lema 1.3 del caṕıtulo
anterior. Consecuentemente, ∫

Γ
a+(t− α−)−Ndt = 0.

El Teorema 2.7 implica que a+ ∈ L+
p (Γ, ρ). De manera similar, usando el lema mencionado

anteriormente tenemos que∫
Γ

a−(t)− a−(∞)

(t− α+)N
dt = 0 (α+ ∈ F+

Γ , N = 1, 2, ...).

Por el Teorema 2.8, tenemos que a− − a−(∞) ∈ L◦−p (Γ, ρ) y, más aún, a− ∈ L−p (Γ, ρ). �

2.5. Operadores invertibles de un lado

Sean B1 y B2 dos espacios de Banach. El operador A ∈ L(B1, B2) se dice que es invertible
por la izquierda si existe un operador B ∈ L(B2, B1) tal que BA = I1. El operador B es lla-
mado la inversa izquierda de A y es denotado por A−1. El operador inverso derecho A−1 (de
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L(B2, B1)) a A es definido por la ecuación AA−1 = I2. Si el operador A ∈ L(B1, B2) es inver-
tible por la izquierda y por la derecha, entonces es invertible. Si el operador solo es invertible
por un lado, entonces la inversa correspondiente no es única. Si el operador A es invertible
solo por la izquierda, entonces todos los operadores de la forma A−1 + λ(I − AA−1) (λ ∈ C)
también son sus inversas izquierdas. De manera similar, si el operador A solo es invertible por
la derecha, entonces todos los operadores de la forma A−1 + λ(I − A−1A) (λ ∈ C), también
son sus inversas derechas.

Sea A ∈ L(B1, B2) un operador invertible por la izquierda y A−1 una inversa izquierda de
A. Para el par A y A−1 asignamos el operador ΛA := AA−1 ∈ L(B2).

El operador ΛA es una proyección que mapea el espacio B2 en el subespacio imA parale-
lamente a kerA−1.

Sea A ∈ L(B1, B2) un operador invertible por la derecha y A−1 una inversa derecha de A.
Para el par A y A−1 construimos el operador ΠA := A−1A ∈ L(B1).

El operador ΠA es una proyección que mapea el espacio B1 en el subespacio im A−1 pa-
ralelamente a kerA.

Teorema 2.13. Para que un operador A ∈ L(B1, B2) sea invertible por la izquierda es
necesario y suficiente las validaciones de las siguientes condiciones:

1.− La variedad lineal im A es un subespacio que tiene complemento directo.
2.− kerA = {0}.
Si las condiciones se cumplen y A−1

0 (∈ L(B2, B1)) es uno de los operadores que son in-
versos izquierdos de A, entonces la forma general de las inversas izquierdas de A están dadas
por A−1

0 P , donde P es una proyección arbitraria con la propiedad im P = im A.

Demostración:
Las condiciones de necesidad se obtienen de las observaciones de arriba. Ahora probaremos la
suficiencia. Si A = A1 es considerado como un operador que mapea B1 en imA, entonces tiene
una inversa acotada, la cual denotaremos como A−1

1 . Denotaremos a P como una proyección
que proyecta el espacio entero B2 en im A. Consideremos el operador A−1

0 = A−1
1 P . Este

operador está definido en todo el espacio B2 y pertenece a L(B2, B1), más aún,

A−1
0 A = A−1

1 PA = A−1
1 A = I1.

Para una proyección R que satisface im R = im A, tenemos la relación PR = R; el opera-
dor A−1

0 R = A−1
1 R también es una inversa izquierda de A. Si A−1 es una arbitraria inversa

izquierda de A, entonces puede ser representada en la forma A−1
0 ΛA. �

Corolario 2.4. Si el operador A ∈ L(B1, B2) es invertible por la izquierda, entonces

dim coker A = dim kerA−1.

Análogamente de las anteriores observaciones obtenemos los siguientes resultados.



2.5. OPERADORES INVERTIBLES DE UN LADO 35

Teorema 2.14. Para que un operador A ∈ L(B1, B2) sea invertible por la derecha es
necesario y suficiente las validaciones de las condiciones:

1.− im A = B2

2.− El subespacio kerA tiene un complemento directo en B1.

Si las condiciones se satisfacen y A−1
0 (∈ L(B2, B1)) es uno de los operadores que son in-

versos derechos de A, entonces la forma general de todos los operadores inversos derechos de
A están dados por PA−1

0 , donde P es una proyección que satisface la condición kerP = kerA.

Corolario 2.5. Si el operador A ∈ L(B1, B2) es invertible por la derecha, entonces

dim kerA = dim coker A−1.

Sea A ∈ L(B1, B2) un operador invertible por la izquierda y A−1 una inversa izquierda.
Entonces la ecuación

Ax = y

es soluble si y solo si la condición

(I − ΛA)y = 0

se satisface. Si la condición es válida, entonces el vector x = A−1y es la única solución de la
ecuación Ax = y.

Si el operador A ∈ L(B1, B2) es invertible por la derecha y A−1 es una inversa derecha,
entonces el vector x = A−1y es una de las soluciones de la ecuación Ax = y, y el subespacio
kerA coincide con el rango de la proyección I −ΠA.

Asumiendo que los operadores A ∈ L(B2, B3) y C ∈ L(B0, B1) son invertibles, y el ope-
rador B(∈ L(B1, B2)) es invertible de un lado. Entonces, el operador F = ABC es invertible
del mismo lado, donde

kerF = C−1 kerB y coker F = A coker B.

En particular

dim kerF = dim kerB y dim coker F = dim coker C.

Teorema 2.15. Si el operador A ∈ L(B1, B2) es invertible de un lado, entonces todos los
operadores X ∈ L(B1, B2) que satisfacen la condición

‖X −A‖ < 1

‖A−1‖

son invertibles del mismo lado, donde

dim kerX = dim kerA y dim coker X = dim coker A.
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Demostración:
Si el operador A es invertible por la izquierda, entonces el operador X puede ser representado
en la forma X = (I − B)A, donde B = (A −X)A−1. Ya que ‖B‖ < 1, el operador I − B es
invertible. Aśı, la afirmación resulta de la última observación. Análogamente si el operador A
es invertible por la derecha, el operador X puede ser representado de la forma X = A(I−C),
donde C = A−1(A−X). El operador I −C es invertible ya que ‖C‖ < 1. Consecuentemente,
la afirmación resulta, de igual manera, de la última observación. �

Corolario 2.6. Sea G un conjunto conexo de operadores invertibles de un lado de L(B1, B2).
Si el conjunto G contiene el operador X0 que es invertible por la izquierda (derecha), entonces
todos los otros operadores X de G son invertibles por la izquierda (derecha), donde

dim coker X = dim coker X0 (dim kerX = dim kerX0).

2.6. Operadores integrales singulares y operadores relaciona-
dos

Sea Γ una curva no simple y sean c, d un par de funciones del espacio L∞(Γ). Los operadores
de la forma A = cI+dSΓ y B = cI+SΓdI son referidos como operadores integrales singulares
sobre la curva Γ. Tomando en cuenta el espacio Lp(Γ, ρ), donde 1 < p < ∞, y la función ρ
definida como

ρ(t) =

n∏
k=1

|t− tk|βk ,

que satisface las condiciones −1 < βk < p− 1, los operadores A y B son lineales y acotados.
Representaremos a estos operadores A y B de la siguiente forma:

A = aPΓ + bQΓ, B = PΓaI +QΓbI,

donde a = c + d, b = c − d, PΓ := 1
2(I + SΓ) y QΓ := 1

2(I − SΓ). Las funciones a y b son
llamados los coeficientes de los operadores A y B.

Los operadores adjuntosA∗ yB∗ deA yB, respectivamente, actúan en el espacio Lq(Γ, ρ
1−q)

(p−1 + q−1 = 1) y tienen la forma

A∗ = P ∗ΓaI +Q∗ΓbI, B∗ = aP ∗Γ + bQ∗Γ,

donde P ∗Γ = HΓQΓHΓ y Q∗Γ = HΓPΓHΓ. Además para una función arbitraria a ∈ L∞(Γ),
tenemos la ecuación HΓaHΓ = aI. Por lo que tenemos

A∗ = HΓ(PΓbI +QΓaI)HΓ, B∗ = HΓ(bPΓ + aQΓ)HΓ.

Asumiendo que f, g ∈ C(Γ) y a, b ∈ L∞(Γ), donde Γ es una curva cerrada no simple,
entonces

(aPΓ + bQΓ)(fPΓ + gQΓ) = afPΓ + bgQΓ + T,
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donde T es un operador compacto. Esta igualdad se obtiene del Teorema 1.12, en la compactes
del operador cSΓ − SΓcI, donde c es una función arbitraria en Γ.

Sean a, b ∈ L∞(Γ), f+ ∈ L+
∞(Γ) y f− ∈ L−Γ (Γ). Entonces

(aPΓ + bQΓ)(f+PΓ + f−QΓ) = af+PΓ + bf−QΓ.

Esta última igualdad resulta del Teorema 2.11.

2.7. Operadores integrales singulares invertibles de un lado

Sea Γ una curva no simple. Sea Vn;λ un operador definido por la ecuación

Vn;λ := (t− λ)nPΓ +QΓ,

donde n = 0,±1,±2, ... y λ ∈ C. Para algún número natural n, tenemos la ecuación

Vn;λ = V n
1;λ,

más aún,

V−n;λVn;λ = I (n = 1, 2, ...)

para λ /∈ Γ. Si λ ∈ F−Γ los factores del lado izquierdo de la ecuación se pueden cambiar.
Además tenemos que

kerV−n;λ = span

{
(t− λ)n−1 − 1

t− λ
, (t− λ)n−2 − 1

(t− λ)2
, ..., 1− 1

(t− λ)n

}
para n = 1, 2, ... y λ ∈ F+

Γ . Esta ecuación se obtiene realmente cuando buscamos la solución
ϕ de la ecuación V−n;λϕ = 0 en la forma

PΓϕ = c0 + c1(t− λ) + ...+ cn−1(t− λ)n−1 + (t− λ)nϕ+(t),

donde cj ∈ C y ϕ+ ∈ im PΓ.

Teorema 2.16. El operador Vn;λ (n = ±1,±2, ...) es invertible para λ ∈ F−Γ e invertible
por la izquierda para λ ∈ F+

Γ (n = ±1,±2, ...). En ambos casos el operador inverso izquierdo
es igual a V−n;λ. Para n = 1, 2, ..., las ecuaciones

Vn;λ = V n
1;λ

y

kerV−n;λ = span

{
(t− λ)n−1 − 1

t− λ
, (t− λ)n−2 − 1

(t− λ)2
, ..., 1− 1

(t− λ)n

}
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(λ ∈ F+
Γ ) son válidas. En particular,

dim kerV−n;λ = n y dim coker Vn;λ = n

para λ ∈ F+
Γ y n = 1, 2, ...

Si λ ∈ Γ, entonces los operadores Vn;λ (n = ±1,±2, ...) no son invertibles de ningún lado.

Demostración:
Es solo remarcar la prueba de la última afirmación del teorema, donde es suficiente estudiar
solo el operador V1;λ. Sea λ = t0 ∈ Γ y suponemos que V1;t0 es invertible. Entonces, por lo
anterior probado, en cada vecindad del operador Vt0 = (t − t0)PΓ + QΓ existe un operador
VΓ el cual es invertible de los dos lados. Lo último contradice el Teorema 2.15 declarando que
el operador Vt0 es en toda una vecindad de t0 invertible por el mismo lado que el punto t0. �

Teorema 2.17. El operador

Wn;λ = PΓ + (1− λt−1)nQΓ (n = ±1,±2, ...)

es invertible para λ ∈ F+
Γ e invertible por la izquierda para λ ∈ F−Γ , n = 1, 2, ... En ambos

casos, el operador inverso de Wn;λ es el operador

W−n;λ = PΓ + (1− λt−1)−nQΓ.

Para n=1,2,..., las ecuaciones
Wn;λ = Wn

1;λ

y

kerW−n;λ = span{gt−1, gt−2, ..., gt−n} (g(t) :=
tn

(t− λ)n
− 1)

son válidas. En particular,

dim kerW−n;λ = n y dim coker Wn;λ = n

para λ ∈ F−Γ y n = 1, 2, ...
Si λ ∈ Γ, entonces el operador Wn;λ (n = ±1,±2, ...) no es invertible por ningún lado.



Caṕıtulo 3

Operadores integrales singulares
con coeficientes continuos

De ahora en adelante asumiremos que Γ es una curva cerrada y que el espacio Lp(Γ, ρ)
cumple las condiciones

1 < p <∞, ρ(t) =
n∏
k=1

|t− tk|βk

y
−1 < βk < p− 1 (k = 1, 2, ..., n).

3.1. El ı́ndice de una función continua

Denotaremos a C(Γ) como el álgebra de Banach de todas las funciones complejas continuas
en Γ. Sea a(t) ∈ C(Γ) y asumamos que a(t) no es cero en ningún punto de Γ. Si Γ es una curva
cerrada simple, entonces denotaremos a [arg a(t)]Γ como el incremento total de la función
arg a(t) cuando t toma valores sobre Γ. Si Γ consiste de varias curvas cerradas, entonces

[arg a(t)]Γ :=
n∑
j=1

[arg a(t)]Γj .

El ı́ndice de una función a es un número entero definido por

ind a :=
1

2π
[arg a(t)]Γ,

además tiene la siguiente propiedad:
Sean a1, a2 ∈ C(Γ) y a1 · a2 6= 0 (t ∈ Γ). Entonces

ind a1a2 = ind a1 + ind a2.

De esta ecuación podemos obtener que

ind a = −ind a y ind an = n ind a (n = 0,±1, ...).

39
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De esta propiedad, también se puede implicar que para cada función a ∈ C(Γ) (a(t) 6= 0)
podemos encontrar un número n, aśı como un punto α /∈ Γ tal que ind (t− α)na(t) = 0.

Si la función a(t) es continua y no es cero en Γ, entonces es proporcional a el ĺımite de una
función a(z) que es meromorfa en F+

Γ . Más aún, ind a = N+ − P+, donde N+ y P+ son el
número de ceros y polos, respectivamente, de la función a(z) en F+

Γ (tomando en cuenta sus
multiplicidades). Similarmente, si a es meromorfa en F−Γ , entonces ind a = N− − P−, donde
N− y P− son los ceros y polos, respectivamente, de la función a(z) en F−Γ .

3.2. Operadores integrales singulares con coeficientes raciona-
les

Sea r = q1/q2, donde q1 y q2 son polinomios. Denotaremos a todos los ceros (conside-
rando sus multiplicidades) del polinomio q1 como t+j (j = 1, 2, ..., k+) y t−j (j = 1, 2, ..., k−)

localizados en F+
Γ y F−Γ , respectivamente. Análogamente denotaremos τ+

j (j = 1, 2, ..., l+)

y τ−j (j = 1, 2, ..., l−) los ceros del polinomio q2 localizados en F+
Γ y F−Γ , respectivamente.

Supongamos que la función r no tiene polos y ceros en la curva Γ. De esta manera, la función
racional puede ser representada en la forma

r = r−t
kr+

con

r−(t) := α

∏k+

n=1(1− t−1t+n )∏l+

n=1(1− t−1τ+
n )

; r+(t) :=

∏k−

n=1(t− t−n )∏l−

n=1(t− τ−n )
,

k = k+ − l+ y α ∈ C. Esta representación es referida como una factorización de la función r
con respecto a la curva Γ. Notemos que k = ind r.

Teorema 3.1. Sea A = r1PΓ + r2QΓ un operador con coeficientes r1, r2 ∈ R(Γ). Para
que el operador A sea invertible de un lado en el espacio Lp(Γ, ρ) es necesario y suficiente las
validaciones de las condiciones

rj(t) 6= 0 (j = 1, 2; t ∈ Γ).

Si se satisfacen las anteriores condiciones, entonces el operador A es invertible, solo es inver-
tible por la izquierda o solo es invertible por la derecha, dependiendo de si el número

k = ind (r1/r2)

es igual a cero, positivo o negativo.
Si las condiciones se satisfacen y la ecuación

r = r−t
kr+

es la factorización de la función r = r1/r2 con respecto a Γ, entonces el operador inverso A−1

(inverso por el lado correspondiente) al operador A está dado por la ecuación

A−1 = r−1
+ PΓt

−kPΓr
−1
− r−1

2 I + r−QΓt
−kPΓr

−1
− r−1

2 I + r−QΓr
−1
− r−1

2 I
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o, equivalentemente, a la ecuación

A−1 = (r−1
+ PΓ + r−QΓ)(t−kPΓ +QΓ)r−1

− r−1
2 I.

Demostración:
Supongamos que se satisfacen las condiciones rj(t) 6= 0 (j = 1, 2; t ∈ Γ) y r = r−t

kr+ es la
factorización de la función r = r1/r2, entonces el operador A puede ser representado en la
forma

A = r2(r−t
kr+PΓ +QΓ) = r2r−(tkr+PΓ + r−1

− QΓ).

De la última observación del caṕıtulo 2, en la sección 2.6, tenemos que

A = r2r−(tkPΓ +QΓ)(r+PΓ + r−1
− QΓ).

Los operadores r2r−I y r+PΓ + r−1
− QΓ son invertibles, donde

(r2r−I)−1 = r−1
2 r−1
− I, (r+PΓ + r−1

− QΓ)−1 = r−1
+ P + r−QΓ.

El operador tkPΓ + QΓ es invertible solo por la izquierda para k > 0 y es solo invertible por
la derecha para k < 0. La correspondiente inversa al operador es t−kPΓ +QΓ.

Aún queda por probar que la condición del teorema es también necesario solo para la
invertibilidad de un lado del operador A.

Primero consideremos el caso cuando r2 = 1. Supongamos que la función r1 tiene un cero
en algún punto t0 ∈ Γ. Lo expresamos en la forma r1 = (t− t0)s y r1 = (t−1 − t−1

0 )q. Para el
operador A = r1PΓ +QΓ, tenemos las ecuaciones

A = (sPΓ +QΓ)((t− t0)PΓ +QΓ)

y
A = ((t−1 − t−1

0 )PΓ +QΓ)(PΓqPΓ + (t−1 − t−1
0 )QΓqPΓ +QΓ).

Si el operador A es invertible de algún lado, entonces por las ecuaciones obtenidas tenemos
que al menos uno de los operadores (t− t0)PΓ +QΓ o (t−1 − t−1

0 )PΓ +QΓ es invertible de un
lado. Lo cual contradice a los teoremas 2.16 y 2.17.

De manera similar se puede probar que si el operador tiene la forma PΓ + r2QΓ y es
invertible de un lado, entonces r2 no es cero en Γ.

Ahora el caso general. Sea A = r1PΓ +r2QΓ un operador invertible de un lado. Escogemos
las funciones χ1, χ2 ∈ R(Γ) de tal manera que las condiciones

χ1(t) 6= 0 (t ∈ Γ), χ2(t) 6= 0 (t ∈ Γ),

χ1r1 ∈ R+(Γ), χ2r2 ∈ R−(Γ)

se satisfagan. Bajo estas condiciones el operador A puede ser representado en dos formas

A = χ−1
1 (PΓ + χ1r2QΓ)(χ1r1PΓ +QΓ)
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y
A = χ−1

2 (χ2r1PΓ +QΓ)(PΓ + χ2r2QΓ).

De las ecuaciones obtenidas, se sigue que si el operador A es invertible por la izquierda,
entonces los operadores χ2r1PΓ + QΓ y PΓ + χ1r2QΓ son invertibles por la izquierda. Si el
operador A es invertible por la derecha, entonces los operadores PΓ + χ2r2QΓ y χ1r1PΓ +QΓ

también son invertibles por la derecha.
Por lo anterior probado, podemos deducir que las funciones r1 y r2 no son cero en Γ. �

Teorema 3.2 Sea A un operador que tiene la forma

A = PΓr1I +QΓr2I

con coeficientes r1, r2 ∈ R(Γ). Para que el operador A sea invertible de un lado es necesario
y suficiente las validaciones de las condiciones

rj(t) 6= 0 (t ∈ Γ, j = 1, 2).

Si las condiciones se satisfacen, entonces el operador A es invertible, solo es invertible por la
derecha o solo es invertible por la izquierda, dependiendo de si el número

k = ind
r1

r2

es igual a cero, negativo o positivo.
Si r1 y r2 no son cero en Γ y la ecuación

r = r−t
kr+

es la factorización de la función r = r1/r2 con respecto a la curva Γ, entonces el operador
inverso A−1 de A, del lado correspondiente, está dado por la ecuación

A−1 = r−1
+ r−1

2 (PΓt
−kI +QΓ)(PΓr

−1
− I +QΓr+I).

Demostración:
El argumento es similar al Teorema 3.1. Representamos el operador A en la forma

A = (PΓr−I +QΓr
−1
+ I)(PΓt

kI +QΓ)r+r2I,

y similarmente podemos obtener la ecuaciones

(r+r2I)−1 = r−1
+ r−1

2 I, (PΓr−I +QΓr
−1
+ I)−1 = PΓr

−1
− I +QΓr+I.

Aún queda por discutir la invertibilidad de un lado del operador PΓt
kI +QΓ.

Para probar la necesidad de la hipótesis del teorema, ahora tenemos las igualdades

PΓr1I +QΓ = (PΓ(t−1 − t−1
0 )I +QΓ)(PΓqI +QΓ),
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PΓr1I +QΓ = (PΓsPΓ + PΓsQΓ(t− t0)I +QΓ)(PΓ(t− t0)I +QΓ),

y las condiciones con respecto a las funciones χ1 y χ2 seŕıan reemplazadas por

χ1r1 ∈ R−(Γ), χ2r2 ∈ R+(Γ).

Finalmente las últimas representaciones del operador A seŕıan cambiadas por

A = (PΓr1χ1I +QΓ)(PΓ +QΓr2χ1I)χ−1
1 I

y
A = (PΓ +QΓr2χ2I)(PΓr1χ2I +QΓ)χ−1

2 I. �

Teorema 3.3. Sean las funciones r1 y r2 de R(Γ) que no son cero en Γ, más aún, sea la
ecuación

r = r−t
kr+

la factorización de la función r = r1/r2.
Si k < 0, entonces

ker(r1PΓ + r2QΓ) = span{g, gt, ..., gt|k|−1}

con
g := r−1

+ − r−tk.

Si k > 0, entonces

im(r1PΓ + r2QΓ) = {f : f = r2r−(tkϕ− + ϕ+);ϕ− ∈ im QΓ, ϕ+ ∈ im PΓ}

y
coker(r1PΓ + r2QΓ) = span{r2r−, r2r−t, ..., r2r−t

k−1}.

Para k > 0 la ecuación
r1PΓϕ+ r2QΓϕ = f

es soluble si y solo si las condiciones∫
Γ
f(t)r−1

2 (t)r−1
− (t)t−jdt = 0 (j = 1, 2, ..., k)

se satisfacen.

Demostración:
Como en la prueba del Teorema 3.1, el operador A puede ser expresado en la forma

A = r2r−(tkPΓ +QΓ)(r+PΓ + r−1
− QΓ).

Para k < 0, tenemos
kerA = (r−1

+ PΓ + r−QΓ) ker(tkPΓ +QΓ),
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entonces, por el Teorema 2.16,

kerA = span{g1, g2, ..., g|k|},

donde

gj := (r−1
+ PΓ + r−QΓ)(t|k|−j − t−j) (j = 1, 2, ..., |k|).

En el caso k > 0, la primer igualdad es consecuencia de la ecuación

im A = r2r−im (tkPΓ +QΓ).

Ya que im (tkPΓ +QΓ) consiste de todas las funciones ϕ ∈ Lp(Γ, ρ) para las cuales PΓϕ tiene
un cero de orden ≥ k en el punto t = 0, entonces la igualdad de la im A implica la segunda
igualdad del teorema. �

Teorema 3.4. Sean válidas las condiciones del Teorema 3.3.

Si k < 0, entonces

ker(PΓr1I +QΓr2I) = span{r−1
+ r−1

2 , r−1
+ r−1

2 t, ..., r−1
+ r−1

2 t|k|−1}.

Si k > 0, entonces el subespacio im(PΓr1I + QΓr2I) consiste de todas las funciones de la
forma PΓr−PΓf + PΓr

−1
+ PΓf para las cuales la función PΓf − PΓ(tkQΓf) tiene un cero de

orden ≥ k en el punto t = 0. Más aún,

coker(PΓr1I +QΓr2I) = span{PΓr−, PΓ(r−t), ..., PΓ(r−t
k−1)}.

La ecuación

PΓr1ϕ+QΓr2ϕ = f

es soluble si y solo si las siguientes condiciones se satisfacen∫
Γ
f(t)(r2(t)− r1(t))r−1

2 (t)r−1
− (t)t−jdt = 0 (j = 1, 2, ..., k).

3.3. Factorización de funciones

De una manera más general entenderemos como una factorización de la función a ∈ C(Γ)
con respecto a la curva Γ como la descomposición de un producto de tres factores

a = a−t
ka+ ,

donde k es un entero, a− ∈ C−(Γ), a+ ∈ C+(Γ) y

a−(t) 6= 0 (t ∈ F−Γ ), a+(t) 6= 0 (t ∈ F+
Γ ).
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En esta definición el factor de en medio puede ser reemplazado por un factor de la forma(
t− t+

t− t−

)k
,

donde t+ es un punto en F+
Γ y t− es un punto de F−Γ . Esta forma es necesaria en el caso de

que la curva Γ pase por el origen o sea no acotada.

Ya que el ind a− = ind a+ = 0, el número k es definido uńıvocamente por la función a, y
tenemos que k = ind a.

En el caso que k = 0, la factorización a = a−t
ka+ = a−a+ es llamada canónica.

Sea C un álgebra de Banach que consiste de todas las funciones que son continuas en Γ y
contiene todas las funciones de R(Γ). Introducimos las siguientes notaciones:

C+ := C ∩ C+(Γ), C− := C ∩ C−(Γ), C0
− := C ∩ C0

−(Γ).

Dado el hecho de la relación

sup
x∈C
‖x‖C(Γ)/‖x‖C <∞,

los conjuntos C±, C0
− son subálgebras del álgebra C. Asumamos que el álgebra tiene la siguiente

propiedad: si la función a ∈ C no es cero en Γ, entonces (1/a) ∈ C. Esta caracteŕıstica
es conocida como propiedad de invertibilidad. Sea C un álgebra que tiene la propiedad de
invertibilidad, entonces para a+ ∈ C+ y a+(t) 6= 0 (t ∈ F+

Γ ), (1/a+) ∈ C+. Análogamente
para a− ∈ C− y a−(t) 6= 0 (t ∈ F−Γ ), (1/a−) ∈ C−.

El álgebra C se dice que puede ser descompuesto si es la suma directa de sus subálgebras
C+ y C0

−; C = C++̇C0
−.

Teorema 3.5. Sea C un álgebra de Banach de funciones continuas en Γ que tiene la
propiedad de invertibilidad. Para que el álgebra C sea descompuesta es necesario y suficiente
que cualquier función a de C que no es cero en Γ admita la factorización a = a−t

ka+, con
factores a± ∈ C±.

3.4. Factorización canónica en un álgebra de Banach conmu-
tativa

Sea A un álgebra con unidad e, y sean A− y A+ las subálgebras del álgebra A tal que su
suma directa es A. Denotaremos a P como la proyección que proyecta A en A+ paralelamente
a A− y Q = I − P la proyección de A en A−.

Denotaremos a GA como el grupo de todos los elementos invertibles de A. El conjunto
GA es abierto ya que es la unión de conjuntos conexos abiertos Gα. El conjunto conexo G0

es el que contiene la unidad e.
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Teorema 3.6. Sea A un álgebra de Banach conmutativa y sea Gα un conjunto del grupo
GA. Si algún elemento de Gα admite una factorización canónica, entonces cualquier elemen-
to de este conjunto admite una factorización canónica. Cualquier elemento del conjunto G0

permite una factorización canónica.

Demostración:
Primero se probará la última afirmación del teorema. Sea a1 un elemento arbitrario de G0 y
a : [0, 1] → G0 una función continua que conecta los elemento e y a1, a(0) = e, a(1) = a1.
Más aún, sea 0 = t0 < t1 < ... < tn−1 < tn = 1 una partición del intervalo [0, 1] tal que

‖a(tj)− a(tj−1)‖ <
(

máx
0≤t≤1

‖a−1(t)‖
)−1

(j = 1, ..., n).

En particular para el elemento z1 = −a(t1) + e, tenemos la estimación ‖z1‖ < 1. Por lo
que el elemento log a(t1) definido por la fórmula

log a(t1) := log(e− z1) = −
∞∑
n=1

zn1
n

pertenece al álgebra A y exp(log a(t1)) = a(t1). Con respecto a

a(tk+1) = a(tk)(e− zk+1),

donde zk+1 = −(a(tk))
−1(a(tk+1) − a(tk)) y ‖zk+1‖ < 1 (k = 1, 2, ..., n − 1), log a(tk) (∈ A)

puede ser sucesivamente definido para todos los números k = 1, 2, ..., n− 1 por la ecuación

log a(tk+1) := log a(tk)−
∞∑
n=1

znk+1

n
.

Del mismo modo se puede verificar que

exp(log a(tk+1)) = exp(log a(tk)) exp

(
−
∞∑
n=1

znk+1

n

)
= a(tk+1).

En particular, tenemos que exp log a1 = a1.

Sea P la proyección que mapea A en A+ paralelamente a A−, y sea Q = I − P su
proyección complementaria. Ya que log a = P log a+Q log a, tenemos que

a = exp(P log a) exp(Q log a).

Esta ecuación nos da una factorización canónica de la función a. De hecho, los elementos

x+ := exp(P log a)− e =
∞∑
n=1

1

n!
(P log a)n
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y

x− := exp(Q log a)− e =
∞∑
n=1

1

n!
(Q log a)n

pertenecen a las álgebras A+ y A−, respectivamente. Más aún, los elementos e + x+ =
exp(P log a) y e+ x− = exp(Q log a) son invertibles, donde

(e+ x+)−1 − e = exp(−P log a)− e ∈ A+

y
(e+ x−)−1 − e = exp(−Q log a)− e ∈ A−.

La última afirmación del teorema ha sido probada.
Sea Gα un conjunto conexo de GA que contiene un elemento a0 que permita una facto-

rización canónica. Más aún, sea a1 un elemento arbitrario de Gα. El elemento a1 puede ser
representado en la forma a1 = a0b con b ∈ G0. Por lo que fue probado, el elemento b tiene
una factorización canónica. Por lo que a1 admite una factorización canónica también. �

3.5. Prueba del teorema de factorización

Sea Γ la unión de curvas cerradas simples Γ1,Γ2, ...,Γn que son disjuntas por pares. Intro-
ducimos las funcionales Vj (j = 1, 2, ..., n) definidas en el grupo GC(Γ) por la ecuación

Vj(a) :=
1

2π
[arg a(t)]t∈Γj .

Más aún,
∑n

j=1 Vj(a) = ind a.

Lema 3.1. Sea C = C(Γ) un álgebra de funciones continuas que tienen la propiedad
de invertibilidad y contiene a R(Γ). Para una arbitraria n-tupla de enteros k1, k2, ..., kn, el
conjunto Gk1k2...kn definido por

Gk1k2...kn = {a ∈ GC : Vj(a) = kj , j = 1, 2, ..., n}

es un conjunto conexo del grupo GC. El elemento unidad está contenido en el conjunto G00..,0.
Más aún, tenemos la ecuación

GC(Γ) =
⋃

k1,k2,...,kn

Gk1k2...kn ,

donde la unión es tomada sobre todas las n-tuplas de enteros k1, k2, ..., kn.

Demostración:
Primero consideremos el caso cuando la curva Γ coincide con Γ1. Sea a un elemento arbitrario
de GC que puede ser conectado con el elemento unidad por una curva continua en GC, es
decir, existe una función h : [0, 1] → GC tal que h(0) = e (e(t) = 1, t ∈ Γ1) y h(1) = a. La
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función V1(h(µ)) es una función continua en el intervalo [0, 1], tomando solo valores enteros.
Por lo que es una función constante. En particular, V1(a) = V1(1) = 0. Ya que a ∈ G0.

De igual manera, cada elemento a ∈ G0 puede ser conectado con el elemento unidad
por una curva continua en GC. Sea r una función racional de G0 que esté en una vecindad
suficientemente pequeña del elemento a con respecto a la norma en C(Γ). Entonces todos los
valores de la función continua g : [0, 1] → C definido por la ecuación g(λ) := (1 − λ)r + λa
(0 ≤ λ ≤ 1) pertenecen a G0, y tenemos que V1g(λ) = 0 (0 ≤ λ ≤ 1).

La función r es el producto de muchos factores finitos de la forma

(1− t−1α+)±1, (t− α−)±1 (α± ∈ F±Γ ).

Cualquiera de estos elementos puede ser conectado con el elemento unidad por una curva
continua completamente perteneciente a R(Γ) ∩G0.

Ahora, sea a una función arbitraria de GC. Todas las funciones de GC que pueden ser
conectadas con a por una curva continua en GC pertenece al conjunto

Gk = {x ∈ GC : V1(x) = k},

donde k = V1(a). De la validación de la ecuación

Gk = (t− t1)kG0

con t1 en el interior del dominio que es acotado por la curva Γ1, resulta que Gk es un conjunto
conexo del grupo GC. Todos los conjuntos Gk (k = 0,±1, ...) son diferentes y tenemos que

GC =
⋃
k∈Z

Gk.

Procediendo al caso general cuando Γ consiste de n curvas cerradas simples disjuntas Γ1,Γ2, ...,Γn.
Denotaremos a Cj (j = 1, 2, ..., n) como el subálgebra del álgebra C que consiste de todas las
funciones que son cero en las curva Γk (k 6= j). El álgebra C es la suma directa de todas las
subálgebras Cj , y cualquier álgebra Cj puede ser considerada como alguna álgebra C(Γj). Por
lo que tenemos

GC = GC(Γ1)+̇GC(Γ2)+̇...+̇GC(Γn),

donde cada componente conectado de GC es también una suma directa consistente de n con-
juntos conexos del grupo GC(Γj) (j = 1, 2, ..., n). Por esto y lo anterior probado tenemos como
resultado la segunda ecuación del lema. �

Demostración del teorema 3.5.
Sea C un álgebra que se puede descomponer, y sea a un elemento de GC. Podemos escoger
una función racional r ∈ R(Γ) ∩GC(Γ) tal que

[arg r(t)a(t)]t∈Γj = 0,

donde Γj(∈ Γ) es una curva cerrada arbitraria. Por el Lema 3.1, la función ra pertenece al
conjunto G00..,0 que contiene el elemento unidad. Consecuentemente, el elemento ra admite
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una factorización canónica con factores (y sus inverso) en el grupo GC(Γ). La función r
tiene una factorización con coeficientes racionales. Por lo que el producto ra admite una
factorización con las propiedades deseadas.

Ahora queremos probar la necesidad de las condiciones del teorema. Suponemos que cada
función de la forma exp f(f ∈ C) admite una factorización canónica

exp f = f−f+ (f−(∞) = 1).

Como antes, asumimos que la curva Γ consiste de curvas cerradas simples Γ1,Γ2, ...,Γn y que

Vj =
1

2π
[arg a(t)]t∈Γj (j = 1, 2, ..., n).

Las ecuaciones
Vj(exp f) = 0 (j = 1, 2, ..., n)

nos muestran que las igualdades

Vj(f±) = 0 (j = 1, 2, ..., n)

se satisfacen también.
Primero consideremos el caso cuando la curva Γk acota un dominio simplemente conexo

Fk que está completamente contenido en F+
Γ o F−Γ . Si Fk ⊂ F+

Γ , entonces Vk(f+) = 0. De la
factorización canónica tenemos que Vk(f+) = −Vk(f−), por lo que Vk(f−) = 0. Más aún, las
igualdades Vj(f±) = 0 han sido probadas para toda j tales que Γj acota un dominio el cual
está completamente contenido en F+

Γ o F−Γ .
Ahora suponemos que la curva Γm acota un dominio F+

m en tal sentido que todas las
curvas Γj contenidas en F+

Γ , que a su vez, acotan dominios que son enteramente contenidos
ya sea en F+

Γ o en F−Γ . En este caso también Vm(f±) = 0. Procediendo este razonamiento,
podemos probar la validez de las ecuaciones Vj(f±) = 0. De la factorización canónica tenemos
que

f = log f− + log f+.

Considerando las condiciones Vj(f±) = 0, las funciones log f± son continuas. Repitiendo las
condiciones de la prueba del Teorema 3.6, tenemos que log f+ ∈ C+ y log f− ∈ C−. Conse-
cuentemente, el álgebra C se puede descomponer. �

3.6. Operadores con coeficientes continuos

Teorema 3.7. Sean a, b ∈ C(Γ). Para que el operador A := aPΓ + bQΓ sea invertible al
menos de un lado en el espacio Lp(Γ, ρ) es necesario y suficiente la validez de las condiciones

a(t) 6= 0, y b(t) 6= 0 (t ∈ Γ).

Si las condiciones se satisfacen, entonces el operador A es invertible, solo es invertible por la
izquierda o solo es invertible por la derecha, dependiendo de si el número

k := ind
a

b
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es igual a cero, positivo o negativo, respectivamente.

Demostración:
Sean a, b ∈ C(Γ) que no son cero en Γ. Escogemos una función racional r ∈ R(Γ) que aproxime
suficientemente bien a la función c = a

b . Esto es, la función c tiene la forma c = r(1 + m),
donde m ∈ C(Γ) y

máx
t∈Γ
|m(t)| < 1

‖PΓ‖
.

Ya que ‖PΓ‖ ≥ 1, tenemos que ind (1 +m) = 0 y ind c = ind r. Sea

r = r−t
kr+

la factorización de la función r con respecto a la curva Γ. Consideremos el caso cuando k ≥ 0.
Reescribiendo el operador A como

A = br−[tkr+(1 +m)PΓ + r−1
− QΓ] = br−((1 +m)PΓ +QΓ)(tkr+PΓ + r−1

− QΓ),

el operador A puede ser representado en la forma

A = br−(I +mPΓ)(r+PΓ + r−1
− QΓ)(tkPΓ +QΓ).

Como ‖mPΓ‖ < 1, el operador I +mPΓ es invertible y

(I +mPΓ)−1 =

∞∑
j=0

(−1)j(mPΓ)j .

El operador r+PΓ + r−1
− QΓ es invertible, donde

(r+PΓ + r−1
− QΓ)−1 = r−1

+ PΓ + r−QΓ.

El operador tkPΓ +QΓ es invertible por la izquierda con

(tkPΓ +QΓ)−1 = t−kPΓ +QΓ.

Por lo que, si k = 0, entonces el operador A es invertible y tenemos

A−1 = (r−1
+ PΓ + r−QΓ)

∞∑
j=0

(−mPΓ)jb−1r−1
− I.

Para k > 0, el operador A solo invertible por la izquierda y

A−1 = (t−kPΓ +QΓ)(r−1
+ PΓ) + r−QΓ)

∞∑
j=0

(−mPΓ)jb−1r−1
− I.

Ahora tomando el caso cuando k < 0. Consideremos el operador B = at−kPΓ+bΓQΓ. Tomando
en cuenta que ind (at−k/b) = 0 y por lo que fue probado, el operador B es invertible.
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Ya que el operador B se puede representar en la forma B = A(t−kPΓ +QΓ), el operador
A es invertible por la derecha, y tenemos A−1 = (t−kPΓ +QΓ)B−1 o

A−1 = (t−kPΓ +QΓ)(r−1
+ PΓ + r−QΓ)

∞∑
j=0

(−mPΓ)jb−1r−1
− I.

La necesidad del teorema será probada indirectamente. Supongamos que el operador A es
invertible al menos de un lado y al menos una de las funciones a y b tienen un cero en Γ.
Asumiendo que r1 y r2 son funciones racionales que pertenecen a R(Γ), tales que aproximan
las funciones a y b, respectivamente, con suficiente exactitud en la norma C(Γ), las funciones
r1 y r2 se pueden escoger de tal manera que al menos una tenga un cero en Γ. El operador
r1PΓ + r2QΓ está suficientemente cerca del operador A. Por lo que también es invertible por
lo menos de un lado. Lo cual contradice el Teorema 3.1. �

3.7. Factorización generalizada de funciones continuas

Diremos que una función a ∈ GL∞(Γ) admite una factorización generalizada con respecto
a la curva Γ, si la función a puede ser representada como un producto

a = a−t
ka+,

donde k es un entero y tanto a− como a+ son funciones que tienen las siguientes propiedades:

1) a−, a
−1
− ∈ L−p (Γ) y a+, a

−1
+ ∈ L+

p (Γ) para cada p (1 < p <∞).

2) El operador a−1
+ PΓa

−1
− I es acotado en el espacio Lp(Γ) para cualquier p (1 < p <∞).

Teorema 3.8. Cualquier función a ∈ GC(Γ) permite una factorización generalizada con
respecto a la curva Γ, donde k = ind a.

Demostración:
Sea m una función de C(Γ) que satisface la condición

máx
t∈Γ
|m(t)| < mı́n

p1≤r≤p2

{
‖PΓ‖−1

Lr(Γ), ‖QΓ‖−1
Lr(Γ)

}
,

donde p1 y p2 son un par de números para los cuales p1 < p2, p−1
1 + p−1

2 < 1, entonces
los operadores I + PΓmI y I + QΓmI son invertibles en cualquiera de los espacios Lr(Γ)
(p1 ≤ r ≤ p2).
Sean

x := (I + PΓmI)−11 y y := (I +QΓmI)−11,

las funciones x y y pertenecen al espacio Lp2(Γ). De las ecuaciones x + PΓ(mx) = 1 y y +
QΓ(my) = 1 obtenemos que x ∈ L+

p2
(Γ), y ∈ L−p2

(Γ), (1 +m)x = z− y (1 +m)y = z+, donde
z± ∈ L±p2

(Γ). Las últimas dos ecuaciones implican la relación z+x = yz−. De aqúı se sigue que
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ambos lados de la ecuación son constantes. Teniendo aún en cuenta que z−(∞) = y(∞) = 1,
obtenemos z+x = yz− = 1. También, tenemos la relación

1 +m = z−z+,

en la cual z−,1/z− ∈ L−p2
(Γ); z+, 1/z+ ∈ L+

p2
(Γ). Ahora queremos verificar que el operador

H := z+PΓz
−1
− I es acotado en todos los espacios Lr(Γ) (p1 < r < p2).

Sea f = f+ + f−, donde f+ ∈ L+
r (Γ) y f− ∈ L◦−r (Γ). Entonces, (Hf)(t) = z+PΓz

−1
− f+.

Por lo que es suficiente mostrar que el operador H|L+
r (Γ) (H restringido a L+

r (Γ)) es acotado.
Supongamos que f+ ∈ L+

r (Γ) (p1 < r < p2), y sea ϕ+(∈ L+
r (Γ)) una solución de la ecuación

ϕ+ PΓmϕ+ = f+.

Esta ecuación puede ser reescrita en la forma

(1 +m)ϕ+ + ϕ− = f+,

donde ϕ− es alguna función que pertenece a L
◦−
r (Γ). De la relación 1 +m = z−z+ tenemos

z+ϕ+ + z−1
− ϕ− = z−1

− f+.

Más aún, la función z+ϕ+ pertenece a L+
s (Γ) y la función z−1

− ϕ− pertenece a L
◦−
s (Γ) para

cierto número s > 1. Proyectando ambos lados de la última ecuación tenemos

ϕ+ = z−1
+ PΓz

−1
− f+ +Hf+.

Por lo que
H = (I + PΓmI)−1|L+

r (Γ).

Ahora, sea a una función arbitraria de GC(Γ). Escogemos una función racional r0 ∈ R(Γ) tal
que la funciónm = ar−1

0 −1 satisface la condición inicial de la prueba. Aśı, ind r0 = ind a(= k).
Sea

r0 = r−t
kr+

que representa una factorización de r0 con respecto a la curva Γ. De esta factorización y de
la relación m+ 1 = z−z+, se sigue que

a = a−t
ka+,

donde a− = r−z− y a+ = r+z+. El operador

a−1
+ PΓa

−1
− I = r−1

+ (z−1
+ PΓz

−1
− )r−1

− I

es acotado en todos los espacios Lr(Γ), (p1 < r < p2), donde la funciones a− y a−1
− pertenecen a

L−p2
(Γ) y a+ y a−1

+ son elementos de L+
p2

(Γ). Más aún, los factores a± satisfacen las condiciones
1) y 2) de arriba para valores p1 ≤ r ≤ p2.

Ahora se intentará mostrar que las funciones a± satisfacen las condiciones 1) y 2) para
cada r (1 < r < ∞). Sea p̃1(> 1) un número arbitrario menor que p1 y sea p̃2 > p2, donde
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p̃−1
1 + p̃−1

2 < 1 y p̃1 < r < p̃2. Por lo anterior probado, existe una factorización ã = ã−t
k̃ã+

con factores ã± que satisfacen las condiciones 1) y 2) para p̃1 < r < p̃2. Además, podemos
notar que k̃ = k y que a− = c1ã− y a+ = c2ã+, donde c1 y c2 son constantes complejas. Por
lo que los factores a± satisfacen las condiciones 1) y 2) para p̃1 < r < p̃2 también. �

Teorema 3.9. Sean a y b que pertenecen a GC(Γ), k = ind a/b y la ecuación

a

b
= c−t

kc+

una factorización generalizada de la función a/b. Entonces el operador inverso de aPΓ + bQΓ

del lado correspondiente está dado por la ecuación

(aPΓ + bQΓ)−1 = (t−kPΓ +QΓ)(c−1
+ PΓc

−1
− + ab−1t−kc−1

+ QΓc
−1
− )b−1I.

Para k < 0 tenemos que

ker(aPΓ + bQΓ) = {g, gt, ..., gt|k|−1},

donde g := c−1
+ − c−tk.

Para k > 0,

coker (aPΓ + bQΓ) = span{bc−, bc−t, ..., bc−tk−1}.

En el caso k > 0, la ecuación aPΓϕ+ bQΓϕ = f es soluble si y solo si las condiciones∫
Γ
f(t)b−1(t)c−1

− (t)t−jdt = 0 (j = 1, 2, ..., k)

se satisfacen.

Demostración:
Para comenzar, consideremos el caso k = 0. Por lo que se demostró en el Teorema 3.7, el
operador A = aPΓ + bQΓ es invertible

A−1 = (c−1
+ PΓc

−1
− I + ab−1c−1

+ QΓc−I)b−1I.

Sea B el operador definido por la parte derecha de esta ecuación. Notemos que el operador
c−1

+ QΓc
−1
− = a−1bI − c−1

+ PΓc
−1
− es acotado simultáneamente con el operador c−1

+ PΓc
−1
− . Con-

secuentemente, la ecuación A−1 = B define un operador acotado.
El operador B puede ser escrito en la forma

B = (c−1
+ PΓc

−1
− I + c−QΓc

−1
− I)b−1I.

Sea r una función racional arbitraria de C(Γ). Entonces

(c−1
+ PΓc

−1
− + c−QΓc

−1
− )(c−c+PΓ +QΓ)r = (c−1

+ PΓ + c−QΓ)(c+r+ + c−1
− r−).
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Ya que c+r+ ∈ L+
p (Γ, ρ) y c−1

− r− ∈ L◦−p (Γ, ρ), se tiene que

(c−1
+ PΓc

−1
− + c−QΓc

−1
− )(c−c+PΓ +QΓ)r = r,

esto implica que BAr = r. Más aún, el operador B es la inversa al operador A.
Si k > 0, el operador A = aPΓ + bQΓ se puede expresar en la forma

A = b(ab−1t−kPΓ +QΓ)(tkPΓ +QΓ).

Por lo anterior probado, el operador A−1 que es el inverso por la izquierda de A tiene la forma
enunciada en el teorema.
Para una función racional arbitraria r ∈ C(Γ), la ecuación

b−1c−1
− (aPΓ + bQΓ)(c−1

+ PΓ + c−QΓ)r = (tkPΓ +QΓ)r

es válida. Para k < 0, tenemos

ker(aPΓ + bQΓ) = (c−1
+ PΓc−QΓ) ker(tkPΓ +QΓ).

Por lo que la tercera ecuación del teorema resulta del Teorema 3.3.
La última afirmación será probada de manera más general adelante. �

De este teorema podemos reescribir el operador inverso de A = aPΓ + bQΓ como

(aPΓ + bQΓ)−1 = x(a−1PΓ + b−1QΓ)x−1

con x = bc−.
Si A = gI + hSΓ (g, h ∈ C(Γ)), g2(t)− h2(t) 6= 0 en Γ y si la ecuación

g + h

g − h
= c−t

kc+

es una factorización generalizada de la ecuación (g+h)(g−h)−1, entonces uno de los operadores
inversos de A (del lado correspondiente) está dado por la ecuación

(gI + hSΓ)−1 =
g

g2 − h2
I − h

g2 − h2
xSΓx

−1I,

donde x = (g − h)c−.



Caṕıtulo 4

Operadores de Fredholm

4.1. Operadores normalmente solubles

Sean B1, B2 espacios de dimensión finita, la condición f(y) = 0 con f ∈ kerA∗ y y ∈ B2,
para el operador A ∈ L(B1, B2), son una condición necesaria para la solubilidad de la ecuación
Ax = y.

Lema 4.1. Sea A ∈ L(B1, B2) y Z el espacio de todos los vectores y ∈ B2 que satisfacen
f(y) = 0 para todas las funcionales f ∈ kerA∗. Entonces la variedad lineal im A es denso en
Z.

Demostración:
Para todos los vectores y ∈ imA y todas las funcionales f ∈ ker A∗, tenemos f(y) = f(Ax) =
(A∗f)(x) = 0. Consecuentemente, im A ⊂ Z.
Supongamos que la cerradura de la variedad lineal imA es una parte propia de Z. Sea x0 un
vector de Z que no pertenece al subespacio im A. Por el teorema de Hahn-Banach existe una
funcional χ ∈ B∗2 tal que χ(x0) 6= 0 y χ(im A) = 0. Entonces χ ∈ kerA∗. Ya que χ(Z∗) = 0.
Esto contradice la condición χ(x0) 6= 0. �

El operador A ∈ L(B1, B2) se dice que es normalmente soluble siempre que la ecuación
Ax = y (x ∈ B1, y ∈ B2) sea soluble si y solo si la condición f(y) = 0 se satisface para cada
funcional f ∈ kerA∗.

Teorema 4.1. Para que el operador A ∈ L(B1, B2) sea normalmente soluble es necesario
y suficiente que la variedad lineal im A sea cerrada.

Sea A ∈ L(B1, B2). Denotaremos a A como el operador que mapea el espacio cociente
B1/ kerA en el subespacio im A de acuerdo a la regla Ax := Ax, donde x es la clase cociente
de B1/ kerA que contiene al elemento x ∈ B1. Por lo que A pertenece a L(B1/ kerA, im A) y
‖A‖ = ‖A‖.

55
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Teorema 4.2. Para que el operador A sea normalmente soluble es necesario y suficiente
la invertibilidad del operador A.

Para el operador A ∈ L(B1, B2) introducimos la cantidad kA que es igual a ‖A−1‖ si el
operador A es invertible e ∞ de lo contrario. Podemos ver que en ambos casos tenemos la
ecuación

kA = sup
y∈im A,‖y‖=1

ı́nf
Ax=y,x∈B1

‖x‖

ya que

sup
y∈im A,‖y‖=1

‖A−1y‖ = sup
y∈im A,‖y‖=1,Ax=y

‖x‖ = sup
y∈im A,‖y‖=1

ı́nf
Ax=y,x∈B1

‖x‖.

Teorema 4.3. La relación kA < ∞ es necesaria y suficiente para que el operador A ∈
L(B1, B2) sea normalmente soluble.

4.2. La restricción de operadores normalmente solubles

Si el operador A ∈ L(B1, B2) es normalmente soluble, entonces la restricción A|N a un
subespacio N ⊂ B1, no es normalmente soluble en general.

Teorema 4.4. Sea A ∈ L(B1, B2) un operador normalmente soluble y N un subespacio
de B1. Para que la restricción A|N del operador A al subespacio N sea normalmente soluble
es necesario y suficiente que la suma N + kerA sea un subespacio cerrado.

Demostración:
Supongamos que el operador A|N es normalmente soluble. Queremos demostrar que la va-
riedad lineal N + kerA es cerrada. Sea yn = xn + zn (xn ∈ N , zn ∈ kerA; n = 1, 2, ...)
una sucesión de vectores que convergen al vector y. Como ĺımAyn = ĺımAxn = Ay, por el
Teorema 4.1, tenemos que Ay ∈ A|N . Por lo que existe un vector y0 ∈ N tal que Ay0 = Ay.
Tomando en cuenta que y − y0 ∈ kerA, obtenemos que y ∈ N + kerA.

Ahora pasamos a la prueba de la suficiencia. Sea la suma N + kerA cerrada. Denotare-
mos a A1 como la restricción del operador A al subespacio N + kerA. De los cuantificadores
tenemos que kA1 ≤ kA. Ya que kA <∞, tenemos que kA1 <∞. Por lo que el operador A1 es
normalmente soluble. �

Corolario 4.1. Sea A ∈ L(B1, B2) un operador normalmente soluble y N un subespacio
de codimensión finita. Entonces el operador A|N es normalmente soluble.

Corolario 4.2. Asumamos que A ∈ L(B1, B2), y N1 ⊂ N2 son subespacios de B1. Si
dimN1/N2 < ∞, entonces la solubilidad normal de uno de los operadores A|N1 y A|N2 im-
plica la solubilidad normal del otro.
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Corolario 4.3. Sean B1, B2 y B3 espacios de Banach y A ∈ L(B1, B2), B ∈ L(B2, B3)
operadores normalmente solubles. Una condición necesaria y suficiente para que el operador
BA sea normalmente soluble es la cerradura de la suma im A + kerB. En particular, en el
caso dim kerB <∞ el operador BA es normalmente soluble.

4.3. Perturbación de operadores normalmente solubles

Sea A ∈ L(B1, B2) un operador normalmente soluble arbitrario y K un operador con
dimensión finita de L(B1, B2). Entonces el operador B = A + K es normalmente soluble
también. Además, la siguiente ecuación es cierta

B| kerK = A| kerK.

Teorema 4.5. Sea el operador K ∈ L(B1, B2) que tiene la siguiente propiedad: para cual-
quier operador normalmente soluble A ∈ L(B1, B2) el operador A+K es normalmente soluble.
Entonces el operador K es de dimensión finita.

Demostración:
Sea el operador K que cumple las condiciones del teorema. La solubilidad normal del ope-
rador cero implica la solubilidad normal del operador K. Suponiendo que el operador K es
de dimensión infinita, debeŕıa existir un operador compacto de dimensión infinita T que es
definido en el subespacio im K. En este caso el operador (I + T )K con I el operador iden-
tidad definido en el subespacio im K debeŕıa ser normalmente soluble. Por lo que, dado las
suposiciones del teorema, el operador TK = (I + T )K −K debeŕıa ser normalmente soluble
también. Lo último, de cualquier manera, es imposible, porque TK es un operador compacto
de dimensión infinita. �

Teorema 4.6. Sea A ∈ L(B1, B2) un operador normalmente soluble y sea T ∈ L(B1, B2)
un operador compacto que satisface una de las condiciones

dim kerA/(kerT ∩ kerA) <∞

o
dim im T/(im A ∩ im T ) <∞.

Entonces el operador A+ T es normalmente soluble.

4.4. La solubilidad normal del operador adjunto

Teorema 4.7. Si el operador A ∈ L(B1, B2) es normalmente soluble, entonces el conjunto
imA∗ es cerrado y consiste de todas las funcionales f ∈ B∗1 que cumplen la condición f(x) = 0
para cada x ∈ kerA.

Teorema 4.8. El operador A ∈ L(B1, B2) es normalmente soluble si y solo si el operador
A∗ ∈ L(B∗2 , B

∗
1) es normalmente soluble. Más aún, tenemos la ecuación kA = kA∗.
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4.5. Operadores invertibles generalizados

Un operador A ∈ L(B1, B2) se dice que es invertible generalizado si podemos encontrar
un operador B ∈ L(B2, B1) tal que

ABA = A.

El operador B será referido como el operador invertible generalizado de A y lo denotaremos
como B = A(−1).

Lema 4.2. Sea A ∈ L(B1, B2) un operador invertible generalizado. Entonces los operado-
res P1 := AA(−1) y P2 := A(−1)A son proyecciones, donde

im A = im P1 y kerA = kerP2.

Demostración:

P 2
1 = AA(−1)AA(−1) = AA(−1) = P1

y
P 2

2 = A(−1)AA(−1)A = A(−1)A = P2.

Además
im A ⊇ im AA(−1) ⊇ im AA(−1)A = im A

y
kerA ⊆ kerA(−1)A ⊆ kerAA(−1)A = kerA. �

Teorema 4.9. Para que el operador A ∈ L(B1, B2) sea invertible generalizado es necesa-
rio y suficiente que tenga las siguientes tres propiedades:
1.- A es normalmente soluble.
2.- El subespacio kerA tiene un complemento directo en B1.
3.- El subespacio im A tiene un complemento directo en B2.

Demostración:
La necesidad de las condiciones del teorema se obtienen del Lema 4.2. Se probrará la sufi-
ciencia. Sea L el complemento directo al subespacio kerA en B1 y N el complemento directo
a im A en B2. El operador A|L considerado como un operador que mapea L en im A, es
invertible. Denotaremos a B ∈ L(im A,L) como el operador para el cual BA|L = I|L y
AB|im A = I|im A. Sea P que representa la proyección que proyecta B2 en im A parale-
lamente a N . Considerando el operador A(−1) := BP ∈ L(B2, B1), obtenemos la ecuación
AA(−1)A = ABPA = ABA. �

Teorema 4.10. Sea A ∈ L(B1, B2) un operador invertible generalizado y K ∈ L(B1, B2)
un operador de dimensión finita. Entonces el operador A+K es invertible generalizado, donde

(A+K)(−1) = A(−1) − [A(−1)(A+K)− I]K
(−1)
1 [(A+K)A(−1) − I].
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Aqúı K
(−1)
1 denota una inversa generalizada al operador de dimensión finita

K1 := (A+K)A(−1)(A+K)− (A+K).

Antes de probar este teorema se enunciará un lema.

Lema 4.3. Si para un operador X ∈ L(B1, B2) existe un operador Y ∈ L(B2, B1) tal
que para el operador Z := XYX − X es invertible generalizado, entonces el operador X es
también invertible generalizado, donde

X(−1) = Y − (Y X − I)Z(−1)(XY − I).

Aqúı Z(−1) es el operador inverso generalizado a Z.

Demostración:

XX(−1)X = XYX − ZZ(−1)Z = Z − Z +X = X. �

Demostración del Teorema 4.10. Sea A(−1) un operador inverso generalizado de A.
Podemos ver que el operador

K1 = (A+K)A(−1)(A+K)− (A+K)

es de dimensión finita. Consecuentemente, podemos aplicar el Lema 4.3 a X = A + K,
Y = A(−1) y Z = K1. �

4.6. Operadores de Fredholm

Un operador A ∈ L(B1, B2) es llamado operador de Fredholm (operador de Noether, Φ-
operador) si es normalmente soluble y los números dim kerA y dim coker A son finitos. El
siguiente número es referido como el ı́ndice del operador A ∈ L(B1, B2)

Ind A := dim kerA− dim coker A.

Un operador A ∈ L(B1, B2) invertible por la izquierda (derecha) es de Fredholm si y solo
si dim coker A <∞ (dim kerA <∞).

Denotaremos a Φ(B1, B2) como el conjunto de todos los operadores de Fredholm que per-
tenecen a L(B1, B2).

Teorema 4.11. Si A ∈ Φ(B1, B2) y B ∈ Φ(B2, B3), entonces

BA ∈ Φ(B1, B3)

y
Ind BA = Ind B + Ind A.
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Demostración:
El operador BA es normalmente soluble por el Corolario 4.3. Adicionalmente, tenemos

dim kerBA ≤ dim kerB + dim kerA <∞

y
dim coker BA ≤ dim coker B + dim coker A <∞.

Por lo que BA ∈ Φ(B1, B3). Ahora, denotaremos a L1 como la intersección de los subespacios
im A y kerB. Entonces

dim kerBA = dim kerA+ dim kerL1.

El subespacio kerB puede ser representado en la forma de una suma directa de los subes-
pacios L1 y algún subespacio L2. El espacio B2 puede ser representado en la forma B2 =
im A+̇L2+̇L3, donde L3 es un espacio de dimensión finita. Más aún,

dim coker A = dimL2 + dimL3.

Dado que dim kerB = dimL1 + dimL2, tenemos

L3 − L1 = −dim kerB + dim coker A.

De la descomposición B2 = im A+̇L2+̇L3 obtenemos que im B = im BA+̇BL3. Por lo que

dim coker BA = dim coker B + dimL3.

Comparando esta ecuación con la ecuación de dim kerBA, tenemos

Ind BA = dim kerBA− dim coker BA

= dim kerA+ dimL1 − dim coker B − dimL3

= dim kerA+ dim kerB − dim coker B − dim coker A. �

Teorema 4.12. Para un operador A ∈ L(B1, B2), las siguientes afirmaciones son equiva-
lentes

1.- El operador A es un operador de Fredholm.
2.- El operador A puede ser representado en la forma A = D+T , donde D es un operador

de Fredholm invertible de un lado de L(B1, B2) y T es un operador compacto.
3.- El operador A puede ser representado en la forma A = D+K, donde D es un operador

de Fredholm invertible de un lado de L(B1, B2) y K es un operador de dimensión finita.

Demostración:
La afirmación 3) ⇒ 2) es directa. Para la afirmación 2) ⇒ 1), sin pérdida de generalidad
podemos decir que el operador D es invertible por la derecha. Entonces el operador A =
D(I +D−1T ), de acuerdo a el Teorema 4.11, es un operador de Fredholm, ya que de la teoŕıa
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de Riesz-Schauder tenemos que los operadores de la forma I + T , donde T es un operador
compacto de L(B), son operadores de Fredholm.

Ahora para probar por completo el teorema, se demostrará la afirmación 1) ⇒ 3). Sea
{y1, ..., yn} una base del subespacio coker A y {x1, ..., xm} una base del subespacio kerA.
Denotaremos a {f1, ..., fm} un sistema de funcionales de B∗1 para los cuales fj(xk) = δjk
(j, k = 1, 2, ...,m). Más aún, construimos el operador K de dimensión finita por el arreglo

Kx :=

mı́n(n,m)∑
j=1

fj(x)yj (x ∈ B1)

y definimos el operador D := A−K. De manera sencilla podemos ver que

im D = im A+̇im K.

Para n ≤ m, tenemos que im D = B2 y, para n > m, codim im D = n −m. Más aún, de la
ecuación D = A−K se sigue que, para n < m,

kerD = span{xn+1, xn+2, ..., xm},

mientras que para n ≥ m, tenemos que kerD = {0}. �

4.7. Regularización de operadores

Diremos que el operador A ∈ L(B1, B2) admite una regularización si existe un operador
M ∈ L(B2, B1) tal que cualquiera de los operadores AM − I y MA − I es compacto. El
operador M se dice que es un regularizador de A.

Teorema 4.13. Para que el operador A ∈ L(B1, B2) sea de Fredholm es necesario y sufi-
ciente que admita una regularización.

Demostración:
Sea M un regularizador de A, es decir, MA = I + T1 y AM = I + T2, donde T1 y T2 son
compactos. Ya que

im A ⊇ im AM = im (I + T2),

entonces, por el Teorema 2.4, el operador A es normalmente soluble. De las mismas relaciones
se sigue que

dim coker A ≤ dim coker(I + T2) <∞

y
kerA ⊆ kerMA = ker(I + T1),

por lo que
dim kerA ≤ dim ker(MA) <∞.

Consecuentemente, A es un operador de Fredholm.
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Pasamos a la suficiencia, sea A un operador de Fredholm. Entonces, por el Teorema 4.9,
el operador A es invertible generalizado. Denotaremos a A(−1) ∈ L(B2, B1) como una de las
inversas generalizadas de A. Del Lema 4.2, tenemos

rango(AA(−1) − I) = dim coker A

y

rango(A(−1)A− I) = dim kerA.

De aqúı, concluimos que el operador A(−1) es un regularizador de A. �

4.8. Índice y traza

Sea K un operador de dimensión finita de L(B), y sean λ1, ..., λn todos sus eigenvalores
distintos de cero. Entenderemos la traza de un operador K como la suma de todos sus eigen-
valores. La traza el operador K será denotada por tr K := λ1 + λ2 + ...+ λn.

Proposición 1. Para dos operadores de rango finito arbitrarios K1 y K2, tenemos la
ecuación

tr(K1 +K2) = tr K1 + tr K2.

Sean L := kerK1∩kerK2 yM := imK1+imK2. Denotaremos a Z como un complemento
directo deM∩L en L, y a N como un complemento directo de Z en el espacio entero B que
contiene a M.

KjN ⊆ N , Z ⊆ kerKj (j = 1, 2)

y por lo tanto trKj = trKj |N (j = 1, 2) y tr (K1 +K2) = tr (k1 +K2)|N . Como dimN <∞,
la ecuación de la Proposición 1 resulta de las correspondientes ecuaciones para matrices.

Proposición 2. Si un operador de rango finito K ∈ L(B) es representado en la forma

Kx =

m∑
j=1

fj(x)yj (x ∈ B),

entonces

tr K =

m∑
j=1

fj(yj).

De hecho, considerando la Proposición 1 es suficiente mostrando la validez para el caso
m = 1. El operador K1 definido por K1x := f1(x)y1 tiene el eigenvalor λ1 = f1(y1). Conse-
cuentemente tr K1 = f1(y1).
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Proposición 3. Sea K un operador de rango finito de L(B1, B2) y A ∈ L(B2, B1). En-
tonces

tr AK = tr KA.

Si el operador K es representado como en la Proposición 2, entonces tenemos

AKx =

m∑
j=1

fj(x)Ayj y KAx =

m∑
j=1

fj(Ax)yj .

Y de la Proposición 2 tenemos

tr AK =

m∑
j=1

fj(Ayj) y tr KA =

m∑
j=1

fj(Ayj).

Teorema 4.14. Sea el operador A un elemento de Φ(B1, B2) y sea M ∈ L(B2, B1) un
regularizador de A tal que los operadores MA− I1 y AM − I2 tienen rango finito. Entonces

ind A = tr(I1 −MA)− tr(I2 −AM).

Demostración:
Primero consideremos el caso cuando el operador M = A(−1) es una inversa generalizada de
A. Del Lema 4.2, tenemos

A(−1)A = I1 − P1, AA(−1) = I2 − P2,

donde I1−P1 es una proyección en el subespacio kerA, mientras que I2−P2 es una proyección
en el subespacio im A. Por lo que

tr(I1 −A(−1)A) = dim im P1 = dim kerA

y
tr(I2 −AA(−1)) = dim im P2 = dim coker A.

Más aún, en este caso se ha probado la ecuación del teorema. Ahora tomemos M arbitrario. En
este caso el operador (M−A(−1))A tiene rango finito. Por lo que el operador (M−A(−1))|imA
también tiene rango finito. De la relación dim cokerA <∞, el operador M−A(−1) tiene rango
finito. Por la Proposición 3, tenemos

tr(M −A(−1))A = tr A(M −A(−1)),

por lo que

tr(I1 −A(−1)A)− tr(I1 −MA) = tr(I2 −AA(−1))− tr(I2 −AM).

Esto implica

tr(I1 −A(−1)A)− tr(I2 −AA(−1)) = tr(I1 −MA)− tr(I2 −AM). �
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4.9. La estructura del conjunto de operadores de Fredholm

Proposición 1. Sea el operador A ∈ GL(B), para el cual existe una curva continua λ(t)
(0 ≤ t ≤ 1) en el plano C conectando el punto λ1 = 0 con el punto λ2 del dominio |λ| > ‖A‖ y
que no intersecta con el espectro de A. Entonces el operador A está contenido en el conjunto
conexo G0(= G0L(B)) del grupo GL(B) el cual también contiene el operador identidad.

Proposición 2. Sea H un espacio de Hilbert. Entonces el grupo GL(H) es conexo.

Proposición 3. Sea B un espacio de Banach y L un subespacio con codimensión finita.
El grupo GL(B) es conexo si y solo si el grupo GL(L) es conexo.

Proposición 4. Asumamos que B1 y B2 son dos espacios de Banach, y para los cuales
existe al menos un operador de Fredholm A en L(B1, B2). El grupo GL(B1) es conexo si y
solo si el grupo GL(B2) es conexo.

Teorema 4.15. Si uno de los grupos GL(B1) o GL(B2) es conexo, entonces el conjunto
de todos los operadores de Φ(B1, B2) tienen un mismo ı́ndice que constituye un componente
conexo.

Demostración:
Este teorema solo tiene sentido si el conjunto Φ(B1, B2) es no vaćıo. De la Proposición 4,
tenemos que ambos grupos, GL(B1) y GL(B2), son conexos. Denotaremos a Φk(B1, B2) como
el conjunto de todos los operadores de Φ(B1, B2) que tienen su ı́ndice igual a k.

Sea D un operador fijo invertible de un lado de Φk(B1, B2) y D−1 su inversa. Como
Ind D−1 = −Ind D = −k, tenemos que Ind AD−1 = 0. Por el Teorema 4.12, podemos
representar el operador AD−1 en la forma AD−1 = B + K, donde B ∈ GL(B2) y K es un
operador de dimensión finita. Por hipótesis, existe una función continua F : [0, 1]→ GL(B2)
tal que

F (0) = B y F (1) = I.

Suponiendo que el operador D es invertible por la izquierda, consideremos la función

H(λ) := (F (λ) + (1− λ)K)D (0 ≤ λ ≤ 1).

Esta función es continua y todos sus valores pertenecen a Φk(B1, B2). Más aún, H(0) = A y
H(1) = D.

Consideremos el caso donde D es invertible por la derecha. Sea D−1 una inversa derecha
de D. Entonces tenemos que D−1D = I +K0, donde K0 es un operador de dimensión finita.
Construimos una familia de operadores H1(λ) (0 ≤ λ ≤ 1) definido por las igualdades

H1(λ) := A(I + 2λK0)

(
0 ≤ λ ≤ 1

2

)
y

H1(λ) = (F (2λ− 1) + 2(1− λ)K)D

(
1

2
≤ λ ≤ 1

)
.
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La función H1 mapea el intervalo [0, 1] continuamente en Φk(B1, B2), donde

H1(0) = A, H1

(
1

2

)
= AD−1D, y H1(1) = D. �

4.10. Operadores Φ±

Un operador A ∈ L(B1, B2) se dice que es un Φ+-operador si es normalmente soluble y el
número dim kerA es finito, mientras que dim coker A es infinito. Un operador A ∈ L(B1, B2)
se dice que es un Φ−-operador si es normalmente soluble y

dim kerA =∞, dim coker A <∞.

El conjunto de todos los Φ+-operadores de L(B1, B2) se denotará como Φ+(B1, B2), de manera
similar Φ−(B1, B2) será el conjunto de todos los Φ−-operadores de L(B1, B2). Si un operador
A pertenece a Φ+(B1, B2), entonces A∗ ∈ Φ−(B∗2 , B

∗
1). Si A∗ ∈ Φ−(B∗2 , B

∗
1) implica que

A ∈ Φ+(B1, B2). Aśı, bajo estas hipótesis, la siguiente ecuación es válida

dim kerA = dim coker A∗.



Caṕıtulo 5

Teoremas generales en operadores
integrales singulares

5.1. Cambio de curva

Sean Γ y Γ̃ curvas no simples con Γ ⊂ Γ̃. El espacio Lp(Γ̃, ρ) se puede identificar con la
suma directa de los subespacios Lp(Γ, ρ) y Lp(Γ̃\Γ, ρ). Denotaremos a R1 como el operador
proyección del espacio Lp(Γ̃, ρ) en el espacio Lp(Γ, ρ) paralelamente a Lp(Γ̃\Γ, ρ), y R2 su
proyección complementaria.

Teorema 5.1. Sean ã,b̃ ∈ L∞(Γ̃) y a := ã|Γ, b := b̃|Γ. Si

ã = b̃ = 1 (t ∈ Γ̃\Γ),

entonces el operador A = aPΓ + bQΓ es la restricción del operador Ã = ãPΓ̃ + b̃QΓ̃ a Lp(Γ, ρ),

A = Ã|Lp(Γ, ρ).

También tenemos la igualdad

Ã = (I +R1ÃR2)(AR1 +R2),

donde el operador I +R1ÃR2 es invertible.

Demostración:
Para R2 tenemos que

R2Ã = R2ãPΓ̃ +R2b̃QΓ̃ = R2PΓ̃ +R2QΓ̃ = R2

por lo que

Ã = (R1 +R2)Ã = R1Ã+R2.

66
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Esto implica, en particular, que R1ÃR1 = ÃR1 = AR1 y que el espacio Lp(Γ, ρ) es invariante
para A, obteniendo aśı la primer implicación. Más aún, muestra que

Ã = R1ÃR1 +R1ÃR2 +R2 = (I +R1ÃR2)(R1ÃR1 +R2),

obteniendo la segunda implicación. Además,

(I +R1ÃR2)−1 = I −R1ÃR2. �

Teorema 5.2. Sean Γ1, ...,Γn curvas no simples con intersecciones vaćıas por pares, y
sean a, b ∈ L∞(Γ) con Γ = Γ1 ∪ ... ∪ Γn. Entonces el operador A = aPΓ + bQΓ es un Φ-
operador si y solo si cada uno de los operadores Aj = ajPΓj + bjQΓj con aj = a|Γj y bj = b|Γj
es un Φ-operador.

El operador A es un Φ+(Φ−)-operador si y solo si todos los operadores Aj son Φ+(Φ−)-
operadores o Φ-operadores con al menos uno de ellos un Φ+(Φ−)-operador. En cada caso

Ind (aPΓ + bQΓ) =

n∑
j=1

Ind(ajPΓ + bjQΓ).

Demostración:
Podemos identificar el espacio Lp(Γ, ρ) con la suma directa Lp(Γ1, ρ)+̇...+̇Lp(Γn, ρ). Sea Rk
(k = 1, ..., n) el operador proyección que proyecta el espacio Lp(Γ, ρ) en el espacio Lp(Γk, ρ)
paralelamente a la suma directa de los otros subespacios Lp(Γj , ρ) (j = 1, ..., n, j 6= k). Como
R1+̇...+̇Rn = I, podemos escribir el operador A en la forma

A =
n∑

j,k=1

RjARk.

Podemos observar que

RjARj = AjRj y RjARk =
1

2
(aj − bj)RjSΓk (j 6= k).

Ya que las curvas Γj (j = 1, ..., n) son consideradas disjuntas por pares, los operadores RjARk
son compactos para toda j 6= k. Por lo que

A =

n∑
j=1

AjRj + T,

donde T es compacto. Pero el operador A1R1 + ...+AjRj es , en principio, la suma directa de
los operadores AjRj actuando en Lp(Γj , ρ). Este hecho nos da la afirmación del teorema.�
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5.2. El principio de separación de singularidades

Sea a una función en L∞(Γ). El subconjunto cerrado más pequeño de la curva Γ en cuyo
complemento la función a es continua será llamado el soporte de singularidad de la función
a. Lo denotaremos como 4(a).

Teorema 5.3. Supongamos que el soporte de singularidad 4(a) de la función a ∈ GL∞(Γ)
consiste de n arcos cerrados disjuntos por pares γ1, ..., γn, y sean aj ∈ GL∞(Γ) (j = 1, ..., n)
funciones que poseen las siguientes propiedades:

1) La función aj es continua en la curva Γ\γj (j = 1, ..., n);
2) aj(t) = a(t) si t ∈ γj.
Entonces el operador aPΓ + QΓ es un Φ-operador si y solo si cada uno de los operadores

ajPΓ +QΓ es un Φ-operador, y el operador aPΓ +QΓ es un Φ+(Φ−)-operador si y solo si todos
los operadores ajPΓ +QΓ (j = 1, ..., n) son Φ+(Φ−)-operadores o Φ-operadores con al menos
uno de ellos un Φ+(Φ−)-operador. En cada caso

Ind(aPΓ +QΓ) =
n∑
j=1

Ind(ajPΓ +QΓ)− ind a0,

donde a0 es la función en GC(Γ) definida por

a0 = aa−1
1 a−1

2 ...a−1
n .

Antes de probar este teorema se enunciarán dos lemas.

Lema 5.1. Sean a1, ..., an funciones en L∞(Γ) con soportes singulares disjuntos por pares.
Entonces el operador

PΓãPΓ − PΓa1PΓPΓa2PΓ...PΓanPΓ (ã := a1...an)

es compacto en Lp(Γ, ρ).

Demostración:
Sin pérdida de generalidad, asumiremos que n = 2. En el primer caso si las funciones a1, a2

son continuas, la afirmación del lema es consecuencia del Teorema 1.12.
Ahora consideremos el caso general. En esta situación, el conjunto 4(a1) está en el com-

plemento del conjunto cerrado 4(a2). Este complemento consiste de muchos arcos abiertos
finitos o contables disjuntos por pares que cubren el conjunto cerrado 4(a1). Elegimos una
subcubierta finita {δj}r1 de esta cubierta y escogemos arcos abiertos γj y 4j para los cuales
siempre es posible

4(a1) ∩ δj ⊂ γj , γj ⊂ 4j , 4j ⊂ δj (j = 1, 2, ..., r).

Tomamos

γ :=

n⋃
j=1

γj(⊃ 4(a1)) y 4 :=

n⋃
j=1

4j .
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Por lo cual existe una función b ∈ C(Γ) que coincide con la función a2 en γ y para el cual
difiere de a2 en cada punto de la frontera de 4.

Ahora, consideremos dos funciones c1(t) y c2(t) (t ∈ Γ), donde la primer función satisface
las condiciones

c1 ∈ C(Γ), c1(t) = a2(t)− b(t) (t ∈ 4), c1(t) 6= 0 (t ∈ Γ\4),

mientras que la segunda función está definida por

c2(t) :=

{
1 si t ∈ 4
(a2(t)− b(t))/c1(t) si t ∈ Γ\4.

Debido a la elección especial de las funciones c1 y c2, tenemos que a2 − b = c1c2 y, por lo
tanto, a1a2 = a1c1c2 + a1b. Ya que la función c1 es cero en 4(a1), la función a1c1 es continua
en Γ y por lo cual

PΓa1c1c2PΓ = PΓa1c1PΓc2PΓ + T1

para algún operador compacto T1. Tomando en cuenta la continuidad de c1, obtenemos además
que

PΓa1c1PΓ = PΓa1PΓc1PΓ + T2 y PΓc1PΓc2PΓ = PΓc1c2PΓ + T3

con operadores compactos T2 y T3. Las anteriores identidades y

PΓa1bPΓ = PΓa1PΓbPΓ + T4

implican que

PΓãPΓ = PΓa1c1c2PΓ + PΓa1bPΓ

= PΓa1PΓ(PΓc1c2PΓ + PΓbPΓ) + T5,

donde T4 y T5 son ciertos operadores compactos. Por lo tanto

PΓãPΓ = PΓa1PΓPΓa2PΓ + T5. �

Lema 5.2. Si el soporte de singularidad de las funciones a1 y a2 ∈ L∞(Γ) son disjuntos,
entonces el operador PΓa1PΓa2PΓ − PΓa2PΓa1PΓ es compacto

Esta es una consecuencia inmediata del Lema 5.1.

Prueba del teorema 5.3. Definimos la función a0 como

a0 := aa−1
1 ...a−1

n .

Notemos que a0 ∈ C(Γ). Tomando

A := PΓaPΓ +QΓ y Aj := PΓajPΓ +QΓ (j = 0, 1, ..., n)

obtenemos que
A = A0A1...An + T,

donde T es compacto. Esta igualdad en combinación con el Lema 5.1, el Lema 5.2 y el Teorema
4.11 nos da la validación del Teorema 5.3 si el operador aPΓ +QΓ es reemplazado por A y los
operadores ajPΓ +QΓ son reemplazados por Aj . �
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5.3. Una condición necesaria

Teorema 5.4. Sean Γ una curva cerrada no simple y a ∈ L∞(Γ). Si el operador A =
aPΓ + bQΓ es un Φ,Φ+ o Φ−-operador en Lp(Γ, ρ), entonces

ess ı́nf
t∈Γ
|a(t)| > 0, ess ı́nf

t∈Γ
|b(t)| > 0.

También se obtiene una afirmación análoga para el operador B = PΓaI +QΓbI.

Se mostrará un lema antes de probar el teorema.

Lema 5.3. Sea Γ una curva cerrada no simple el cual acota el conjunto abierto F+
Γ , y sea

c ∈ L∞(Γ) una función tal que, para ciertos subconjuntos γ1, γ2 de Γ de medida positiva,

c(t) = 0 si t ∈ γ1 y c(t) 6= 0 si t ∈ γ2.

Supongamos además que la medida de la intersección de γ2 con el ĺımite de cada conjunto
conexo de F+

Γ es positiva. Entonces para A, igual a cualquiera de los dos operadores cPΓ +QΓ

o PΓ + cQΓ,

dim kerA = dim kerA∗ = 0.

Demostración:
Sean F1, ..., Fn el conjunto de todos los conjuntos conexos (no necesariamente diferentes) de
F+

Γ y Γ1, ...,Γn sus ĺımites. Supongamos que están enumeradas de tal manera que satisfacen
las siguientes dos propiedades: mes(γ1 ∩ Γ1) > 0, y los puntos en Fj y Fj+1 se pueden unir
mediante una ĺınea recta la cual intersecta la curva Γ solo en los ĺımites de Γj y Γj+1. Para
cada vector ϕ0 ∈ ker(cPΓ +QΓ) y para todos los t ∈ γ1 ∩ Γ1 se tiene que (QΓϕ0)(t) = 0. Aśı,
el teorema de Lusin-Privalov (PRIVALOV,pág. 232) implica que (QΓϕ0)(t) = 0 para t ∈ Γ1.
Ya que Γ2 está contenida en el ĺımite de la región, donde la función QΓϕ0 es cero, tenemos
ϕ0(t) = 0 para t ∈ Γ2 repitiendo el mismo argumento anterior. Repitiendo este procedimiento
llegamos a que ϕ0 = 0.

Análogamente, se puede mostrar que ker(PΓ + cQΓ) = 0. El operador A∗ = (cPΓ +QΓ)∗ se
puede reescribir en la forma A∗ = HΓ(PΓ+cQΓ)HΓ, donde HΓ está definida como en la sección
7 del caṕıtulo 1. Más aún, tenemos que (PΓ +QΓcI) = (I +QΓcPΓ)(PΓ + cQΓ)(I − PΓcQΓ),
donde los factores externos del lado derecho son invertibles: (I + QΓcPΓ)−1 = (I − QΓcPΓ).
Aśı, por lo anterior, dim ker(cPΓ +QΓ)∗ = 0. Análogamente, dim ker(PΓ + cQΓ)∗ = 0. �

Prueba del Teorema 5.4. Comencemos tomando el caso cuando Γ es una curva cerrada
no simple. Supongamos que el operador es un Φ o Φ±-operador y que una de las condiciones
no se cumple, sin pérdida de generalidad tomemos ess ı́nf |a(t)| = 0. Ahora definimos las
funciones a1 y b1 como

a1(t) :=

{
a(t) si |a(t)| ≥ ε
0 si |a(t)| < ε

y b1(t) :=

{
b(t) si |b(t)| ≥ ε
ε si |b(t)| < ε

,
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donde ε es un número suficientemente pequeño. Además tenemos que |a(t) − a1(t)| < ε y
|b(t)− b1(t)| < ε para cada t ∈ Γ.

Sea A1 = a1PΓ + b1QΓ. La estimación

‖A−A1‖ < 2ε(‖PΓ‖+ ‖QΓ‖)

muestra que A1 es un Φ o Φ±-operador cuando ε es suficientemente pequeño.
Ahora tomamos c := a1/b1 y D := cPΓ + QΓ. De nuestra suposición, el conjunto γ1 =

{t ∈ Γ : c(t) = 0} tiene medida positiva, y ya que D es un Φ o Φ±-operador, la intersección
del conjunto γ2 = {t ∈ Γ : c(t) 6= 0} y cada una de las curvas Γj es de medida positiva
también. Aśı, por el Lema 5.3, tenemos que dim kerD = dim coker D = 0, del cual se sigue
su invertibilidad.

Sea ϕ0 la solución a la ecuación Dϕ0 = 1. Ya que c(t) = 0 si t ∈ γ1, la ecuación cPΓϕ0 =
1 − QΓϕ0 implica que 1 − (QΓϕ0)(t) = 0 en γ1, y del teorema de Lusin-Privalov tenemos
que 1 − (QΓϕ0)(t) = 0 en Γ1. Repitiendo el argumento de la prueba anterior tenemos que
1 − (QΓϕ0)(z) = 0 para toda z ∈ F−Γ . Pero esto contradice que (QΓϕ0)(∞) = 0, lo cual
termina la prueba para el caso de una curva cerrada.

Si Γ es una curva no simple arbitraria completamos Γ a una curva cerrada no simple
Γ̃ y consideramos las funciones ã(t) y b̃(t) (t ∈ Γ̃) las cuales coinciden con a y b en Γ,
respectivamente, y que son cero en Γ̃\Γ. Del Teorema 5.1 inferimos que ãPΓ̃ + b̃QΓ̃ es un Φ o

Φ±-operador en Lp(Γ̃ρ) y por lo mostrado anteriormente tenemos que

ess ı́nf
t∈Γ̃
|ã(t)| > 0, ess ı́nf

t∈Γ̃
|b̃(t) > 0,

lo cual implica el resultado del teorema. �

5.4. Teoremas de conección entre operadores integrales singu-
lares

Esta sección será para relacionar los operadores aPΓ + bQΓ y PΓaI +QΓbI.

Teorema 5.5. Sea Γ una curva cerrada no simple y sean a, b ∈ GL∞(Γ). Entonces los
operadores A := aPΓ + bQΓ y B := PΓaI +QΓbI son relacionados por la igualdad

D1(aPΓ + bQΓ)D2 = PΓaI +QΓbI

con los operadores invertible D1 y D2 definidos por

D1 := (I + PΓab
−1QΓ)b−1I y D2 := (I −QΓab

−1PΓ)bI.

Demostración:
El operador A puede ser representado en la forma

A = b(ab−1PΓ +QΓ) = b(PΓab
−1PΓ +QΓ)(I +QΓab

−1PΓ),
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y para el operador B tenemos

B = (PΓab
−1I +QΓ)bI = (PΓab

−1QΓ + I)(PΓab
−1PΓ +QΓ)bI.

Los operador bI, I +QΓab
−1PΓ y I + PΓab

−1QΓ son invertibles con

(I +QΓab
−1PΓ)−1 = I −QΓab

−1PΓ

y
(I + PΓab

−1QΓ)−1 = I − PΓab
−1QΓ.

Aśı, por las descomposiciones de los operadores A y B, tenemos que

PΓab
−1PΓ +QΓ = b−1(aPΓ + bQΓ)(I −QΓab

−1PΓ)

= (I − PΓab
−1QΓ)(PΓaI +QΓbI)b−1I.

Lo cual prueba el teorema. �

Teorema 5.6. Sea Γ una curva cerrada no simple y sean a, b ∈ GL∞(Γ). Entonces los
operadores A := aPΓ + bQΓ y B := a−1PΓ + b−1QΓ actuando en Lp(Γ, ρ) y en su espacio dual
Lq(Γ, ρ

1−q) (p−1 + q−1 = 1), respectivamente, son relacionados por la igualdad

A∗ = D3BD4,

donde

D3 := HΓ(I + PΓa
−1bQΓ)bI,

D4 := (I −QΓa
−1bPΓ)aHΓ,

y HΓ se refiere al operador invertible definido por (HΓϕ)(t) := hΓ(t)ϕ(t) (ver sección 1.7).

Corolario 5.1. Sea Γ una curva arbitraria no simple. Entonces el operador aPΓ + bQΓ

(a, b ∈ GL∞(Γ)) es un Φ−,Φ+ o Φ-operador en Lp(Γ, ρ) si y solo si el operador a−1PΓ+b−1QΓ

es un Φ−,Φ+ o Φ-operador en el espacio dual Lq(Γ, ρ
1−q) (p−1+q−1 = 1). Si el operador aPΓ+

bQΓ admite una regularización por la izquierda (derecha) en Lp(Γ, ρ), entonces el operador
a−1PΓ +b−1QΓ admite una regularización por la derecha (izquierda) en Lq(Γ, ρ

1−q). Más aún,

dim ker(aPΓ + bQΓ)|Lp(Γ, ρ) = dim coker(a−1PΓ + b−1QΓ)|Lq(Γ, ρ1−q).

Teorema 5.7. Sea A = aPΓ + bQΓ un operador de Fredholm. Entonces A es invertible de
un lado, el operador atkPΓ + bQΓ con k := Ind A es invertible de los dos lados, y la inversa
de un lado de A está dado como (tkPΓ + QΓ)(atkPΓ + bQΓ)−1. Más aún, en el caso k > 0
tenemos que

ker(aPΓ + bQΓ) = span {g, gt, ..., gtk−1},
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donde g := PΓϕ− t−k(1−QΓϕ) y ϕ es la solución a la ecuación

atkPΓϕ+ bQΓϕ = b.

Demostración:
La primera afirmación puede ser verificada con los resultados anteriores. Para el siguiente
resultado tenemos que

(aPΓ + bQΓ)(gtj) = tj−k(atkPΓϕ+ bQΓϕ− b) = 0 (j = 0, ..., k − 1),

de lo cual se sigue que span {g, gt, ..., gtk−1} ⊆ ker(aPΓ + bQΓ). Tomando en cuenta la inde-
pendencia lineal de las funciones g, gt, ..., gtk−1 y la igualdad dim ker(aPΓ +bQΓ) = k, tenemos
que ker(aPΓ + bQΓ) = span {g, gt, ..., gtk−1}. �



Caṕıtulo 6

La factorización generalizada de
funciones medibles acotadas

En este caṕıtulo introduciremos un nuevo concepto de factorización: la factorización ge-
neralizada de funciones con respecto a la curva Γ en el espacio Lp(Γ, ρ). Aśı, generalizaremos
los resultados anteriores al caso de funciones en GL∞(Γ), ya que aqúı no todas las funciones
admiten una factorización generalizada con respecto a una curva cerrada Γ.

Sea Γ una curva cerrada no simple que acota el conjunto F+
Γ (0 ∈ F+

Γ ). Una factorización
generalizada de la función a ∈ L∞(Γ) con respecto a la curva Γ en el espacio Lp(Γ, ρ) es una
representación en la forma

a(t) = a−(t)tka+(t),

donde k es un entero y los factores a± satisfacen las siguientes condiciones

1.- a− ∈ L−p (Γ, ρ), a+ ∈ L+
q (Γ, ρ1−q), a−1

− ∈ L−q (Γ, ρ1−q) y a−1
+ ∈ L+

p (Γ, ρ).

2.- El operador a−1
+ PΓa

−1
− I es acotado en Lp(Γ, ρ).

6.1. Funciones que admiten una factorización generalizada con
respecto a una curva en Lp(Γ, ρ)

Teorema 6.1. Sea a una función medible con valores reales definida en una curva cerrada
Γ que satisface las condiciones

0 < ess ı́nf
t∈Γ

a(t) y ess sup
t∈Γ

a(t) <∞.

Entonces la función a permite una factorización a = a−a+ con los factores

a+ := exp(PΓ ln a) y a− := exp(QΓ ln a).

Aśı, a±1
+ ∈ L+

∞(Γ) y a±1
− ∈ L−∞(Γ).

74
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Demostración:
De (PRIVALOV,pp. 137-139) sabemos que las funciones a±1

+ y a±1
− son en casi todas partes

los valores ĺımites de la función

F (z) := exp

(
± 1

2πi

∫
Γ

ln a(τ)

τ − z
dτ

)
en F+

Γ y F−Γ , respectivamente.
Sea Γk(⊂ Γ) una curva cerrada simple que divide el plano en las regiones F+

k y F−k , y
definimos

uk(z) := Re

(
1

2πi

∫
Γk

ln a(τ)

τ − z
dτ

)
.

Ya que ln a(τ) es esencialmente acotado y una función de valores reales en Γk, la función
uk(z) prueba ser armónica en cada una de las regiones F+

k y F−k y, más aún, uk(∞) = 0 y
|uk(z)| ≤ cte (z ∈ C) (ver PRIVALOV,pp. 82 y 188). Por lo que, la función

u(z) = Re

(
1

2πi

∫
Γ

ln a(τ

τ − z
dτ

)
es acotada en ambas regiones F+

Γ y F−Γ . Esto a su vez, implica que las funciones a±1
+ (a±1

− )
son holomorfas y acotadas en F+

Γ (F−Γ ), y por lo que finalmente tenemos

a±1
+ ∈ L+

∞(Γ) y a±1
− ∈ L−∞(Γ). �

Teorema 6.2. Sea a una función arbitraria en L∞(Γ) y sea b ∈ L∞(Γ) una función con
valores reales que satisface

ess ı́nf
t∈Γ

b(t) > 0.

Entonces la factorizabilidad de la función ab y la función a con respecto a Γ en Lp(Γ, ρ) son
equivalentes. Si la función a admite una factorización, entonces

ind ab|Lp(Γ, ρ) = ind a|Lp(Γ, ρ).

Demostración:
Por el teorema anterior la función b es factorizable en b = b−b+ con factores b± distinguidos
por b±1

+ ∈ L+
∞(Γ) y b±1

− ∈ L−∞(Γ). Sea a = a−t
ka+ una factorización de a con respecto a la

curva Γ en Lp(Γ, ρ). Entonces, evidentemente, la ecuación ab = g−t
kg+ con g− := a−b− y

g+ := a+b+ es una factorización de ab con respecto a la curva Γ en Lp(Γ, ρ). �

6.2. Factorización en el espacio Lp(Γ, ρ)

En esta sección se presentarán criterios para la factorizabilidad de funciones en L∞(Γ) con
respecto a la curva Γ.
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Teorema 6.3. La función a ∈ L∞(Γ) admite una factorización en Lp(Γ, ρ) si y solo si
el operador A = aPΓ + QΓ es de Fredholm en Lp(Γ, ρ). Si A es un operador de Fredholm
entonces ind a|Lp(Γ, ρ) = −Ind A|Lp(Γ, ρ).

Demostración:
Primero asumimos que la función a tiene una factorización a = a+a− en Lp(Γ, ρ) con
inda|Lp(Γ, ρ) = 0 y consideramos el operador B := (a−1

+ PΓ +a−QΓ)a−1
− I. Podemos notar que

B es el operador inverso de A.

Sea r ∈ R(Γ) una función racional arbitraria. Por la definición de factorización, tenemos
que a−1

− r ∈ Lq(Γ, ρ
1−q), a−1

+ ∈ L+
p (Γ, ρ) y a− ∈ L−p (Γ, ρ). En consecuencia, a−1

+ PΓa
−1
− r ∈

L+
1 (Γ) y a−QΓa

−1
− r ∈ L

◦−
1 (Γ). Por lo que, los operadores a−1

+ PΓa
−1
− I y a−QΓa

−1
− I = I −

aa−1
+ PΓa

−1
− I son acotados en Lp(Γ, ρ), más aún, concluimos que a−1

+ PΓa−r ∈ L+
p (Γ, ρ) y

a−QΓa
−1
− r ∈ L◦−p (Γ, ρ). Por lo que tenemos la siguiente identidad

ABr = (aPΓ +QΓ)(a−1
+ PΓa

−1
− + a−QΓa

−1
− )r

= aa−1
+ PΓa

−1
− r + a−QΓa

−1
− r = r.

Análogamente, las inclusiones a+PΓr ∈ L+
q (Γ, ρ1−q) y a−1

− QΓr ∈ L◦−q (Γ, ρ1−q) implican que

BAr = (a−1
+ PΓ + a−QΓ)(a+PΓ + a−1

− QΓ)r = r.

Tomando en cuenta la acotación del operador B = I + (1 − a)a−1
+ PΓa

−1
− I en Lp(Γ, ρ)

tenemos que el operador A es invertible, y B es su inversa.

Ahora consideremos el caso cuando k es un entero arbitrario. En este caso la función at−k

admite una factorización at−k = a−a+, y por lo anterior mostrado, el operador at−kPΓ +QΓ

es invertible en el espacio Lp(Γ, ρ). Si k > 0 entonces el operador A puede ser reescrito en la
forma A = (at−kPΓ + QΓ)(tkPΓ + QΓ). Ya que tkPΓ + QΓ es un operador de Fredholm con
ı́ndice −k el operador A es de Fredholm con ı́ndice −k también. En el caso k < 0 consideramos
la igualdad at−kPΓ +QΓ = A(t−kPΓ +QΓ). El operador at−kPΓ +QΓ es invertible en Lp(Γ, ρ)
y el operador t−kPΓ +QΓ es de Fredholm con ı́ndice k. Por lo que, el operador A debe ser de
Fredholm con ı́ndice −k lo cual prueba la necesidad de las condiciones del teorema.

Para la suficiencia, asumiremos que el operador A = aPΓ +QΓ es un operador de Fredholm
con ı́ndice −k. Entonces, por el Teorema 5.7, el operador C := at−kPΓ +QΓ es invertible en
Lp(Γ, ρ) y, por el Teorema 5.4, a ∈ GL∞(Γ). El Corolario 5.1 nos dice que el operador
a−1tkPΓ +QΓ es invertible en Lq(Γ, ρ

1−q).

Sean ϕ0 ∈ Lp(Γ, ρ) y φ0 ∈ Lq(Γ, ρ1−q) las soluciones a las ecuaciones (cPΓ + QΓ)ϕ = 1 y
(c−1PΓ + QΓ)φ = 1 con c := at−k. Entonces, cPΓϕ0 = 1 − QΓϕ0 y c−1PΓφ0 = 1 − QΓφ0 y
consecuentemente,

(PΓϕ0)(PΓφ0) = (1−QΓϕ0)(1−QΓφ0).

La función (1−QΓϕ0)(1−QΓφ0)−1 pertenece al subespacio L
◦−
1 (Γ) mientras que (PΓϕ0)(PΓφ0)−

1 está contenida en L+
1 (Γ). Ya que L+

1 (Γ) ∩ L◦−1 (Γ) = {0} concluimos que (PΓϕ0)(PΓφ0) =
(1−QΓϕ0)(1−QΓφ0) = 1. Ahora, tomando a+ := PΓφ0 y a− := 1−QΓϕ0 nos da c = a+a−
y, por lo que, a = a+t

ka−. Podemos notar que las funciones a+ = PΓφ0, a− = 1 − QΓϕ0,
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a−1
+ = PΓϕ0 y a−1

− = 1 − QΓφ0 satisfacen las condiciones de una factorización generalizada
mostradas al inicio de este caṕıtulo.

Por último veremos la acotación del operador a−1
+ PΓa

−1
− I en Lp(Γ, ρ). Sin pérdida de

generalidad, asumimos que |c(t)| ≤ m < 1 y consideramos los operadores C = cPΓ + QΓ y
B = (a−1

+ PΓ + a−QΓ)a−1
− I.

Por lo anterior, podemos ver que se tiene la igualdad BCϕ = ϕ para cada función
ϕ ∈ Lp(Γ, ρ). Aśı, el operador B = C−1 es acotado en el espacio Lp(Γ, ρ), y ya que este
operador puede ser reescrito como B = I + (1 − c)a−1

+ PΓa
−1
− I, se sigue la acotación del ope-

rador a−1
+ PΓa

−1
− en Lp(Γ, ρ). �

Como una consecuencia de los teoremas 5.2 y 6.3, tenemos el siguiente resultado.

Teorema 6.4. Sea Γ una curva cerrada no simple que es la unión de curvas cerradas no
simples disjuntas por parejas Γ1, ...,Γn y sea a ∈ L∞(Γ). Entonces la función a admite una
factorización generalizada con respecto a Γ en Lp(Γ, ρ) si y solo si cada una de las funciones
a|Γj (j = 1, ..., n) tienen una factorización generalizada con respecto a la curva Γj en el espacio
Lp(Γj , ρ). Si la función a admite una factorización generalizada, entonces

ind a|Lp(Γ, ρ) =

n∑
j=1

ind (a|Γj)|L(pΓj , ρ).

Teorema 6.5. Sea a ∈ L∞(Γ) y sea b ∈ GC(Γ). La factorizabilidad de a en Lp(Γ, ρ) es
equivalente a la factorizabilidad de ab en Lp(Γ, ρ).

Si la función a admite una factorización en Lp(Γ, ρ) y si

a = a−t
k1a+, b = b−t

k2b+

son la factorización de a en Lp(Γ, ρ) y la factorización generalizada de la función b, respecti-
vamente, entonces la igualdad

ab = a−b−t
k1+k2a+b+

es una factorización de la función ab en Lp(Γ, ρ).

Demostración:
Dada la continuidad de la función b en Γ, el operador abPΓ +QΓ − (aPΓ +QΓ)(bPΓ +QΓ) es
compacto en Lp(Γ, ρ). Como el operador bPΓ +QΓ es de Fredholm concluimos que abPΓ +QΓ

es de Fredholm si y solo si el operador aPΓ + QΓ lo es. Tomando en cuenta el Teorema 6.3,
esto prueba la primera afirmación del teorema.

Ahora, sea ab = c−t
mc+ una factorización generalizada de la función ab en Lp(Γ, ρ),

entonces tenemos que a−b−t
k1+k2a+b+ = c−t

mc+, y la definición de factorización generalizada
implica que (a+b+)±1, c±1

+ ∈ L+
r (Γ) y (a−b−)±1, c±1

− ∈ L−r (Γ) para alguna r > 1. De aqúı,
concluimos que k1 + k2 = m, a−b− = λc− y a+b+ = λ−1c+ con cierta constante λ, esto por lo
visto en la Sección 3.7. �
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6.3. Aplicación a la inversión de operadores integrales singu-
lares

Como consecuencia de algunos resultados anteriores, tenemos el siguiente teorema.

Teorema 6.6. Sea Γ una curva cerrada arbitraria y sean a, b ∈ L∞(Γ). Si el operador
A = aPΓ + bQΓ es un Φ-operador o un Φ±-operador en Lp(Γ, ρ), entonces las condiciones

a ∈ GL∞(Γ) y b ∈ GL∞(Γ)

se satisfacen.
Sean a, b ∈ GL∞(Γ). Entonces el operador A es un Φ-operador si y solo si la función

ab−1 admite una factorización generalizada con respecto a la curva Γ en el espacio Lp(Γ, ρ).
Si A es un Φ-operador, entonces Ind A = −ind ab−1|Lp(Γ, ρ). Además, si la función ab−1

es factorizable generalizado con respecto a la curva Γ en Lp(Γ, ρ), ab−1 = c−t
kc+ con k =

indab−1|Lp(Γ, ρ), entonces A es invertible por los dos lados, por la derecha o por la izquierda en
Lp(Γ, ρ), dependiendo de si el número k es igual a cero, negativo o positivo, respectivamente.
En cualquier caso el operador inverso (de un lado) está dado por

(aPΓ + bQΓ)−1 = (t−kPΓ +QΓ)(c−1
+ PΓc

−1
− + ab−1t−kc−1

+ QΓc
−1
− )b−1I.

Este teorema también es válido para el operador PΓaI +QΓbI y en este caso tenemos que

(PΓaI +QΓbI)−1 = b−1(c−1
+ PΓc−I + c−1

+ QΓc
−1
− t−kab−1I)(PΓt

−kI +QΓ).

Teorema 6.7. Sean a, b ∈ GL∞(Γ) y asumimos que la función c = ab−1 posee la factori-
zación c = c−t

kc+ en Lp(Γ, ρ). Entonces, si k = ind c|Lp(Γ, ρ) < 0,

ker(aPΓ + bQΓ) = span{g, gt, ..., gt|k|−1},

con g := c−1
+ − c−tk.

En el caso k > 0 se tiene que

coker (aPΓ + bQΓ) = span{bc−, bc−t, ..., bc−tk−1},

y la ecuación aPΓϕ+ bQΓϕ = f es soluble si y solo si∫
Γ
f(t)b−1(t)c−1

− (t)t−jdt = 0 (j = 1, ..., k).

Demostración:
Primero definimos

ϕK := gtK(= c−1
+ tK − c−tk+K).
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Entonces, PΓϕK = c−1
+ tK y QΓϕK = −c−tk+K de lo cual se sigue que cPΓϕK +QΓϕK = 0 y,

aśı, {g, gt, ..., gtk−1} ⊆ kerA. Tomando en cuenta la igualdad dim kerA = |k| se demuestra la
primera afirmación.

Ahora sea k > 0. La meta es construir una base del subespacio kerA∗. Primero recordemos
que A∗ = HΓ(PΓbI+QΓaI)HΓ, donde el operador HΓ esta definido por (HΓϕ)(t) := hΓ(t)ϕ(t).

Consideremos las funciones yj := HΓ(c−1
− b−1t−j) (j = 1, ..., k). Estas funciones satisfacen

las ecuaciones HΓA
∗yj = (PΓb + QΓa)c−1

− b−1t−j = PΓc
−1
− t−j + QΓc+t

k−j = 0 y aśı tenemos
que span{y1, ..., yk} ⊆ kerA∗. Por medio de la igualdad kerA∗ = k encontramos que

span{y1, ..., yk} = kerA∗.

El operador A es normalmente soluble. Aśı, tenemos la inclusión f ∈ im A si y solo si
f ∈ Lp(Γ, ρ) y ∫

Γ
f(t)yj(t)|dt| = 0 (j = 1, ..., k).

Ya que yj(t)|dt| = h(t)b−1c−1
− t−j |dt| = b−1c−1

− t−jdt, la anterior condición coincide con la
última condición del teorema.

Ahora definimos xj := bc−t
j (j = 0, 1, ..., k − 1). Entonces∫

Γ
xj(t)b

−1(t)c−1
− (t)t−1−jdt =

∫
Γ

dt

t
6= 0

y consecuentemente xj /∈ im A. Como dim coker A = k obtenemos la segunda ecuación del
teorema. �

Análogamente para el operador PΓaI +QΓbI tenemos

ker(PΓaI +QΓbI) = span{b−1c−1
+ , b−1c−1

+ t, ..., b−1c−1
+ t−k−1},

coker (PΓaI +QΓbI) = span{g−1, g−1t, ..., g−1tk−1}

con g := c−1
− − c+t

k, y para la última condición tenemos∫
Γ
f(t)(c−1

− (t)− c+(t)tk)t−jdt = 0 (j = 1, ..., k).



Caṕıtulo 7

Operadores integrales singulares
con coeficientes continuos por
partes

7.1. Funciones no singulares y su ı́ndice

Sea Γ una curva cerrada sin intersecciones. Denotaremos a PC(Γ) como todas las clases
de funciones a en L∞(Γ) que tienen las siguientes propiedades:

1.- La función a es continua en Γ con la posible excepción de muchos puntos finitos.

2.- Los ĺımites

a(t0 + 0) = ĺım
t→t0
t�t0

a(t) y a(t0 − 0) = ĺım
t→t0
t≺t0

a(t)

existen en cada punto t0 de discontinuidad de a y son finitos. t ≺ t0 significa que el punto t
está localizado antes de t0 con respecto a la orientación de la curva Γ.

3.- En ningún punto de discontinuidad se tiene que a(t0 − 0) = a(t0).

Para un par de números (z1, z2) en el plano complejo C y un número δ en el intervalo (0, π),
le designaremos l(z1, z2; δ) como el arco que conecta el punto z1 a z2 y siendo distinguido por
la siguiente propiedad.

Para cualquier punto z (z 6= z1, z2) del arco l(z1, z2; δ) uno puede ver la ĺınea recta entre
z1 y z2 bajo el ángulo δ, y recorriendo el arco l(z1, z2; δ) de z1 a z2 la ĺınea recta que conecta
a z1 con z2 está del lado izquierdo.

Ahora, para el número δ en el intervalo (π, 2π) definimos l(z1, z2; δ) = l(z2, z1; 2π− δ) y a
l(z1, z2;π) la ĺınea recta entre z1 y z2. El arco l(0, 1; δ)(0 < δ < π) puede ser anaĺıticamente
representado en la forma paramétrica

z =
sin(θµ)

sin(θ)
eiθ(µ−1) (0 ≤ µ ≤ 1),

80
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donde θ = π − δ, y la representación paramétrica del arco l(z1, z2; δ) (0 < δ < π) es

z = z1 + (z2 − z1)fδ(µ),

donde fδ(µ) = (sin(θµ)/ sin(θ))eiθ(µ−1).
Para π < δ < 2π la representación paramétrica del arco l(z1, z2; δ) está dada por

z = z2 + (z1 − z2)(1− fδ(µ)).

Consideremos la función ρ(t) =
∏m
j=1 |t−tj |βj (ver Sección 1.5), a cada función a ∈ PC(Γ)

asociamos la función ap,ρ : Γ× [0, 1]→ C, la cual es definida por

ap,ρ(t, µ) := a(t+ 0)f(t, µ) + a(t)(1− f(t, µ))

(t ∈ Γ, 0 ≤ µ ≤ 1), donde f(t, µ) := fδ(t)(µ) y

δ(t) :=

{
2π
p si t ∈ Γ \ {t1, ..., tm}

2π(1+βk)
p si t = tk (k = 1, ...,m).

Denotaremos a Wp,ρ(a) la curva plana que resulta del rango de la función a añadiendo
los arcos l(a(τk), a(τk + 0); δ(τk)) para todos los puntos τk (k = 1, ...,m) de discontinuidad
de a. La curva Wp,ρ(a) coincide con el rango de la función ap,ρ y la orientación es de a(τk) a
a(τk + 0).

Una función a(∈ PC(Γ)) será llamada {p, ρ}-no singular si la curva Wp,ρ(a) no contiene el
origen. Si la función a es {p, ρ}-no singular, entonces el número de enrollamientos de la curva
Wp,ρ(a) alrededor del punto z = 0 es llamado su {p, ρ}-́ındice(o ind ap,ρ). Si a es una función
continua en Γ y a(t) 6= 0 (t ∈ Γ), entonces ind ap,ρ = ind a, pero si a es discontinua entonces
su {p, ρ}-́ındice depende de p y ρ.

Teorema 7.1. Si las dos funciones {p, ρ}-no singulares a y b no tienen puntos de discon-
tinuidad en común, entonces su producto c = ab es también {p, ρ}-no singular, y

ind cp,ρ = ind ap,ρ + ind bp,ρ.

Demostración:
Primero tenemos que la siguiente ecuación es cierta

cp,ρ(t, µ)− ap,ρ(t, µ)bp,ρ(t, µ) = (a(t+ 0)− a(t))(b(t+ 0)− b(t))f(t, µ)(1− f(t, µ)).

Por lo que, si las funciones {p, ρ}-no singulares a y b no tienen discontinuidades en común
entonces cp,ρ = ap,ρbp,ρ de lo cual se sigue que cp,ρ(t, µ) 6= 0 (t ∈ Γ, 0 ≤ µ ≤ 1) y tenemos el
último resultado del teorema. �
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Para el caso ρ(t) ≡ 1 se llamará una función p-no singular.

Teorema 7.2. Las siguientes dos condiciones son necesarias y suficientes para la {p, ρ}-no
singularidad de la función a:

1.- a(t± 0) 6= 0 para todos los puntos t ∈ Γ;
2.- En cualquier punto de discontinuidad tk de a, el cociente a(tk)/a(tk + 0) puede ser

escrito como exp(iγk), donde δ(tk)− 2π < Re γk < δ(tk).

Demostración:
Notemos que la primer condición es necesaria. Por lo que asumiremos que esta condición se
satisface. El cociente a(tk)/a(tk+0) puede ser expresado en la forma exp(iγk) con δ(tk)−2π <
Re γk ≤ δ(tk). Podemos notar que el arco l(a(tk), a(tk + 0); δ(tk)) contiene el punto z = 0 si y
solo si Re γk = δ(tk). Por lo tanto, una función a que está sujeta a la condición a(t± 0) 6= 0
(t ∈ Γ) es {p, ρ}-no singular si y solo si Re γk 6= δ(tk). �

7.2. Criterio para la factorizabilidad de funciones potenciales

Primero supongamos Γ una curva cerrada simple, un punto z0 ∈ F+
Γ , γ un número complejo

y Ψ0(z) una rama de la función (z − z0)γ en el plano complejo C con un corte de z0 a ∞
intersectando la curva Γ en un solo punto t0. Esta función es continua en cada punto t ∈ Γ
excepto, posiblemente, en t0; Ψ0(t± 0) 6= 0 (t ∈ Γ) y

Ψ0(t0)

Ψ0(t0 + 0)
= exp(2πiγ).

Teorema 7.3. La función Ψ0 es {p, ρ}-no singular si y solo si la diferencia Re γ−δ(t0)/2π
no es entero. Si esta condición se satisface y si κ es el entero que satisface

0 < κ+ δ(t0)/2π −Re γ < 1

entonces ind Ψp,ρ
0 = κ.

Demostración:
Del Teorema 7.2 y de la igualdad Ψ0(t0)/Ψ0(t0 +0) = exp(2πiγ) tenemos la primer afirmación
del teorema.

Ahora definimos γ′ = γ − κ = α + βi; entonces Ψ0(t) = (t − z0)γ
′
(t − z0)κ. De lo cual

tenemos que la función (t−z0)κ es continua en Γ, y su ı́ndice es igual a κ. Aśı, por el Teorema
7.2, es suficiente probar que el ı́ndice de (t− z0)γ

′
sea 0. Si el punto t recorre Γ comenzando

en el punto t0, entonces el incremento en el argumento de la función a asciende a 2πα y por
lo tanto

ind ap,ρ = α+
1

2π
[arg ap,ρ(t0, µ)]0≤µ≤1.

De ap,ρ(t, µ) = a(t0 + 0){f(t0, µ) + exp(2πiγ′)(1− f(t0, µ))} y f(t0, 0) = 0, f(t0, 1) = 1 encon-
tramos que [arg ap,ρ(t0, µ)]0≤µ≤1 = −2πα, y por lo tanto ind ap,ρ = 0. �
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Sea Γ una curva cerrada. Para cada punto τ ∈ Γ y cada número complejo γ asociamos
cierta función Ψτ,γ , que ahora definiremos. Si τk es un punto en la curva cerrada simple
Γk(⊂ Γ), entonces denotaremos por Ψτk,γ la función continua en cada punto t 6= τk definida
por

Ψτk,γ(t) :=

{
(t− zk)εγ si t ∈ Γk
1 si t ∈ Γ \ Γk,

donde ε = 1 si Γk es orientada en la dirección positiva, y ε = −1 de otra manera. Asumimos
que el punto zk pertenece a F+

Γ si ε = 1 y a F−Γ si ε = −1, y escogida de tal manera que la
recta entre los puntos τk y zk se encuentre la curva Γ en un solo punto, esto es τk.

Teorema 7.4. Sean ρ(t) =
∏m
k=1 |t−tk|βk y Ψ = Ψt1,γ1 ...Ψtn,γn (n ≤ m). Para la {p, ρ}-no

singularidad de la función Ψ es necesario y suficiente que ninguno de los números

vk := (1 + βk)/p−Re γk (k = 1, ..., n)

sea entero. Si esta condición se satisface y si κ1, ..., κn son enteros que satisfacen las desigual-
dades 0 < κk + vk < 1, entonces ind Ψp,ρ = κ1 + ...+ κn.

Demostración:
Repitiendo los argumentos del Teorema 7.3, tenemos que Ψtk,γk es {p, ρ}-no singular si y solo
si vk no es entero y además ind Ψp,ρ

tk,γk
= κk. Ya que las funciones Ψtk,γk no tiene discontinui-

dades en común, por el Teorema 7.1 se prueba este teorema. �

Sea Γ una curva cerrada simple y sea Ψτ,γ = (t− z0)γ . Definimos

Ψ+
τ,γ := (t− τ)γ y Ψ−τ,γ :=

(
t− τ
t− z0

)−γ
,

donde Ψ−τ,γ denota la rama de esta función que es holomorfa en el plano complejo excepto para
el corte a lo largo de la ĺınea recta que une a z0 con τ e igual a uno en infinito, y Ψ+

τ,γ es la
rama de esta función que es holomorfa en el plano complejo excepto en el rayo que comienza
en τ y se va al infinito sin pasar por la región F+

Γ . Más aún, suponemos que estas ramas son
escogida de tal manera que tenemos la igualdad Ψτ,γ = Ψ+

τ,γΨ−τ,γ .

Teorema 7.5. Sea t1 ∈ Γ y

1 + β1

p
− 1 < Re γ <

1 + β1

p
.

Entonces la función Ψt1,γ admite la factorización Ψt1,γ = Ψ+
t1,γ

Ψ−t1,γ en el espacio Lp(Γ, ρ)
con

ρ(t) :=
m∏
k=1

|t− tk|βk (1 < p <∞, −1 < βk < p− 1, tk ∈ Γ).
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Demostración:
Las funciones (Ψ+

t1,γ
)±1 y (Ψ−t1,γ)±1 son holomorfas en F+

Γ y F−Γ , respectivamente. Son conti-
nuas en cada punto t 6= t1 de la curva Γ, y en una vecindad de t1 tenemos la desigualdad

|(Ψ±t1,γ(z))±1| ≤ C

|z − t1||Re γ|
(C = constante).

Podemos notar que |Re γ| < 1, y más aún, tenemos

(Ψ+
t1,γ

)−1,Ψ−t1,γ ∈ Lp(Γ, ρ); Ψ+
t1,γ

, (Ψ−t1,γ)−1 ∈ Lq(Γ, ρ1−q).

Aśı, el Teorema 2.12 implica que

(Ψ+
t1,γ

)−1 ∈ L+
p (Γ, ρ); Ψ−t1,γ ∈ L

−
p (Γ, ρ);

Ψ+
t1,γ
∈ L+

q (Γ, ρ1−q); (Ψ−t1,γ)−1 ∈ L−q (Γ, ρ1−q).

La acotación del operador (Ψ+
t1,γ

)−1PΓ(Ψ−t1,γ)−1 se sigue del Teorema 1.10. �

Ahora tomamos el caso cuando Γ es una curva cerrada que consiste de muchas curvas
cerradas simples disjuntas por pares. Sea Γk(⊂ Γ) una curva cerrada simple que contiene el
punto tk, y denotamos a Fk la región acotada en el plano complejo por Γk. Más aún, tomamos

Ψ+
tk,γ

(t) :=

{
(t− tk)γ si t ∈ Γ′k,(
t−tk
t−zk

)γ
si t ∈ Γ \ Γ′k,

Ψ−tk,γ(t) :=

{
(t− tk)−γ si t ∈ Γ′′k,(
t−tk
t−zk

)−γ
si t ∈ Γ \ Γ′′k,

donde Γ′k := Γk ∪ (Γ ∩ Fk), Γ′′k := Γ ∩ Fk en el caso de que Γk está orientada en contra de
las manecillas de reloj, y Γ′k := Γ ∩ Fk, Γ′′k := Γk ∪ (Γ ∩ Fk) de otra manera. Las ramas de la
función son escogidas como antes.

Teorema 7.6. La función Ψ = Ψt1,γ1 ...Ψtn,γn es factorizable en Lp(Γ, ρ) si y solo si es
{p, ρ}-no singular. Si la función Ψ es {p, ρ}-no singular entonces su factorización en Lp(Γ, ρ)
es de la forma

Ψ = Ψ−t
κΨ+

con
κ = ind Ψp,ρ,

Ψ+ := Ψ+
t1,γ′1

...Ψ+
tn,γ′n

f+
1 ...f

+
n , Ψ− := Ψ−

t1,γ′1
...Ψ−tn,γ′n

f−1 ...f
−
n ,

γ′k := γk − κk, κk := ind Ψp,ρ
tk,γk

(k = 1, ..., n),

y

f+
k (t) :=

{
1 si t ∈ Γ′k,
(t− zk)−κk si t ∈ Γ \ Γ′k,
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f−k (t) :=

{
t−κk si t ∈ Γ′′k,(
t−zk
t

)+κk
si t ∈ Γ \ Γ′′k.

Demostración:
Supongamos que la función Ψ es {p, ρ}-no singular. Ya que las funciones Ψtk,γk no tienen
discontinuidades en común, por el Teorema 7.1, tenemos que cada una de las funciones Ψtk,γk

es {p, ρ}-no singular y que κ = κ1 + ...+ κn.

Por el Teorema 7.4, los números γ′k := γk − κk satisfacen las condiciones

1 + βk
p
− 1 < Re γ′k <

1 + βn
p

.

Repitiendo la prueba del Teorema 7.5 se puede mostrar que la función Ψ0 = Ψt1,γ1 ...Ψtn,γn

admite la factorización Ψ0 = Ψ−0 Ψ+
0 en Lp(Γ, ρ) con los factores

Ψ−0 = Ψ−
t1,γ′1

...Ψ−tn,γ′n
, Ψ+

0 = Ψ+
t1,γ′1

...Ψ+
tn,γ′n

.

La función f = Ψt1,κ1 ...Ψtn,κn es continua en Γ. Recordando un poco del Caṕıtulo 3 la igual-
dad f = f−t

κf+ con f− := f−1 ...f
−
n y f+ := f+

1 ...f
+
n nos da una factorización de f . Ya que los

factores f± y f−1
± son acotados en Γ, la igualdad Ψ = Ψ−t

κΨ+ con Ψ− = Ψ−0 f− y Ψ+ = Ψ+
0 f+

describe una factorización de la función Ψ en Lp(Γ, ρ). Esto prueba solo la suficiencia de este
teorema.

Teorema 7.7. El operador A = ΨPΓ +QΓ es normalmente soluble en el espacio Lp(Γ, ρ)
si y solo si la función Ψ es {p, ρ}-no singular. Si la función Ψ es {p, ρ}-no singular, entonces
A es un operador de Fredholm con ı́ndice Ind A = −ind Ψp,ρ.

Demostración:
La suficiencia del teorema se sigue del Teorema 6.3 y de la factorizabilidad de la función
{p, ρ}-no singular Ψ en Lp(Γ, ρ) que fue mostrada en el Teorema 7.6.

La necesidad será probada indirectamente. Sea A = ΨPΓ +QΓ un operador normalmente
soluble en Lp(Γ, ρ) y asumimos que existen un par de números (β, γ) ∈ {(β1, γ1), ..., (βn, γn)}
tales que la diferencia δ := (1+β)/p−Re γ es un entero. Por definición, sean β = β1y γ = γ1.
Primero verifiquemos que la función del operador A(ε1, ..., εn) := Ψt1,γ1+ε1 ...Ψtn,γn+εnPΓ +QΓ

es continua en el punto (0, ..., 0).

Sea t0 ∈ Γ y sea Γ◦ una curva que resulta de Γ por “separar” el punto t0 en dos puntos t+0
y t−0 . Para cada γ0 ∈ C se puede considerar la función Ψt0,γ0(t±0 ) := Ψt0,γ0(t0 ± 0). Análoga-
mente, pensamos de la función Ψt0,γ0+ε(t) como una función continua dependiendo de los dos
parámetros t y ε (t ∈ Γ◦, 0 ≤ ε ≤ ε0) para alguna constante positiva ε0. Dada la continuidad
uniforme de la función Ψt0,γ0+ε(t) en Γ◦ × [0, ε0] tenemos la igualdad

ĺım
ε→0

sup
t∈Γ
|Ψt0,γ0+ε(t)−Ψt0,γ0(t)| = 0,
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y se sigue que

ĺım
εj→0

j=1,...,n

sup
t∈Γ
|Ψt1,γ1+ε1(t)...Ψtn,γn+εn(t)−Ψt1,γ1(t)...Ψtn,γn(t)| = 0.

En vista de que

‖A(ε1, ..., εn)−A(0, ..., 0)‖ ≤ sup
t∈Γ
|Ψt1,γ1+ε1(t)...Ψtn,γn+εn(t)−Ψt1,γ1(t)...Ψtn,γn(t)| · ‖PΓ‖,

la función del operador A(ε1, ..., εn) es continua en el punto (0, ..., 0).

Por lo que asumimos, el operador A(= A(0, ..., 0)) es normalmente soluble. Más aún,
tenemos que Ψ(t ± 0) 6= 0 (t ∈ Γ). Por lo que, uno de los números dim ker A o dim coker A
debe ser igual a cero, y, consecuentemente, el operador A es un Φ o Φ±-operador. Ahora el
teorema de estabilidad del ı́ndice implica la existencia de números positivos suficientemente
pequeños ε1, ε2, ..., εn que satisfacen las siguientes condiciones.

1.- Los operadores A1 := A(ε1, ε2, ..., εn) y A2 := A(−ε1, ε2, ..., εn) son Φ o Φ±-operadores.

2.-Ind A1 = Ind A2 = Ind A.

3.- Los números (1 + βk)/p−Re γk − εk no son enteros.

Sean δk := (1 + βk)/p − Re γk (k = 2, ..., n) y δ± := (1 + β1)/p − Re (γ1 ± ε1), y sean
κ±, κ1, ..., κn los enteros que satisface 0 < κ± + δ± < 1 y 0 < κk + δk < 1 (k = 2, ..., n). Ya
que δ+ < δ < δ− y δ es un entero, se tiene que κ+ 6= κ−. Esto implica que κ′ 6= κ′′, donde
κ′ := κ+ + κ2 + ... + κn y κ′′ := κ− + κ2 + ... + κn. Pero mostramos que Ind A1 = −κ′ y
Ind A2 = −κ′′, contradiciendo la igualdad Ind A1 = Ind A2. �

De los teoremas 6.3 y 7.7 podemos obtener la necesidad de las condiciones del Teorema
7.6.

7.3. La inversión de operadores integrales singulares en una
curva cerrada

Teorema 7.8. Sea Γ una curva cerrada, ρ(t) :=
∏m
k=1 |t − tk|βk (−1 < βk < p − 1, k =

1, ...,m), y sean a, b ∈ PC(Γ). Entonces el operador A = aPΓ + bQΓ es al menos invertible de
un lado en Lp(Γ, ρ) si y solo si la condición

a(t+ 0)b(t)f(t, µ) + a(t)b(t+ 0)(1− f(t, µ)) 6= 0 (t ∈ Γ, 0 ≤ µ ≤ 1)

se satisface. Si esta condición se cumple y definimos c := a/b, entonces el operador A es
invertible, solo es invertible por la izquierda o solo es invertible por la derecha dependiendo
de si el número κ = ind cp,ρ es igual a cero, positivo o negativo, respectivamente. Si κ > 0
entonces dim coker A = κ, y si κ < 0 entonces dim ker A = −κ.

Demostración:
Supongamos que la condición del teorema se cumple. Como f(t, 0) = 0 y f(t, 1) = 1, tenemos



7.4. CURVAS COMPUESTAS 87

que a(t±0)b(t±0) 6= 0 (t ∈ Γ). Sea c := a/b, y sean t1, ..., tn todos los puntos de discontinuidad
de c. Entonces, por la condición del teorema, implicamos además que cp,ρ(t, µ) 6= 0 (t ∈ Γ, 0 ≤
µ ≤ 1) y, por lo tanto, la función c es {p, ρ}- no singular. Del Teorema 7.2 sabemos que
podemos escribir el cociente c(tk)/c(tk + 0) como exp(2πiγk) con δ(tk)/2π − 1 < Re γk <
δ(tk)/2π.

Sea Ψ = Ψt1,γ1 ...Ψtn,γn . Ya que c(tk)/c(tk + 0) = Ψ(tk)/Ψ(tk + 0) (k = 1, ..., n), la función
d := c/Ψ es continua en Γ. Más aún, la igualdad c = dΨ implica que la función Ψ es {p, ρ}-no
singular y que ind c = ind d + ind Ψp,ρ. Del Teorema 6.5 y 7.6 podemos concluir que la
función c es factorizable en Lp(Γ, ρ) y que ind c|Lp(Γ, ρ) = ind d+ ind Ψp,ρ. Por el Teorema
6.3, se sigue la suficiencia de la condición del teorema. Para la necesidad primero se probará
una proposición.

Proposición 7.1. Sean a, b ∈ PC(Γ) con Γ una curva cerrada. Si el operador A =
aPΓ + bQΓ es un Φ o Φ±-operador, entonces las funciones a y b están sujetas a la condición

a(t+ 0)b(t)f(t, µ) + a(t)b(t+ 0)(1− f(t, µ)) 6= 0 (t ∈ Γ, 0 ≤ µ ≤ 1).

Demostración:
Supongamos que A es bien un Φ o Φ±-operador. Del Teorema 5.4 tenemos que a(t ± 0) 6= 0
y b(t ± 0) 6= 0 (t ∈ Γ). La función c = a/b puede ser representada en la forma c = Ψd con
la función d continua en Γ y Ψ = Ψt1,γ1 ...Ψtn,γn . Con esta representación podemos escribir el
operador A como

A = b(ΨPΓ +QΓ)(dPΓ +QΓ) + T

con cierto operador compacto T . Ya que la función d es continua y no es cero en Γ, el ope-
rador dPΓ +QΓ es un Φ-operador. Esto implica que ΨPΓ +QΓ es un Φ o Φ±-operador. Pero
entonces, por el Teorema 7.7, la función Ψ es {p, ρ}-no singular, y esto conduce a la {p, ρ}-no
singularidad de la función c. Por lo que se satisface la condición de la proposición. �

Para terminar la prueba del Teorema 7.8 también consideramos el Teorema 5.5.

7.4. Curvas compuestas

Primero consideremos Γ una curva compuesta, la completamos a una curva cerrada Γ̃, y
extendemos los coeficientes a y b(∈ PC(Γ)) del operador integral singular A = aPΓ + bQΓ a
las funciones ã y b̃ definidas en Γ̃ por

ã(t) :=

{
a(t) si t ∈ Γ

1 si t ∈ Γ̃ \ Γ
, b̃(t) :=

{
b(t) si t ∈ Γ

1 si t ∈ Γ̃ \ Γ.

Aplicando los resultados anteriores al operador Ã = ãPΓ̃ + b̃QΓ̃ con coeficientes ã y b̃ en

PC(Γ̃), por el Teorema 7.1, obtenemos los correspondientes resultados para el operador A
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actuando en el espacio Lp(Γ, ρ). Para hacer esto asumimos que 0 /∈ Γ y que la curva Γ̃ es
escogida de tal manera que el punto z = 0 pertenece a la región F+

Γ̃
que es acotada por Γ̃.

Desde ahora asumiremos que las funciones en PC(Γ) (Γ una curva compuesta) son conti-
nuas en los puntos finales de los arcos no cerrados de la curva Γ. Denotaremos a τ1, ..., τm y
τm+1, ..., τ2m los puntos de inicio y final de todos los arcos no cerrados de la curva Γ, repectiva-
mente. Para cada función a ∈ PC(Γ), número p y peso ρ asociamos la función ap,ρ = ap,ρ(t, µ)
definida por las siguientes igualdades:

Si el punto t es diferente de cada uno de los puntos τ1, ..., τ2m de Γ, entonces

ap,ρ(t, µ) := a(t+ 0)f(t, µ) + a(t)(1− f(t, µ)) (0 ≤ µ ≤ 1),

donde f(t, µ) := fδ(t)(µ) definida como antes; de otra manera, si t coincide con alguno de los
puntos finales, entonces

ap,ρ(τk, µ) = a(τk)f(τk, µ) + 1− f(τk, µ) (k = 1, ...,m)

y
ap,ρ(τk, µ) = a(τk, µ)(1− f(τk, µ)) + f(τk, µ) (k = m+ 1, ..., 2m).

El rango de la función ap,ρ (t ∈ Γ, 0 ≤ µ ≤ 1) coincide con el rango de la función
ãp,ρ(t ∈ Γ̃, 0 ≤ µ ≤ 1), con la función ã definida en la curva cerrada Γ̃.

En el caso de una curva compuesta Γ, llamaremos a una función a en PC(Γ) {p, ρ}-no
singular si ap,ρ(t, µ) 6= 0 (t ∈ Γ, 0 ≤ µ ≤ 1). Si a es una función {p, ρ}-no singular, entonces el
número

ind ap,ρ := ind ãp,ρ

es referido como su {p, ρ}-́ındice.

Del Teorema 5.1 y el Teorema 7.8 tenemos el siguiente teorema.

Teorema 7.9. Sea Γ una curva compuesta y sean a, b ∈ PC(Γ). Entonces el operador
A = aPΓ + bQΓ (PΓaI + QΓbI) es invertible al menos de un lado en Lp(Γ, ρ) si y solo si se
satisfacen las siguientes condiciones:

1.- a(t+ 0)b(t)f(t, µ) +a(t)b(t+ 0)(1−f(t, µ)) 6= 0 (t ∈ Γ\{τ1, ..., τ2m}),
2.- a(τk)f(τk, µ)+b(τk)(1−f(τk, µ)) 6= 0 (k = 1, ...,m),
3.- a(τk)(1−f(τk, µ))+b(τk)f(τk, µ) 6= 0 (k = m+1, ..., 2m).
Si estas condiciones se satisfacen y si c := a/b, entonces el operador A es invertible, solo

es invertible por la izquierda o solo es invertible por la derecha dependiendo de si el número
κ = ind cp,ρ es cero, positivo o negativo, respectivamente. Si κ > 0, entonces dim coker A = κ,
por el otro lado si κ < 0 implica que dim kerA = |κ|.

Sean a ∈ L∞(Γ), b ∈ GL∞(Γ) y supongamos que c := a/b es una función {p, ρ}-no sin-
gular en PC(Γ). Entonces la función c̃ es {p, ρ}-no singular en la curva cerrada Γ̃ y, por lo
tanto, admite una factorización c̃ = c̃−t

κc̃+ en Lp(Γ̃, ρ), donde κ = ind cp,ρ. Los operadores
Ã = ãPΓ̃ + b̃QΓ̃ y A = aPΓ +bQΓ son invertibles al menos de un lado. Más aún, por el Teorema



7.4. CURVAS COMPUESTAS 89

6.7 tenemos el siguiente resultado.

Teorema 7.10. Sean Γ una curva compuesta, a ∈ L∞(Γ), b ∈ GL∞(Γ) y suponemos que
la función c := a/b es {p, ρ}-no singular con κ := ind cp,ρ. Entonces las inversas, al menos
de un lado, A−1 y B−1 de los operadores A = aPΓ + bQΓ y B = PΓaI+QΓbI están dados por

A−1 = c−a
−1(bPΓ + aQΓ)b−1c−1

− I, B−1 = b−1c−1
+ (PΓb+QΓa)−1c+I,

donde c± denota la restricción en Γ de los términos c̃± en la factorización c̃ = c̃−t
κc̃+ de la

función c̃ en el espacio Lp(Γ̃, ρ).
Si κ < 0 entonces

kerA = span{g, gt, ..., gt−κ−1} y kerB = span{h, ht, ..., ht−κ−1}

con g := c−1
+ − c−tκ y h := c−1

+ b−1.
En el caso κ > 0 tenemos

coker A = span{bc−, bc−t, ..., bc−tκ−1},

coker B = span{d−1, d−1t, ..., d−1tκ−1},

donde d = c−1
− − c+t

κ.
La ecuación Aϕ = f es soluble si y solo si las condiciones∫

Γ
f(t)b−1(t)c−1

− (t)t−jdt = 0 (j = 1, ..., κ)

se satisfacen; en el otro caso para la solubilidad de Bϕ = f es necesario y suficiente que∫
Γ
f(t)d(t)t−jdt = 0 (j = 1, ..., κ).

Teorema 7.11. Sean a, b ∈ PC(Γ). Entonces el operador A = aPΓ + bQΓ (A = PΓaI +
QΓbI) es un Φ o Φ±-operador en el espacio Lp(Γ, ρ) si y solo si las 3 condiciones del Teorema
7.9 se satisfacen. Si esas condiciones se satisfacen, entonces A es de hecho un Φ-operador y
Ind A = −ind cp,ρ con c = a/b.

Demostración:
La suficiencia de las condiciones del teorema se siguen del Teorema 7.9 y las necesidades son
una consecuencia de la Proposición 7.1 aśı como del Teorema 7.1. �
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