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〈
M̂

〉
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continua
〈
M̂2

〉
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〈
σ̂2
z

〉
.
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Dan Diaz quien me apoyó mucho durante mis primeros años en la universidad sin su

apoyo este trabajo no habŕıa sido posible.
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Resumen

En este trabajo constrúımos un operador de evolución temporal aproximado pa-

ra un sistema que consta de dos Hamiltonianos tipo Jaynes-Cummings acoplados. El

término de acoplamiento entre las cavidades contiene productos de operadores de crea-

ción y aniquilación de cada cavidad de la forma â†1a2 y â†2â1 aśı que el número total de

excitaciones se conserva. Escribimos el Hamiltoniano total del sistema como la suma

de un Hamiltoniano no perturbado, el cual consta de dos Hamiltonianos tipo Jaynes-

Cummings independientes, más su acoplamiento. El operador de evolución temporal

para el Hamiltoniano no perturbado puede obtenerse de forma exacta en forma de un

producto de exponenciales. Posteriormente pasamos a la representación de interacción y

aproximamos el Hamiltoniano en la representación de interacción de forma tal que éste

cierre un álgebra de Lie. Utilizamos el teorema de Wei Norman para obtener un opera-

dor de evolución exacto para el Hamiltoniano aproximado. Utilizamos la representación

de Heisenberg para calcular la evolución temporal del valor esperado del número de

fotones en cada cavidad, en función del parámetro de acoplamiento entre las cavidades

y calculamos también la evolución temporal del valor esperado del estado del átomo en

cada cavidad.
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Caṕıtulo 1

Introducción

El modelo de Jaynes-Cummings es una idealización de la interacción campo-materia,

fue introducido por Edwin Thompson Jaynes y Frederick W. Cummings en 1963 [1], es

un modelo teórico de la óptica cuántica que describe de forma aproximada el sistema

compuesto por un átomo de dos niveles, modelado como un sistema de esṕın 1/2 acopla-

do a un campo de oscilador armónico. Esta es una situación t́ıpica en la electrodinámica

de cavidades cuánticas [2] y es uno de los pocos problemas en la mecánica cuántica con

una solución exacta[3]. En sus inicios fue usado para estudiar los aspectos clásicos de

la emisión espontánea[4]. Este mismo modelo describe el comportamiento de un átomo

neutro en una trampa de láser.

1.1. Operador de evolución temporal

Consideremos un sistema cuántico descrito por la función de onda |Ψ(t)〉. La ecua-

ción de Schrödinger nos dice cómo evoluciona el sistema en el tiempo,

ih̄
∂|Ψ(t)〉
∂t

= Ĥ|Ψ(t)〉, |Ψ(t0)〉 = |Ψ0〉, (1.1)

1
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siendo |Ψ0〉 el estado inicial del sistema. Para un sistema definido por un Hamiltoniano

Ĥ existe un operador de evolución temporal Û(t) tal que |Ψ(t)〉 = Û(t)|Ψ0〉. El operador

de evolución temporal satisface la ecuación de Schrödinger[5]

ih̄
∂Û

∂t
= ĤÛ(t), (1.2)

con la condición inicial Û(0) = 1.

Para encontrar el operador de evolución temporal del sistema en este trabajo, se

usará la representación de interacción, que consiste en separar el Hamiltoniano Ĥ en la

suma de dos elementos:

Ĥ = Ĥ0 + V̂ , (1.3)

y proponer que el operador de evolución puede escribirse como un producto Û = Û0ÛI .

Sustituyendo en la ecuación de Schrödinger encontramos que los operadores Û0 y ÛI

deben cumplir con sus respectivas ecuaciones de Schrödinger

ih̄
∂Û0

∂t
= Ĥ0Û0, Û0(0) = 1,

ih̄
∂ÛI
∂t

= ĤIÛI , ÛI(0) = 1,

siendo ĤI el Hamiltoniano en la representación de interacción que está dado por ĤI =

Û †0 V̂ Û0. En aquellos casos en que el operador Û0 pueda escribirse como el producto de

exponenciales, el operador ĤI se calculará utilizando el teorema BCH[6] que dice:

Sean Â y B̂ dos operadores y α un escalar, entonces:

eαÂB̂e−αÂ = B̂ + α[Â, B̂] +
α2

2!

[
Â, [Â, B̂]

]
+
α3

3!

[
Â, [Â, [Â, B̂]]

]
+ ... (1.4)

La estrategia a seguir consiste en proponer Ĥ0 como aquella parte del Hamiltoniano
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que cierre un álgebra de Lie y cuyo operador de evolución temporal puede obtenerse

aplicando el teorema de Wei-Norman[7], que establece que, si el Hamiltoniano puede

escribirse como una combinación lineal de operadores independientes del tiempo de la

forma

Ĥ =
∑
i

βi(t)Ôi,

donde βi(t) son i funciones complejas dependientes del tiempo y para toda pareja de

operadores en Ĥ se cumple la relación de conmutación:

[Ôi, Ôj] = CijkÔk,

donde Ôi, Ôj y Ôk pertenecen a Ĥ y Cijk es una constante de estructura, entonces, el

operador de evolución temporal puede escribirse como:

Û =
∏
i

eαi(t)Ôi , αi(t0) = 0,

con funciones αi complejas y dependientes del tiempo por determinar.

Aplicando este teorema a Ĥ0, construimos Û0 y con éste podemos obtener el Hamil-

toniano en la representación de interacción ĤI .

Ahora falta encontrar el operador de evolución ÛI correspondiente a ĤI y con éste

construir el operador de evolución del sistema. En el caṕıtulo 2 se resolverá el caso del

modelo de Jaynes-Cummings y en el caṕıtulo 3 se buscará una solución aproximada

para un modelo que consta de dos cavidades tipo JC acopladas.
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1.2. Valor esperado de un operador

El valor esperado de un operador Ô cualquiera a un tiempo t esta definido como:

〈
Ô(t)

〉
= 〈ψ(t)| Ô |ψ(t)〉 = 〈ψ0| Û †ÔÛ |ψ0〉 = 〈ψ0| Ô(t) |ψ0〉 , (1.5)

en donde Û es el operador de evolución temporal del sistema, |ψ0〉 es el estado inicial

y Û †ÔÛ = Ô(t) es el operador Ô en la representación de Heisenberg. En los casos en

que el operador Û pueda escribirse como un producto de exponenciales, el operador

Ô(t) sera calculado usando el teorema BCH. En la secciones 2.2 y 3.2 se realizarán los

cálculos de los valores esperados para el operador de número n̂ = â†â y el operador de

esṕın σ̂z = |e〉 〈e| − |g〉 〈g|.



Caṕıtulo 2

Modelo de Jaynes-Cummings

Este modelo describe de forma aproximada el sistema compuesto por un átomo de

dos niveles modelado como un sistema de espin 1/2 acoplado con un campo electro-

magnético cuantizado de un solo modo, el cual tiene forma de un oscilador armónico.

Su Hamiltoniano es de la forma[2]:

ĤJC = Ĥc + Ĥa + Ĥac, (2.1)

con Ĥc = h̄ωn̂, Ĥa = h̄Ω
2
σ̂z y Ĥac = h̄g(σ̂+â + σ̂−â

†), donde ω es la frecuencia del

campo, n̂ = ââ† es operador de número de fotones o excitaciones del campo, σ̂z es el

operador de esṕın, σ̂+ = |e〉 〈g| y σ̂− = |g〉 〈e| son los operadores esṕın arriba y esṕın

abajo, â† y â son los operadores de creación y aniquilación de fotones, Ω es la frecuencia

de transición atómica y h̄g(σ̂+â+ σ̂−â
†) es el término de acoplamiento átomo-campo.

Una caracteŕıstica muy importante de este modelo es que conserva el número total

de excitaciones M̂ = n̂ + 1
2
(1 + σ̂z), debido a que los términos Ĥa y Ĥc no producen

transiciones entre estados y el término de interacción genera transiciones en las que el

campo gana un fotón y el átomo decae al estado base, o bien el átomo pasa al estado

excitado y el campo pierde un fotón. De modo que por cada M ≥ 1 tenemos un sistema

5
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de dos niveles y para el caso M = 0 tenemos el estado |0〉 ⊗ |g〉 que no se acopla con

ningún otro estado porque â |0〉 = σ̂− |g〉 = 0.

La base para un valor de excitación M = n+ 1 está dada por {|g, n+ 1〉 , |e, n〉}[2].

2.1. Evolución temporal

Para analizar la dinámica del sistema construiremos el operador de evolución tem-

poral en la representación de interacción. Para ello escogemos como interacción a

V̂ = h̄Ω
2
σ̂z + h̄g(σ̂+â+ σ̂−â

†) y como Hamiltoniano no perturbado a:

Ĥ0 = h̄ωn̂, (2.2)

cuyo operador de evolución temporal es:

Û0 = e−iωn̂t. (2.3)

El operador de Evolución temporal en la representación de interacción satisface la ecua-

ción:

ih̄
∂ÛI
∂t

= ĤIÛI(t), con ÛI(0) = 1,

y

ĤI = Û †0 V̂ Û0 = h̄eiωn̂t
[

Ω

2
σ̂z + g(σ̂+â+ σ̂−â

†)

]
e−iωn̂t.

Usando los resultados de la tabla 2.1

Tabla 2.1: Transformaciones

Tabla de transformaciones

Û †0 âÛ0 = âe−iωt Û †0 σ̂±U0 = σ̂±
Û †0 â

†Û0 = â†eiωt Û †0 σ̂zU0 = σ̂z
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llegamos a:

ĤI = h̄

[
Ω

2
σ̂z + g(σ̂+âe

−iωt + σ̂−â
†eiωt)

]
.

Es conveniente definir los operadores b̂ = 1√
n̂+1

σ̂+â y b̂† = σ̂−â
† 1√

n+1
[8], de forma que

el Hamiltoniano de interacción queda:

ĤI = h̄

[
Ω

2
σ̂z + g

√
n̂+ 1(b̂e−iωt + b̂†eiωt)

]
. (2.4)

Las relaciones de conmutación de los operadores que pertenecen a ĤI (Tabla 2.2) mues-

tran que éstos cierran un álgebra de Lie, por lo tanto, podemos usar el teorema de

Wei-Norman y escribir el operador de evolución temporal en forma de un producto de

exponenciales.

Tabla 2.2: Relaciones de conmutación

Tabla de conmutación

[ , ] σ̂z b̂ b̂†

σ̂z 0 2b̂ −2b̂†

b̂ −2b̂ 0 σ̂z
b̂† 2b̂† −σ̂z 0

ÛI = eα1b̂eα2b̂†eα3σ̂z , (2.5)

con funciones αi(t0) = 0 por determinar. El orden en el producto de las exponenciales

es arbitrario, sin embargo, las ecuaciones diferenciales que determinan las funciones αi

dependen de éste.

Para obtener las funciones αi(t) sustituimos en la ecuación de Schrödinger obtenien-

do para el lado izquierdo de la ecuación:

ih̄
∂ÛI
∂t

= ih̄
[
α̇1b̂+ α̇2e

α1b̂b̂†e−α1b̂ + α̇3e
α1b̂eα2b̂†σ̂ze

−α2b̂†e−α1b̂
]
ÛI ,
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usando el teorema BCH y la tabla de conmutadores 2.2, obtenemos que las transfor-

maciones son:

eα1b̂b̂†e−α1b̂ = b̂† + α1σ̂z − α2
1b̂,

eα1b̂eα2b̂†σ̂ze
−α2b̂†e−α1b̂ = σ̂z − 2α1b̂+ 2α2(b̂† + α1σ̂z − α2

1b̂),

de modo que:

ih̄
∂ÛI
∂t

= ih̄
[
α̇1b̂+ α̇2(b̂† + α1σ̂z − α2

1b̂) + α̇3(σ̂z − 2α1b̂+ 2α2(b̂† + α1σ̂z − α2
1b̂))
]
ÛI ,

de donde obtenemos:

ih̄
[
α̇1b̂+ α̇2(b̂† + α1σ̂z − α2

1b̂) + α̇3(σ̂z − 2α1b̂+ 2α2(b̂† + α1σ̂z − α2
1b̂))
]
ÛI = ĤIÛI ,

multiplicando a la derecha por Û †I obtenemos:

ih̄
[
α̇1b̂+ α̇2(b̂† + α1σ̂z − α2

1b̂) + α̇3(σ̂Z − 2α1b̂+ 2α2(b̂† + α1σ̂z − α2
1b̂))
]

= ĤI ,

usando la expresión (2.4) y la independencia lineal de los operadores, llegamos al con-

junto de ecuaciones diferenciales acopladas:

α̇1 = i
[
g
√
n+ 1e−iωt + Ωα1 − g

√
n+ 1eiωtα2

1

]
, (2.6)

α̇2 = −i
[
g
√
n+ 1eiωt − 2α2(

Ω

2
− g
√
n+ 1eiωtα1)

]
, (2.7)

α̇3 = −i
[

Ω

2
− g
√
n+ 1eiωtα1

]
, (2.8)

la ecuación (2.6) es una ecuación de Riccati, la cual es no lineal. Se buscará una solución

numérica para el sistema usando un algoritmo tipo Runge-Kutta de cuarto orden[9].
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Una vez resuelto el sistema de ecuaciones diferenciales tendremos una expresión

anaĺıtica para el operador de evolución temporal correspondiente al Hamiltoniano (2.1):

U = e−iωn̂teα1b̂eα2b̂†eα3σ̂z . (2.9)

2.2. Valores esperados

Como el operador de evolución temporal correspondiente al Hamiltoniano dado en

la ecuación (2.1) está dado por la ecuación (2.9), podemos calcular el valor esperado de

cualquier operador Ô a un tiempo t usando la ecuación (1.5).

Para calcular el valor esperado del número de fotones hay que evaluar n̂(t) = Û †n̂Û .

Usando el teorema BCH encontramos:

n̂(t) = n̂+ α2(1 + α1α2)e2α3 b̂† − α2e
−2α3 b̂− α1α2σ̂z, (2.10)

〈n̂(t)〉 = 〈ψ0|
(
n̂+ α2(1 + α1α2)e2α3 b̂† − α2e

−2α3 b̂− α1α2σ̂z

)
|ψ0〉 . (2.11)

Análogamente el valor esperado del operador σ̂z, está dado por:

〈σ̂z(t)〉 = 〈ψ0| Û †σ̂zÛ |ψ0〉 ,

lo que nos lleva a las expresiones:

σ̂z(t) = (1 + 2α1α2)σ̂z − 2α2(1 + α1α2)e2α3 b̂† + 2α1e
−2α3 b̂, (2.12)

〈σ̂z(t)〉 = 〈ψ0|
(

(1 + 2α1α2)σ̂z − 2α2(1 + α1α2)e2α3 b̂† + 2α1e
−2α3 b̂

)
|ψ0〉 , (2.13)

donde el estado inicial |ψ0〉 es de la forma |ψ0〉 = a |g, n+ 1〉+b |e, n〉, con |a|2 + |b|2 = 1.

Para los cálculos que presentamos en las figuras de este caṕıtulo tomamos como
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estado atómico inicial el estado excitado del átomo y el campo con n fotones |Ψ0〉 =

|e〉 ⊗ |n〉 = |e, n〉.

En las figuras 2.1-2.3 se muestra el comportamiento de los valores esperados de

los operadores n̂, σ̂z y M̂ , en función de la diferencia entre las frecuencias del campo

y de transición atómica. Observamos que al alejarnos del caso resonante (ω = Ω) la

eficiencia del intercambio de excitaciones entre el átomo y el campo disminuye y como

mencionamos anteriormente el valor esperado del operador M̂ permanece contante en

el tiempo.

Figura 2.1: Átomo y campo en resonancia. Ĺınea segmentada 〈n̂〉, ĺınea con punto 〈σ̂z〉, ĺınea continua
〈
M̂

〉
.

Parámetros: ω = 8πGHz, g = 0.04ω,Ω = 0.999ω
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Figura 2.2: Átomo y campo cerca de resonancia. Ĺınea segmentada 〈n̂〉, ĺınea con punto 〈σ̂z〉, ĺınea continua
〈
M̂

〉
.

Parámetros: ω = 8πGHz, g = 0.04ω,Ω = 0.950ω

Figura 2.3: Átomo y campo fuera de resonancia. Ĺınea segmentada 〈n̂〉, ĺınea con punto 〈σ̂z〉, ĺınea continua
〈
M̂

〉
.

Parámetros: ω = 8πGHz, g = 0.04ω,Ω = 0.900ω
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En las figuras 2.4-2.6 se muestra el comportamiento de los valores esperados de

los operadores n̂, σ̂z y M̂ cerca del caso resonante (ω = Ω) al variar el acoplamiento

átomo-cavidad. Observamos que al disminuir el valor del acoplamiento, la frecuencia

de intercambio de excitaciones disminuye, es decir la frecuencia del intercambio de

excitaciones es proporcional parámetro g

Figura 2.4: Átomo y campo en resonancia. Ĺınea segmentada 〈n̂〉, ĺınea con punto 〈σ̂z〉, ĺınea continua
〈
M̂

〉
.

Parámetros: ω = 8πGHz, g = 0.06ω,Ω = 0.999ω

Figura 2.5: Átomo y campo en resonancia. Ĺınea segmentada 〈n̂〉, ĺınea con punto 〈σ̂z〉, ĺınea continua
〈
M̂

〉
.

Parámetros: ω = 8πGHz, g = 0.02ω,Ω = 0.999ω
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Figura 2.6: Átomo y campo en resonancia. Ĺınea segmentada 〈n̂〉, ĺınea con punto 〈σ̂z〉, ĺınea continua
〈
M̂

〉
.

Parámetros: ω = 8πGHz, g = 0.01ω,Ω = 0.999ω

En las figuras 2.7-2.9 se muestra el caso lejos de resonancia en función del acopla-

miento g. Nuevamente observamos que la frecuencia del intercambio de excitaciones

depende del parámetro g, también podemos notar que la amplitud en el intercambio de

excitaciones aumenta y que, al no estar en resonancia (ω 6= Ω) las transiciones no son

completas.

Figura 2.7: Átomo y campo fuera de resonancia variando la constante de acoplamiento átomo-campo. Ĺınea seg-

mentada 〈n̂〉, ĺınea con punto 〈σ̂z〉, ĺınea continua
〈
M̂

〉
. Parámetros: ω = 8πGHz, g = 0.1ω,Ω = 0.700ω
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Figura 2.8: Átomo y campo fuera de resonancia variando la constante de acoplamiento átomo-campo. Ĺınea seg-

mentada 〈n̂〉, ĺınea con punto 〈σ̂z〉, ĺınea continua
〈
M̂

〉
. Parámetros: ω = 8πGHz, g = 0.2ω,Ω = 0.700ω

Figura 2.9: Átomo y campo fuera de resonancia variando la constante de acoplamiento átomo-campo. Ĺınea seg-

mentada 〈n̂〉, ĺınea con punto 〈σ̂z〉, ĺınea continua
〈
M̂

〉
. Parámetros: ω = 8πGHz, g = 0.4ω,Ω = 0.700ω



Caṕıtulo 3

Acoplamiento de dos cavidades tipo

Jaynes-Cummings

En [10] se estudia cómo el efecto Casimir Dinámico puede generar estados enredados

entre sistemas de dos niveles (también conocidos como qubits) por medio del cambio

de las condiciones de frontera en circuitos superconductores. Para ilustrar el modelo

utilizan un sistema compuesto por dos cavidades que están acopladas a qubits indepen-

dientes. Las cavidades comparten un espejo parcialmente reflejante lo que da origen a

un término de interacción entre las cavidades de la forma

h̄α(t)(a†1 + a1)(a†2 + a2).

Considerando el caso en que la longitud efectiva de la cavidad oscila con pequeña

amplitud alrededor de su valor medio, se puede proponer que el acoplamiento entre las

cavidades sea una función de la forma α(t) = α0 cos(ωdt) donde ωd es a frecuencia de

15
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oscilación del espejo. El Hamiltoniano del sistema completo está dado por:

Ĥ = h̄[ω1n̂1 +
Ω1

2
σ̂(1)
z + g1(σ̂

(1)
+ â1 + σ̂

(1)
− â†1) + ω2n̂2 +

Ω2

2
σ̂(2)
z +

g2(σ̂
(2)
+ â2 + σ̂

(2)
− â†2) + α(t)(â1 + â†1)(â†2 + â2)],

y describe un sistema compuesto por dos cavidades de Jaynes-Cummings acopladas por

una pared oscilante. El acoplamiento entre las cavidades h̄α(t)(â1 +â†1)(â†2 +â2) contiene

términos que conservan el número total de excitaciones (â1â
†
2, â
†
1â2 ) y términos que no

lo conservan (â1â2, â
†
1â
†
2 ). En este trabajo consideraremos el caso en que el número total

de excitaciones se conserva, lo cual es equivalente a considerar el caso ωd = ω1 − ω2.

3.1. Evolución temporal

Partiremos del Hamiltoniano

Ĥ = h̄[ω1n̂1 +
Ω1

2
σ̂(1)
z + g1(σ̂

(1)
+ â1 + σ̂

(1)
− â†1) + ω2n̂2 +

Ω2

2
σ̂(2)
z +

g2(σ̂
(2)
+ â2 + σ̂

(2)
− â†2) + α(â1â

†
2 + â†1â2)].

(3.1)

En el cual aprovechamos el hecho de que los operadores de una cavidad conmutan

con los de la otra. Para encontrar el operador de evolución temporal separaremos el

Hamiltoniano como Ĥ = Ĥ0 + V̂ , escogiendo

Ĥ0 = h̄[ω1n̂1 +
Ω1

2
σ̂(1)
z + g1(σ̂

(1)
+ â1 + σ̂

(1)
− â†1) + ω2n̂2 +

Ω2

2
σ̂(2)
z +

g2(σ̂
(2)
+ â2 + σ̂

(2)
− â†2)],

(3.2)

y

V = h̄α(â1â
†
2 + â†1â2), (3.3)
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donde la ecuación (3.2) puede escribirse como una suma de dos Hamiltonianos JC

independientes, es decir:

Ĥ0 = h̄[ω1n̂1 +
Ω1

2
σ̂(1)
z + g1(σ̂

(1)
+ â1 + σ̂

(1)
− â†1)]︸ ︷︷ ︸

ĤJC1

+ h̄[ω2n̂2 +
Ω2

2
σ̂(2)
z + g2(σ̂

(2)
+ â2 + σ̂

(2)
− â†2)]︸ ︷︷ ︸

ĤJC2

,

cuyo operador de evolución exacto construimos en el capitulo anterior. Aplicando el

método descrito en el capitulo anterior y tomando en cuenta que [ĤJC1, ĤJC2] = 0,

tenemos, que el operador de evolución temporal para el Hamiltoniano Ĥ0 tiene la forma

de un producto de 2 operadores de evolución temporal tipo JC, es decir:

U0 = e−iωn̂1teα1b1eα2b
†
1eα3σ

(1)
z︸ ︷︷ ︸

ÛJC1

e−iωn̂2teβ1b2eβ2b
†
2eβ3σ

(2)
z︸ ︷︷ ︸

ÛJC2

. (3.4)

Como el término de interacción consta sólo de operadores de creación y aniquila-

ción para ambas cavidades, entonces, para calcular el Hamiltoniano de interacción ĤI

bastará con transformar los operadores de ascenso y descenso de cada cavidad, la tabla

de conmutación 3.1 muestra los conmutadores necesarios para realizar dicho cálculo

Tabla 3.1: Relaciones de conmutación

Tabla de conmutación

[n̂, â] = −â [n̂, â†] = â† [b̂, â] = 0

[b̂†, â†] = 0 [b̂†, â] = − σ̂−√
n+1

[σ̂−, â] = 0

[σ̂z, n̂] = 0 [σ̂z, σ̂+] = 2σ̂+ [σ̂z, σ̂−] = −2σ̂−

[b̂, â†] = σ̂+√
n+1

[b̂†, â†σ̂z] = − 2â†σ̂z√
n+1

[b̂†, σ̂+] = 2â2
†
σ̂−√

n+1

[b̂†, â2†σ̂−] = 0 [σ̂, â] = 0 [σ̂, â†] = 0
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utilizando el teorema BCH y la tabla 3.1, llegamos a

U †0a1U0 = â1e
iω1t +

α2√
n1 + 1

σ̂
(1)
− e2α3e−iω1t,

U †0 â
†
1U0 = a†1e

iω1t − α1√
n1 + 1

[
σ

(1)
+ e−2α3 +

2α2a
†
1√

n1 + 1
σ̂(1)
z −

2α2
2

n1 + 1
a†

2

1 σ
(1)
− e2α3

]
eiω1t,

U †0a2U0 = â2e
iω2t +

β2√
n2 + 1

σ̂
(2)
− e2β3e−iω2t,

U †0 â
†
2U0 = a†2e

iω2t − β1√
n2 + 1

[
σ

(2)
+ e−2β3 +

2β2a
†
2√

n2 + 1
σ̂(2)
z −

2β2
2

n2 + 1
a†

2

2 σ
(2)
− e2β3

]
eiω2t,

considerando que las constantes de acoplamiento g1 y g2 son mucho menores que las

frecuencias ωi,Ωi (en este trabajo se consideran los parámetros ωi,Ωi del orden de

GHz y gi en MHz), entonces, despreciaremos los términos con αi y βi ya que dichas

funciones dependen de los acoplamientos g1 y g2, es decir aproximaremos los operadores

de creación y aniquilación como:

a1 ' a1e
−iω1t a†1 ' a†1e

iω1t,

a2 ' a2e
−iω2t a†2 ' a†2e

iω2t,

obteniendo el Hamiltoniano de interacción aproximado

HI = h̄α
(
a†1a2e

it(ω1−ω2) + a1a
†
2e
−it(ω1−ω2)

)
.

Llamando k̂ = â1â
†
2, k̂
† = â†1â2, tenemos,

HI = h̄α
(
k̂†eit(ω1−ω2) + k̂e−it(ω1−ω2)

)
, (3.5)

la tabla 3.2 muestra que los operadores del Hamiltoniano de interacción cierran un
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álgebra de Lie

Tabla 3.2: Relaciones de conmutación

conmutadores

k̂ k̂† N̂ = n̂1 − n̂2

k̂ 0 N̂ −2k̂

k̂† −N̂ 0 2k̂†

N̂ = n̂1 − n̂2 2k̂ −2k̂† 0

de modo que podemos usar el teorema de Wei-Norman, para escribir el operador de

evolución temporal correspondiente, como N̂ = n̂1 − n̂2

UI = eγ1k̂eγ2k̂
†
eγ3N̂ , (3.6)

con funciones γi por determinar. Para hacerlo procedemos de manera similar a la apli-

cada en el capitulo anterior, obteniendo el siguiente conjunto de ecuaciones diferenciales

ordinarias

γ̇1 = i(αeit(ω1−ω2)γ2
1 − αe−it(ω1−ω2)),

γ̇2 = −i(2γ1γ2αe
it(ω1−ω2) + αe−it(ω1−ω2)),

γ̇3 = iγ1αe
it(ω1−ω2),

una vez más el sistema es no lineal, por lo que se buscará una solución numérica usando

un algoritmo tipo Runge-Kutta de cuarto orden[9].

Una vez resuelto el sistema de ecuaciones, tenemos que el operador de evolución

temporal aproximado para el Hamiltoniano (3.1) es:

U = e−iωn̂1teα1b1eα2b
†
1eα3σ

(1)
z︸ ︷︷ ︸

ÛJC1

e−iωn̂2teβ1b2eβ2b
†
2eβ3σ

(2)
z︸ ︷︷ ︸

ÛJC2

eγ1k̂eγ2k̂
†
eγ3N̂︸ ︷︷ ︸

Û1,2

. (3.7)
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La validez de estas aproximaciones se evalúa al comparar los resultados aproximados

presentados en este trabajo, con resultados puramente numéricos obtenidos en [11].

3.2. Valores esperados

Como el operador de evolución temporal correspondiente al Hamiltoniano dado en

la ecuación (2.1) está dado por la ecuación (2.9), podemos calcular el valor esperado a

un tiempo t de cualquier operador Ô usando la ecuación (1.5).

Para el caso del operador de número se obtiene:

n̂1(t) = Û †12Û
†
JC1

n̂1ÛJC1Û12,

n̂1(t) = Û †1,2

{
n̂1 + α2(1 + α1α2)e2α3 b̂†1 − α2e

−2α3 b̂2 − α1α2σ̂
(1)
z

}
Û1,2,

y análogamente

n̂2(t) = Û †1,2

{
n̂2 + β2(1 + β1β2)e2β3 b̂†2 − β2e

−2β3 b̂2 − β1β2σ̂
(2)
z

}
Û1,2,

en donde usamos los resultados del caṕıtulo anterior. Las variables atómicas conmutan

con las del campo [Û1,2, σ̂
(i)
z ] = 0, entonces basta con saber cómo se transforman los

operadores de campo para cada cavidad, estas transformaciones son:

Û †12n̂1Û12 = n̂1 + (γ2 + γ1γ
2
2)e2γ3N k̂† − γ1e

−2γ3N̂ k̂ − γ1γ2(n̂1 − n̂2),

Û †12n̂2Û12 = n̂2 − (γ2 + γ1γ
2
2)e2γ3N k̂† + γ1e

−2γ3N̂ k̂ + γ1γ2(n̂1 − n̂2),
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Û †12b̂1Û12 = b̂1e
−γ3 − γ2σ

(1)
+√

n1 + 1
â2e

γ3 ,

Û †12b̂2Û12 = (1− γ1γ2)b̂2e
γ3 − γ1σ

(2)
+√

n2 + 1
â1e
−γ3 ,

Û †12b̂
†
1Û12 = (1− γ1γ2)b̂†1e

γ3 +
γ1σ

(1)
− â†2√

n1 + 1
e−γ3 ,

Û †12b̂
†
2Û
†
12 = b̂†2e

−γ3 +
γ2σ

(2)
− â†1√

n2 + 1
eγ3 ,

sustituyendo estas transformaciones en las expresiones para n̂1(t) y n̂2(t), tenemos,

n̂1(t) = n̂1 + (γ2 + γ1γ
2
2)e2γ3 k̂† − γ1e

−2γ3 k̂ − γ1γ2(n̂1 − n̂2)

+
(
α2e

2α3 + α1α
2
2e

2α3
) [

(1− γ1γ2)b̂†1e
γ3 +

γ1σ
(1)
− â†2√

n1 + 1
e−γ3

]

−α1e
−2α3

[
b̂1e
−γ3 − γ2σ

(1)
+√

n1 + 1
â2e

γ3

]
− α1α2σ

(1)
z ,

n̂2(t) = n̂2 − (γ2 + γ1γ
2
2)e2γ3 k̂† + γ1e

−2γ3 k̂ + γ1γ2(n̂1 − n̂2),

−β1e
−2β3

[
(1− γ1γ2)b̂2e

γ3 − γ1σ
(2)
+√

n2 + 1
â1e
−γ3

]

+
(
β2e

2β3 + β1β
2
2e

2β3
) [
b̂†2e
−γ3 +

γ2σ
(2)
− â†1√

n2 + 1
eγ3

]
− β1β2σ

(2)
z ,

análogamente tenemos que los valores esperados de los operadores σ̂
(i)
z son:

σ̂z(t)
(1) = (1 + 2α1α2)σ̂(1)

z − 2α2(1 + α1α2)e2α3(1− γ1γ2)b̂†1e
γ3

+
γ1σ

(1)
− â†2√

n1 + 1
e−γ3 + 2α1e

−2α3 b̂1e
−γ3 − γ2σ

(1)
+√

n1 + 1
â2e

γ3 ,
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σ̂z(t)
(2) = (1 + 2β1β2)σ̂(2)

z − 2β2(1 + β1β2)e2β3(1− γ1γ2)b̂2e
γ3

− γ1σ
(2)
+√

n2 + 1
â1e
−γ3 + 2β1e

−2β3 b̂†2e
−γ3 +

γ2σ
(2)
− â†1√

n2 + 1
eγ3 .

Las siguientes figuras muestran el comportamiento de los valores promedio de los

operadores n̂1, n̂2, M̂1, M̂2, y M̂ = M̂1 +M̂2 el número total de excitaciones del sistema.

La figura 3.1 muestra el caso cuando el acoplamiento cavidad- cavidad es nulo, es

decir α = 0. Observamos que cada cavidad se comporta como una cavidad tipo JC

independiente.

Figura 3.1: Caso con cavidades independientes. Del lado izquierdo se muestran con ĺınea continua〈
M̂1

〉
, ĺınea segmentada 〈n̂1〉 y ĺınea con puntos

〈
σ̂1
z

〉
, del lado derecho tenemos, ĺınea continua

〈
M̂2

〉
,

ĺınea segmentada 〈n̂2〉 y ĺınea con puntos
〈
σ̂2
z

〉
.

Parámetros: w1 = 4.0 ∗ 2πGHz, g1 = 0.04w1,Ω1 = 0.999w1, w2 = 5.0 ∗ 2πGHz,
g2 = 0.04w1,Ω2 = 0.999w1, α = 0. Estado inicial del sistema: |ψ0〉 = |e, 0〉 ⊗ |g, 2〉.
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La figura 3.2 muestra el caso en que el acoplamiento cavidad-cavidad es grande

(α = 0.25ω1) en comparación con los acoplamientos átomo-cavidad (g1 = 0.001ω1, g2 =

0.001ω1), por lo cual la presencia de los átomos en cada cavidad es poco importante.

Se observa que el intercambio de excitaciones entre las cavidades es mayor cuando la

diferencia de frecuencias ∆ = ω1 − ω2. disminuye.

(a) Parámetros: w1 = 4.0 ∗ 2πGHz, g1 = 0.001w1,Ω1 = 0.999w1, w2 = 5.0 ∗ 2πGHz,
g2 = 0.001w1,Ω2 = 0.999w1, α = 0.25w1

(b) Parámetros: w1 = 4.0 ∗ 2πGHz, g1 = 0.001w1,Ω1 = 0.999w1, w2 = 5.5 ∗ 2πGHz,
g2 = 0.001w1,Ω2 = 0.999w1, α = 0.25w1

Figura 3.2: Lado izquierdo valores promedio para el número de fotones en cada cavidad, la ĺınea
continua representa 〈n̂1〉, la ĺınea segmentada a 〈n̂2〉, del lado derecho se muestra el promedio de
excitaciones totales en cada cavidad, ĺınea continua cavidad 1 y segmentada cavidad 2, ĺınea con punto
muestra el número total de excitaciones del sistema para un estado inicial: |ψ0〉 = |e, 0〉 ⊗ |g, 2〉.
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La figura 3.3 muestra el comportamiento de los valores promedio de los operadores

n̂1, n̂2, M̂1, M̂2, y M̂ = M̂1 + M̂2 en función del valor del acoplamiento cavidad-cavidad.

Se observa que el intercambio de excitaciones entre las cavidades es proporcional al

valor del acoplamiento entre éstas.

(a) Parámetros: w1 = 4.0 ∗ 2πGHz, g1 = 0.001w1,Ω1 = 0.999w1, w2 = 5.0 ∗ 2πGHz,
g2 = 0.001w1,Ω2 = 0.999w1, α = 0.15w1

(b) Parámetros: w1 = 4.0 ∗ 2πGHz, g1 = 0.001w1,Ω1 = 0.999w1, w2 = 5.0 ∗ 2πGHz,
g2 = 0.001w1,Ω2 = 0.999w1, α = 0.30w1

Figura 3.3: Lado izquierdo valores promedio para el número de fotones en cada cavidad, la ĺınea
continua representa 〈n̂1〉, la ĺınea segmentada a 〈n̂2〉, del lado derecho se muestra el promedio de
excitaciones totales en cada cavidad, ĺınea continua cavidad 1 y segmentada cavidad 2, ĺınea con punto
muestra el número total de excitaciones del sistema para un estado inicial: |ψ0〉 = |e, 0〉 ⊗ |g, 2〉.



Caṕıtulo 4

Conclusiones

En esta tesis presentamos un método para construir un operador de evolución apro-

ximado escrito en forma de producto, para un sistema compuesto por dos cavidades

acopladas con un átomo de dos niveles en cada una de ellas. Los resultados obtenidos

se justifican al comparar los resultados aproximados con los de un cálculo puramente

numérico desarrollado en Python [11]. Observamos que el número total de excitaciones

permanece constante, como debe ser para el Hamiltoniano dado por la ecuación (3.1),

aunque el número de excitaciones en cada cavidad es variable, observamos también

un intercambio de fotones entre las cavidades el cual crece en función de acoplamien-

to entre éstas. El problema para Hamiltonianos tipo Jaynes-Cummings no acoplados

es exactamente soluble, una consecuencia de que el número total de excitaciones sea

constante. Para el caso de dos cavidades acopladas sin átomos presentes, el problema

también tiene solución exacta, pero cuando se tienen cavidades acopladas con átomos

en cada cavidad el problema no tiene solución exacta. Para atacar el problema escri-

bimos el Hamiltoniano del sistema completo como la suma de dos Hamiltonianos tipo

Jaynes-Cummings más una interacción. Pasamos a la representación de interacción y

aproximamos el Hamiltoniano por uno que cierra un álgebra de Lie. Podemos entonces

25
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aplicar el teorema de Wei-Norman y escribir una expresión exacta para el operador

de evolución temporal correspondiente. Una vez que hemos obtenido una expresión

anaĺıtica para el operador de evolución temporal, podemos propagar un estado inicial

arbitrario y calcular cualquier propiedad que nos interese, por ejemplo, el parámetro de

Mandel definido por Q =
〈(∆n̂)2〉−〈n̂〉

〈n̂〉 el cual nos indica el comportamiento estad́ıstico

del sistema ( Q < 0 sub-Poissoniana, Q = 0 Poissoniana, Q > 0 super-Poissoniana )

[12], la función de Husimi, que nos muestra el comportamiento del sistema en el espacio

fase y esta dada por: 1
π
〈α|ρ̂|α〉, donde |α〉 es un estado coherente y ρ̂ [2] es la matriz de

densidad, y el valor esperado del número de fotones en cada cavidad. Los parámetros

que utilizamos para definir el Hamiltoniano fueron tomados de [13] y corresponden a

valores acordes con los experimentales
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IEEE 51.1 (ene. de 1963), págs. 89-109. issn: 1558-2256. doi: 10.1109/PROC.

1963.1664.

[2] Jean-Michel Raimond Serge Haroch. Exploring the Quantum Atoms, Cavities and

Photons. Oxford University Press, 2006. isbn: 0-19-850914-6.

[3] Simon J. D. Phoenix y P. L. Knight. “Establishment of an entangled atom-field

state in the Jaynes-Cummings model”. En: Phys. Rev. A 44 (9 nov. de 1991),
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