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Resumen

El presente trabajo muestra la implementacion de distintos métodos numéricos
para la descripcién computacional de la dindmica de fluidos en entornos astrofisicos.
Dichas implementaciones fueron diseniadas de manera que pudiesen se ejecutadas so-
bre multiples unidades de procesamiento grafico (GPUs). Primeramente mostramos
la implementaciéon de un cédigo Cartesiano 2D haciendo uso del método espectral de
Galerkin discontinuo DG para aproximaciones de alto orden a la solucion de las ecua-
ciones de Euler. Hicimos uso del problema de interaccion disco-planeta para comparar
el comportamiento de este nuevo c6digo con el comportamiento de FARGO3D con ma-
lla polar. Hicimos uso de la dependencia temporal de la torca impartida por el disco
sobre el planeta, como un medio para cuantificar la viscosidad numérica del codigo.
Encontramos que para érdenes cuarto y quinto del esquema DG, podemos alcanzar
viscosidades numéricas en la descripcion del flujo Kepleriano tan bajas como las obte-
nidas mediante FARGO3D con malla polar. Estos resultados sugieren aplicabilidad del
esquema DG en escenarios més complejos del problema disco-planeta que no puedan
ser capturados por mallas polares o esféricas. En segunda instancia mostramos la im-
plementacion de un sistema de mallas anidadas realizada sobre el c6digo FARGO3D, asi
como la utilizacion del codigo resultante para el estudio numérico de la fuerza ejer-
cida sobre un perturbador masivo y luminoso que se desplaza a velocidad constante
en un medio constituido por un gas homogéneo y opaco. En este escenario tomamos
en cuenta la difusion térmica del gas y la retroalimentacion del calor impartido por
el perturbador. La fuerza que surge en respuesta al calor liberado por el perturbador,
o fuerza de calentamiento, esta dirigida a lo largo de la direcciéon de movimiento del
perturbador, induciendo por tanto una aceleraciéon en este. Comparamos el valor de
esta fuerza con la estimacion analitica tanto en el régimen de bajo como alto nimero
de Mach, encontrando un acuerdo preciso en ambos. Ademas de esto, encontramos
que la fuerza de arrastre percibida por un perturbador no luminoso es significativa-
mente distinta a la observada para el caso sin difusion térmica. En el limite en el que
la velocidad tiende a cero, encontramos analiticamente que esta fuerza tiende a un
valor finito e independiente del valor del coeficiente para la difusion térmica, lo cual
también corroboramos mediante simulaciones numéricas. Encontramos el umbral en
la luminosidad que permite tener una aceleracion neta para el perturbador, observan-
do que en general resulta ser mucho mas pequeno que la luminosidad percibida en
embriones planetarios de baja masa.
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Abstract

This work presents the implementation of different numerical methods for the
computational description of fluid dynamics as well as their application to astrophy-
sical environments. This implementations were designed as to be executed over mul-
tiple graphics processing units (GPUs). First we present a 2D Cartesian code for
the numerical solution of the Euler equations making use of high order discontinuous
Galerkin methods DG. We make use of a planet-disc setup in order to compare the
behaviour of thos code against the behaviour of the FARGO3D code with a polar mesh.
We extract an estimate for the numerical viscoity of the code via the time dependence
of the torque felt by the planet. We find that for forth and fifth order DG schemes its
possible for the Keplerian flux description, to achieve numerical viscosities as low as
the ones obtained with FARGO3D and a polar mesh. Although for a single disc problem
a solution of low numerical viscosity can be obtained at lower computational cost with
FARGO3D (which is nearly an order of magnitude faster than a fifth order method),
discontinuous Galerkin methods appear promising to obtain solutions of low numeri-
cal viscosity in more complex situations where the flow cannot be captured on a polar
or spherical mesh concentric with the disc. Then we present the implementation of
a nested meshes hierarchy for the FARGO3D code, as well as the implementation of
the resulting code in the numerical study of the dynamical friction exerted over a
massive and luminous perturber moving at constant velocity in an opaque and ho-
mogeneous gas medium. In this scenario, we consider the thermal diffusion of the
gas and the feedback of the heat emitted by the perturber. The force that arises in
response to the heat irradiated by the perturber, dubbed heating force, is directed
along the direction of motion of the perturber, therefore inducing an acceleration on
it. We compared the value of said force with the analytic estimates in the low and
high Mach number limits, and found an accurate match. The drag force exerted on
a non-luminous perturber in a thermally diffusive medium is significantly different
from the drag force of the adiabatic case. In the limit of a vanishing velocity, this
drag force tends to a finite value which we determine using linear perturbation theory
and corroborate with numerical simulations. We find a threshold in the luminosity
needed to get a net acceleration of the perturber and find it to be generally much
smaller than the luminosity of accreting low-mass planetary embryos embedded in a
gaseous protoplanetary disc.

v



A mis padres, mi hermana y mi abuelita ...



Agradecimientos

Tengo demasiado que agradecer a mi tutor, Frédéric Masset, primeramente por
haber confiado en mi, y haber hecho todo lo posible para que yo pudiese ingresar al
doctorado bajo su tutela. Le agradezco todo el tiempo que dedic6 a mi formacion,
todo el conocimiento que me impartio, su constante apoyo y la siempre buena actitud
con la que lo realizd6. A Romain Teyssier por haberme dado la oportunidad de asistir
a la Universidad de Zurich, por haberme asesorado durante mi estancia, y por permi-
tirme participar en excelente proyecto. A mi tutor de maestria, Hernédn Larralde, por
su apoyo en momentos cruciales. A los miembros de mi comité tutor, Aldo Figueroa
y a Alejandro Ramirez por sus contribuciones y exhortos. A Seb por su amistad y

buenos consejos.

Agradezco a familia, a mi madre por su perpetuo apoyo y motivaciéon, a mi padre

y a mi hermana por su constante aliento, a mi abue, mi cuatacha.

A Carlos, Adri, Ricardo, Tanu, Raksha, Luisi y Arturo por ser mi familia en Cuer-
navaca. A Mr. M, mi amigo de mas de media vida. A mis amigos y comparaneros
del basket: Héctor, Paulino, César y Moy. A muchas amistades més: Andrea, Lucila,
Boru, Diego, Haileen, Yonatan, Bertha, Mayra, Paquito, Moni, Eri, Diana, Braulio,

Susana, Cristina, Jaz, Remi, Yoab.

A mis amigos en Suiza: Maria, San Gyu, Tom, Valentin, Fulvio, Beppe, Valentina,

Nico, Julia, Michael, Tomas, Philipp, Pedro, Onur y Ermis.

VI



AGRADECIMIENTOS VII

A mis eternas amigas en Guadalajara: Licha, Yabne y Ana.

Agradezco al CONACyYT por haber hecho posible todo esto mediante el apoyo
econdémico de la beca de manutencion No. 412604. Al programa de becas de excelen-
cia del gobierno de Suiza que me permitié realizar una estancia en este pais. A la
Fundacion Marcos Moshinsky y al Programa de Apoyo a Proyectos de Investigacion

e Innovacion Tecnologica (PAPIIT) No.IN101616.



Indice general

Jurado I
Publicaciones II
Resumen 111
Abstract v
Agradecimientos VI
1. Preliminares del contexto astrofisico 1
1.1. Formaciéon de planetas . . . . . . . . . .. ... ... ... 1
1.1.1. El escenario de interaccion disco-planeta . . . . . . . . . . .. 1

1.1.2. Migracion tipo L. . . . . . . oo 2

1.1.3. Migracion tipo IT . . . . . . ... .. oo )

1.1.4. Migracion tipo IIT . . . . . . ... ... .. o 6

1.2. El escenario de la friccion dindmica . . . . . . . . . . . ... ... 6
1.3. Dindmica de fluidos . . . . . . . . . .. 7

2. Preliminares sobre los métodos numéricos 9
2.1. El codigo FARGO3D . . . . . . . . . . . 9
2.1.1. Técnica de separacion de operadores . . . . . . .. .. .. .. 10

2.1.2. Etapafuente . . .. .. .. ... ... ... 12

2.1.3. Etapa de transporte . . . . . ... ... ... .. 14

2.1.4. Conservacion de los momentos . . . . . . . . . .. ... ... 15

VIII



INDICE GENERAL

2.2. Esquemas de Galerkin discontinuos. . . . . . . . ... ... ... ...
2.2.1. Ecuaciones gobernantes . . . . . . ... . ... ... ... ..
2.2.2. Método de Galerkin discontinuo . . . . . . ... ... ... ..
2.2.3. Calculo del paso de tiempo . . . . . . ... ... ... ... .
2.2.4. Limitadores de la solucion . . . . . . ... ...

2.3. Computo en paralelo . . . . . . ...
2.3.1. Paralelizaciéon de grano grueso . . . . . . . ... ... ... ..

2.3.2. Paralelizaciéon de grano fino . . . . . ... ...

. Un coédigo 2D de Galerkin Discontinuo en GPUs

3.1. Introducciéon . . . . . ..o

3.2. Implementacion . . . . . . . . ... Lo
3.2.1. Estructuradedatos. . . .. ... ... ... ...
3.2.2. Particiéon del dominio para multiples procesos . . . . . . . ..
3.2.3. Descripcion del algoritmo . . . . . ..o 0oL
3.2.4. Peculiaridades de la implementacion sobre GPUs . . . . . ..
3.2.5. Desempeno del codigo sobre multiples GPUs . . . . . . . . ..

3.3. Problemas de prueba . . . . . .. ... ...
3.3.1. Vortice isentropico . . . . . . ..o
3.3.2. Vorticede Gresho . . . . . . ... ... oo

3.4. Disco protoplanetario . . . . . . .. ..o
341, Setup . ...
3.4.2. Comparaciéon de resultados . . . . . . .. .. ...
3.4.3. Estimacion de la viscosidad numérica . . . . . . .. ... L.

3.5. Conclusiones . . . . . . . . .

. FARGO3D multi-malla

4.1. Introduccidn . . . . . . ..
4.2. Programando el paso de tiempo . . . . . . ...
4.3. Comunicacién entre niveles . . . . . . . . . . L

4.3.1. Llenado de celdas fantasmas del nivel fino: CommUp . . . . . . .

IX

16
16
17
20
20
21
21
22

24
24
26
27
27
28
29
31
32
33
35
38
38
40
46
49



INDICE GENERAL

4.3.2. Sobrescribir celdas gruesas: CommMean . . . . . . . . . .. ...
4.3.3. Empalmar los flujos: CommFlux . . . . ... .. .. ... ...

4.4. Sub-ciclos y organizacion de las comunicaciones . . . . . . . ... ..

. Friccion dinamica con difusion térmica

5.1. Introduccion . . . . . . ..o
5.2. Descripcion del problema . . . . . . .. ..o
5.2.1. Ecuaciones gobernantes . . . . . .. ... ... ... ...
5.2.2. Convenciones a utilizar . . . . . . .. ... ... ... ... ..

5.3. Resumen de resultados analiticos . . . . . . . . . . . ... ... ...

. Estudio numérico en el régimen lineal

6.1. Introduccion . . . . . . .. ..

6.2. Implementacion del sistema para la fricciéon dinamica . . . . . . . . .

6.3. Resultados . . . . . . . . . ... .
6.3.1. Fuerza de calentamiento . . . . .. .. ... ... .. .....
6.3.2. Friccion dinamica con difusion térmica . . . . . . .. ...
6.3.3. Fuerza neta en el caso general . . . . . .. ... ... .. ...

6.4. Discusiones y conclusiones . . . . . . . ... ...

. Estudio numérico del régimen no lineal

7.1. Introduccion . . . . . . ..o

7.2. Implementaciéon numérica . . . . . . . .. ...
7.2.1. Mallas cilindricas y Cartesianas . . . . . . . .. .. ... ...
7.2.2. Difusién térmica realista . . . . . .. ..o 0oL
7.2.3. Desprendimiento de calor. . . . . . . .. ... ... ... ...
7.2.4. Trazadodelgas . . . . . .. .. ... ... ..

7.3. Resultados . . . . . . . ..
7.3.1. Fuerzaneta . . . . .. . .. ... L
7.3.2. Eficiencia de la fuerza de calentamiento . . . . . . . . . . ...

7.3.3. Fuerza de enfriamiento . . . . . . . . . . . ... ... ...

93
93
25

57
57
99
29
60
61

63
63
64
66
67
73
82
84



INDICE GENERAL XI

7.3.4. Fuerza de calentamiento . . . . . . . . . . .. ... .. .. 98

7.3.5. Dindmica en la esfera de Bondi . . . . . . . . .. .. ... .. 100

T4, DIScusion . . . . . . . 101

8. Apéndice 104

1. Coeficientes del método Runge-Kutta . . . . . .. .. ... ... ... 104



Capitulo 1

Preliminares del contexto astrofisico

1.1. Formacién de planetas

El modelo estandar de formaciéon estelar describe que las estrellas se forman a
partir de una nube gigante de gas en rotacién que colapsa al superar la fuerza de gra-
vedad a las fuerzas repulsivas del medio (fuerza centrifuga, presion térmica y presion
magnética). Gran parte del material colapsado no cae directamente sobre el niicleo
estelar, sino que forma un disco circundante a la estrella o se fragmenta en multi-
ples sistemas estelares. Los planetas tienen origen en estos discos de gas y polvo que
surgen en el proceso de formacion estelar. El proceso de formaciéon de planetas esta
fuertemente influenciado por la interaccién entre el planeta y el disco constituido de
gas y polvo en el que se encuentra inmerso. A continuaciéon presentamos una breve
descripcion de la interaccion entre disco y planeta que dicta la formacion y evolucion

de planetas.

1.1.1. El escenario de interacciéon disco-planeta

Empecemos por caracterizar tanto el disco como el planeta que se encuentra in-
merso en este. Consideremos un planeta de M, que gira en torno a una estrella de
masa M, a un radio r, con frecuencia angular €2,. Consideremos la simplificacién en la

que el disco que circunda a la estrella consiste de un gas ideal con ecuacion de estado
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objeto

central _ _
Disco visto

de lado

R

Figura 1.1: Caricatura de la estrella y su respectivo disco circundante.

2 = vkgT/pmy, donde ¢, es la velocidad del sonido, 7 es el indice adiabético, T es la
temperatura, kg es la constante de Boltzmann y my la masa del &tomo de hidrogeno.
Este disco tiene una densidad superficial ¥ o« r~® y una temperatura promediada
verticalmente T' oc r~#. La relacion de aspecto del disco es h = H/r, donde H es la
escala de altura del disco. Esta escala de altura es la longitud dada por la relacion

entre la velocidad del sonido ¢ y la frecuencia orbital del gas €:

Cs

H=2. (1.1)

Con esta ecuacion y la ecuacion de estado, podemos ver que si la temperatura es
una ley de potencia del radio, entonces también la relacion de aspecto lo es h o< 7/,
donde g =1—2f.

El planeta en formacion es capaz de generar estructuras asimétricas en dicho disco,
estas estructuras a su vez generan una torca neta no nula sobre el planeta, resultando
esto en el fenémeno descrito como migracion planetaria (Goldreich & Tremaine 1979).
Existen tres escenarios o tipos de esta migracion dependiendo de la masa del planeta;
la migraciéon de tipo I para planetas de baja masa (Goldreich & Tremaine 1979), la
migracion de tipo II para planetas de gran masa (Goodman & Rafikov 2001), y la
migracion de tipo III para planetas de masa intermedia en discos masivos (Masset &

Papaloizou 2003).

1.1.2. Migracion tipo I

La migracion de tipo I presentada por Goldreich & Tremaine (1979), describe el
efecto de la interaccion entre disco y un planeta de baja masa en orbita circular. La

torca que acttia sobre un planeta con dichas caracteristicas puede descomponerse en
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dos componentes distintas: la torca diferencial de Lindblad y la torca de co-rotacion.
La torca diferencial de Lindblad surge a partir de la interaccién con el material que
pasa cerca del planeta a velocidades supersonicas, este material es desviado por el
planeta, intercambiando asi momento angular y energia con éste. La torca de co-
rotacion surge a partir del material que se encuentra en co-rotaciéon con el planeta,

material que deriva lentamente con respecto al planeta.

Torca diferencial de Lindblad

La torca que el planeta ejerce sobre el disco es capaz de generar estelas de densidad
llamados brazos espirales, la torca diferencial de Lindblad es debida al cambio de
momento angular entre estos brazos espirales y el planeta (figura 1.2). El brazo interno
ejerce una torca positiva sobre el planeta, en contraste, el brazo externo ejerce una
torca negativa sobre el planeta, estas torcas son nombradas respectivamente torcas
interna y externa de Lindblad. De esta forma la torca interna de Lindblad promueve
una migracion al exterior mientras que la torca externa de Lindblad promueve una
migracion al interior. La torca diferencial de Lindblad surge entonces de la asimetria

en el balance entre estas torcas interna y externa.

Torca de co-rotacion

La torca de co-rotacion esta ligada al arrastre en la llamada region herradura. La
region herradura consiste del material constrenido a viajar con respecto al planeta
en lineas de flujos con forma de herradura, como se muestra en la figura 1.3. Dentro
de esta region herradura, el material externo que es mas lento que el planeta es
alcanzado por este, al ser alcanzado, el material intercambia momento angular con el
planeta, siendo trasladado a una 6rbita més interna que la del planeta y por tanto con
mayor velocidad angular. Eventualmente el material alcanzara al planeta volviendo a
intercambiar momento angular, terminando en este caso en una 6rbita mas externa y
eventualmente volviendo a repetir el mismo proceso. El llamado arrastre de herradura
es la torca que resulta de la interaccion del planeta con todo el material constrenido

a este movimiento en herradura.
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Figura 1.2: Visualizacion de los brazos espirales creados por la perturbacion del pla-
neta sobre el disco.

externo

Figura 1.3: Visualizacion la regiéon herradura en el disco.
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Baruteau & Masset (2013) describen como para el caso general, la torca de co-
rotacion consiste de tres términos: la torca debida al gradiente de vortensidad (vor-
ticidad sobre densidad superficial), la torca debida al gradiente de temperatura, y
la torca debida al gradiente de entropia. En todos estos casos, persiste el término
que depende del gradiente de vortensidad a través de la regién herradura, al haber
creacion de vortensidad a partir de los gradientes de temperatura o entropia.

En el caso de viscosidad nula, la torca de co-rotacion oscila con una amplitud que
decrece con el tiempo, hasta desvanecerse al desparecer el gradiente de vortensidad
en la region herradura. El movimiento en herradura al que se ve forzado el fluido
interno a la region de herradura, genera que el gradiente inicial de vortensidad se
vaya mezclando hasta llegar a un valor uniforme en toda la regiéon de herradura. A
esto se le conoce como la saturacion de la torca de co-rotaciéon. Ahora bien, para
valores finitos de viscosidad, se puede llegar a preservar el gradiente de vortensidad

y por lo tanto obtener un valor finito no nulo para la torca de co-rotacion.

1.1.3. Migracién tipo II

El escenario de migracion tipo II considera masas del planeta capaces de alterar el
perfil de densidad del disco, hasta el punto de crear un surco con ausencia de material
en este. El proceso de pérdida o ganancia de momento angular para las regiones in-
ternas y externas respectivamente, estd influenciada por distintos mecanismos, como
describen Goodman & Rafikov (2001). Una forma simplificada de explicar el proceso
de formacion del surco es a través del efecto que tiene el planeta altamente masivo so-
bre el material externo e interno a su érbita. El planeta ejerce una torca positiva sobre
el material externo, efectivamente empujando a este material a 6rbitas mas alejadas,
mientras que ejerce una torca negativa sobre el material interno, recorriendo asf a este
a oOrbitas mas internas. La creacion del surco depende también de la viscosidad del
disco, siendo esta una via para prevenir la formacion del surco. Es evidente entonces
que al ser vaciada la region en co-rotacién con el planeta, la torca de co-rotacion se
vuelve irrelevante en este escenario de migracion, de igual forma la torca diferencial de

Lindblad se vuelve despreciable al quedar las resonancias de Lindblad dentro de esta
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region vacia de material. En este escenario, la migracion del disco es la que conduce

la migracion del planeta.

1.1.4. Migracioén tipo III

Los planetas en migracion capaces de crear un surco parcial en rededor de su
orbita, son afectados por una torca adicional de co-rotaciéon. Esta torca adicional
es debida al flujo de material a través de la region herradura. Esto es, durante la
migracion interna del planeta, los elementos de fluido que son alcanzados por la region
de herradura, realizan una instancia del movimiento en herradura para después salir
de esta region y terminar en una Orbita mas externa al seguir migrando el planeta.
En consecuencia a esto, la distribuciéon de masa en la region de herradura adopta
una forma asimétrica, habiendo méas masa detréas del planeta que delante de este. La
migracion en este caso puede ser entonces descrita como un ciclo de retroalimentacion
entre la torca y la tasa de migracion. Cuando el déficit de masa co-orbital dm, es menor
que la masa efectiva del planeta M, = M, + M, (donde M, es la masa del disco
circumplanetario), la retroalimentacion es estable. Al contrario, cuando dm > M, la
retroalimentacion diverge, y se dice entonces que el planeta entra en un régimen de
fuga. A este régimen de migracion en fuga se le denomina migracion tipo III (Masset
& Papaloizou 2003), y no aplica para planetas de baja masa al formar un déficit
de masa despreciable, ni para planetas de alta masa, los cuales al formar un surco
profundo impiden el flujo de material a través de la region herradura. En concreto,

este tipo de migracién concierne solo a planetas de masa intermedia en discos masivos.

1.2. El escenario de la fricciéon dindmica

Un escenario mas sencillo y aplicable al escenario de interaccion disco-planeta es
el escenario de la friccion dindmica en medios gaseosos (Ostriker 1999). En este esce-
nario se considera a un perturbador de masa M moviéndose a una velocidad V' en un
medio gaseoso homogéneo de densidad py y velocidad del sonido adiabatica ¢, = \/~T.

Por efecto de gravedad, el planeta genera alteraciones en el medio, en respuesta, estas
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alteraciones imparten una fuerza de arrastre sobre el perturbador, a este efecto se le
denomina fricciéon dinamica. El efecto de la friccion fue inicialmente estudiado para
medios sin colisiones por Chandrasekhar (1943), mucho tiempo después se realizo la
extension al caso con colisiones o gaseoso (Rephaeli & Salpeter 1980). Haciendo un
estudio en régimen estacionario para esta friccion dindmica en el régimen subsonico,
encontraron que debido a la simetria de la perturbacion en medio generada por el
perturbador masivo, no habria una fuerza de arrastre neta sobre éste. Ostriker (1999)
muestra que es necesario relajar la suposicion de la friccion dinamica como un pro-
blema de estado estacionario, haciendo un anélisis lineal dependiente del tiempo para
encontrar que la fuerza de arrastre en el limite en en la velocidad tiende a cero tiene

un valor finito distinto de cero:

47T(GM)2p0V

= (1.2)

F, arrastre —

Posteriormente, mediante simulaciones numeéricas se realizé la corroboracién de
esta fuerza de arrastre no nula para el régimen subsonico (Sanchez-Salcedo & Bran-

denburg 1999).

1.3. Dinamica de fluidos

El escenario base para ambos escenarios descritos anteriormente, es el escenario
de la dinamica de fluidos. Las ecuaciones que gobiernan la evolucién de un fluido son

respectivamente, la ecuaciéon de continuidad o conservacion de la masa:
Op+V - (pv) =0, (1.3)

donde p es la densidad del fluido y v es su velocidad. La ecuaciéon de conservacion
del momento:

O(pv) + V- (v®@v+p) = —pV, (1.4)

donde p es la presion del fluido, y ¢ el potencial gravitatorio. Esta ecuaciéon puede
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transformarse, usando la ecuacion (1.3), en la ecuacion de Euler:

v+ (v-V)v = % - Vo. (1.5)

Por tltimo tenemos la ecuaciéon de conservacion de la energia

Oe +V - (ev) = —pV - v, (1.6)

donde e es la densidad de energia interna del fluido. La simulacién computacional
de la dindmica de un fluido requiere entonces de la implementaciéon de métodos que

permitan resolver espacialmente y temporalmente las ecuaciones que gobiernan al

fluido.



Capitulo 2

Preliminares sobre los métodos

NuMmMeEericos

2.1. El c6digo FARGO3D

Presentamos una breve descripcion del codigo FARGO3D (Benitez-Llambay et al.
2015), restringiéndonos a la implementacion hidrodinamica (obviando la parte mag-
nética). Este es un codigo que emplea tanto volumen finito como diferencias finitas
para resolver las leyes de conservacion, y emplea un método up-wind para realizar la

actualizacion del sistema.

Empezamos describiendo la discretizaciéon del dominio, lo cual consiste primera-
mente en subdividir el dominio espacial en celdas a manera de formar una malla
que describa de manera discreta nuestro dominio. Cada celda constituye entonces un
volumen de control sobre el cual podemos aproximar la soluciéon a nuestras leyes de
conservacion. Similar a al codigo Zeus (Stone & Norman 1992), FARGO3D es un codigo
de cantidades escalonadas, esto es; las cantidades escalares p, e y P estan definidas
en el centro de la celda, mientras que las cantidades vectoriales (en nuestro caso las
velocidades) estan definidas en los centros de las caras correspondientes a la direccion
de la componente (decimos entonces que estéan escalonadas), tal y como lo muestra

la figura 2.1:
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Figura 2.1: Representacion de una celda en la discretizacion de FARGO3D. Las canti-
dades escalares estan definidas en el centro de la celda, mientras que las cantidades
vectoriales estan definidas en las caras correspondientes a cada componente.

Ahora que tenemos la descripcion de nuestras celdas y el posicionamiento de sus

cantidades pasamos al tratamiento de las ecuaciones gobernantes.

2.1.1. Técnica de separaciéon de operadores

Prestando atencién a nuestras ecuaciones gobernantes, podemos ver que tienen la

forma:

0Q+ V- (Qu)—S(Q,v,t) =0 (2.1)

donde tenemos un término de transporte V - (Qv) y un término fuente S(Q, v, t).
La técnica de separacion de operadores (operator splitting en inglés) consiste en este
caso, en descomponer la implementacion de estos términos en dos implementaciones
separadas, realizando una actualizacion parcial al implementar el operador del término
fuente, de manera subsecuente obteniendo el estado final al implementar el operador
del término de transporte al estado parcialmente actualizado.

Para poder realizar esta separacion de operadores en los tres sistemas de coorde-
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nadas utilizados (cartesianas, cilindricas y esféricas), es necesario reescribir las leyes
de conservacion en términos de las cantidades a conservar de modo que cumplan con
la forma 2.1. Empezamos por el caso cartesiano, en este caso las cantidades a con-
servar son los momentos lineales pv,, pv, y pv., las ecuaciones de conservacion son

entonces:

O(pvy) + V - (pv,v) = =0, P — p0, P (2.2)
(pvy) + V- (pvyv) = =0, P — p0,® (2.3)
O (pv,) + V- (pv,v) = =9, P — p0,® (2.4)

Continuamos con el caso cilindrico en el que tenemos los momentos lineales radial
pur y vertical pv,, y el momento angular acimutal prvy donde v, = vy + r(2), las

ecuaciones de conservacidon son entonces:

I (prvy) + V - (prugu) = —0s P — pdys® (2.5)

2
O (pv.) + V- (pv,v) = pv% — 0,P — p0,® (2.6)
O(pv,) + V- (pv,v) = =0.P — p0,® (2.7)

por ultimo el caso esférico donde los momentos a conservar son el momento lineal
radial pv, y los momentos angulares meridional prvg y acimutal prugsing donde

vfb = vg + rsin 01, las ecuaciones de conservacion son entonces:

Iy (pruysin@) +V - (progsin Qv) = —0y P — p0y® (2.8)
vg + v¢2

O (pv.) + V- (pv,v) = p r—— 0, P — p0,® (2.9)

Oyprvg + V + (prgv) = pv(f — 0pP — p0y® (2.10)

Tenemos ahora reescritas las ecuaciones para las leyes de conservacion, de modo
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que todas tienen la forma descrita por la ecuacion 2.1. Pasamos ahora a describir la

etapa en la cual se aplican los términos fuentes.

2.1.2. Etapa fuente

La etapa fuente consiste en la actualizacion parcial de la velocidad a partir de la
aplicacion de los términos fuente que hemos colocado a la derecha en las ecuaciones 2.2
... 2.10. Dado el posicionamiento escalonado de las velocidades con respecto a las las
cantidades definidas en el centro de la celda, tenemos que la actualizacion parcial de
las velocidades por parte de cantidades centradas requiere solo de las dos cantidades
vecinas. Empezamos por la implementacion de los términos fuente debidos al potencial
externo, mostrando en la figura 2.2 el ejemplo para la direcciéon z en el caso Cartesiano,

donde realizamos una modificaciéon parcial de la velocidad debido a este término

fuente.
D; D;iq 2
° - @ l
x(i+%) A
A0 i1) = ax(Piv1 — D)

Figura 2.2: Discretizacion del potencial externo y su implementacion en la modifica-
cion parcial de la velocidad.

Como segundo caso mostramos la implementacion del término fuente para la velo-
cidad radial debido a las velocidades angulares. En este caso es necesario hacer uso de
cuatro valores, para computar el promedio de la velocidad angular en la posicion de la
velocidad radial a modificar. Mostramos en la figura 2.3 el ejemplo para la velocidad
acimutal, que puede ser directamente extrapolado para el caso meridional.

El tercer caso es la implementacion del término fuente debido al gradiente de
presion. En este caso, al igual que para el caso del potencial, el gradiente se computa a

partir de los valores centrados més cercanos. Es necesario también, obtener la densidad
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¢(i=3) o(i+1,7)
\* ,/* a vébz
SN, Oy e U= £
. r(z,]—%/)/ t0r p
D U/ A | U/Z .
/” \\\ (P( I]_Z) Av — (i, j—1/2)
e . r(ij—) ij1/2
> ™
v o
4’(1_%/]—1) (,D(H—%,]—l)

Figura 2.3: Modificacion de la velocidad radial a partir de la velocidad angular, mos-
trando el ejemplo del término fuente debido a la velocidad acimutal.

en la posicion de la velocidad, para esto realizamos un promedio sobre los dos valores

centrados mas cercanos, tal y como lo muestra la figura 2.4 para el caso de la velocidad

lineal en z.

P,0; 0y

0¢Ux

1/2 Pit1,0i+1

Nl—

_ AtPa D
) AX Py

Figura 2.4: Modificacion de la velocidad a partir del gradiente de presion. La presion
al igual que la densidad, estan definidas en el centro de cada celda.

Por tltimo mostramos la implementacion de viscosidad artificial usada para el

suavizado de discontinuidades o choques. La implementacion realizada consiste en la

aplicacion de un término fuente a partir de una "presion de viscosidad":

V.P,
8,5’1):— R
P

(2.11)
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P, es un tensor diagonal, cuyos elementos distintos a cero son:

P,; = I?pdiv;, si 0yv, > 0(i = 1,y, 2), (2.12)

donde [ representa la intensidad de la viscosidad, y dicta la escala espacial sobre la
que se esparcira el choque, en esta implementacion utilizamos tipicamente | ~ v2Az.
Esta expresion al ser discretizada, nos lleva a presiones viscosas definidas en los centros

de cada celda:

2
Vg (i+1/2) — Va(i+—1/2 .
Py,x(i) = lZPi ( e )Ax ( / )> s S1Uz(i+1/2) — Va(i+—1/2) = 0, (2-13)

a partir de las cuales el cambio en la velocidad es similar al descrito para la presion

en la figura 2.4:

At P, iiv1) — Poag

— 2.14
Az Pi+1/2 ( )

Avg(ir1/2) =

2.1.3. Etapa de transporte

A partir de la forma integral de las leyes de conservacion podemos derivar un
algoritmo para describir la evolucion temporal de la cantidad a conservar Q(x, y, z, ),
obteniendo el valor promedio Q(z,y, z,t,41) a partir de Q(x, y, 2, t,) al integrar sobre

el paso de tiempo At =t,,1 — t,:

At

n+l _ n At /2 )2 At
Az

n+1/2 n+1/2
"’“+M( ijp "‘1/2>+Ay(F AT i

n+1/2 n+1/2
i+1/2 T F-1/2 (B = B,

k+1/2 — T k-1/2

donde Fy; j.k)+1/2 Tepresentan los flujos en las interfaces de la celda 1, j, k. Los flujos
estan definidos en las interfases entre celda, cada flujo es entonces compartido por
dos celdas. De esta forma, por construccién tenemos conservacion de las cantidades
transportadas a la precisiéon de la maquina, lo que sale de una celda entra a la otra,

y viceversa. En nuestra implementaciéon hacemos uso de un método wup-wind, que
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consiste en remontar la corriente para estimar el valor de la cantidad () en la interfase

a evaluar, a manera de expresar el flujo como:

n+1/2 n *
F; H2 = Vg iv1/2Q@is1/2) (2.15)

donde Q7 , /g €5 el valor interpolado de la cantidad () en la interfase x;,;/ a mitad
del paso de tiempo. En esta implementaciéon hacemos uso de la llamada interpolacién

de van Leer para estimar el valor Q* en cada interfase.

Interpolaciéon de van Leer

El método de interpolacion de van Leer esta dado por la siguiente interpolacion

lineal de la cantidad Q;'k+1/2 a partir de las cantidades Q11 y Qit1/2:

Qi + G (Az; — vait1/2)) At S1 Ug(ig1/2) = 0
Qz’+1/2 = . (2.16)
Qir1 — agq (ALEZ + U:(:(i+1/2))At7 si Va(it1/2) < 0

donde las pendientes a; estan dadas por:

Q; AQ; .
QW(A% + Vair1/2)A), 81 AQit1/2AQ541/2 > 0 (2.17)

0, si AQiy1/2AQ541/2 <0

a; =

donde AQit1/2 = (Qit1 — Qi)/Ax;. Este proceso se realiza de la misma forma

para las direcciones y y z.

2.1.4. Conservacion de los momentos

Hemos descrito el proceso de transporte para cantidades centradas y como este
garantiza por construccion la conservacion a la precision de la maquina de la cantida-
des transportadas. Ahora, tenemos el inconveniente de tener densidades y velocidades
definidas en distintas posiciones, debemos entonces crear a partir de estas dos can-

tidades escalonadas entre si, momentos centrados en la celda, a modo que podamos
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garantizar la conservacion de estos mediante el algoritmo anteriormente descrito. Para
hacer esto, construimos por cada direccién lo que llamamos momentos mas y menos,

mostramos el ejemplo para la direccion x:

I = pivei-1/2, (2.18)

H;ZF,Z = piU$7i+1/2. (219)

Estos momentos centrados pasan por la etapa de transporte al igual que p y e.
Una vez que tenemos que el transporte de momentos y densidad podemos recuperar
la velocidad al tiempo t,,11:

+,n+1 —,n+1
n+1 7Hi71 + 11,

x,i—1/2 n+1 n+1
Pi—1 +p;

(2.20)

v

2.2. Esquemas de Galerkin discontinuos.

2.2.1. Ecuaciones gobernantes

En esta implementacion nos limitamos al caso Cartesiano 2D, a continuacion pre-
sentamos las ecuaciones de Euler para describir la relacion entre la densidad, presion
y velocidad de un fluido en movimiento bajo la influencia de un término fuente, en

forma vectorial las podemos escribir como:

n

ou 0
ou 2 f(w) = S(u, 2.21
D gy i) = S0 (221)
donde
p PV PUy 0
Vg v2 + VU —p 2
we |7 | e e | g pa;
pUy PV, pv; +p —pg®

E (E+p)v, (E+p)yy, —pv - VO
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aqui f representa la matriz de flujos (f,, f,) v S el término fuente, que en este
caso estd dado por la aplicaciéon del potencial gravitacional ®. La energia total E
puede ser expresada en términos de la densidad de energia interna e y la energia
cinética del fluido: £ = e + %pv -v. Cerramos nuestro sistema de ecuaciones con la

ecuacion de estado adiabatica p = e(y — 1), donde 7 es el indice adiabéatico.

2.2.2. Método de Galerkin discontinuo

Seguimos el método formulado por Cockburn & Shu (1998), que resumimos a
continuaciéon para el caso de una ley de conservacion escalar 2D definida en una
malla Cartesiana.

Consideremos un dominio 2D regular Q € R?, que aproximamos mediante ele-

mentos rectangulares no traslapados:

Ki; = [$i71/2a90i+1/2] X [yj—l/z,yjﬂ/z],

donde (7, ) son los indices del rectangulo. Ademés, consideremos el espacio lo-
cal V(K) dado por el conjunto de polinomios 2D de hasta un grado N, en x y v.
Denotamos por {qﬁi}f\fo el conjunto de polinomios base del espacio local V(K).

Para cada rectangulo Kj ;, la solucion local esta expresada como':

Np

up (@, 8) = Y af (t)i().

i=0
En este trabajo usamos una representacion modal de la soluciéon. Esto significa que

la solucién numérica en el elemento K seréd representada por los coeficientes lineales
K

4;* (t) para i = 0,..., N,. En particular, elegimos los polinomios de Legendre al ser
una base ortogonal: [ ¢;(x)¢;(x)dx = d;;.

Un coeficiente modal 45 (t) se obtiene mediante la proyeccion L? de la solucién

Omitimos los indices del rectangulo 7, j cuando resulte prescindible especificarlos.
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u(x) restringida al elemento K en el vector de la base ortogonal ¢;(x):

aX (1) :/Ku(az,t)gbi(w)da:

Finalmente, la solucion escalar global u(x,t) se obtiene al unir las soluciones
locales definidas en cada sub-espacio local V' (K), lo cual podemos expresar de manera

formal como una suma directa (denotada por €p):

u(@,t) ~ u(z,t) = P uf (z,1).

KeQy,
La extension al sistema de ecuaciones se realiza repitiendo el procedimiento que

acabamos de describir para cada una de las variables del vector solucion w.

Discretizacion espacial

Manteniendo la notacion, discretizamos en espacio la ecuacion 2.21 haciendo uso
del método DG. A cada tiempo ¢, buscamos la solucién aproximada wup(x,t) en el
espacio de elemento finito de funciones discontinuas. La formulacién débil de la ecua-
cion 2.21 se obtiene al multiplicar la ecuacion por una funciéon suave de prueba v(x),

integrando sobre el volumen de control K y aplicando el teorema de la divergencia:

%/K“@"’t)“(w)dwr > | flu(=,t)) - nego(x)dD

ecOK v €

- [ttt Vol@)de = [ Sz,

Aqui n. i denota la normal unitaria saliente al borde e.
La solucion exacta se reemplaza por la solucién aproximada uy(x), la funcion
de prueba v(x) se reemplaza por v,(x) y las integrales de la formulacion débil son

reemplazadas por una cuadratura adecuada, formando asi la formulacién semi-discreta
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del método DG, escrita como:

up(t = 0) = Py, (uo)

ecOK i=0

+ Z flu(z;,t)) - Vo (x;)w; | K|

+ ) S(u(x;, t))on(@;)w;| K|

J=0

Vou() € V(K),VK € Qp, (2.22)

donde Py, () es la proyeccion L? del estado inicial ug(x) hacia el espacio de ele-
mentos finitos Vi, {(a;, w;)}=Y son el conjunto de puntos de la cuadratura de Gauss-
Legendre (con sus pesos respectivos w;) con distinto nimero de puntos L y M, para
las integrales de contorno y volumen, |e| es la longitud del contorno mientras que |K|
es el area del volumen de control. Ademas, f(u(x,t))-n.x es remplazado por el flujo
numérico he g (z;,t), que determina la solucién tnica en la interfase entre elementos

vecinos.

Discretizacion temporal

Dado que elegimos representar nuestro espacio local mediante un conjunto or-

K

7 )

togonal de polinomios, tenemos para la evoluciéon de cada modo 4;*, una expresion
independiente de los demés modos. La forma semi-discreta de la ecuacion 2.22 reduce
nuestras ecuaciones diferenciales de parciales a ordinarias con la forma:

d

auh = E(U),

donde L representa el término a mano derecha en la ecuacion 2.22. Hacemos uso de
métodos Runge-Kutta de fuerte preservacion de estabilidad SSPRK (por sus siglas en
inglés) para la discretizacion temporal (Gottlieb & Shu 1998). El algoritmo 1 describe

el proceso de la marcha temporal.
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Data: w) = Py, (wy)
Result: w; ™

forn=0,..N —1do
! = wj;
h = At;
for i =0, ... k do
/{Zi = E(tn + ¢ - h, Y; + h((l@lkl + ...+ ai,i—lki—l));

w}(;’-&-l) _ w}(Li) + hZ§:1 bik;;

end
Wt = (k+1),
Wy =W,
end

Algorithm 1: Algoritmo de la evolucién temporal

Los coeficiente a; ;, b; y ¢; estan especificados en el apéndice.1.

2.2.3. Calculo del paso de tiempo

Dado que tenemos un integrador de tiempo explicito, el paso de tiempo debe
cumplir con la condicién CFL para lograr estabilidad numérica. El paso maximo de

tiempo At¥ en la celda K se calcula como (Cockburn & Shu 1998).

—1
C |vK|+c
AtE =
2N, +1<Z ) ’

donde ¢, = 1/p/p es la velocidad de sonido adiabatica, v/ es la componente i de

la velocidad promedio en la celda, AzX es el ancho de la celda en la dimension i.

2.2.4. Limitadores de la solucion

Es conocido que las ecuaciones no lineales pueden desarrollar discontinuidades en
tiempos finitos, y que oscilaciones no fisicas pueden generarse para la solucién nu-
mérica en presencia de estas discontinuidades. Estas oscilaciones generan a su vez
deterioro en la precision del método, llevando a pérdida de convergencia cerca del
punto de discontinuidad (Hesthaven & Warburton 2007). Ademaés, para sistemas fisi-
cos, es de interés tener una soluciéon que garantice densidad y presion positivas. Para

estabilizar la soluciéon y garantizar soluciones positivas hacemos uso de limitadores,
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los cuales tienen el defecto de poder afectar la calidad de la solucién numeérica.

En este trabajo hacemos uso de un limitador que garantiza preservar la positividad
de la densidad y de la presion (Zhang & Shu 2010). Al usar este limitador, tenemos
una restriccion extra para la condicion CFL, la cual incluye el peso del primer nodo
en la cuadratura Gauss-Lobatto, denotado por w;, apropiado para un limitador con

aproximacion de orden V,:

. _
1 wy [oF| + &
At = Cmin [ ———— =2 Ll L
. (2Np+1’ 2 > (Z AzE

i=1 ¢

2.3. Coémputo en paralelo

El computo en paralelo ha resultado ser una herramienta imprescindible en la
elaboracién de codigos con fines de computo cientifico, permitiendo la simulaciéon
de sistemas de otra forma inatacables. Paralelizar tiene impacto tanto en el tamano
tratable del sistema, como en el tiempo asequible de evolucion. Para nuestros fines,
tipicamente, un niicleo de CPU puede procesar 5 x 10° celdas por segundo, donde
un sistema tipico consiste de 107 celdas. Considerando estas condiciones, tenemos
que un paso de tiempo tomaria al rededor de 20 segundos. si consideramos ahora el
escenario de interaccién disco-planeta, donde la evoluciéon temporal deseada esta en
el rango de 10 a 1000 ¢rbitas, cada 6rbita tomando entre 100 y 1000 pasos tiempo,
nos llevaria a tiempos de computo de fraccion de un dia a un ano completo, tiempo
que resulta prohibitivo. En este trabajo hacemos uso de dos herramientas distintas de

paralelizacion, que al ser independientes pueden ser empleadas de manera conjunta.

2.3.1. Paralelizaciéon de grano grueso

Considerando que tenemos un CPU capaz de ejecutar n procesos de forma inde-
pendiente, el paralelismo de grano grueso consiste en la particiéon del dominio inicial
de la simulacion en n sub-dominios, cada uno de estos siendo ejecutado por un distin-
to proceso. Idealmente este paralelismo tendria un rédito de disminuir el tiempo de

ejecucion en un factor 1/n. Este factor ideal se ve restringido por la necesidad de reali-
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zar comunicaciones entre los n procesos, necesarias para preservar el comportamiento

- -
. - -

Figura 2.5: Celdas fantasmas y reparticion del dominio

unido del dominio total.

La paralelizacion descrita hasta el momento reditua solo en reducir el tiempo de
ejecucion. Ahora bien si consideramos el caso en el que tenemos acceso a m nodos,
donde cada nodo corresponde a un CPU distinto con sus n procesos y su memoria
propia, podemos entonces separar nuestro dominio en m x n sub-dominios. En caso
esperamos un factor ideal 1/mn en la reduccion del costo computacional. Otro im-
pacto posible de este tipo de paralelizacion es el aumentar el tamano tratable del
sistema, al poder simular un sistema m veces més grande de lo posible con un solo
nodo.

El paralelismo de grano grueso que usamos en los c6digos que se presentan en este
trabajo fue implementado haciendo uso del protocolo MPI (por sus siglas en inglés),

el cual permite la reparticion en distintos procesos asi como la gestion de estos.

2.3.2. Paralelizacién de grano fino

Este paralelismo consiste en hacer uso de unidades de computo con la caracteris-
tica principal de poseer un elevado ntimero de procesadores, procesadores con menor
desempeno que los que posee un CPU tipico, pero que por su gran cantidad sobre
compensan la calidad. Las unidades de procesamiento grafico GPUs (por sus siglas en

inglés) son un ejemplo de este tipo de dispositivos, y en la actualidad, pueden contar
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con miles de unidades de procesamiento, proveyendo asi miles de procesos concurren-
tes. En nuestro caso, el estado de una celda al tiempo ¢, solo requiere informaciéon
de esta misma y de otras (dependiendo del método) al tiempo t,, la evolucion de cada
celda del sistema se puede realizar entonces de manera concurrente.

En nuestro caso, al tener acceso a dispositivos de Nvidia, hacemos uso del lenguaje
CUDA que ellos mismos han puesto disponible para hacer uso de sus GPUs, para
implementar esta paralelizacion de grano fino en nuestros codigos.

Como mencionamos anteriormente, este paralelismo es ortogonal al de grano grue-
so, con esto queremos decir que ambos pueden ser usados en conjunto. Entonces, de
tener acceso a multiples GPUs, la ejecucion del codigo puede repartirse sobre estas
mismas, cada GPU a cargo de un sub-dominio, y cada celda del sub-dominio siendo

tratada por uno de los miles de procesos de esta GPU.



Capitulo 3

Un coédigo 2D de Galerkin

Discontinuo en GPUs

3.1. Introducciéon

El acelerado ritmo en el descubrimiento de sistemas exoplanetarios ha traido con-
sigo la elaboracion de estudios teéricos para el mejor entendimiento de su funciona-
miento y extraordinaria diversidad. Una gran parte de estos estudios se ha realizado
mediante el uso simulaciones computacionales para la interaccion entre disco y pro-
toplanetas. La préactica mas comin para estas simulaciones de la interaccion disco-
planeta es a través de codigos de mallas. Entre la vasta coleccion de coédigos podemos
citar Athena (Zhu et al. 2014), DISCO (Duffell 2016), FARGO y FARGO3D (Masset
2000; Benitez-Llambay & Masset 2016), NIRVANA (D’Angelo et al. 2003a), PENCIL
(Lyra et al. 2009), PEnGUIn (Fung et al. 2014), PLUTO (Mignone et al. 2012) y RODEQ
(Paardekooper & Mellema 2006). Algunos de estos codigos son relativamente nuevos,
mientras que otro han sido usados por mas de una década. Hace ya casi una década
que las propiedades y desempenio de estos codigos fueron estudiados por de Val-Borro
et al. (2006) en un proyecto dedicado a la comparacion de estos codigos dedicados a
interacciones disco-planeta. La gran mayoria de estos cédigos emplean mallas polares
centradas en la estrella primaria para el caso 2D, y mallas cilindricas o esféricas para

centradas en la primaria y co-planas con el disco para el caso 3D. Existen pocas ex-

24
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cepciones a esto, tal como es el estudio de Peplinski et al. (2008a), donde desarrollaron
simulaciones de corto tiempo para la migracion pronta de planetas gigantes. Tanto las
mallas cilindricas como las esférica estdn naturalmente adaptadas a la geometria del
problema disco-planeta, lo cual resulta en una mucho menor viscosidad numérica (pa-
ra el flujo en el disco) que para el caso de una malla Cartesiana con similar resolucion.
Tenemos que las interacciones disco-planeta son altamente sensibles a la viscosidad
del disco, ya sea a través de la saturacion de la torca de co-rotacion en el régimen de
baja masa (Masset 2001; Masset & Casoli 2010; Paardekooper et al. 2011) o a través
del proceso de formacion de brecha para el caso de planetas gigantes (Lin & Papaloi-
zou 1986; Crida et al. 2006; Fung et al. 2014). Existe un creciente cuerpo de evidencia
sugiriendo que los discos poseen muy pequena viscosidad efectiva, si es que poseen
alguna. La inclusion de efectos magneto-hidrodinamicos no ideales en los modelos
tedricos de discos protoplanetarios conllevan un marco cualitativamente diferente al
de modelos pasados, y sugiere que el flujo es laminar en la mayor parte del disco (Bai
& Stone 2013; Lesur et al. 2014), mientras que los intentos de detectar movimiento
turbulento en los discos protoplanetarios cercanos ha llevado a decrecientes limites
superiores (Flaherty et al. 2018). Todo lo anterior demanda esquemas con muy baja
viscosidad numérica para bien lograr el estudio de interacciones disco-planeta. Sin
embargo, no todos los estudios numéricos de discos protoplanetarios pueden realizar-
se sobre mallas cilindricas o esféricas. Conforme aumenta la complejidad y realismo,
las mallas Cartesianas con refinamiento adaptativo AMR (por sus siglas en inglés)
pueden ofrecer un mejor lienzo para las simulaciones (Lichtenberg & Schleicher 2015;
Hennebelle et al. 2017). Otro escenario posible es considerar la simulacion de multiples
discos, como sucede en el caso de los discos circunestelares de una estrella multiple.
Recientemente, Schaal et al. (2015) ha presentado una implementacion de un método
DG enfocado en la descripcion de flujos astrofisicos. Las soluciones de alto orden que
provee este esquema, sugieren la capacidad de capturar discos que rotan de manera
diferencial con una muy baja viscosidad. Por otra parte, estos esquemas presentan
la interesante propiedad de conservar el momento angular a precision de la maquina

(en las partes donde no se emplee limitador de flujo). Esta es una propiedad muy
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deseada para simulaciones de disco-planeta con tiempos largos, donde la deriva del
planeta depende en su mayor parte del intercambio de momento angular con su re-
gion co-orbital: un intercambio espurio de momento angular puede inducir una tasa
de migraciéon incorrecta. Dado que los métodos de DG conllevan computaciones in-
tensivas y requieren de un esténcil pequeno, estan bien adecuados para ser portados
a plataformas con masivos niimeros de hilos de computo tal como lo son las GPUs.
Por todas estas razones, hemos implementado sobre GPUs un esquema DG para
una malla Cartesiana 2D, y hemos evaluado sus propiedades y desempeno al estudiar
flujos Keplerianos para planetas de masa intermedia. Aunque una implementacion
de este esquema DG en mallas cilindricas o esféricas es posible, nos enfocamos en
la presente implementaciéon como una prueba conceptual en caso menos favorable.
Como hemos de ver, podemos obtener muy pequenas viscosidades numéricas aun
con la desfavorable malla Cartesiana, lo cual sugiere cabida para mejora con mallas
adaptadas a la geometria del flujo. Este capitulo contiene el trabajo presentado por
Velasco Romero et al. (2018), el codigo resultante fue también empleado en el trabajo

de Veiga et al. (2018).

3.2. Implementacion

La disponibilidad de recursos computacionales enfocados a la paralelizacién como
las GPUs, ha renovado el interés en métodos de alto costo computacional. Los métodos
DG al poseer un esténcil pequeno (solo se requiere informacion de primeros vecinos)
y tener un elevado costo computacional, son una natural eleccién para ser portados
a GPUs, donde el poder de computo es elevado mientras que el acceso a memoria es
limitado. Presentamos aqui la implementacion Cartesiana 2D que hemos realizado de
un método DG modal sobre GPUs haciendo uso de los lenguajes FORTRAN, C y CUDA

y del protocolo de comunicaciones MPI.
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Figura 3.1: Estructura de los arreglos para los valores nodales en la implementacion
2D del método DG, mostramos el caso para m = 2, los valores modales tienen la
misma estructura que los valores nodales de volumen.

3.2.1. Estructura de datos

Empezamos por describir la estructura elegida para guardar en memoria nuestros
datos. Tanto la representacion en modos como en nodos de un campo requiere de
m? valores de volumen por cada celda (donde m es el orden del esquema), elegimos

entonces construir m?

arreglos de tamano N, x N, para almacenar nodos o modos.
Para los nodos de contorno sobre los cuales calculamos los flujos tenemos m valores
cara, construimos entonces m arreglos de tamano N, x N, por cara. En la figura 3.1
mostramos una caricatura del ordenamiento de los valores nodales de nuestros campos.

Esta eleccion facilita la lectura y el computo tanto de nodos como de modos sobre

GPUs.

3.2.2. Particién del dominio para multiples procesos

Hemos habilitado el codigo para ser ejecutado sobre multiples GPUs, para realizar
esto es necesario subdividir el dominio espacial en distintos sub-dominios que habran
de ser simulados por distintas GPUs. Amalgamamos nuestros sub-dominios en uno
solo comunicando la capa més externa de celdas activas con el sub-dominio vecino.
Tratamos estas comunicaciones como parte de nuestras condiciones de contorno, las
cuales se encargan del llenado de las celdas fantasmas, esto nos permite en el algo-
ritmo tratar a cada sub-dominio como un dominio individual, el cual posee n, x n,

celdas activas y una capa de celdas inactivas o fantasmas por lado. La informacion
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Figura 3.2: Ejemplo de la subdivision de la estructura de datos para multiples proce-
sos, mostramos el caso para 4 procesos. Cada nuevo sub-dominio tiene una capa de
celdas fantasmas por lado, las cantidades a comunicar son los modos de las variables
conservadas densidad, momentos y energia total.

a comunicarse consiste de los valores modales de las cantidades conservadas (den-
sidad, momentos lineales y energia total). En nuestra implementacion ( que mezcla
FORTRAN, C y CUDA) no hacemos uso del MPI adecuado para CUDA, por tanto nuestras
comunicaciones se realizan de CPU a CPU, lo cual deja cabida para mejora en un

futuro.

3.2.3. Descripcion del algoritmo

Pasamos a realizar una breve descripcién de las etapas que involucra nuestro

algoritmo:

1. Condiciones iniciales

a) Inicializar los nodos de la variables primitivas (densidad, velocidades y
presion)

b) Convertir los nodos a variables conservadas (densidad, momentos y energia

total)

c¢) Integrar para obtener los modos de las variables conservadas
2. condicion CFL: encontrar el paso de tiempo global

3. Runge-Kutta sub-paso:
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a) Computar: flujos dentro del volumen, flujos en las caras, términos fuentes
b) Actualizar los modos de las variables conservadas
c¢) Condiciones de contorno (incluye comunicaciones MPI)

d) Limitadores

4. Sit = teaiga: Copiamos los modos a memoria de CPU para imprimir a un archivo

el estado a t = teida
5. Sit < tgua: Regresamos al paso 2

6. Fin de la simulacién

La evaluacion del paso de tiempo se hace a partir de los valores promedio de la

celda, lo cual corresponde al modo de orden cero para cada cantidad.

3.2.4. Peculiaridades de la implementacién sobre GPUs

En la presente implementacion del método DG, todos nuestros campos consisten
de arreglos lineales, asi mismo las funciones kernel sobre GPUs son ejecutadas sobre
bloques unidimensionales. El mapeo de hilos a modos/nodos fue elegido de forma
que facilite la lectura de memoria (aunque no garantiza lecturas totalmente alineadas
como lo harfa utilizar memoria alineada (pitched memory)). Como mencionamos an-
teriormente elegimos tener m? matrices de tamanio N, x N, en lugar de una matriz de
tamano (m x N,) x (m x N,), de igual forma las funciones que tratan operaciones de
volumen son llamadas con bloques de tamano m? x N, x N,,, donde cada hilo se encar-
ga de computar un modo/nodo. El alineamiento de memoria que describimos permite
que las lecturas sean compartidas entre hilos, tal y como lo muestra la figura 3.3:

Para obtener nodos u a partir de modos @ tenemos que el indice del hilo esta dado

por:

id=id=i+7j-Ny+ig Ny Ny+7js- Ny N,-m, (3.1)
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nodos/modos
id:

modos/nodos

Figura 3.3: Ejemplo de la paralelizacion en hilos realizada sobre GPUs para el computo
de nodos a partir de modos y viceversa.

a partir de éste extraemos los indices ¢, j de la celda y los indices %4, j, de la

cuadratura, teniendo entonces:

k

Jmytm
donde ¢(i,,im) representa el polinomio de Legendre de orden i, evaluado en el
punto de cuadratura .
Ahora, para obtener los modos a partir de los modos, tenemos que obtener del
indice id los indices 7, j de la celda, y los indices i,, y j.. del respectivo modo, entonces

computamos el modo (i, j, iy, jm) COMO:

k
alid] = a(i, j, im jm) = Zu(i,j, igs Jg)P(iqs tm) P (Jgs Jm )W (ig)w (Jg)- (3.3)
Javig
Tanto los polinomios de Legendre evaluados en los puntos de la cuadratura ¢ (i, i),
como los pesos de estos puntos w(i,), se guardan en la memoria constante de GPUs,
de manera que el acceso a estos es mas rapido, evitando asi recalcular los polinomios
en cada uso.
La reducciéon necesaria para calcular el minimo global de los maximos pasos de
tiempo posibles, se realiza sobre un solo bloque de hilos, haciendo uso de memoria
compartida (shared memory).

Experimentaciones previas realizadas con el c6digo FARGO3D nos mostraron que
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el uso de memoria alineada tenfa poco beneficio sobre la implementacion de arreglos
unidimensionales (Benitez-Llambay & Masset 2016). Esto puede deberse a los dos
niveles de memoria cache disponibles en GPUs modernas, también la mejora en el
sofisticado mecanismo de lectura de memoria global que poseen estas, disminuyendo
la necesidad de alineamiento de memoria por parte del programador, como lo era en
versiones anteriores.

A partir de aqui, usaremos la expresion "grado de libertad"para referirnos a un
elemento individual de resolucién, de manera que el niimero de grados de libertad en
FARGO3D es N, x N, mientras que es N, X N, x m? para un esquema DG de orden m
(cabe resaltar que el nimero de valores independientes a especificar es cuatro veces
mayor que esto, ya que por cada elemento de resolucion debemos especificar las 4

variables primitivas: densidad, presion y las dos componentes de la velocidad).

3.2.5. Desempeno del cédigo sobre miuiltiples GPUs

Teniendo en mente realizar la validacién de nuestra implementacion del método
DG, realizamos mediciones del tiempo de ejecucion por etapa del integrador RK, esto
para diferentes resoluciones y grados de la aproximacion espacial. Comparamos des-
pués estos tiempos con los tiempos de ejecucion del codigo FARGO3D. Los resultados
de esta comparaciéon se muestran en la figura 3.4, donde mostramos el promedio del
tiempo de ejecucion por grado de libertad en funcion del grado del esquema. Es im-
portante resaltar que el tiempo de ejecuciéon medido es de una etapa, donde para el
codigo DG el paso de tiempo consiste de varias etapas del integrador RK (el ntimero
de etapas depende del grado del integrador) mientras que para FARGO3D del paso de
tiempo es equivalente a una etapa. En la grafica a mano derecha presentamos las
curvas para el escalamiento fuerte, mostrando el desempeno del codigo en funcion del
numero de GPUs utilizadas en la paralelizaciéon del dominio. Podemos observar que
aun sin hacer uso de comunicaciones directas entre GPUs, tenemos un escalamiento
cercano al 6ptimo. Vemos también que mientras mayor es el grado del esquema mas
cercano es el escalamiento medido al 6ptimo, aun para bajas resoluciones, estos resul-

tados son consistentes con lo esperado para un método intensivo en computaciones,
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Figura 3.4: En la izquierda el tiempo promedio de ejecuciéon de un sub-paso por
grado de libertad en funciéon del orden efectivo del esquema. En la derecha el factor
de aceleracion para el codigo DG en funciéon del nimero de GPUs utilizadas en la
paralelizacion del dominio. Estos resultados fueron obtenidos haciendo uso de GPUs
K20s con control de error (ECC) activado.

déonde las comunicaciones tienen poco impacto en el tiempo total de ejecucion. Un
estudio de escalamiento débil nos mostré un factor de aceleracion cercano a 60x para
una ejecucion de nuestro codigo con 64 GPUs P100.

Hemos de mencionar que la tltima implementacion realizada solo tiene version
GPU, por esta razéon no podemos mencionar factores de aceleracion respecto a ejecu-
ciones sobre CPUs. Sin embargo, con versiones anteriores no optimizadas para CPU,
observabamos un factor de aceleracion entre 100z y 350z (el factor mas grande se
obtuvo para el caso de mayor grado del esquema). Este factor fue obtenido haciendo

uso de GPUs K80 y de CPUs Intel™ Xeon E5.

3.3. Problemas de prueba

En esta seccién presentamos un conjunto de pruebas estandares con la finalidad

de validar la implementacion.
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3.3.1. Voértice isentrépico

Este problema consiste en la descripcion la conveccion de un voértice isentropico

para un fluido no viscoso (Yee et al. 1999). El dominio fisico consiste del cuadrado

[0,10]%[0, 10], el vortice estd centrado en (2., y.) = (5.0,5.0), 7 = \/(z — )% + (y — ye)?
y las condiciones de frontera son periddicas.

Las condiciones iniciales para las variables primitivas son:

pzll_wexpu_r?)]”ll,

8ym?

B 1—1r?
:vzl__ — Ye)s
ve=1-Lexp () w0

1 — 2
vyzl—l—%exp( 2r)(x—xc),

con 7 = 1.4, mientras que las condiciones para el flujo libre estan dadas por:
p=10, v,,=10, v,,,=10, p=1.0

Tasa empirica de convergencia

Los error empiricos se estiman haciendo uso de la norma de error L;:

Ly = ||lup(x) —u(x)||1, x €. (3.4)

Esta mostrado por Zhang & Shu (2004) que se espera una tasa de convergencia
de N, + 1 en la norma £; para soluciones polinomiales aproximadas de grado N, y

soluciones suficientemente suaves:

Np Ny

(@) — w3 5SS L unlany) — ulesyy) [wan, ety (35)

KeQ = i=0 j=0

El sistema evoluciona hasta un tiempo ¢ = 10 i.e. hasta que el vortice atraviesa la
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Figura 3.5: Convergencia del método RKDG en la norma £, para diferentes grados
en la discretizacion espacial y temporal en el caso de un vortice isentropico.

caja y regresa a su posicion inicial.

Tal y como se muestra en la figura 3.5, observamos una tasa empirica de conver-
gencia cercana a la anticipada de manera teérica. Observamos que reducir el grado
de la integracién temporal conlleva a un decremento en la norma L, siendo la tasa
de convergencia dominada por el error de la integracion temporal. Como muestran
Young & Ooi (2004), es posible recuperar la tasa de convergencia adecuada si se res-
tringe la condicion de CFL. En otras palabras, esto significa que podemos reducir
el grado de la integracion temporal con respecto al grado de la integracion espacial
y mantener un error aceptable. Esto resulta relevante ya que al aumentar el grado
de la integracion temporal el nimero de etapas requerido aumenta a mayor ritmo,

volviéndose prohibitivo en costo.
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3.3.2. Vortice de Gresho

Este problema consiste de una solucién estable en rotacion para las ecuaciones de
Euler no viscosas (Liska & Wendroff 2003), y se usa frecuentemente para pruebas de
conservacion de la vorticidad y del momento angular. La velocidad angular vy depende
solo del radio, y la fuerza centrifuga esta balanceada por un gradiente de presion. El
suavizado del perfil de la velocidad angular es una medida de que tan bien conserva el

codigo el momento angular. El dominio fisico esta definido por el cuadrado [0, 1] %[0, 1],

el vortice esta centrado en (z.,y.) = (0.5,0.5) y 7 = \/(z —x.)%+ (y — y.)?. Las

condiciones de contorno son libres de gradiente:

Vu(x) - n|gesn =0, para u una variable conservada p, v,, vy, p.

Las condiciones iniciales para las variables primitivas son:

(v — ye) (z —xc)
p = 10, Ve = —U(ﬁT, Uy — U¢T7 p :p(r)a

con velocidad angular v, y presion p:

(
or r <0.2

Ve(r) =<2—-5r 02<r<04

0 r>0.4

\

(

54 L r<0.2

p(r) = 49— 4log(0.2) + L¢% — 20r + 4log(r) 0.2 <r < 0.4

3+ 4log(2) r>04
\

El momento angular J y la vorticidad w = V X v pueden escribirse de forma
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Figura 3.6: Perfil del momento angular a los tiempos ¢t = 3.0 y ¢ = 50.0 para el
problema del vortice de Gresho con distinto grado del esquema DG.

analitica como:

( (

5r2 r<0.2 10 r<0.2

Jr)=q2r—52 02<r<04 w()=492-10 02<7r<04

0 r>04 0 r>0.4

\ \

Ha sido mostrado que un esquema DG sin limitadores, puede conservar el momen-
to angular haciendo eleccion del conjunto adecuado de funciones bases (Schaal et al.
2015). En la figura 3.6 se muestra el perfil del momento angular a los tiempos ¢ = 3.0
y t = 50.0 (correspondientes a aproximadamente 2.4 y 40 6rbitas a un radio r = 0.2

respectivamente). Hacemos notar que el momento angular se mantiene bien descrito
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Esquema | £; error en vorticidad (%) | £4 error en densidad( %)
CFLFh 20 0.16
JT 45 0.22
LL 44 0.23

CLAW 28 0.1

WAFT 26 0.07
WENO 27 0.06
PPM 13 0.04
VH1 15 0.04
DG2 20.50 0.05
DG3 12.00 0.01
DG4 6.46 0.008

Tabla 3.1: Error relativo de la norma £, para diferentes cédigos en el problema del
vortice de Gresho a t = 3.

a lo largo de la simulacién, tal y como se esperaba. Sin embargo, la vorticidad no se
mantiene bien comportada para tiempos largos de evoluciéon, esto no resulta sorpren-
dente dado que el perfil de vorticidad de este problema es discontinuo y realizamos
la medicion de la vorticidad a través de los modos de la solucién con alto grado.

Comparamos nuestra implementaciéon del método DG con el desempeno de los
codigos mostrados por Liska & Wendroff (2003) para este vortice de Gresho. Hacemos
evolucionar el sistema hasta un tiempo ¢ = 3, en una malla de tamafio (N,, N,) =
(40, 40).

Como se muestra en la tabla 3.1, encontramos que en general, el método DG
conlleva mucho mejores resultados que los demés métodos en cuanto a la densidad
(excepto para el caso de segundo orden, que tiene un error comparable al de PPM y
VH1), y se tiene un error basicamente similar al de los demés métodos al describir la
vorticidad (excepto para el esquema de cuarto orden, para el cual el error resulta ser

un factor dos més pequeno que para los mejores mejores métodos mostrados PPM y

VH1).
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3.4. Disco protoplanetario

3.4.1. Setup

Hemos disenado un escenario sencillo de disco-planeta, de manera que podamos
comparar el desempeno de este codigo con el de FARGO3D. El escenario consiste de
un disco con radio interno 7, = 0.4 y radio externo r., = 1.75, con una densidad
de superficie ¥y = 1 y una presion py = 2.5 x 1072 inicialmente uniformes. Tene-
mos un planeta en orbita circular fija con radio 7, = 1. Dado que no hay gradiente
de presion o de densidad en la orbita del planeta, tampoco hay gradiente de en-
tropia o de temperatura, y por lo tanto esperamos que la torca de co-rotaciéon que
siente el planeta sea la torca debida a la vortensidad, descrita por Jiménez & Mas-
set (2017). La velocidad adiabatica de sonido en la posicion del planeta es entonces
A =\ /ypo/To &~ 0.0597,, (donde 2, es la frecuencia orbital del planeta y v el
indice adiabético), mientras que la velocidad isoterma del sonido es ¢*° = 0.057,,,
la cual corresponde a una longitud de escala de presion H = 0.057,, entonces la tasa
de aspecto del disco en la posicion del planeta es h = H/r, = 0.05. La masa del
planeta es M, = 6.0 x 107°M,, donde M, es la masa del objeto central *. El potencial
gravitatorio de planeta tiene una longitud de suavizado €, = 0.03r,. Dado que para
ambas implementaciones (DG y FARGO3D) el marco de referencia esta centrado en
la estrella, ninguno es estrictamente inercial, al ser la estrella acelerada por planeta
y por el disco. Esto da origen a un término adicional para el potencial gravitatorio,
llamado término indirecto. Este término es en general mintisculo y no resulta crucial
para la comparacién que habremos de hacer, por tanto lo descartaremos en ambas
implementaciones.

Hacemos uso de un sistema de unidades en el cual la masa M, es unitaria, al

-1

, > esto implica que para

igual que la longitud del radio 7, y la unidad de tiempo (2
este sistema de unidades la constante gravitatoria G es también unitaria®. Para la

configuracion en el cédigo DG usamos una cuadrado con longitud 4.57, (yendo de

!Esto se traduce a un planeta de 20 Mg para una masa central equivalente a la del Sol.
2De tomar en cuenta el término indirecto, deberfamos elegir la masa M, + M, como la masa
unitaria para que lo anterior se cumpla.
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—2.251, a 2.251,).

Las condiciones iniciales son:

o Do
1+ f(r)’

T—Tex

- ) para proveer una transicion suave al exterior del
p

donde elegimos f(r) = exp <
disco. La velocidad angular v, que lleva al equilibrio rotacional para este perfil de

densidad es:

2 202 Ta?"(cg,isoz) 02 T‘Ciisof(r)
vy =1+ — =0
p rph[1+ f(r)]
donde el indice adiabatico es v = 1.4. Para la frecuencia orbital €2 tenemos rotacion
Kepleriana en toda la caja, excepto para la regiéon interna al radio rj,, donde tenemos

rotacion soélida:

G <y
2 7
Q(r) = in
GM,
13 T > Tin.

Tenemos también condiciones de frontera para amortiguar ondas como se describe
por de Val-Borro et al. (2006). Un campo () se amortigua en cada paso hacia su estado

no perturbado @)y siguiendo la prescripcion:

_ AtQo + 7Q

@ T+ At

donde el tiempo de amortiguamiento es:
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con una funcién rampa dada por:

2
r—"Tq
Rir)= [ ——"2
(r) (Tin/ex - Td) ’

cubre el intervalo entre 0 y 1 con un comportamiento parabdlico en la region entre ry
y radio limite del disco 7y, /ex. El radio de amortiguamiento ry para el limite interno

del disco es:
rqg = rinl.15%3
mientras que para el limite externo del disco es:
ra = rel. 1573,

Los campos que amortiguamos son la densidad, las velocidades lineales, y la tempe-

ratura.

3.4.2. Comparacion de resultados

Presentamos los resultados del c6digo con malla Cartesiana DG y los de FARGO3D
con malla polar, ambos codigos realizando simulaciones para el escenario de interac-
cion disco-planeta. Realizamos un conjunto de simulaciones con creciente resolucion y
creciente grado del esquema en nuestra implementacion DG. En la figura 3.7 mostra-
mos imagenes de la densidad de superficie, a la izquierda la obtenida con un esquema
RK2DG5 (segundo orden temporal y quinto orden espacial), a la derecha la obtenida
con FARGO3D para una malla polar. La posiciéon y el contraste de la estela espiral
resulta casi indistinguible entre ambas simulaciones, las diferencias notables surgen
al acercarnos a las fronteras de amortiguamiento. Por otra parte, la regiéon donde la
torca tiene origen se encuentra relativamente alejada de la region que a través de la
condicién de CFL limita el paso de tiempo. Como consecuencia de esto, el niimero de
Courant efectivo en esta region es pequeno, lo cual conlleva a diminutas diferencias a

una posicion dada entre pasos de tiempo, por tanto, aun con esquemas de bajo grado
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DG: 2D-Cartesiano FARGO3D: 2D-Polar
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Figura 3.7: Imagenes de la densidad superficial para un disco adiabatico a 50 orbitas de
haber introducido el planeta. A la izquierda mostramos el resultado para un esquema
RK2DG5 con una malla Cartesiana de tamano 640 x 640, en la izquierda mostramos
el resultado de FARGO3D con una malla polar de dimensiones Ny = 3574 y N, = 768.

temporal podemos obtener resultados similares a los de esquemas con mayor grado,
tal y como se muestra en la figura 3.8 donde comparamos los resultados entre un RK2
y un RK) para un esquema DGS.

Para todas las simulaciones presentes realizamos un monitoreo de la torca especi-

fica ejercida sobre el planeta a 7,:

L= r,%xg.=m Z _T;”])3/2, (3.6)

—’I"p) +€p

donde M, y 7, representan respectivamente la masa y la posicion de la celda n,
mientras que g, representa la aceleraciéon impartida por el material de la celda n
hacia la posicion del planeta. La evaluacion de esta aceleracion incluye la longitud de
suavizado del planeta €,. Dado que consideramos el caso dos-dimensional, la tnica
componente no nula de la torca I' es la componente z. A partir de aqui haremos

referencia a esta componente como la torca total T'.

Normalizamos esta torca al valor Iy = $Q%rq/h* y de ahora en adelante mencio-
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Figura 3.8: Comparacion de la torca neta normalizada para un esquema de quinto
orden espacial DG y dos integradores temporales de distinto orden, en morado un
RK2 y en anaranjado un RK5. Vemos que a gran escala son practicamente indis-
tinguibles, en el recuadro de acercamiento podemos vemos que existe una pequena
separacion entre las curvas, pero que la forma de la curva se preserva entre ambos
casos.
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namos los valores en términos de yI'/T.

Comenzamos presentando en la figura 3.9 los resultados para el codigo DG, don-
de mostramos el comportamiento para distintas resoluciones y distintos grados del
esquema. Vemos que al incrementar el grado del esquema podemos describir de ma-
nera adecuada el comportamiento en sierra que se espera de la torca en un disco sin
viscosidad (Ward 2007). También podemos ver que el aumentar el grado del esquema
nos permite llegar al comportamiento adecuado con cada vez menor ntimero de cel-
das, como vemos para DG5 donde aun un sistema de 2562 celdas fue suficiente para

describir el comportamiento dentado de la torca.

Los resultados para la torca son mostrados en la figura 3.7 para un esquema DGS
con RK2 y RK). Estos resultados pueden generalizarse a los esquemas DG3 y DG/,
para el cual encontramos resultados virtualmente indistinguibles al usar RK2 en
comparacion con un esquema de mismo grado temporal que el espacial. Esto puede
deberse al hecho de que la regién de herradura esta resuelta en un ntmero celdas
relativamente pequenio. Como mostrabamos en la figura 3.5, a baja resolucién, un
integrador temporal de grado 2 tiene errores en la norma muy similares que los de
uno de mayor grado.

La figura 3.10 contiene las torcas totales normalizadas para diferentes grados del
esquema con la misma resolucion. Aqui, la resolucion para el esquema DG esté to-
mada como la longitud de la celda dividida por el grado del esquema espacial. Las
simulaciones de FARGO3D fueron disenadas a manera de tener celdas cuadradas al ra-
dio 7 = r,. La curva gris en esta figura tiene un tamano de celda similar al de las

curvas para DG con segundo, cuarto y quinto grado.

Observamos un comportamiento mas cercano al analiticamente esperado en las
simulaciones con més alto grado aun cuando el nimero de grados de libertad es
igual. Las torcas mostradas en la imagen superior de la figura 3.10 muestran una

gran similitud entre ambos codigos, especialmente al aumentar el grado del esquema
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Figura 3.9: Torca neta normalizada obtenida con el c6digo DG para un disco adiaba-
tico tras 150 orbitas del planeta, mostramos los resultados para distintos grados del
esquema y distinto nimero de celdas. Cada imagen corresponde a un grado dado, y
muestra la evolucion de la torca para distintas resoluciones, mostrando la mejora en
la descripcion de la forma serrada de la torca al aumentar la resolucién. Vemos tam-
bién que aumentar el grado del esquema tiene un fuerte impacto en la preservacion
del comportamiento de la torca. La torca de referencia mostrada en gris fue obtenida
con el codigo FARGO3D haciendo uso de adveccion orbital. No se incluye viscosidad
fisica en estas simulaciones, de forma que el desvioé del comportamiento dentado esta
atribuido exclusivamente a la difusion numérica del esquema.
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Figura 3.10: Dependencia temporal de la torca total normalizada para un disco adia-
batico para 200 orbitas del planeta. En lineas solidas los resultados para DG, en
lineas punteadas los resultados para FARGO3D con malla polar y el algoritmo FAR-
GO. Mostramos dos simulaciones de FARGO3D con distinta resolucion, las cuales son
practicamente indistinguibles, sugiriendo asi que el resultado ha convergido.
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DG. Esta similitud se conserva aun realizando un acercamiento a las componentes de
amplitud baja y alta frecuencia en las etapas tempranas para el establecimiento de la
torca (como se muestra en la imagen inferior de la figura 3.10) donde las oscilaciones
en ambos codigos tienen una estructura altamente similar.

Dadas las grandes diferencias en las implementaciones de ambos codigos (tanto en
el método numérico como en la geometria de la malla), esto hace la fuerte sugerencia
que el comportamiento observado tiene origen fisico en lugar de ser un artefacto

numeérico.

3.4.3. Estimacion de la viscosidad numeérica

La dindmica de herradura que da origen a la torca de co-rotacion puede ser re-
ducida a un problema de difusion y adveccion, en el cual la adveccidon se origina del
flujo Kepleriano mientras que la difusiéon viene del propio esquema numérico. Pa-
ra poder cuantificar la viscosidad numérica del método DG, hemos recurrido a una
comparacion con simulaciones de alta resolucion con el codigo FARGO3D haciendo uso
de adveccion orbital. Dado que FARGO3D resuelve las ecuaciones de Navier-Stokes,
realizamos simulaciones para distintos valores de la viscosidad cinematica v desde
1079r2€2, hasta 107*72Q,. A partir de estas construimos la paleta de torcas que se
presentan en la figura 3.11, con la cual podemos comparar los resultados de nuestra
implementacion DG para asi asignar una viscosidad numeérica para una resolucion y
un orden del esquema dados.

Masset & Casoli (2010) encuentran que los méaximos y minimos sucesivos de la
torca de co-rotacion para valores pequenos de la viscosidad de cizalla se aproximan a
una secuencia geométrica. Extraemos el coeficiente p de esta secuencia geométrica a
partir de los primeros tres puntos extremos de la torca total para nuestras simulaciones
de baja viscosidad (hasta una v ~ 10*67’591)). Este valor p seréa utilizado como medio
para comparar la viscosidad fisica de las simulaciones de FARGO3D a la viscosidad
numeérica de las simulaciones con DG. En otras palabras, a partir de los valores de p
obtenidos de la simulaciones con FARGO3D, construimos una aproximaciéon polinomial

de la relacion entre p y la viscosidad usada v. Esta relacion sera utilizada en sentido
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Figura 3.11: Dependencia temporal de la torca total normalizada, para un disco adia-
bético con viscosidad cinematica v. Los resultados fueron obtenidos haciendo uso de
FARGO3D con una malla polar de dimensiones 6444 x 1384 para el eje acimutal y el eje
radial respectivamente. Las simulaciones fueron realizadas en un marco de referencia
en co-rotacion con el planeta y haciendo uso del algoritmo de advecciéon orbital.

opuesto para asignar una estimacion de la viscosidad numeérica para el valor de p
medido en las simulaciones con DG. Los resultados de dichas estimaciones para la
viscosidad numérica se muestran en la figura 3.12. Hacemos énfasis en que nuestro
método conlleva una evaluacion precisa de la viscosidad numérica para el problema
especifico de la dindmica de herradura. De usarse una observable distinta a la torca
para inferir la viscosidad numérica del esquema, se podria obtener un valor distinto.
Debido a la gran sensibilidad que presenta la torca con la viscosidad efectiva, creemos
que el método que hemos utilizado provee una buena estimacion de la viscosidad
intrinseca del esquema numeérico. La grafica de la izquierda en la figura 3.12, muestra
la ventaja, en términos de la viscosidad numérica, de incrementar el orden del esquema
para una resolucion efectiva dada. La grafica del centro muestra que FARGO3D con
adveccion orbital se desempena de forma similar al esquema DG de 3¢ orden con
respecto a la resolucion en la posicion posicion del planeta, mientras que los esquemas
de 4% y 5% orden de DG superan a FARGO3D, aun cuando la geometria del problema

es desfavorable para una malla Cartesiana. La grafica de la derecha muestra que en
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Figura 3.12: Viscosidad numérica del esquema DG inferida a partir de la viscosidad
cinematica del c6digo FARGO3D. Los resultados fueron obtenidos haciendo uso de un
integrador temporal Runge-Kutta de segundo orden (RK2) para DG, y haciendo uso
de adveccion orbital y un marco en co-rotaciéon para el codigo FARGO3D. A la izquierda
se muestra la viscosidad para DG como funcion de la resolucion efectiva Az/m. En
el centro se muestra la viscosidad como funcién de la resolucién Ax en la posicion del
planeta. A la derecha se muestra la viscosidad como funciéon del tiempo de ejecucion
por paso de tiempo, mostrando que FARGO3D es mas eficiente que los esquemas de
DG.



CAPITULO 3. UN CODIGO 2D DE GALERKIN DISCONTINUO EN GPUS 49

cuestion de tiempo de ejecucion, el desempeno de FARGO3D, supera en casi un orden

de magnitud al de DG.

3.5. Conclusiones

Hemos mostrado la aplicabilidad de los métodos de Galerkin discontinuo en el
escenario de interacciones disco-planeta, siendo capaces de obtener viscosidades nu-
méricas despreciables al usar esquemas de alto grado en la aproximaciéon espacial.
También mostramos que para un numero de grados de libertad dado, podemos alcan-
zar menores viscosidades al incrementar el orden del esquema en lugar de incrementar
la resolucion. La implementacion 2D Cartesiana de DG con un marco de referencia sin
rotacion es capaz de reproducir los resultados de codigo FARGO3D, para el cual es nece-
sario recurrir a una malla polar y ya sea adveccion orbital o un marco de referencia en
co-rotacion con el planeta para poder capturar adecuadamente el comportamiento de
la torca. Hacemos notar que las viscosidades efectivas para un disco protoplanetario
pueden ser extremadamente pequenas. Muchas observaciones sugieren la existencia
de vortices, cuya persistencia requiere de un pardmetro de Shakura-Syunyaev o de
casi 107 (Zhu & Baruteau 2016), lo cual se traduce a un sistema con viscosidad
v=25- 10_71”1,912). Ademas, ha sido sugerido que el transporte de momento angu-
lar que conduce a la acreciéon en discos protoplanetarios puede no ser de naturaleza
viscosa (Rafikov 2017), lo cual enfatiza la necesidad de métodos numéricos con muy
baja viscosidad numérica. Nuestra implementacion DG es mas lenta que FARGO3D
y probablemente sea de poco uso en escenarios de discos individuales. También, al
ser esta una implementacion 2D, debe esencialmente ser tomada como una prueba
de concepto. Sin embargo, sugiere fuertemente que los esquemas DG pueden ser de
gran utilidad en escenarios mas complejos que requieran la captura de flujos con baja
viscosidad, como pueden ser las simulaciones de miltiples escalas para discos proto-
planetarios y su ambiente, para los cuales una implementacion Cartesiano con AMR

son la herramienta a elegir.



Capitulo 4

FARGO3D multi-malla

4.1. Introducciéon

Hacemos uso del codigo FARGO3D (Benitez-Llambay & Masset 2016) con capacidad
de refinamiento mediante el uso de mallas anidadas, similar al del c6digo NIRVANA
(D’Angelo et al. 2003b). Nuestra implementacion provee la posibilidad de crear una
jerarquia de mallas anidadas con un ntmero arbitrario de niveles de refinamiento,
donde cada nivel de refinamiento duplica la resolucion (a lo largo de cada dimension)
del nivel que le precede en la jerarquia. Cada malla de nuestro sistema jerarquico
pasa individualmente a través del niicleo hidrodinamico de FARGO3D, el sistema com-
pleto se forma al amalgamar las mallas individuales en un sistema tnico a través de
comunicaciones entre niveles, estas comunicaciones se realizan en etapas especificas
del codigo de modo que logremos comunicar informacién concurrente. Esta version
multi-malla de FARGO3D esta implementada en CUDA y MPI, dando asi la posibilidad de
realizar simulaciones que se ejecuten de forma paralela sobre multiples GPUs. Fung
et al. (2017) presentan los primeros resultados de esta version del codigo FARGO3D
con nuestra implementacion de mallas anidadas. A continuacién presentamos la mi-
nucia de esta implementacion. Este capitulo contiene la implementacion de mallas
anidadas para el codigo FARGO3D descrito por Velasco Romero & Masset (2019), esta

implementacion fue también utilizada por Fung et al. (2017) y Masset et al. (2018).

50
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4.2. Programando el paso de tiempo

La condicion de Courant implica en mucho casos que el maximo paso de tiempo
permitido escale con la resolucion. Para tales casos, tenemos que por cada paso At en
un nivel dado ¢, la practica comin consiste en realizar dos pasos de tamano At/2 para
el nivel més fino {+1 de manera recursiva (D’Angelo et al. 2002, 2003b; Pepliriski et al.
2008b). Esta técnica de sub-ciclado es la que empleamos en este trabajo, dado que es
la méas eficiente para el problema que tratamos. Sin embargo, para otros problemas
como el de un planeta embebido en un flujo con cizalla, no resulta ser la técnica mas
eficiente. Presentamos entonces el criterio general que desarrollamos para determinar

de forma automatica el mejor esquema de sub-ciclado.

4.3. Comunicacion entre niveles

Para poder coordinar las mallas individuales que componen nuestro sistema, y
hacerlas funcionar como un sistema tnico, es necesario comunicar informacién en-
tre niveles adyacentes. Debemos comunicar informacion de forma ascendente (nivel
grueso a fino), lo cual llamaremos CommUp, e informacion descendente (nivel fino a
grueso) de la cual tenemos que comunicar promedios CommMean y flujos CommFlux. A
continuacion realizamos una descripciéon de cada una de este tipo de comunicaciones,

donde denominamos ¢ al nivel grueso y ¢ + 1 al nivel fino.

4.3.1. Llenado de celdas fantasmas del nivel fino: CommUp

Al estar inmerso el nivel fino dentro del nivel grueso, el nivel grueso constituye
las condiciones de contorno del nivel mas fino, de esta forma es necesario actualizar
las celdas fantasmas del nivel fino mediante interpolacion de la celdas activas co-
rrespondientes en el nivel grueso. Las celdas fantasmas del nivel fino £ 4+ 1 deben de
ser actualizadas antes de pasar por el ntucleo hidrodindmico del c6digo, realizamos el
llenado de estas celdas mediante una interpolacion tri-lineal de 3” celdas del nivel

grueso (figura 4.1). Para una celda fina contenida por una celda gruesa (1, j, k), em-
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pezamos la interpolacion tri-lineal en la direccién z interpolando los valores en k — 1,
k'y k+ 1 ala posicion kg,. de la celda fina. Esto resulta en 9 valores que ahora
interpolamos en la direcciéon y de las posiciones 7 — 1, 7 y 7+ 1 a la posicion jape
de la celda fina, los 3 valores resultantes correspondientes a las posiciones i — 1, ¢
y 72 + 1 son interpolados una tltima vez en la posicion ig,. para asi obtener el valor
actualizado de la celda fina. Esta secuencia de interpolaciones esta representada por
la figura 4.1. Cada interpolacion aqui se realiza usando un limitador de pendiente de

van Leer como lo describe van Leer (1977).

Grueso
® Fino
Interpolacion a kg, =k —1/4

4 Interpolacién a jgn, = j—1/4

[ i . : | Interpolacién a i, =i —1/4
i+l
- 21 i \
j ]
J —H}-ﬁ |
i i-1 i it1
2 >—1)
SRR A S |

Figura 4.1: Principio de la comunicacion ascendente (CommUp). Primero interpolamos
sobre la direccién z a la posicion kgy,e de la celda fina, procedemos a interpolar en la di-
reccion y a la posicion jg,e de la celda fina, y terminamos al realizar una interpolacion
en la direcciéon z a la posicion ig,.. Este proceso es realizado tanto para cantidades
centradas como para escalonadas, siendo el alineamiento la tnica diferencia entre
ambos casos.

Realizamos esta comunicacion al inicio del ciclo del nivel fino que es cuando ambos
niveles se encuentran en el mismo tiempo. Por tanto omitimos este tipo de comuni-
cacion entre sub-ciclos del nivel fino para evitar comunicar informacion antigua del
nivel grueso. Esto conlleva duplicar el nimero de celdas fantasmas requeridas para

asi evitar que informacién corrupta llegue a la zona activa.
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{+1

Figura 4.2: Representacion esquematica del tipo de comunicacién CommMean. La re-
gion en la malla gruesa correspondiente al contorno interno traslapado por el nivel
fino, es sobrescrito por valores promediados sobre el nivel fino.

4.3.2. Sobrescribir celdas gruesas: CommMean

Parte fundamental del amalgamado de niveles consiste en sobrescribir al final de
un paso del nivel grueso varias capas de celdas que estan traslapadas por el nivel fino
(figura 4.2). El nimero de capas a sobrescribir depende del nimero de etapas del nu-
cleo hidrodinamico, para el caso de friccion dinamica con difusién térmica, requerimos
de cuatro capas para garantizar que informacién mas interna en la region traslapada
no migre a la region activa no traslapada. Realizamos el reemplazo de la informacion
en las celdas gruesas promediando sobre las celdas finas correspondientes a la celda
gruesa. Como se muestra en la figura 4.3, para cantidades centradas promediamos
sobre las 8 celdas finas, mientras que para cantidades escalonadas promediamos sobre

las 4 celdas finas que estén alineadas con la celda gruesa en la dimension escalonada.

4.3.3. Empalmar los flujos: CommFlux

Para poder hacer valer la conservacion a la precision de la maquina de las can-
tidades a conservar (masa, momentos y energia) a través de todos los niveles que

componen el sistema, es necesario empalmar los flujos en las fronteras entre niveles.
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Figura 4.3: Principio de la comunicacion descendente (CommMean). Los valores cen-
trados de una celda gruesa son sobrescritos con el promedio sobre 8 celdas del nivel
fino. Las cantidades escalonadas son sobrescritas con el promedio de las 4 celdas finas
alineadas con la celda gruesa en la dimension escalonada.

Usamos los flujos en el contorno del nivel fino para determinar lo que entra o sale del
nivel grueso que rodea a este nivel fino. En la practica, esto se logra al mandar los
flujos en el contorno del nivel ¢+ 1 hacia el nivel ¢, usando estos flujos para sobrescri-
bir los flujos correspondientes en el nivel grueso. Comunicamos y sobrescribimos s6lo
los flujos en la frontera entre niveles. El flujo f de una celda gruesa es sobrescrito por
la suma de los flujos de las 4 celdas finas que comparten interfase con ésta. Los flujos
se comunican al final de un ciclo completo del nivel fino, por tanto, en el caso de un
sub-ciclado, el flujo comunicado es la suma de los flujos de cada sub-ciclo f = f; + fo.

Para garantizar concurrencia entre los flujos de niveles adyacentes, hemos modi-
ficado ligeramente la estructura de las etapas del nucleo hidrodinamico del cédigo
FARGO3D descrito por Benitez-Llambay & Masset (2016). Dividimos la ejecucion de
la etapa fuente SubStepl correspondiente a la actualizacion de velocidades por un
potencial, en dos aplicaciones de esta etapa fuente SubStepl con la mitad del paso

de tiempo correspondiente al nivel tratado, dando medio paso antes de la etapa de
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Figura 4.4: Ilustracién del emparejamiento de velocidades y flujos entre nivel fino y
grueso. El paso At es el correspondiente al nivel fino.

transporte y el otro medio paso después de esta. En el esquema original teniamos:

S(At) —s T(A?), (4.1)

al modificar el esquema tenemos:
S(At/2) — T(At) — S(At/2), (4.2)

donde S y T corresponden a las etapas fuente y de transporte respectivamente.
La evaluacion de los flujos es realizada con las velocidades parcialmente actualizadas

vP, que obtenemos del primer medio paso de la etapa fuente SubStep1.

4.4. Sub-ciclos y organizaciéon de las comunicaciones

Presentamos una breve descripcion de la implementacion de sub-ciclos, mostrando
el momento elegido para realizar las comunicaciones. Aqui At es el paso de tiempo de
un sub-ciclo del nivel fino, los superindices p y ¢ denotan campos con actualizacion
parcial mientras que f denota campos con actualizacién final, usamos subindices
para enumerar los sub-ciclos. Los nombres de las distintas etapas son similares a los

de Stone & Norman (1992) y Benitez-Llambay & Masset (2016).
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= Nivel fino (¢ + 1):

e Primer sub-ciclo:

@)

O

O

o

(@)

SubStep1 (At/2) — vf.
SubStep2,SubStep3 (At) — {p,e}]
Integracion de flujos(vy, At) — fi
Transporte(fi) — {p, e}, v?.
SubStepl (At/2) — v

e Segundo sub-ciclo:

O

O

o

(@)

o

SubStep1 (At/2) — vb.
SubStep2,SubStep3 (At) — {p,e}s
Integracion de flujos(vh, At) — fo
Transporte(fy) — {p, e}g, vg.
SubStepl (At/2) — v].

o CommFluz: f; + fo — Nivel grueso

= Nivel Grueso (¢):

e Primer ciclo:

e}

SubStep1 (At) — vP.
SubStep2,SubStep3 (2At)

Integracion de flujos(vP, 2At) — f.
Remplazo de flujos(f + f2) = f.
Transporte(f) — {p, e}/, v4.

SubStep1 (At) — v/,

CommUp(l — €+ 1): {p,v, e} = {p,v,e}}

CommMean(l + ( +1): {p,v,e} « {p,v,e}}

Entonces tenemos velocidades y flujos concurrentes (hasta lo permitido por el esquema

de escalonamiento) al final de un ciclo del nivel grueso (figura 4.4).



Capitulo 5

Friccion dinamica con difusion

térmica

5.1. Introduccion

Avances recientes en el campo de interacciones disco-planeta muestran la impor-
tancia que tiene el desprendimiento de calor del embrion planetario hacia el gas,
afectando dréasticamente la dindmica de éste. La retroalimentaciéon entre planeta ca-
liente y disco conlleva la aparicion de una regién sub-densa en la cercania del embrion,
esta region sub-densa puede entonces ayudar a resistir o inclusive revertir la migracion
interna del embrién (Benitez-Llambay et al. 2015; Masset 2017). Otro efecto que esta
region de baja densidad puede producir es excitar la excentricidad (Eklund & Masset
2017; Chrenko et al. 2017; Masset et al. 2017) e inclinacion (Eklund & Masset 2017;
Masset et al. 2017) del embrion planetario a valores relevantes.

El escenario de friccion dinamica es un caso mas sencillo al tener un medio unifor-
me en reposo, contrario al caso de un disco casi Kepleriano, el cual involucra cizalla en
el medio. Este caso simplificado nos sigue permitiendo ver el impacto de la radiacién
de energia en la respuesta del medio al perturbador, el impacto de la radiacion térmica
puede llegar al punto de generar una aceleraciéon neta en el perturbador, contrario a la
desaceleracion tipicamente observada en este escenario de friccion dindmica (Masset

& Velasco Romero 2017; Park & Bogdanovi¢ 2017).
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Masset & Velasco Romero (2017) dan una expresion analitica en el régimen li-
neal para el exceso de fuerza resultante de la retroalimentacion del proceso radiante,
llamamos a esta fuerza como fuerza de calentamiento. En el limite para nimero de
Mach pequeno encontramos que esta fuerza de calentamiento tiene un valor asinto-
tico y finito, el cual es independiente de la velocidad del perturbador. En el régimen
supersonico encontramos que la fuerza de calentamiento decae como M2, donde M
es el nimero de Mach. En ambos casos encontramos que la fuerza de calentamiento
resultante es positiva (acelera al perturbador).

El objetivo de este trabajo es el corroborar el comportamiento asintético en am-
bos regimenes por medio de simulaciones numéricas, asi como investigar el régimen
para nimero de Mach intermedio, para el cual no tenemos un estimado analitico.
Estudiamos también en detalle la fuerza resultante de incluir difusién térmica para
el caso de un perturbador frio (que no irradia al medio).

Podemos crear un banco de pruebas adecuado para nuestro problema al construir
un referencial en el cual el perturbador se encuentre en reposo. En este referencial el
gas es inicialmente advectado a una velocidad en sentido opuesto a la del perturbador
en el referencial del gas. Modelamos la difusion térmica de manera uniforme sobre todo
el dominio de la simulaciéon. Debido al gran rango de escalas de longitud involucradas
en el problema, resulta poco préactico, inclusive imposible para ciertos casos, simular
el sistema en una malla individual, por tanto recurrimos al uso de mallas anidadas.

Masset & Velasco Romero (2017) argumentan que el analisis lineal realizado, es
valido para una razén de proporcionalidad GM /xcs pequena, donde y es el coeficiente
de difusion térmica del gas, y ¢, es la velocidad del sonido adiabatica. Todas las
simulaciones que se presentan aqui fueron realizadas para GM/xcs < 107! (para la
mayorfa siendo 1072). Esta razén de proporcionalidad puede ser vista como la razén
entre la escala de tiempo de la difusion a través del radio de Bondi R%/x y la escala
de tiempo actistica a través de este mismo Rp = GM/c. En este primer trabajo
estudiamos el impacto que tienen la difusion térmica y el desprendimiento de calor
en la friccion dinamica, sin intentar capturar la dinamica del flujo dentro del radio

de Bondi del perturbador, de manera que solo lidiemos con efectos débilmente no-
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lineales. La resoluciéon a usar sera entonces del orden del radio de Bondi, de forma

que no resolvamos la dindmica dentro de este.

5.2. Descripcion del problema

Tenemos un perturbador puntual de masa M y luminosidad L inmerso en un
gas inicialmente uniforme con velocidad del sonido adiabatica cs. Mantenemos fijo al
perturbador en el centro de un marco Cartesiano (zyz), mientras que el gas se advecta
a una velocidad V' = Mec, a lo largo del eje z. El calor liberado por el pertubador
se difunde de acuerdo a la ley de Fourier con un coeficiente de difusiéon térmica y
constante y uniforme. Usar un coeficiente de difusion térmica constante y uniforme
es una sobre simplificacion del proceso radiante en la vecindad del perturbador, pero
que para fines del estudio lineal, representa una descripcién tratable analiticamente

y nos permite comparar de manera limpia los resultados numéricos con los analiticos.

5.2.1. Ecuaciones gobernantes

Denotamos respectivamente con p, v y e la densidad, velocidad y densidad de
energia interna del gas, y agregamos el indice "0"para referirnos a las cantidades no
perturbadas.

Las ecuaciones que gobiernan la dinamica del fluido tal como hemos visto en la
seccion 1.3, son la ecuacion de continuidad, las ecuaciones de Euler para la velocidad

y la ecuacion de energia, se escriben respectivamente como:

Op+V-(pv)=0 (5.1)
Do+ v(V - v) = —% _ Vo (5.2)
oe+V-(ev)+pV-v+V- (XpV;) = Lo(r) (5.3)

donde ® = —GM/|r| represente el potencial del perturbador y el término LJ(7)
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Figura 5.1: Descomposicion de la fuerza total sobre el perturbador en la componente
adiabatica y las fuerzas termales (las fuerzas que surgen del intercambio de calor con
el medio). Las fuerzas termales se pueden dividir de manera subsecuente en la fuerza
fria y la fuerza de calentamiento.

representa la fuente de energia proveniente de la radiaciéon del perturbador hacia
el gas. La presion sigue la ecuacion de estado p = (v — 1)e, donde v es el indice
adiabatico. El cuarto término en el lado izquierdo de la ecuacion 5.3 es el término

proveniente de la difusiéon térmica.

5.2.2. Convenciones a utilizar

Para evitar ambigiiedad en lo posible, usamos los indices M, L, x para las solucio-
nes a las ecuaciones 5.1-5.3. También hacemos uso de estos indices para referirnos a

la aceleracion neta a impartida sobre el perturbador:

Gpum,rx(T,y,2)2
MLy = /// = —|—yX — )3/2dxdydz (5.4)

La aceleracion apsp es la aceleracion en el caso de un perturbador no luminoso

(L =0) de masa M en un gas adiabatico (xy = 0). Multiplicando esta aceleracion por
M, recuperamos la fuerza de arrastre desarrollada analiticamente por Ostriker (1999).
De manera similar, ao 1, es la aceleracion sobre una fuente de calor con luminosidad
L, impartida por la perturbacion de densidad que el proceso de radiacion genera en
los alrededores de esta fuente de calor sin masa. Cuando las perturbaciones relativas
de las variables del flujo son pequenas, éstas escalan linealmente con M y L, y por
tanto también lo hace a1, por virtud de la ecuacion 5.4.

La figura. 5.1 presenta las convenciones que usaremos a lo largo del trabajo presen-
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te para nombrar las fuerzas correspondientes a los tres casos descritos anteriormente.
La fuerza total que acttia sobre el perturbador es entonces May 1, v la podemos
descomponer en diferentes componentes: el arrastre adiabético Maps .0, la fuerza fria
que resulta de la diferencia entre la fuerza impartida sobre un perturbador frio de ma-
sa M en un disco con difusiéon térmica y en un disco adiabatico. la ultima componente

es la fuerza de calentamiento definida como:

Fheating = MaM,L,X - MaM,O,x- (55)

Solo cuando la perturbacion del flujo es casi lineal podemos entonces expresar esta

fuerza como Mayg 1, .-

5.3. Resumen de resultados analiticos

Hacemos aqui una recapitulacion de los resultados obtenidos por Masset & Ve-
lasco Romero (2017), los cuales queremos confirmar mediante el uso de simulaciones
numéricas. Empezamos presentando la expresion obtenida para la perturbacion de la
densidad inducida por la emision de calor, primeramente para el limite de niimero de

Mach pequeno en el régimen lineal para un estado estacionario:

v(y—=1)L z—r
= - —_— 5.6
pO,L,x(xa Y, Z) 47TXC§T’ exp 2\ ) ( )
donde A = x/7V es la distancia de corte que surge de la competencia entre

adveccion y difusion y representa la distancia caracteristica de la pluma caliente de
baja densidad que rodea al perturbador luminoso. La aceleraciéon sobre una masa de
prueba localizada en r = 0, impartida por esta perturbacion en la densidad es:

sign(V). (5.7)

Qo,L,x =

Esta aceleracion que resulta independiente de la magnitud de la velocidad V, tiene

la misma direccién que el movimiento del perturbador, resultando entonces en una
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propulsion. El tiempo de respuesta

A2 %

2 X 5.8
X PVE &)

T =

es una estimacion del tiempo que le toma a la fuerza de calentamiento establecerse.
Pasamos ahora al limite para ntmeros de Mach altos, para el cual Masset &
Velasco Romero (2017) obtienen que la aceleracion que surge como reaccion a la

emision de calor del perturbador esta dada por:

. 2(’}/ - 1)GL T’mmv
aO,L,X - ﬁXVQ f( 4X > 9 (59)

donde 7, es el radio minimo para la integracion de la fuerza, y donde f(e€) esta

dado por:

f(e) = /00 1 (/u) du, (5.10)

la funcion p(u) esté definida como:

p(u) = ue™ —|—\/g(u2 — 2)erfe(u). (5.11)

Cuando el argumento de la funciéon f es pequeno la aceleracion puede ser aproximada

CO1mo:

(’}/ — 1)GL rminV
~N—F— | —1.96 -1 . 12

Esta aceleracion como en el caso subsonico, estd también dirigida a lo largo de
la direccion de movimiento del perturbador. Hemos disenado sistemas para realizar

simulaciones numeéricas que prueben la validez de las ecuaciones. 5.6, 5.7, 5.9 y 5.12.



Capitulo 6

Estudio numérico en el régimen lineal

6.1. Introducciéon

En este capitulo procedemos a presentar un estudio numérico para la corrobo-
racion de las expresiones analiticas encontradas en el estudio lineal de la fuerza de
calentamiento para tanto el limite de alto nimero de Mach como el limite de ntimero
de Mach pequeno. Se presenta también el analisis lineal en el limite de niimero de
Mach pequeno para la fuerza de enfriamiento que surge a partir de la inclusion de
difusion térmica en el comportamiento del gas. Posteriormente se presenta el estudio
numeérico para corroborar la expresion encontrada para esta fuerza de enfriamiento.
Por ultimo se muestra el estudio de la fuerza total impartida sobre un perturbador
masivo y luminoso en un medio con difusiéon térmica, mostrando que en el régimen
lineal, esta fuerza es la suma de tres componentes distintas: la fuerza de arrastre del
caso adiabéatico, la fuerza de enfriamiento y la fuerza de calentamiento, como se descri-
be en la figura 5.1 del capitulo anterior. Este capitulo contiene el trabajo presentado

por Velasco Romero & Masset (2019).
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6.2. Implementaciéon del sistema para la friccién di-
namica

Creamos un sistema con mallas cartesianas donde el perturbador de masa M y
luminosidad L esta fijo en la posicion ro = (0,0,0). El perturbador estad inmerso
en un gas inicialmente uniforme, con densidad p, = 1, velocidad vy = (0,0,V) y
energia ey = c¢?py/v(y — 1), con la velocidad adiabatica del sonido ¢s = 1, un indice
adiabatico v = 1.4 y una constante de difusion térmica y. Hacemos uso de la simetria
del problema en las direcciones no advectadas x y y para reducir nuestro dominio
espacial al cuadrante para x > 0 y y > 0. El nivel més grueso o base (¢ = 0), impone
el domino principal del sistema i, = 0, Tmaz = 1, Ymin = 0, Ymaz = 1, Zmin = =Ly
Zmaz = [, donde la longitud [ es elegida de modo que cumpla con ciertas condiciones
que especificamos adelante. Cada malla anidada de nivel ¢ cubre el sub-dominio:
20 € (0,2 maz], Yo € (0,2 Y maz) ¥ 26 € 27 2min, 27 2iman) -

Implementamos el potencial gravitacional de acuerdo a la ley de Plummer:

GM
VIrije —ro? + €,

(1 jk) = (6.1)

donde € es la longitud de suavizado. Restringimos el trabajo de este capitulo al es-
tudio de perturbaciones de pequena amplitud, de modo que podamos comparar los
resultados con los del estudio analitico que realizamos en el régimen lineal (Masset
& Velasco Romero 2017). Por tanto, renunciamos a describir la dinamica dentro del
radio de Bondi del perturbador Rg = GM/c?, adoptando una resolucién comparable
o més grande que este radio Rp. En un siguiente capitulo presentaremos los resul-
tados al describir la dinamica no lineal dentro de este radio. Usaremos entonces en
este capitulo una longitud de suavizado generalmente nula € = 0, a menos que se
especifique una.

Realizamos un monitoreo de la componente z de la fuerza que el gas ejerce sobre

el perturbador

F= Z 2GMpVi (6.2)

(P + )2
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donde 7] = |r; — 1| es la distancia desde el centro de la celda [ hasta la posicion
del perturbador. Evaluamos esta suma sobre todas las celdas de cada nivel, con la
precaucion de descartar las regiones traslapadas con niveles mas finos.

Implementamos la difusion térmica evaluando los flujos de energia de acuerdo a
la ley de Fourier para la difusion de calor. Multiplicamos los flujos por la superficie

de la interfase a evaluar (ya sea S,, S, 0 S,), el resultado se escribe como:

€ €i—1 Sa:
I = Xxpo (; - pz_l) Ay (6.3)
v e _ei1) 5y
v = - 2y 6.4
Ti=y = Xpo (/) Pj—l) Ay (6.4)
€ €k—1 Sz
z 1 — - — . 65
fox = xpo (p pk_l) N (6.5)

donde por legibilidad solo escribimos los indices que difieren de 7, j o k. La energia

es entonces actualizada con estos flujos como:
_ y y -1
e = A (fry = L+ L = L fia = )V (66)

donde V' aqui representa el volumen de la celda.

Implementamos el desprendimiento de calor por parte del perturbador luminoso
de manera similar a la descrita por Benitez-Llambay et al. (2015): donde tenemos al
perturbador posicionado exactamente en el vértice entre 8 celdas, por tanto la energia
LAt desprendida sobre un paso de tiempo se divide de manera equitativa entre las 8
celdas que comparten el vértice en el que se localiza el perturbador, aumentando la
energia internas de estas.

Las condiciones de contorno para este sistema son las siguientes:

» En Tmin Y Tmax-

e Para p,vy,v,, e, usamos condiciones de frontera simétricas.

e Para v,, usamos condiciones de frontera anti-simétricas.
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= En Ymin ¥ Ymaaz:

e Para p,v,,v,, e, usamos condiciones de frontera simétricas.

e Para v,, usamos condiciones de frontera anti-simétricas.
= En Zmin Y “maz*

e Para p,v,, e, usamos condiciones de frontera de entrada/salida de flujo

(inyectamos en las celdas fantasmas los valores iniciales de cada variable
po; V. €o).

e Para v,,v,, usamos condiciones de frontera simétricas.

6.3. Resultados

Las simulaciones presentadas aqui fueron ejecutadas hasta un tiempo final t.,q =
1007, donde T es el tiempo estimado para la formacion de la pluma caliente de baja
densidad que expresamos en la ecuacion 5.8, el cual es dependiente de la velocidad del
viento V. Elegimos dicha duraciéon para garantizar que el flujo esté cerca de un estado
estacionario. Para los calculos que involucran a la fuerza neta, tomamos la precaucion
de evitar que la esfera actstica generada por la insercion del perturbador no llegue
a la frontera externa de la malla base en la duraciéon de la simulaciéon. Cuando esta
esfera actistica alcanza la frontera externa, es reflejada hacia el interior de la malla,
lo cual modifica la fuerza ejercida sobre el perturbador. Los calculos enfocados a las
fuerzas termales son obtenidos mediante la diferencia entre dos simulaciones distintas,
la fuerza de calentamiento es calculada a través de la diferencia entre la fuerza del
caso termal luminoso y la fuerza del caso termal frio, mientras que la fuerza fria es
calculada mediante la diferencia entre la fuerza del caso adiabatico y la fuerza del
caso termal frio.

Presentamos los valores de la masa en unidades de ¢/ \/G?’—po , los valores del coefi-
ciente de difusion térmica en términos de ¢?/1/Gpg y los valores para la luminosidad
en unidades de ¢?/G. En aras de legibilidad, no escribimos explicitamente las unida-

des de cada valor mencionado. Para nuestras simulaciones hemos elegido usar c; = 1,
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G =1y pg = 1. Este sistema libre de escale nos permite capturar la fricciéon dindmica

indistintamente del sistema estudiado.

6.3.1. Fuerza de calentamiento

Realizamos un conjunto de simulaciones en una secuencia geométrica de 80 valores
para el ntmero de Mach en el rango M € [0.02,5], con un coeficiente de difusion
térmica y = 0.1 y una masa M = 1072 para el perturbador. Para cada uno de
estos valores del nimero de Mach, realizamos dos simulaciones: una con luminosidad
L =2-10"* y otra con L = 0. Seguidamente calculamos la fuerza de calentamiento
al substraer la fuerza del caso no luminoso de la fuerza del caso luminoso. Para este
conjunto de simulaciones utilizamos una extension del dominio [ = 100\, permitiendo
entonces rebote de ondas actsticas en las fronteras para los nimeros mas bajos de
Mach (para los cuales 1007¢, > 100)\). Nos permitimos realizar esto considerando que
al ser la fuerza de calentamiento resultado de una substraccion, los efectos del rebote
acustico se cancelan en este régimen casi lineal. Para estas simulaciones hacemos uso
de 6 niveles en total, incluyendo el nivel base, cada malla teniendo tamanos N, = 16,
N, =16y N, = 32. La figura 6.1 muestra la fuerza de calentamiento como funcién del
numero de Mach. Podemos ver entonces como se corrobora lo predicho para ambos
regimenes (Masset & Velasco Romero 2017): tenemos un valor asintotico finito para
numero de Mach pequeno, y una fuerza inversamente proporcional al cuadrado de la
velocidad en el régimen supersonico. En ambos casos, la fuerza de calentamiento es
positiva (en direccion del movimiento del perturbador) para todo nimero de Mach.

Estudiamos mas adelante con mas detalle estos dos regimenes.

nimero de Mach pequeno

En el limite para numero de Mach pequeno, tenemos que la contribucion a la
fuerza de calentamiento proveniente del material interno al radio r es (Masset &

Velasco Romero 2017):
12— e~ 2

h/ /
@ -

+1, (6.7)
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Figura 6.1: Fuerza de calentamiento en funciéon del nimero de Mach, normalizada
al valor analitico obtenido en el limite para M — 0. La linea punteada muestra el
valor asintotico h(r! ..) — h(rl,,) esperado para nimero de Mach pequenio conside-
rando las dimensiones finitas de nuestra simulacién. El marco interno muestra que
obtenemos una fuerza dentro del ~ 3% del valor esperado. La linea solida muestra

una dependencia M2 pasando a través los puntos para alto ntimero de Mach.
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Figura 6.2: Perturbacion de la densidad que surge como reacciéon al desprendimiento
de calor del perturbador. Mostramos un plano que contiene la trayectoria de un
perturbador para ntimero de Mach pequeno. Dentro del circulo de radio A centrado
en el perturbador, la perturbacién tiende a exhibir una simetria esférica, mientras que
fuera de este radio es distorsionada por el flujo. Las distintas lineas en esta imagen
que pasan a través del perturbador coinciden con el estilo presentado en la figura 6.3.
La flecha muestra el sentido de la velocidad del gas en el referencial del perturbador.

donde " = r/2\. La fraccion de la fuerza de calentamiento que podemos obtener

4 : ) ~ / _ /
dado los parametros de nuestra simulacion es entonces ~ h(r..) — h(7l,,), donde

/
min

7l o corresponde a la longitud méaxima (el tamano de la caja) y r

A corresponde a

la longitud minima (la resolucion del nivel més fino).

Para las simulaciones presentes en la figura 6.1, la resolucion del nivel mas fino

25

55\, con lo que para la escala minima tenemos 7, = 5 ~9.8-1072,

es Az = min = 556

/

rar = 1/2X = 50. Esperamos entonces obtener

mientras que para la escala méaxima r
un h(r),..) — h(rl..) =~ 92% de la fuerza total de calentamiento por las escalas
finitas de nuestra simulacion. El resultado observado en la figura 6.1 es consistente
con el valor esperado en este limite para niimero de Mach pequeno, donde vemos una

desviacion del 3% al valor predicho.

Para el limite de ntmero de Mach pequeno, la perturbacion de la densidad esta
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Figura 6.3: Perfil de la perturbacion de la densidad para ntmero de Mach pequeno.
En negro las curvas analiticas, en rojo los cortes para una simulacion con M = 0.023,
un nivel base de tamano 64 x 64 x 128 y 11 niveles de refinamiento de tamano
32 x 32 x 64. La perturbacion en la direcciéon del viento no depende de la velocidad de
este, simplemente sigue una ley inversa (Masset & Velasco Romero 2017), mientras
que en las direcciones transversal y contra viento tenemos un corte exponencial, déonde
la longitud de este corte exponencial es dos veces menor para el caso transversal que
para el contra viento.
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descrita por la ecuacion 5.6. En la figura 6.2 mostramos un mapa de color para
esta perturbacion de densidad que surge como respuesta al calor liberado por el
perturbador, en la figura 6.3 mostramos tres distintos cortes de esta perturbacion
de densidad: a lo largo, en contra y perpendicular a la direccion del viento (z) para
M = 0.023 con un nivel base de dimensién 64 x 64 x 128 y 11 niveles de refinamiento
de dimensiones 32 x 32 x 64. Para esta simulacion el primer nivel de refinamiento cubre
solo una cuarta parte del nivel base, en lugar de cubrir la mitad, esto lo hacemos para
cubrir un dominio més grande con poco impacto en el tiempo de computo, ya que
el nivel base ocupa un 0.05% del tiempo total de computo. Observamos un buen
acuerdo entre nuestros resultados y la prediccion analitica, las discrepancias aparecen

cerca de la frontera, donde la perturbaciéon de la densidad es despreciable.

Alto nimero de Mach

Coémo mencionamos con anterioridad, la configuracién de nuestro banco de prue-
bas es tal que la razén [/\ esta fija, por tanto tenemos ryinV/4X = rmin/(A X 47).
Para el régimen supersoénico vemos en la figura 6.1 una dependencia cuadratica en
la velocidad V=2, lo cual est4 en acuerdo con la fuerza de calentamiento dada por la
ecuacion 5.9. Proseguimos investigando la dependencia de la fuerza con la resolucion
(7min), hacemos esto para un numero de Mach fijo en el régimen supersonico. Hacemos
distintas realizaciones de la misma simulacién agregando para cada nueva realizacion
un nivel mas de refinamiento, duplicando entonces la resoluciéon de una realizacion a
otra. En en limite donde 7,,;,V//4x es suficientemente pequenio, de la ecuacion. 5.12

podemos ver que la variaciéon de la fuerza entre realizaciones sucesivas debe ser:

(v—1)GML

AFO,L,X = XV?

log 2. (6.8)

Este incremento esta en gran acuerdo con los resultados mostrados en la figura 6.4.
La perturbacion en la densidad que surge en respuesta al calor liberado por el pertur-
bador exhibe la tipica forma conica del caso supersénico, tal como se muestra en la

figura 6.5. Sin embargo, la perturbacion no esta estrictamente constrenida al interior
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Figura 6.4: Fuerza de calentamiento en funciéon del tiempo para un perturbador con
M = 3, esto para una secuencia de simulaciones con creciente niimero de niveles.
La resoluciéon de la simulacién se duplica por cada nivel agregado. La barra vertical
representa el incremento esperado al duplicar la resolucién dado por la ecuaciéon 6.8.

del cono de Mach en la vecindad del perturbador, esto dado a que la difusion térmica
tiene una extension caracteristica /xt, que domina a las perturbaciones actisticas en

la vecindad del perturbador.

Valores intermedios para el naimero de Mach

Tenemos resultados analiticos tanto para el caso subsénico como para el supersoni-
co (Masset & Velasco Romero 2017), sin embargo, no tenemos una expresion analitica
para la fuerza de calentamiento para valores intermedios del niimero de Mach. En la
figura 6.1 mostramos que para el caso supersoénico, la fuerza de calentamiento tiene
una dependencia en M2, valida hasta casi M = 1. En la figura 6.6 comparamos los
valores de la fuerza de calentamiento en el punto transénico dado por la ecuacion 5.9
para V = ¢, y en funcion de la distancia minima r;,. Los resultados obtenidos estan

en acuerdo razonable con los valores esperados, la razén £ del valor de la fuerza en el
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Figura 6.5: Perturbacion de la densidad que surge en respuesta al calor liberado por el
perturbador, vemos un plano que contiene la trayectoria del perturbador con ntimero
de Mach M = 3. La flecha muestra la direcciéon en la que el gas es advectado, las
lineas rojas representan el cono de Mach.

punto transonico al valor en el limite de niimero de Mach nulo es:

En f<7““ﬁ“v). (6.9)

VT 4x

Cuando el tamano de la pluma es mucho mas grande que la distancia minima ry;,,
esta razon es mayor que uno y por tanto la fuerza tiene un pico en el punto transénico.

Este pico desaparece cuando r;, es comparable al tamano de la pluma.

6.3.2. Friccion dindmica con difusion térmica

En esta seccion estudiamos la fuerza ejercida sobre un perturbador no luminoso
o frio, esto al considerar intercambio de calor entre elementos de fluido adyacentes,
en otras palabras, cuando relajamos la suposicion adiabatica realizada por Ostriker
(1999). En un primer paso evaluamos la correccion a la fuerza debida a la inclusion
de difusion térmica en el comportamiento del gas, hacemos esto mediante teoria de

perturbacion lineal. En un segundo paso corroboramos la expresion obtenida analiti-
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Figura 6.6: Fuerza de calentamiento para V' = ¢, a t = 507 normalizada al valor
asintotico para nimero de Mach pequeno, en funcién de la razon entre la distancia
de suavizado y la resolucion €/ry;y.

camente mediante simulaciones numéricas. A lo largo de esta secciéon consideramos el
caso de un perturbador frio, siendo la difusién térmica la tnica diferencia respecto al

caso descrito por Ostriker (1999).

Analisis lineal de la fuerza fria en el limite para niimero de Mach pequeno

Comenzamos linealizando las ecuaciones que gobiernan la dindmica del fluido

[5.1..5.3]:

Op' + poV-v' =0 (6.10)
V /
o + ~L = Vo, (6.11)
Po
Op’ +poV v + %xAp’ — XAp' =0, (6.12)

donde las cantidades tildadas representan las perturbaciones (por ejemplo p’ = p—pp).
En aras de facilitar la legibilidad, a partir de aqui nos deshacemos de las tildes. Usamos
la misma notaciéon y convenciéon para las transformadas de Fourier empleadas por

Masset & Velasco Romero (2017), entonces al realizar la transformada de Fourier
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espacial y temporal de las ecuaciones 6.10 ... 6.12 tenemos:

—iwp + ipok;o; = 0, =1,2,3 (6.13)
—iwi; + ik L = —ik;D, (6.14)
L0
—iwp + Ypoik;T; — %XW + k%5 = 0. (6.15)
0

Podemos hacer uso de la ecuaciéon de Poisson, que se escribe:

Cb _47TGﬁp

P kg ’

(6.16)

donde p,(r,t) es la densidad del perturbador. Haciendo uso de las ecuaciones 6.13

y 6.14, llegamos a:

4nGpopy + WP
k2 ’

p= (6.17)

sustituyendo esto en la ecuaciéon 6.15, tenemos que la transformada de Fourier de la

perturbacion de densidad es:

4G po (Z—‘; — X) P
iw (cg — ‘,‘;—j) + x (w? — k22 /%) P

b= (6.18)
donde ¢; = \/po/po es la velocidad de sonido adiabatica. Cuando xy = 0 podemos

simplificar esta expresion en:

AnGpo_; (6.19)

Padi = 75 5 5P
k2c2 — 2"

que es equivalente a la ecuacion 4 de Ostriker (1999), y requiere de solucion depen-
diente del tiempo involucrando funciones retardadas de Green para obtener la fuerza

de arrastre. En el caso general, podemos separar la ecuacion 6.18 en dos componentes:

ﬁ - ﬁadi + ﬁthermab (620)
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donde
o AnGpoxk* (1 =) /[y (ke — w?)]
Pthermal — iw(cg — w2/k2) i X(WQ _ kQCg/’)/)

(6.21)

es la nueva componente que emerge en presencia de difusion térmica. Esta componente
térmica aparece como la convolucién de la densidad del perturbador p, con la funcién
de Green K (r,t). Consideramos ahora a un perturbador con trayectoria de velocidad
constante V' a lo largo del eje z, esta trayectoria pasa por z = 0 al tiempo ¢t = 0.
Evaluamos el campo pipermal (7, ¢ = 0) para poder asi evaluar la fuerza que éste induce
en el perturbador posicionado en r = 0. El campo de densidad del perturbador esta

dado por la expresion:
pp(@,y, 2, 1) = Mo(x)6(y)o(z — V) H (1), (6.22)

donde H es la funciéon escalon de Heaviside, que introducimos para solo considerar la

trayectoria pasada del perturbador (¢ < 0). La convoluciéon de p, con la funcion K de

Pthermal (T, 0) = /// dr’/dt’K(r — 7', =t p,(r', 1) (6.23)

toma entonces la forma:

Green, que es:

+o0o
pthermal(l'a Yy, =z, O) = K(l.a Y,z — Vt,? _t/)MH(_t/)dt/

0 /
M
— /_OOK <x,y,z — 2, —%) de'. (6.24)

La fuerza ejercida sobre el perturbador al tiempo ¢ = 0 es a lo largo del eje z y esta

dada por la expresion:

GM pihermal (T, Yy, 2,0) 2
cold therma 5
Fthermal /// 1’2 +y + P )3/2 dx dy dz

GM2 xaya _2/7_%)2 /
:/oo/ / / V(z? +y? + 22)3/2 dzdydz az (6.25)
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Solo la normal £ del vector de onda aparece en la ecuaciéon 6.21, de manera que la
funciéon de Green tiene simetria esférica.

La integral triple mas interna en la ecuaciéon 6.25 corresponde a la fuerza ejercida
en r = 0 por una perturbaciéon de densidad equivalente a una funciéon de Green cen-
trada en la posicion (0,0, 2’). Dado que la funcion posee simetria esférica al rededor de
este punto, podemos usar el teorema de Gauss sobre flujos para expresar esta integral
en términos de la masa encerrada en la esfera de radio —2’ centrada en (0,0, 2’). Esta
masa puede obtenerse facilmente en el limite de niimero de Mach pequeno. En este
caso la funcion de Green es evaluada al tiempo ¢ = —2'/V para radios |r| < |2/|, por
tanto para radios |r| < tcs. En este limite tenemos para el espacio de Fourier que

kcs > w y podemos simplificar la ecuacion 6.21 como:

ﬁthermal - R(k7 w):ap? (626>
con
8 4G - 1)/
Kk w) = = pox(y — 1)/c5 (6.27)
xk? — iyw
En espacio real tenemos entonces:
ArGpox(y = 1)/ (v¢3) —r?
K(r,t) = - — | f tcs. 6.28
(r,t) (Xt /7 exp I or r K tc (6.28)

En estas condiciones la integral de K (r,t) en una esfera de radio R tiene la expresion:

R
R0 = [ 4K
_ 8VmGpox(y — 1) [_ 5 Xp<_R2”V)

e Axt dxt

4xt

+ et (1)) (629

Usando el teorema de Gauss para la divergencia de flujos podemos escribir:

GMK (z,y,z — —ZV,)Z GMm(—2 —z’/V)
/// @1yt 22)3/2 dxdydz = — 2 (6.30)
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Substituyendo este resultado en la ecuacion 6.25, obtenemos:

co 27%G2M2PO(’Y - 1) > 1 ﬁ 1 du
Fthelfmal = - 2 /0 {—we + Terf (uz>] =
2rG? M? —1
= -= 60(7 ) (6.31)
CS
y generalizando a una direccién de movimiento arbitraria:
2rG? M? -1V
Ficcl?el?mal = - d pO(fy ) (632)

<|

2
Cs

Esta es la fuerza de arrastre, que como la fricciéon dinamica en un gas adiabatico, esta
dirigida en oposicion al movimiento del perturbador. Esta fuerza tiene dos propiedades
notables: es independiente del valor del coeficiente de difusiéon térmica del gas y de la
velocidad del perturbador. La fuerza de calentamiento es también independiente de
la velocidad en el régimen de ntmero de Mach pequeno.

También resulta directo caer en cuenta que si substituimos en el analisis de la
seccion 3.1 de Masset & Velasco Romero (2017), la derivada convectiva V0, con
0;, tanto la transformada de Fourier de la perturbacion de densidad que surge en
respuesta al calor liberado, como la transforma de Fourier de la perturbacién de
densidad que surge con la inclusion de difusion térmica (nuestras ecuaciones 6.26
y 6.27), tienen la misma forma, excepto por un cambio de signo. En el limite de
nimero de Mach pequeno, la perturbacion de la densidad pipermar tiene entonces la
misma forma que la de la pluma caliente de alta densidad asociada a la fuerza de
calentamiento (corroborada numéricamente en la seccion 6.3.1), excepto por tener
signo opuesto: en este caso es una pluma fria de baja densidad.

Dando seguimiento a esta analogia podemos decir que pihermar tiene en el limite de
nimero de Mach pequeno, la misma forma que tendria la perturbacién de densidad
provocada por un sumidero de calor sin masa con luminosidad —L.. La luminosidad

L. puede ser encontrada al igualar las ecuaciones 5.8 y 6.32, la cual es:

_ 4nGMpox
—7 :

L. (6.33)
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Esta luminosidad resulta ser la misma expresion encontrada en el contexto de la
torca fria ejercida sobre un planeta de baja masa en 6rbita circular dentro de un
disco proto-planetario gaseoso (Masset 2017).

Esperamos entonces que un perturbador con luminosidad L. esté sometido a una
fuerza de calentamiento que practicamente se cancele con la fuerza fria en este régimen
de bajo numero de Mach, tal que el perturbador experimente una fuerza de arrastre

similar a la fuerza del caso adiabatico.

Corroboracion numeérica

De manera que podamos confirmar la magnitud y direccion de la fuerza de enfria-
miento (o fuerza fria), hemos realizado un conjunto de simulaciones para un pertur-
bador no luminoso con diferentes valores para la difusividad térmica (x = 0.01,0.05 y
0.1), abarcando 44 valores de la velocidad del perturbador en el régimen subsénico M
€ [0.02,0.7] (en secuencia geométrica). Tanto la dimension de la caja como el tiempo
final se ajustaron para y = 0.1 (que es el caso mas demandante). Ya que en este
estudio dejamos de estudiar de manera individual la fuerza de calentamiento, resulta
importante evitar que la esfera actstica disparada a ¢ = 0 se refleje en los bordes del
dominio computacional. Por esta razén elegimos una longitud [ = 3200\ previniendo
asi esta reflexion (excepto para las dos velocidades méas pequenas, donde tenemos re-
flexion casi al finalizar la simulacion). Tenemos un nivel base de tamano 64 x 64 x 128,
y 11 niveles de refinamiento, donde el primer nivel cubre solo una cuarta parte del
nivel base, para los demés niveles cada nivel fino cubre la mitad del nivel grueso co-
rrespondiente. Cada nivel £ > 0 tiene tamano 32 x 32 x 64. Con estas especificaciones
para nuestro domino de computo esperamos obtener ~ 99.1 %, 98.4% v 92.3% de la
fuerza neta ! respectivamente para los casos con Y = 0.1,0.05 y 0.01. Los resultados
de estas simulaciones se muestran en la figura 6.7, estos confirman lo anticipado por
la prediccion analitica con una gran precision. Encontramos que la fuerza neta en

estas simulaciones con difusiéon térmica, tiende a un valor finito y negativo en acuer-

! Asumiendo que la fuerza fria tenga la misma dependencia en las grandes escalas como en las
cortas escalas tal como se describe en la ecuacion 6.7 para la fuerza de calentamiento.
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Figura 6.7: Fuerza neta ejercida sobre un perturbador frio inmerso en un gas adia-
béatico (curva verde) y en un gas con difusion térmica (curvas azules). Las lineas
solidas representan la expresion analitica dada por Ostriker (1999) mientras la linea
punteada muestra el valor asintotico de la fuerza para el caso con difusién térmica.
Las tres curvas azules resultan casi superpuestas en la grafica izquierda, en la gréfica
derecha se muestran las curvas de la fuerza con difusién térmica con enfoque en el
régimen de nimero de Mach pequeno. Las fuerzas mostradas estan normalizadas al
valor asintotico Fy = 4m(GM)?py/c?. De esta manera las fuerza normalizadas deben
de tender a un valor —(y — 1)/2 = —0.2 a muy baja velocidad.

do hasta un gran porcentaje con la prediccion dada por la ecuacion 6.32. Este valor
resulta altamente interesante al ser independiente del valor elegido para la difusion
térmica. La pequena variacion observada para los distintos valores usados de y puede
ser atribuida a los cambios en las escalas de longitud cubiertas y al comienzo de no
linealidad en los flujos en la cercania del perturbador para los valores mas pequenos
de x.

Mostramos también las perturbaciones de densidad y temperatura tanto para el
caso adiabético como para el difusivo en la figura 6.8, asi como la diferencia de estos
campos entre ambos casos. El resultado confirma que introducir difusién térmica
induce una perturbacion positiva en la densidad mientras que la perturbacion en la

temperatura es negativa con respecto al caso adiabatico (el gas se enfria).
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Figura 6.8: En la primera fila se muestra la perturbaciéon de la densidad mientras
que en la segunda fila se muestra la perturbacién de la temperatura. En la primera
columna el caso de un perturbador no luminoso para el caso de difusién térmica, en
la segunda columna para el caso adiabatico, la tercer columna muestra la diferencia
entre ambos casos.
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6.3.3. Fuerza neta en el caso general

Habiendo estudiado de forma independiente las fuerzas de calentamiento y de
enfriamiento, estamos en posicion de proceder ahora a estudiar la fuerza neta sobre
un perturbador de masa M y luminosidad L en un gas con difusiéon térmica, cuando el

flujo es practicamente lineal. La fuerza neta esta dada por la expresion de la figura 5.1.

Simplificacién de la expresion de las fuerzas térmicas para nimero de Mach
pequeno

Si definimos:

_ An(GM)?py

Fy = , (6.34)

2
CS
podemos reescribir la expresion para las fuerzas térmicas en régimen de nimero de

Mach pequeno corrientes a las ecuaciones 6.32 y 5.7 respectivamente como:

—1
Fd =2 —Fo (6.35)
y
vy—11L
Fheating = TL_CFO’ (636>
de forma que
—1/L
Fthermal == F&;)éfmal + Fheating = FYT (L_ - 1) FO' (637)

También podemos ver que la fuerza en el caso adiabatico puede se expresada en

términos de Fy como:

Fogi = FoM ™21 (6.38)

para todo namero de Mach, donde I estd dado por las ecuaciones (14) o (15) de

Ostriker (1999).
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Analisis numérico

En la figura 6.9 presentamos los resultados para varios conjuntos de simulaciones

/
man

/

= 0.01 en una caja con r =

con 11 niveles de refinamiento, alcanzando un r o

1600, de esta forma debemos obtener un 99 % de la fuerza neta de calentamiento.
Mostramos la fuerza total para el caso adiabatico (x = 0), y para los casos con
difusién térmica para y = 0.1 con tres distintos valores para la luminosidad del
perturbador: L =0, L = L.y L = 2L.. Los resultados confirman que en el régimen
de nimero de Mach pequeno, para L = L., la fuerza total coincide con la fuerza de
arrastre del caso adiabatico presentado por Ostriker (1999), como se anticipaba en el
ultimo parrafo de la seccion 6.3.2).

El analisis realizado en la seccion 6.3.2 para la fuerza de enfriamiento esta limitado
al régimen de niimero de Mach pequeno. No hemos logrado obtener una expresion para
esta fuerza en el régimen supersénico. Sin embargo, nuestras simulaciones parecen
indicar que en este régimen, la fuerza fria tiene un rol despreciable, dado que la fuerza
neta sin calentamiento (curva azul) tiende a la fuerza neta en el caso adiabatico
(curva verde). Encontramos también que la fuerza neta puede llegar a ser positiva
para luminosidades que exceden L. y el niimero de Mach es suficientemente pequeno
(e.g. por debajo de & 0.48 para L = 2L.), lo cual corresponde a una propulsion del
perturbador.

Masset & Velasco Romero (2017) argumentaban que, dado que para el régimen
supersonico, tanto la fuerza adiabatica como la fuerza de calentamiento tienen una
dependencia en V=2, y son de signo opuesto, la fuerza neta podria entonces ser positiva
para toda velocidad en este régimen supersénico, considerando una luminosidad lo
suficientemente grande. En este anélisis se ignord la fuerza fria, asumiendo que la
fuerza de un perturbador frio coincidiria con la estimacién del caso adiabatico de
Ostriker (1999). Nuestros nuevos resultados sugieren que la fuerza fria es despreciable
en este régimen, dando asi cabida a la validez de la estimacion realizada. Por tanto, nos
dimos a la tarea de realizar simulaciones para mayores valores de la luminosidad, los

cuales presentamos en la figura 6.10. Vemos entonces que para una luminosidad L =
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Figura 6.9: Fuerza total en funciéon del nimero de Mach, para el caso adiabatico
(x = 0) y los casos con difusion térmica para distintos valores de la luminosidad. El
recuadro muestra que el caso adiabatico coincide con el caso luminoso con L = L,
en el limite de bajo ntimero de Mach. También vemos que para L = 2L, (tridngulos)
tenemos una fuerza neta positiva para bajo niimero de Mach.

4L., la fuerza neta es positiva esencialmente sobre todo el dominio subsoénico, mientras
que siempre es positiva para L = 8L., con el conjunto de parametros utilizados.
Este comportamiento es consistente con el perfil de densidad que mostramos en la
figura 6.11, donde podemos observar un déficit de material detras del perturbador

(dentro del cono de Mach).

6.4. Discusiones y conclusiones

Hemos realizado una extensiva cantidad de simulaciones numéricas, de modo que
nos permitieran corroborar el impacto que tiene la difusién numeérica en la friccion
dindmica que experimenta un perturbador masivo, tanto con luminosidad como sin
luminosidad. Debido al gran rango de escalas de longitud que se requiere cubrir para
capturar adecuadamente estos efectos térmicos, nos vimos en la necesidad de recurrir
a un sistema de mallas anidadas, el cual implementamos tanto para la version CPU

como la GPU del c6digo FARGO3D. Nuestras simulaciones confirman con un alto gra-
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Figura 6.10: Fuerza neta en funciéon del nimero de Mach para varias luminosidades.
La grafica izquierda muestra que para nuestro conjunto de parametros, se obtiene
una fuerza neta positiva para todo niumero de Mach con una luminosidad de 8L.. La
grafica derecha muestra un acercamiento a los resultados en el régimen subsoénico, y
muestra que la fuerza de calentamiento escala con la luminosidad.
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Figura 6.11: Imagen de la densidad para M = 2.48 y L = 8L.. Podemos ver que la
densidad dentro del cono de Mach es menor que la del entorno, lo cual es consistente
con la propulsién neta observada en la figura 6.10.
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do de precision las predicciones analiticas realizadas por Masset & Velasco Romero
(2017). Cuando el perturbador es luminoso, el exceso de fuerza que surge a partir de
la perturbacion de densidad debida a la retroalimentacion de radiacion, o fuerza de
calentamiento, coincide con el comportamiento esperado en ambos regimenes (bajo
y alto nimero de Mach). En el régimen de bajo numero de Mach, esta fuerza tiende
a un valor finito a medida que la velocidad tiende a cero. Esto comportamiento de
cierta forma contra-intuitivo, resulta debido a las siguientes escalas. La region que da
lugar a la fuerza neta tiene tipicamente una longitud ~ A por lo tanto un volumen
V o A3. Ahora bien, la perturbacion de densidad en esta region escala como p oc A71,
llevando entonces a una perturbacién de masa dM o< A2. De esto tenemos que la
fuerza neta producida por el material en este volumen escala como GMJIM /A% y es
entonces independiente de la distancia de corte A. El tnico resultado de cambiar la
velocidad en la perturbaciéon de densidad es cambiar la escala A. En consecuencia
tenemos que la fuerza de calentamiento no depende de la magnitud de la velocidad.
Sin embargo, mientras la velocidad del perturbador tiende a cero, la distancia de cor-
te se incrementa (la difusion domina ante el viento) y toma entonces mas tiempo el
establecer la region de densidad perturbada. En el limite de bajo nimero de Mach, la
aceleracion en reaccion al calor liberado es funcion de ¢/7 unicamente, donde 7 esta
definido por la ecuacion 5.8. Esta funcion tiende al valor asintotico de la ecuacion 5.7
y 7 tiende al infinito cuando el nimero de Mach tiende a cero.

En el régimen de alto niimero de Mach, la fuerza de calentamiento decae con V=2,
y exhibe una dependencia logaritmica en la escala mas pequena de longitud. Para
todos los casos, la fuerza de calentamiento es a lo largo de la direccién de movimiento
del perturbador, generando asi una propulsion en éste.

En el presente trabajo mostramos que el arrastre gravitatorio en un perturba-
dor no luminoso, cuando se tiene difusion térmica, es significativamente distinto a
la expresion encontrada por Ostriker (1999) para el caso de un gas adiabatico. La
diferencia entre estas dos expresiones, que llamamos fuerza fria o de enfriamiento,
comparte varias similitudes con la fuerza de calentamiento en el régimen subsoénico.

En particular, tiende a un valor finito en el limite de velocidad nula. La interpreta-
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cion de esta nueva componente de la fuerza resulta similar a la de la torca termal fria
discutida por Masset (2017) en un contexto distinto (el de un planeta de baja masa
en un disco proto-planetario). Introducir difusiéon térmica genera un aplanamiento en
el pico de temperatura que encontramos al rededor del perturbador en el caso de un
gas adiabatico. Permitir que el calor se difunda equivale entonces a introducir en la
vecindad del perturbador una perturbacion negativa en la temperatura. El balance
de presion en el régimen subsoénico implica entonces que esta perturbacion negativa
esté acompanada una perturbacion positiva de densidad. Masset (2017) argumentan
que cuando el perturbador tiene una velocidad muy baja con respecto al gas, in-
troducir difusiéon térmica conlleva una perturbaciéon en la densidad equivalente a la
inducida por un sumidero de calor con luminosidad — L., donde L. esta dado por la
ecuacion 6.33, indiferentemente de la geometria del flujo de fondo (ya sea con cizalla,
como en un disco protoplanetario, o sin cizalla como fue el caso trabajado aqui). Esto
es exactamente lo que encontramos a través de nuestras simulaciones, las cuales repre-
sentan el primer cuerpo cuantitativo de evidencia para la confirmaciéon de este efecto.
Una consecuencia potencialmente importante de este efecto es el amortiguamiento de
la excentricidad de embriones planetarios frios en un disco con difusién térmica. Este
amortiguamiento debe ser mucho més acelerado que el esperado de calculos adiaba-
ticos. Esto ha sido observado en simulaciones (Eklund & Masset 2017), pero no de
manera cuantitativa debido a limitaciones en la resolucién maxima accesible.

Dado que la fuerza de enfriamiento tiene un valor finito en el limite en el que la
velocidad tiende a cero, se comporta entonces como la llamada friccion sélida o seca,
y detiene por completo al perturbador en un tiempo finito. El tiempo de respuesta de
la pluma tiende a infinito en este mismo limite, entonces esto solo puede ser cierto si
la distancia que toma detener al perturbador es una fraccién de la distancia de corte
A para la velocidad inicial. Resulta sencillo encontrar que una condicién para esto es
L.> /G.

La fuerza finita y negativa para un perturbador no luminoso en el limite de ve-
locidad nula que hemos encontrado no habia sido considerado por Masset & Velasco

Romero (2017). Las conclusiones realizadas en dicho trabajo necesitan correccion.



CAPITULO 6. ESTUDIO NUMERICO EN EL REGIMEN LINEAL 88

Un perturbador con movimiento lento percibe una aceleracion neta si, y solo si, su
luminosidad es mayor a L.. De otra forma, la fuerza neta sobre éste es negativa, y
su velocidad decae. Para los dos modelos fiduciales considerados en dicho trabajo, la
luminosidad critica del embrion planetario de masa ycs/G coincide con la luminosi-
dad debida a acrecion para un tiempo de duplicacion de la masa cercano a 100 kyrs.
Para los pardmetros del escenario disco-planeta considerados por Benitez-Llambay
et al. (2015) y Eklund & Masset (2017), la luminosidad por acreciéon para un tiempo
de duplicacion de la masa de 100 kyrs resulta ser el doble de la luminosidad critica
correspondiente a una masa xc¢s/G. De esta forma, los embriones planetarios de baja
masa, sujetos a una rapida acrecion de piedras (Lambrechts & Johansen 2012), para
los cuales se esperan tiempos de duplicacién de masa mucho més cortos que 100 kyrs,
deben de estar sujetos a fuerza de calentamiento que excede por mucho la fuerza de
enfriamiento.

Aunque no hemos desarrollado una expresion analitica para la fuerza de enfria-
miento del régimen supersoénico, los resultados arrojados por nuestras simulaciones
sugieren que ésta es despreciable. Una explicacion tentativa puede ser la siguiente: la
fuerza fria surge principalmente del aplanamiento del pico de temperatura que se for-
ma al rededor de un perturbador lento al aproximarse a un equilibrio hidro-estatico.
Ya que este pico no puede ser formado en el caso de un perturbador réapido, las per-
turbaciones inducidas por difusiéon térmica en la vecindad del perturbador rapido,
resultan ser de poco impacto.

Hemos encontrado también que para luminosidades suficientemente grandes, po-
demos tener una fuerza neta positiva para todo nimero de Mach. Comentamos que la
fuerza de arrastre inducida por gravitacion diverge de manera logaritmica conforme
avanza el tiempo en el régimen supersonico, mientras que la fuerza de calentamiento
permanece constante, de forma que eventualmente la fuerza de arrastre puede revertir
el signo de la fuerza neta, a menos que el medio esté limitado, como es el caso de un
disco protoplanetario (Muto et al. 2011). En tal caso, la fuerza neta podria entonces
permanecer positiva en todo momento, la velocidad del perturbador incrementando

entonces a un ritmo t*/2. Siendo el tamaifio de la pluma caliente inversamente propor-
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cional a la velocidad del perturbador, tenemos que la aceleraciéon se detiene una vez
que el tamano de la pluma es comparable al tamano del perturbador, o, si la difusion
térmica es efectuada por transferencia de radiacion cuando este tamano llega a ser
comparable al libre recorrido medio de los fotones, lo que ocurra primero.

En el analisis presentado aqui, nos hemos restringido a trabajar en el régimen
de flujos débilmente perturbados, evitando resolver los flujos dentro de la esfera de

Bondi del perturbador.



Capitulo 7

Estudio numérico del régimen no

lineal

7.1. Introduccion

Como fue estudiado por Ostriker (1999), un perturbador puntual con masa, in-
merso en un medio gaseoso moviéndose a velocidad constante, esta sujeto a una fuerza
de arrastre causada por fricciéon dindmica. En este contexto de friccion dinamica, la
inclusion de difusion térmica en las propiedades del medio provee un efecto adicional
de arrastre en el perturbador (Velasco Romero & Masset 2019). Proveer al perturba-
dor de un comportamiento luminoso, puede contrarrestar este arrastre adicional que
experimenta el perturbador en un medio difusivo, hasta el punto de generar una pro-
pulsion neta del perturbador para una luminosidad lo suficientemente elevada (Masset
& Velasco Romero 2017). Este mecanismo de propulsion resulta de gran interés en el
escenario de interaccion disco-planeta, donde puede proveer un medio para revertir
la migracion interna (Benitez-Llambay et al. 2015; Masset 2017), pude también per-
mitir el crecimiento de planetas gigantes (Laughlin et al. 2011) y cambiar totalmente
el panorama de la formacion de planetas al excitar la inclinacién y excentricidad de
sus orbitas. En el limite para ntmero de Mach pequeno, Velasco Romero & Masset
(2019) corroboran que en el régimen lineal, la fuerza total ejercida sobre el pertur-

bador resulta como la adicién de tres componentes: la fuerza de arrastre del caso

90
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adiabatico, la fuerza de enfriamiento en el caso con difusién térmica para un per-
turbador no luminoso, y la fuerza de calentamiento para el caso de un perturbador
luminoso. En este capitulo se presenta un estudio numérico en el régimen no lineal
para el comportamiento de la fuerza sobre un perturbador masivo y luminoso en el

limite de niimero de Mach pequeno.

7.2. Implementacién numérica

7.2.1. Mallas cilindricas y Cartesianas

De misma forma que fue realizado por Velasco Romero & Masset (2019), iniciamos
realizando simulaciones para un sistema Cartesiano de mallas anidadas. El dominio
principal de estas simulaciones dado por un caja de dimensiones x,;, = 0, Timar = (,
Ymin = 0, Ymaz = U, Zmin = —l YV Zmae = [, correspondiente a una cuarta parte del
cubo de lado [. Cada malla de refinamiento cubre la mitad de su malla gruesa co-
rrespondiente. Dada la alta resolucion requerida para describir la dindmica dentro
del radio de Bondi, hicimos uso de la simetria acimutal del problema, para reducir la
dimension de nuestras simulaciones de 3D a 2D, realizando simulaciones cilindricas
2D de manera similar a lo hecho por Kim & Kim (2009). Estas simulaciones 2D ci-
lindricas tienen un dominio base zyin = —{, Zmaz = 1, T"min = 0¥ Timae = [, y también
hacemos uso del sistema de mallas anidadas para incrementar la resoluciéon al rededor
del perturbador, en este caso con un impacto menor en el costo computacional (tanto

en ejecucion como en uso de memoria) dada la dimension reducida.

Nuestras condiciones iniciales consisten de una densidad py = 1, velocidades v, =
0, v, = V y energia ey = c2py/y(y — 1) inicialmente uniformes, donde ¢, = 1 es la
velocidad adiabatica del sonido, y v = 1.4 es el indice adiabético. El perturbador

esta posicionado en ry con masa M y luminosidad L, el potencial gravitatorio del
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perturbador sigue la ley de Plummer:

GM
\/|rwk —ro|® + €2,

donde € es la longitud de suavizado. En este estudio hacemos uso de una ¢ = 0.2Rp,

(rijk) = (7.1)

para asi permanecer en el escenario de interaccion disco-planeta. A cada paso de la
simulacion realizamos un monitoreo de la componente z de la fuerza ejercida sobre el

perturbador:

F— Z ZIGMpl (72)
l

(P + )2

donde 7, es la distancia desde el centro de la celda [ hasta la posicion del pertur-

bador.

Para poder realizar una medicion de la fuerza de calentamiento ejercida sobre el
perturbador en un estado estacionario, es necesario hacer evolucionar el sistema a
tiempos mucho mayores que el tiempo caracteristico de la pluma 7, en nuestro caso
hemos elegido un tiempo total de simulacién de 1007. Este requerimiento impone
un tamano en el dominio de la simulacién, donde para evitar el rebote de las ondas
acusticas (que dispara la presencia del perturbador en el medio) en las fronteras
externas del dominio, es necesario tener una extension minima de [ = 1007 (cs + V).
Ahora, para poder describir la dindmica dentro de la esfera de Bondi, es necesario
resolver el radio de Bondi con varias celdas (tipicamente mayor que 5). Alcanzar
este ultimo requerimiento tiene un alto impacto en el costo computacional, costo que

incrementa inversamente con la masa del perturbador (al reducirse también el radio

de Bondi).

7.2.2. Difusion térmica realista

En el capitulo anterior tomamos ventaja del enfoque lineal del estudio realizado,

haciendo uso de una implementacién simplificada para modelar la difusiéon térmica,
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con un coeficiente de difusion constante y uniforme. Para el estudio que se presenta
en este capitulo hemos implementado un modelo mas realista para el fenémeno de la
difusién en discos circunestelares (Schwarzschild 1958; Kley & Lin 1996), tomando en

cuenta un coeficiente de difusién térmica dependiente tanto de la temperatura como

de la densidad del fluido:
T 3 < p )—2
= — — ) 7.3
X = Xo (T0> . (7.3)

Para nuestra implementacién numérica, computamos el coeficiente de difusion

térmica en cada interfase entre celdas como:

3 5 3
€ + € 2 €+ €;_
Xio1 = Xo ( 1) ( Po ) — 4y (e +eim1)” (7.4)

2eg Pi + Pi-1 ‘ (pi + piz1)®

De manera similar a lo presentado en las ecuaciones (19)...(21) de Velasco Romero
& Masset (2019), los flujos de energia multiplicados por su superficie correspondiente

Son:

7 — Sx
ff:% = Xi-1 (6_ - €A 1) ~_ (7.5)
Pi Pi—1 x
vy (G m) Sy 76
Ty =X (pj pi-1) Ay (76)
€k Cr—1\ S
= — — ) 7.7
iy =y (-0 & &

La energia es entonces actualizada con la prescripciéon presentada en la ecua-

cion (22) de Velasco Romero & Masset (2019).

7.2.3. Desprendimiento de calor

En el capitulo anterior también tomamos ventaja del enfoque linear para realizar
una implementacion sencilla del desprendimiento de calor. Esta implementacion con-
sistia en un desprendimiento uniforme en las ocho celdas mas cercanas a la posicion

de la fuente 7, como se describe también por Benitez-Llambay et al. (2015). Dado el
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énfasis no lineal del estudio de este capitulo, es necesario recurrir a implementacio-
nes mas elaboradas para el modelado del comportamiento radiante del perturbador.
Hemos elegido modelar el comportamiento no local de irradiacién por medio de un
desprendimiento de calor exponencialmente decreciente con respecto a la distancia a

la fuente:

—Tik
e jut+ = LAtexp (—) (7.8)

€

donde de nuevo 7’ representa la distancia del centro de la celda al perturbador, y

€ la distancia de suavizado usada para el potencial de Plummer.

7.2.4. 'Trazado del gas

Hemos realizado la implementaciéon de un campo trazador, el cual, de la misma
manera que los demas campos conservativos (densidad, momentos y energia), pasa
a través de la etapa de transporte de nuestro nucleo hidrodindmico. Para realizar el
trazado del gas, recurrimos a la posicion vertical de cada celda z, creando un campo
U = 2z, que etiqueta a cada parcela de fluido con su posicion vertical inicial. Este

campo representa una cantidad intensiva del fluido que cumple con

50 +v- VU =0, (7.9)

mientras que las cantidades conservativas que representan cantidades extensivas

del fluido, cumplen con:

500 +V - (Tw) = 0. (7.10)

Si bien nuestro campo ¥ = z; es intensivo, podemos construir a partir de este, el
campo V' = pW¥ que al ser dependiente de la masa resulta en un campo extensivo, lo

cual podemos corroborar al ver que cumple con la ecuacion 7.10:
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Podemos entonces ver la evolucién del campo intensivo W, mediante la evolucién

de su contra-parte extensiva W’ y asi como de la densidad p:

'n

yn
U= p;’j’k- (7.12)
ik

7.3. Resultados

7.3.1. Fuerza neta

Comenzamos presentando en la figura 7.1 un estudio de la fuerza neta ejercida
sobre el perturbador para dos valores del niimero de Mach M = 0.4,0.1, para una
secuencia geométrica de valores para la masa en torno a la masa critica M, = ¢,x /G,
y otra secuencia geométrica de valores para la luminosidad en torno a la luminosidad
critica L. correspondiente a cada masa. En esta figura, la fuerza se normaliza con
respecto al valor asintotico Fiy de la ecuacion 6.34, el eje horizontal corresponde a la
razon entre la masa del perturbador y la masa critica M /M. = Rpcs/x. Como era
de esperarse del estudio lineal, al alejarnos del limite de velocidad nula M = 0, la
luminosidad necesaria para obtener una fuerza total positiva incrementa. Para masas
subcriticas (Rpcs/x < 1) recuperamos el comportamiento observado en el estudio li-
neal, donde la luminosidad necesaria para tener una propulsiéon neta del perturbador
es L > L.(1+4 2M). En el régimen de masas supercriticas (Rpc,/x > 1), observa-
mos un incremento en la luminosidad necesaria para obtener una fuerza neta motriz,
observando de hecho, que el impacto de la luminosidad decrece linealmente con la
masa M. Este es el régimen en el que la escala temporal actstica supera a la escala

temporal difusiva.

La extension de los mapas de color presentados en la figura 7.1 esta limitada por
el crecimiento del costo computacional que conlleva estudiar masas mas pequenas
y luminosidades mas altas. Resolver el radio de Bondi con un ntimero constante de

celdas impone un aumento cuadratico en tiempo de ejecucion al reducir el tamano
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Figura 7.1: Mapas de color para la aceleracion especifica total. La imagen derecha
muestra los resultados para M = 0.4, mientras que la imagen izquierda muestra los
para M = 0.1. La region roja corresponde a una aceleracion total positiva (pro-
pulsion), mientras que la region azul corresponde a una aceleracion total negativa
(arrastre). Observamos que para masas supercriticas (Rpcs/x > 1) la luminosidad
necesaria para una propulsiéon neta escala con Rp.

de Rp. Para luminosidades supercriticas, duplicar la luminosidad implica duplicar el

tiempo total de ejecucion de la simulacion.

7.3.2. Eficiencia de la fuerza de calentamiento

Como fue derivado por Masset & Velasco Romero (2017), para el limite de bajo
namero de Mach, el rendimiento de la fuerza de calentamiento 1 = V Fieating/ L se lee

COomao:

nzv@;U(if)WL (7.13)

lo cual puede ser rescrito como:
(v—1)Rp

M- 14
1 5 X (7.14)

La figura 7.2 presenta mapas de color para la eficiencia de la fuerza de calen-
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Figura 7.2: Mapas de color para la eficiencia térmica de la fuerza de calentamiento.
La imagen derecha muestra los resultados para M = 0.4, la imagen izquierda muestra
los resultados para M = 0.1. Podemos ver que se cumple con una eficiencia térmica
menor que uno para todas las masas y luminosidades.

tamiento en funciéon de la luminosidad y la masa del perturbador para dos valores
distintos del nimero de Mach. Podemos observar que para toda masa, se cumple con

una eficiencia térmica n < 1 en acuerdo con la primera ley de la termodinamica.

7.3.3. Fuerza de enfriamiento

En la figura 7.3 presentamos las cuervas de la fuerza normalizada de enfriamiento
como funciéon de la masa, presentamos las curvas para distinto namero de Mach.
Normalizamos la fuerza de enfriamiento con respecto a la fuerza teodrica asintotica del
limite en que la velocidad tiende a cero F$24  para la respectiva masa de cada punto.
Para masas sub-criticas (Rpcs/x < 1) tenemos que para velocidad finita, la fuerza
de enfriamiento supera el valor asintotico F5od - al aproximarnos a velocidad nula,
recuperamos el comportamiento asintotico. Para masas supercriticas (Rpcs/x > 1)

podemos observar que al disminuir la velocidad, la fuerza de enfriamiento tiende a un

escalamiento en M1,
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Figura 7.3: Fuerza de enfriamiento como funcién de la masa a diferentes valores del
numero de Mach. Las fuerzas estan normalizadas al valor analitico para el limite en
que la velocidad tiende a cero. Observamos un corte en la fuerza de enfriamiento para
las masas supercriticas (Rgcs/x > 1), donde el corte crece al disminuir la velocidad.

7.3.4. Fuerza de calentamiento

Procedemos ahora a analizar el comportamiento de la fuerza de calentamiento
como funcion de la masa, de misma forma que para el caso de la fuerza de enfriamiento,
realizamos el estudio para distintos valores del nimero de Mach dentro del régimen
subsoénico. En la figura 7.4 presentamos los resultados de la fuerza de calentamiento
para una luminosidad de L = 8L, la fuerza estd normalizada al valor asintotico del
analisis lineal para el limite en el que la velocidad tiende a cero, y correspondiente

a la luminosidad utilizada FSLe Para todas estas curvas, observamos un fuerza

heating*
de calentamiento menor que el valor asintotico del estudio lineal. Para las masas
supercriticas observamos que la fuerza de calentamiento muestra una dependencia en
M~ para las velocidades estudiadas, y contrario a lo observado para la fuerza fria,

el corte de la fuerza de calentamiento para masas supercriticas se vuelve mas fuerte

al elevar el niimero de Mach.
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Figura 7.4: Fuerza de calentamiento para un perturbador con luminosidad L = 8L,
como funcion de la masa y con distintos valores para el nimero de Mach. Las fuerzas
se normalizan al valor analitico asintético de la fuerza de calentamiento respectiva a
la masa y luminosidad usadas. Observamos un corte en la fuerza de calentamiento
para las masas supercriticas, el corte presenta una tendencia en M ~!. En contraste
al caso de la fuerza de enfriamiento (figura 7.3), el corte es méas fuerte mientras mas
elevado es el nimero de Mach.
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Figura 7.5: Cortes de la densidad y la temperatura a lo largo del eje z a t = 2007,
en verde el caso adiabatico, en azul el caso frio, y en naranja el caso luminoso para
tres distintos valores de la luminosidad: L = 1/8,1 y 8L.. En la imagen izquierda se
muestra la densidad, en la imagen derecha se muestra la correspondiente temperatura.

7.3.5. Dinamica en la esfera de Bondi

En esta seccion nos enfocamos en la dindmica interna a la esfera de Bondi para ma-
sas supercriticas, donde deseamos observar el impacto que tiene el caricter radiante
del perturbador en dicha dinamica. En concreto, mostramos el caso de un perturbador
de masa M = 32M, para un numero de Mach M = 0.05. En la figura 7.5 mostramos
los cortes de densidad y temperatura a lo largo del eje z, presentando el caso adia-
batico, el caso frio y el caso luminoso para una luminosidad sub-critica L./8, para la
luminosidad critica L. y para una luminosidad supercritica 8 .. Podemos ver enton-
ces que la inclusion de difusiéon térmica tiene impacto en ambas cantidades, elevando
el pico de densidad y disminuyendo el pico de temperatura que se generan entorno
al perturbador. Vemos que la luminosidad puede contrarrestar este efecto, recupe-
rando el comportamiento del caso adiabéatico para un perturbador con luminosidad
L = L.. Para luminosidades supercriticas podemos ver claramente una asimetria en-
torno al perturbador para el frente y reverso de ambas densidad y temperatura, esto

es consistente con la propulsiéon neta que observamos.
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Hacemos ahora uso del campo trazador ¥ = z, para ver a donde va a dar el
material durante la simulacion. Empezamos con el caso frio L = 0, en la figura 7.6a
presentamos un mapa de color del campo trazador ¥ = z5 a t = 2007. En esta figura
podemos observar material atrapado en un radio cercano a Rpg, este comportamiento
es consistente con el impacto de la difusion térmica, que logra evitar que la tem-
peratura colme el pozo potencial al rededor del perturbador, impidiendo asi que el
material pueda escapar de la esfera de Bondi.

En las imagenes b y ¢ de la figura 7.6b se presentan respectivamente los casos para
un perturbador con luminosidad L./8 y L./4, donde podemos ver poca diferencia en
la estructura general con respecto al caso frio. Para el caso de L = L./2 mostrado en
la figura 7.6d, podemos ver un comportamiento cualitativamente distinto al del caso
frio, observando una gran reducciéon de la regiéon de material atrapado. Para una lu-
minosidad critica (figura 7.6e) vemos que no hay material atrapado en la vecindad del
perturbador, vemos de hecho que el material que pasa en la vecindad del perturbador
es acelerado, mostrado por el flujo adelante del perturbador. Al seguir incrementando
la luminosidad, esperamos que el pico de temperatura creado permita que el material
sea acelerado por el perturbador, este comportamiento es consistente con lo observado

en la figura 7.6f donde se presenta el caso para una luminosidad L = 8L..

7.4. Discusidon

Hemos realizado simulaciones de alta resolucién en el régimen sub-sénico. Encon-
tramos que para cualquier masa es posible obtener una fuerza neta motriz, siem-
pre y cuando se tenga una luminosidad del perturbador lo suficientemente elevada.
Vemos que la eficiencia termal de la fuerza de calentamiento cumple con la cota
n < @%M para toda masa. Observamos que el impacto de la luminosidad tiene
un corte para masas superiores a M., donde este corte crece linealmente con M, y
es este corte el que permite mantener una eficiencia menor a la unidad para masas

supercriticas. Encontramos que la fuerza de enfriamiento también tiene un corte para

masas supercriticas, creciendo también este linealmente con la masa. Vemos que para
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Figura 7.6: Mapas de color para el campo trazador ¥ = z,. Las imégenes corresponden
a simulaciones con M = 0.05 y M = 32M, a t = 2007, para una secuencia de

luminosidades L = 0,1/8,1/4,1/2,1 y 8L..
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un perturbador no luminoso en un medio con difusién térmica, el material interno a
la esfera de Bondi se encuentra atrapado, y que para luminosidades suficientemente
altas, el material es capaz de liberarse, dejando asi de haber material atrapado en el

interior de la esfera de Bondi.



Capitulo 8

Apéndice

.1. Coeficientes del método Runge-Kutta

A continuacion se describe el método Runge-Kutta empleado para la integracion

temporal del codigo DG. Para la ecuacion diferencial ordinaria:

d
%Uh = E(’U/),

y una condicién inicial apropiada u), obtenemos la solucién al tiempo "+

k
UZ-H = UZ + thZkZH
=1
donde
ki = ,C(tn +c;- h, Yi + h(ai,lkl + ...+ ai’i_lki_1)>.

Para especificar un método particular, se necesita especificar el nimero de etapas
k y los coeficientes a; j, b; y ¢;. Presentamos aqui las tablas de Butcher para distintos
algoritmos de método Runge-Kutta. La tabla 1 presenta la tabla de Butcher genérica
mientras que las tablas2, 3, 4 y 5 muestran los coeficientes de los algoritmos de

segundo, tercer, cuarto y quinto orden de integracion temporal, respectivamente.
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0
C2 | Q21
C3 | az1 Aas2

Ck | Qg1 Qg2 ... QAgk—1

by by ... b1 by

Tabla 1: Tabla de Butcher genérica para un método explicito de Runge Kutta de
k etapas.

0
1/21/2
11/2 1/2

Tabla 2: Tabla de Butcher para el esquema de segundo orden con dos etapas SSP(2,2).

0
1 |1
3/4|1/4 1/4

11/6 1/6 2/3

Tabla 3: Tabla de Butcher para el esquema de tercer orden con tres etapas SSP(3,3).

0

0.39175222700392 | 0.39175222700392

0.58607968896779 | 0.21766909633821 0.36841059262959

0.47454236302687 | 0.08269208670950 0.13995850206999 0.25189177424738

0.93501063100924 | 0.06796628370320 0.11503469844438 0.20703489864929 0.54497475021237
‘0.14681187618661 0.24848290924556  0.10425883036650 0.27443890091960 0.22600748319395

Tabla 4: Tabla de Butcher para el esquema de cuarto orden con 5 etapas SSP-RK(4,5).

0
1/5 |1/5
3/10 | 3/40 9,/40
3/5 |3/10 —9/10  6/5
1 | —11/54  5/2 ~70/27  35/27
7/8 | 1631/55296 175/512 575/13824 44275/110592 253/4096
37/378 0 250/621  125/594 0 512/1771

Tabla 5: Tabla de Butcher para el esquema de quinto orden con 6 etapas (Cash &
Karp 1990).
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