UNIVERSIDAD AUTONOMA DEL %C"CAp
ESTADO DE MORELOS

INSTITUTO DE INVESTIGACION EN CIENCIAS
BASICAS Y APLICADAS

CENTRO DE INVESTIGACION EN INGENIERIA Y
CIENCIAS APLICADAS

“Determinacion numérica del exponente de Lyapunov

de una serie temporal caotica”
TESIS
PARA OBTENER EL GRADO DE:

LICENCIADO EN TECNOLOGIA CON AREA
TERMINAL EN FiSICA APLICADA

PRESENTA:
Rafael Amador Condado Pérez
ASESOR

DR. Gennadiy Burlak.



Agradecimientos

A mi tutor, el Dr. Gennadiy Burlak, por su infinita paciencia para conmigo, al ClIICAp,

por darme las herramientas para ser un profesionista y a la UAEM, por ser mi alma
mater.



Dedicatorias

A mi familia, por ser la base de la persona que ahora soy y por ultimo y mas

importante a mi esposa, por ser mi apoyo y razon de salir adelante.



Contenido

indice de figuras
indice de tablas
Resumen
Problemética
Objetivo

1.0 Introduccion
1.1 Antecedentes historicos de
1.2 Programacion orientada a objetos y C#
1.3 Matlab y ode45
1.4 Lorenz y la estructura en el caos
Dinamica
1.5 Dinamica: Sistemas dinamicos de primer orden
1.6 Integrabilidad
1.7 Diagrama de fases
1.8 Sistemas dindmicos de segundo orden
1.9 Espacio de fases
1.10 Constantes de movimiento
1.11 Datos iniciales
1.12 Teorema de existencia de unicidad
1.13 Puntos de equilibrio y su estabilidad
1.14 Sistemas dindmicos de orden n
1.15 Dinamica no lineal
1.16 Determinismo y predictibilidad
1.17 Errores
1.18 Teoria de estabilidad
1.19 En el caso dinamico

1.20 Espacio de fase en sistemas dinamicos de orden n

4

pagina

11
12
12
12

13
13
16
17
17

22
22
23
25
26
26
27
27
27
29
30
32
33
33
35
36



1.21 Dimensiones fraccionarias, fractales y caos 39

2.0 Fundamentos de sistemas cadticos 41
2.1 Ecuaciones de Rossler 41
2.2 Ecuaciones de Henon 44
2.3 Ecuaciones del Sistema masa resorte 45

2.4 Las ecuaciones de conveccion de Saltzman un antecedente del sistema

de Lorenz 47

2.5 Ecuaciones de Lorenz y sus propiedades. 50

2.6 Contraccion de volumen 51

2.7 Puntos fijos 54

2.8 Estabilidad lineal del origen 55

2.9 Estabilidad global del origen 55

2.10 Estabilidadde C*yC~ 58

2.11 Caos en un atractor extrafio 60

2.12 Dinamica hiperbolica 63

2.13 Divergencia exponencial de trayectorias cercanas 67

2.14 Definiendo el caos 68

2.15 Definicion de atractor y atractor extrafio 69

2.16 Mapa de Lorenz 71

2.17 Exploracién del espacio de parametros 75

2.18 mapas unidimensionales 80

2.19 Puntos fijos y telarafias. 81
3.0Funciones Lyapunov 82
3.1Funciones de Lyapunov 82
3.2Estabilidad local y exponente de Lyapunov 84

4.0 Método de retardos 86
5.0Recoleccién de series temporales 88
5.1Simulacion de sistemas caoticos en Matlab 89
5.2Sistema de Lorenz 89



5.3 Sistema de Henon
5.4 Sistema de Rossler
5.5 Sistema masa resorte amortiguado
6.0 Determinacion del exponente de Lyapunov de los sistemas cadticos
6.1 Reconstruccion del Sistema de Lorenz
6.2 Reconstruccion del Sistema de Henon
6.3 Reconstruccion del Sistema de Rossler
6.4 Reconstruccion del Sistema masa resorte amortiguado
7.0 Andlisis de los resultados
8.0Conclusion
9.0Bibliografia
10.0 Votos aprobatorios

93
96
100
102
106
111
113
116
118
131
133
135



indice de figuras

Figura 1- Imagen del atractor de Lorenz con sus 2 |6bulos 20

Figura 2- Diagrama de fases en el caso de u = 1 — x? y funcién potencial V = —x +

i 24
3

Figura 3- a) un atractor, b) punto de equilibrio estable 29

Figura 4- a) Punto de equilibrio estable, b) Punto asintéticamente estable. c) Punto

inestable. 34
Figura 5- Conjunto fractal de Koch. 40
Figura 6- Conjunto de Sierpinski. 40

Figura 7- Ruta al caos por duplicacion de periodo en el modelo de Rossler, el

parametro de ¢ va cambiando de ¢ = 2.5 hasta ¢ = 5. 42
Figura 8- El atractor cadtico de Rossler con los parametros a = b = 0.2,c = 5.7. 42

Figura 9- Acercamientos a la figura de Henon para comprobar que es auto-

semejante e inmohogeneo. 45
Figura 10- Diagrama de una masa unida a un resorte o muelle. 46
Figura 11- Volumen en el espacio de fases que evoluciona a una nueva 51
Figura 12- Diferencial de volumen. 52

Figura 13- Las superficies de constante V son elipsoides concéntricos alrededor del

origen. 56
Figura 14- Colector principal inestable del ciclo silla. 59
Figura 15- Bifurcacion parcial, ningun objeto es estable para r > ry. 59



Figura 16- Solucién y(t) cerca del origen, con valores iniciales (0, 1, 0). 61

Figura 17- Atractor de Lorenz. 61
Figura 18- Esquema del atractor extrafio. 62
Figura 19- Dos puntos cercanos con una ligera separacion. 67
Figura 20- Seccién del atractor de Lorenz. 71

Figura 21- El estado anterior puede predecir el estado posterior segun Lorenz. 72
Figura 22- El mapa de Lorenz se parce al mapa de Poincaré. 72
Figura 23- Orbita cerrada, no se intercepta. 74

Figura 24- Al modificar el parametro r, las ecuaciones de Lorenz van cambiando su

estabilidad. 76
Figura 25- Caos transitorio. 77
Figura 26- Serie de tiempo, primero erratico y luego converge a un punto. 78
Figura 27- Acercamiento al ciclo limite con r = 350. 79
Figura 28- Con r=350, tenemos u movimiento parecido a un péndulo. 79

Figura 29- Las imagenes obtenidas son secciones de los planos XY, XZ, YZ y el
espacio de fases XYZ. 92

Figura 30- La solucion x, (t) cuenta con 8985 datos que conforman la serie temporal.

93
Figura 31- Mapa de Henon, conjunto de infinitas lineas 94
Figura 32- Diagrama de fases del estado x(t) del mapa de Henon. 95

Figura 33- En la solucién de x(t) tenemos 9,000 datos que conforman la serie

temporal. 96

Figura 34- En a), b), y c) se presentan el diagrama de fases de las soluciones

x(t),y(t),z(t) respectivamente, d) seccion XY y e) atractor de Rossler. 98



Figura 35- La serie temporal de la solucion en x;(t) cuenta con 8441 datos del

sistema de Rossler. 99

Figura 36- En los incisos a) y b) se muestra el diagrama de fases de la solucién del
sistema y en el inciso ¢) se muestra la solucién asintdticamente estable del sistema

de masa resorte. 101

Figura 37- Serie temporal esta compuesta por 671 datos de la solucion del sistema
de masa muelle. 102

Figura 38- Interfaz del programa BASGEN donde se muestran los parametros “tau”
y “ndim” 104

Figura 39- Parte del cédigo de FET. 105

Figura 40- Se muestra el valor de la dimension fraccionaria de los sistemas usados.

107
Figura 41- Reconstruccion del sistema de Lorenz con el tiempo [0, 100]. 108
Figura 42- Reconstruccion del sistema de Lorenz con el tiempo [0, 500]. 109
Figura 43- Reconstruccion del sistema de Lorenz con el tiempo [0, 1000]. 110
Figura 44- Reconstruccion del sistema de Henon con el tiempo [0, 1000]. 111
Figura 45- Reconstruccion del sistema de Henon con el tiempo [0, 5000]. 112
Figura 46- Reconstruccion del sistema de Henon con el tiempo [0, 10000]. 113
Figura 47- Reconstruccion del sistema de Rossler con el tiempo [0, 100]. 114
Figura 48- Reconstruccion del sistema de Rossler con el tiempo [0, 500]. 115
Figura 49- Reconstruccion del sistema de Rossler con el tiempo [0, 1000]. 116

Figura 50- Reconstruccion del sistema masa con un resorte y con amortiguamiento
con el tiempo [0, 300]. 117

Figura 51- Diagrama de fases del sistema de Lorenz. Matlab&Basgen 119



Figura 52- Mariposa de Lorenz, figura emblemética del caos. Matlab&Basgen 120
Figura 53- Atractor de Lorenz. Matlab&Basgen 121

Figura 54- a) funcion del exponente de Lyapunov, b) histograma que determina el

exponente de Lyapunov dominante. 122
Figura 55- Mapa de Henon. Matlab&Basgen. 123
Figura 56- Diagrama de fases de la funcion x(t). Matlab&Basgen. 124

Figura 57- a) funcion Lyapunov y b) histograma que determina el exponente

dominante de Lyapunov. 124

Figura 58- Diagrama de fases del sistema de Rossler de la funcién x(t).
Matlab&Basgen. 126

Figura 59- Plano de fases del sistema de Rossler de la funcion x(t)y y(t).
Matlab&Basgen. 126

Figura 60- Espacio de fases del sistema de Rossler de la funcion x(t)y y(t).
Matlab&Basgen. 127

Figura 61- a) funcién Lyapunov y b) histograma que determina el exponente

dominante de Lyapunov del sistema Rossler. 128
Figura 62- Diagrama de fases del sistema MRA de la funcion x(t). Matlab&B. 129

Figura 63- Plano de fases del sistema de MRA de la funcién x(t)y y(t).

Matlab&Basgen 130
Figura 64- a) funcion Lyapunov del sistema MRA. 131
Figura 65- Histograma que muestra el exponente de Lyapunov dominante. 131

10



indice de tablas

Tabla 1- Célculo del valor del exponente de Lyapunov dominante A, modificando el

tiempo de iteracion. 122

Tabla 2- Célculo del valor del exponente de Lyapunov dominante A, modificando el

tiempo de iteracion. 125

Tabla 3- Célculo del valor del exponente de Lyapunov dominante A, modificando el

tiempo de iteracion. 128

11



Resumen

La determinacién del exponente de Lyapunov de una serie temporal mediante
procesos numeéricos tiene varias implicaciones, dependiendo del valor, si es positivo
0 negativo el exponente de Lyapunov dominante, sabremos si la serie temporal es
cadtica en el sentido determinista y pertenece a un sistema no lineal o si el sistema

no es caotico y pertenece a un sistema de ecuaciones diferenciales lineales.

En el presente documento se presenta la determinacién de los exponentes de
Lyapunov dominantes de sistemas conocidos como caéticos, mediante procesos

numericos y su reconstruccion por medio de retardo en el espacio de fases.

Problematica

Usualmente, los sistemas fisicos que representan fenébmenos de la naturaleza son
representados por sistemas de ecuaciones diferenciales no lineales, éstos son
dificiles de solucionar mediante procesos comunes y para ellos se requieren
procesos numéricos que nos permitan hallar la solucién o una representacion del
mismo. En algunos experimentos, no se cuenta con el sistema de ecuaciones
diferenciales, sino mas bien, de una serie de datos que corresponden a una serie
temporal de uno de las variables del sistema, los cuales mediante un método de
retardo se pueden reconstruir y asi encontrar datos para poder estudiarlo y

determinar algunas de sus propiedades.

Objetivo

Determinar por medio de procesos numéricos el exponente dominante de Lyapunov
de una serie temporal, realizando una reconstruccién por medio de retardos para su

analisis y determinar si es caotica o no.
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1.0. Introduccidn

1.1. Antecedentes historicos

La tierra esta cubierta en 100% de aire y en un 75% aproximadamente de agua, de
tal manera que la mecanica de fluidos abarca gran parte de la actividad humana.
Ciencias como la meteorologia, hidrologia, aerodindmica, resuelven problemas
como; prediccion del clima, transporte por tierra, mar o aire, la energia eléctrica
producida por turbinas, motores de combustion, abastecimiento de agua,

tratamiento de aguas residuales, movimiento de proyectiles, etc.

Las estadisticas de flujo irregular son una preocupacion muy real que se presentan
en varios fendmenos naturales. Que se estudian con sistemas de ecuaciones
deterministas! que son idealizaciones de sistemas hidrodinamicos. Donde las
soluciones son principalmente no periodicas, es decir, soluciones que nunca repiten
exactamente su historia pasada, y en la que todas las repeticiones aproximadas son

finitas.

Un sistema hidrodindmico cerrado con masa que suponemos finita se puede tratar
matematicamente como una coleccion finita de moléculas, en donde las leyes que
gobiernan el sistema se pueden expresar como un conjunto finito de ecuaciones
diferenciales ordinarias. Estas ecuaciones generalmente son muy complejas. Las
leyes que rigen son las que expresan en forma de un conjunto de ecuaciones

diferenciales parciales, que contienen cantidades tales como, densidad, presion,

1 “En la dinamica del punto material, la ecuacion de movimiento (ecuacion diferencial) determina la
posicién futura de un objeto o particula movil en funcion de otras variables como, su velocidad, su
aceleracion, su masa y cuantas variables le pueden afectar en su movimiento junto con las
condiciones iniciales. Asi el futuro a particula esta completamente determinado por su pasado y

decimos que nuestro modelo es deterministico” (Gerardo, 2018, p.113).
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velocidad como variables dependientes. En ocasiones se puede obtener soluciones
particulares de estas ecuaciones de manera analitica, generalmente cuando las
soluciones son periodicas. Por lo general, las soluciones no periddicas se
determinan por procedimientos numéricos. Entonces las leyes que gobiernan se
convierten en un nuevo conjunto finito de ecuaciones diferenciales ordinarias, pero

mas simple que el que gobierna los movimientos moleculares individuales.

Por ejemplo; Lorenz obtuvo analiticamente soluciones periddicas exactas de
sistemas simplificados de ecuaciones, que representan flujo disipativo con
forzamiento térmico constante. también encontré soluciones no periddicas de

sistemas similares de ecuaciones por métodos numéricos.

En los sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarios, no lineales, finitos y
deterministas pueden utilizarse para representar el flujo hidrodinamico disipativo
forzado. Las soluciones analiticas son dificiles de encontrar o simplemente no se
pueden calcular, por lo que estas ecuaciones se pueden identificar con trayectorias
en el espacio de fase. En los sistemas con soluciones limitadas, generalmente las
soluciones no periddicas son inestables para pequefias modificaciones, de manera
que para estados iniciales ligeramente diferentes pueden evolucionar a estados
diferentes. Se encuentra que todas las soluciones son inestables y casi todas no

son periodicas (Lorenz, 1963, p.120).

Los sistemas hidrodinamicos pueden presentar patrones de flujo; en estado
estacionario, oscilar de manera periodica regular y otros varian de manera irregular,

de manera azarosa e incluso largos periodos, ademas no parecen repetir su historia
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anterior. Estos modos de comportamiento se pueden observar en los experimentos

de cuencas giratorias?.

Bajo condiciones especiales se puede desarrollar un sistema de ondas espaciadas
regulares que progresan a una velocidad uniforme sin cambiar de forma o se puede
formar un patrén de flujo irregular, que se mueve y cambia de forma irregular no
periodica. La falta de un movimiento periddico es bastante comun en los sistemas
naturales y es una caracteristica del flujo turbulento. Dado que los patrones de flujo
turbulento® instantdneo son bastante irregulares, el andlisis se limita a las
estadisticas de turbulencia, que, a diferencia de la turbulencia, se comportan
generalmente de manera regular y organizada relativamente. En la prediccion del
clima, se predice los detalles de los remolinos turbulentos a gran escala, también
ciclones* que continuamente se organizan en patrones nuevos (Lorenz, 1963,
p.121).

Para desarrollar modelos matematicos deterministas, se utilizan ecuaciones
diferenciales ordinarias. Sin embargo, mientras mas detallado es el modelo que
describe el sistema, las ecuaciones dejan de ser lineales. Por la pérdida de
linealidad, pueden existir condiciones donde el comportamiento de la solucién es

estocastico®. Estas soluciones asintéticas acotadas que no convergen a un conjunto

2 Descritos por Hide y Fultz donde un recipiente cilindrico gira alrededor de su eje y este contiene
agua. Se calienta en su borde y se enfria en su centro de forma simétrica y constante. El flujo
resultante es simétrico y constante (Lorenz, 1963, p.130).

8 Se llama flujo turbulento al movimiento de un fluido que se da en forma cadtica, en el que las
particulas se mueven desordenadamente (French, 2017, pag. 5).

4 Viento extremadamente fuerte producido por una depresion atmosférica pequefia y muy brusca
gue avanza en grandes circulos girando sobre si mismo y que se origina en zonas tropicales
(Diccionario de la lengua espafiola, 2022).

5 “las ecuaciones diferenciales estocasticas (EDE) juegan un papel importantisimo cuando se trata
de tener en cuenta influencias aleatorias en los fendmenos dinamicos” (Javier y Ulises, 2005,
p.51).
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limite se les denomina caoticas. Para cuantificar este comportamiento es necesario
usar métodos numericos y los exponentes de Lyapunov (Luis Lara, Estimacion de

los exponentes de Lyapunov , 2003, p.1442).

1.2 Programacion orientada a objetos y C#

En esta tesis, las simulaciones se desarrollan mediante un programa en el lenguaje
C#. En 2002 Microsoft anuncié un nuevo lenguaje de programacion parecido a C++
y Java, pero con mejoras, se nombrd C#, haciendo referencia al simbolo musical #

que significa “un semitono mas alto”.

La programacion orientada a objetos (POO) se basa en la construccion de
programas mediante objetos. los objetos son una combinacién de datos y acciones
(variables y métodos respectivamente) que realizan funciones en un programa, el
lenguaje permite que el programador defina todos los objetos de la misma clase.
Una clase constituye una plantilla o un plano maestro para fabricar cualquier nimero

de objetos.

Los programas se construyen a partir de objetos, que pueden ser instancias de
clases que pertenecen a la biblioteca de C# y otras son escritas por el programador.
Los objetos son colecciones de datos, y las acciones, métodos y propiedades
asociadas que pueden actuar sobre esos datos. Los programas de C# se

construyen como un grupo de objetos (BELL, 2010, p.192).

C # es un lenguaje de programacion muy potente, ademas, combinado con la
facilidad para implementar aplicaciones de Windows Forms en Visual Studio .NET,

propicia que el desarrollo de programas de Windows sea mas veloz y facil. Visual
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C# es una herramienta versatil que permite a los usuarios producir tablas, graficos
e interfaces graficas de usuario (GUI) sofisticadas. El nivel de complejidad de las

aplicaciones de graficos y gréficos es ilimitado (Xu, 2007).

Para desarrollo de esta tesis se utilizd un programa en C# para realizar las
simulaciones y calculos referentes a los exponentes de Lyapunov dominantes
basado en el articulo de Alan Wolf denominado “Lyapunews” (Wolf , Lyapu-News,
1985)

1.3 Matlab y ode45

Matlab es una herramienta de computacion para resolver problemas de
matematicas, Matlab es una abreviacion de laboratorio matricial (Matrix Laboratory)
por lo que es 6ptimo para matrices (Moore H, 2007, p. 17).

Matlab incluye funciones que resuelven ecuaciones diferenciales ordinarias por
métodos numeéricos. La funcién del solucionador de la ecuacion diferencial ordinaria
ode45 resuelve problemas de ecuaciones diferenciales no rigidas mediante el
método de Runge-Kutta®. Es la mejor opcion, si no se sabe mucho acerca de la
funcién y utiliza una férmula explicita (4, 5) (Moore H, 2007, p. 470 - 471).

1.4 Lorenzy la estructura en el caos

La historia de la dindmica es un tema interdisciplinario actualmente. El tema

comenz6 a mediados del siglo XVII, Newton inventaba o desarrollaba las

6 “Los métodos de Runge-Kutta (RK) logran la exactitud del procedimiento de la serie de

Taylor sin necesitar el calculo de derivadas de orden superior.” (Chapra y Canale,2007, p.740)
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ecuaciones diferenciales en esa época, ademas, descubrié sus leyes del
movimiento, la gravitacion universal y logro explicar las leyes de Kepler. También
resolvio el problema de los dos cuerpos. Generaciones posteriores de cientificos
intentaron resolver el problema de los tres cuerpos, pero, éste resultd ser muy dificil
de solucionar en la época. Décadas después, se comprendié que el problema de
los tres cuerpos era imposible de resolver, si se pretendia obtener formulas

explicitas para los movimientos de los tres cuerpos.

El trabajo de Poincaré, a finales del siglo XIX, introdujo un nuevo punto de vista que
sugeria no pensar en las posiciones exactas de los planetas en todo momento, sino
si el sistema siempre sera estable o si los planetas volaran eventualmente hacia el
infinito. Este enfoque geométrico para analizar tales preguntas ha florecido en el

tema moderno de la dindmica, con aplicaciones en otros campos de la ciencia.

Poincaré fue el primero en tratar el caos en el sentido que en un sistema
determinista que tiene un comportamiento aperiddico que es sensible a las
condiciones iniciales, y esto lo hace imposible de predecir a largo plazo. El caos aun
no era relevante; en cambio, la dinamica se ocupaba de los osciladores no lineales
y sus aplicaciones en fisica e ingenieria, vitales en el desarrollo de tecnologias como

radio, radar y laseres’.

En el lado tedrico, los osciladores no lineales estimularon la invencion de nuevas
técnicas matematicas; teniendo como pioneros a Van Der Pol, Andronov,

Littlewood, Cartwright, Levinson y Smale. Los métodos geométricos de Poincaré se

7 “La palabra laser (LASER) es un acrénimo de las siglas “ en ingles” “Light Amplification by
Stimulated Emission of Radiation” (Amplificacién de Luz por Emisién Estimulada ~ de Radiacion),

como su nombre lo dice, se necesita amplificar la luz)” (Ibarra, Pottiez, y Gomez, 2018, p. 100).
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desarrollaban para comprender a la mecanica clasica de manera mas profunda, por

el trabajo de Birkhoff, Kol-mogorov, Arnol'd y Moser (Strogatz, 1994)

La computadora en 1950 les permitié a los cientificos de la época trabajar con la
dindmica y experimentar con ecuaciones de una manera que antes era imposible y
desarrollar nuevos avances sobre los sistemas no lineales. Dichos experimentos
conllevaron al descubrimiento de Lorenz en 1963 de un movimiento cadtico en un

atractor extrano.

El estudio se basé en un modelo simplificado de rollos de conveccion® en la
atmosfera con la finalidad de saber el comportamiento del clima. Lorenz descubri
que las soluciones de sus ecuaciones no llegaban al equilibrio o a un estado

periodico, continuaban oscilando de forma aperiodica e irregular.

Ademas, si las simulaciones comenzaban con dos condiciones iniciales levemente
diferentes, los comportamientos finales resultaban totalmente distintos. El sistema
era imprevisible: pequefios errores en la medicion del estado actual de la atmésfera
u otro sistema cadtico se ampliarian rapidamente, lo que conduciria a pronésticos

erroneos.

Lorenz demostr6 que existe estructura en el caos: si las soluciones de sus

ecuaciones se trazan sobre un grafico de tres dimensiones, aparece un conjunto de

8 Propagacion de calor u otra magnitud fisica en un medio fluido por diferencias de densidad (RAE,
2022).
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puntos con forma de “mariposa” Figura 1. Este conjunto se definié como un complejo

infinito de superficies, al cual se le denomina fractal®.

Figura 1. Imagen del atractor de Lorenz con sus 2 I6bulos (forma de mariposa)

Feigenbaum descubrié que existen ciertas leyes universales que gobiernan la
transicion del comportamiento regular al cadtico; es decir, sistemas diferentes
pueden volverse cadticos de la misma manera. Su trabajo establecié un vinculo
entre el caos y transiciones de fase, y atrajo a una generacién de fisicos al estudio
de la dinamica. En la década de 1970. Mandelbrot codificé y popularizé los fractales,
produjo magnificos graficos por computadora y mostr6 como se podian aplicar en

una variedad de temas.

Existen dos principales sistemas dindmicos: ecuaciones diferenciales que describen
la evolucion de sistemas en tiempo continuo y mapas iterados que surgen en

problemas donde el tiempo es discreto.

9 Objeto geométrico en el que una misma estructura, fragmentada o aparentemente irregular, se

repite a diferentes escalas y tamafios (RAE, 2022).
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La mayoria de los sistemas no lineales son imposibles de resolver analiticamente y
los sistemas lineales son faciles de analizar ya que la diferencia es que los sistemas
lineales se pueden dividir en partes, y cada parte se puede resolverse por separado
para después combinarse y asi obtener la solucion. Es decir, un sistema lineal es

exactamente igual a la suma de sus partes.

Pero muchas cosas en la naturaleza no actian de esta manera. La mayor parte de
la vida cotidiana es no lineal y no se puede aplicar el principio de superposicion?f,
La no linealidad es vital para el funcionamiento de un laser, la formacion de

turbulencias en un fluido y la superconductividad de las uniones de Josephson.

El tema de los atractores de Lorenz tema consta de dos partes fundamentales: el
namero de variables necesarias para caracterizar el estado del sistema, es decir, el

namero de la dimension del espacio de fase y si el sistema sea lineal o no lineal.

La palabra sistema se utiliza en el sentido de un sistema dinamico, no en el sentido
de una coleccion de dos 0 mas ecuaciones. Por tanto, una sola ecuacion puede ser

un "sistema".

La funcién f no depende explicitamente del tiempo. Las ecuaciones dependientes
del tiempo o "no autbnomas" de la forma x = f (x,t) son mas complicadas, ya que
necesitan dos piezas de informacion, x y t, para predecir el estado futuro del
sistema. Por lo tanto, x = f (x,t) deberia considerarse realmente como un sistema

bidimensional o de segundo (Strogatz, 1994, pags. 2-4).

10 “La suma o superposicion de dos o mas soluciones de una ecuacion diferencial lineal

homogénea es también una solucion” (Zill, 2009, p.121).
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1.5 Dinamica: Sistemas dinamicos de primer orden

Dinamica es el estudio del movimiento de los sistemas mecanicos en relacion con
las causas que lo producen. El estado se caracteriza por una variable x, que es la
coordenada de un punto en una recta llamada espacio de fases. La funcion x(t) es

la solucién de la ecuacion diferencial.

dx _ .
rFrak =u(x,t) (D

donde u es una funcidn conocida, a la ecuacién anterior se le llama ecuacion de

movimiento de evolucion. El sistema es independiente del tiempo si:

La falta de dependencia del tiempo del sistema se denomina autbnomo, si el espacio
de fases es un circulo o circulos concéntricos, se esta interpretando a x como un

angulo.

1.6 Integrabilidad

Los sistemas de 1° grado autonomos se resuelven de manera inmediata con:
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* dx
t_t°=fx0@ 3

xo = x(t,) es el valor de la coordenada en t,

t =ty + g(x x)
t—ty = g(x, x)
x = f(t— ty, Xo)

x = f(t, %)

Si la solucién se puede expresar por integrales conocidas y también sus inversas

se le denomina reducir a cuadraturas y el sistema es integrable.
1.7 Diagrama de fases

En la Figura 2 se muestra una recta R con origen 0, donde x es un punto 0 en R. x
varia con el tiempo x = x(t) por lo que P se mueve sobre la recta con la velocidad
x(t) que es un vector unidimensional con longitud u(x). La recta R (espacio de

fases) y su representacion con el campo u se le nombra diagrama o mapa de fases.
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Figura 2. Diagrama de fases en el caso de u = 1 — u? y funcién potencial V.= —x + x3/3. (Rafiada, 1990, pdg. 32)

Si u(x) se le define como potencial tenemos:

~ dV(x)

u(x) = I (4)

X

Vix) =1V, —j u(x")dx' (5

Xo

Los puntos x* en los que u(x*) = 0, se les llama puntos de equilibrio o puntos fijos.
Si x(0) = x*, el sistema permanece en x*para todo t,ya que x = x* = cte €S una

solucion. Los puntos de equilibrio pueden ser estables o inestables.

Si V(x) tiene un minimo, u(x) decrece en x* tiene equilibrio estable, se dice que x*

es un atractor y atrae a las trayectorias préximas.

Si u(x) es creciente y V(x) tiene un maximo, su equilibrio es inestable ya que los

puntos x* se alejan de él. Entonces es un repulsor.

Si el equilibrio es estable, las pequefias perturbaciones se anulan, mientras que si
el equilibrio es inestable las perturbaciones pequefias se amplifican de manera

exponencial (Rafiada, 1990, pags. 30-34).
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1.8 Sistemas dindmicos de segundo orden

El sistema dinamico de 2° orden se determina su estado por 2 variables

dependientes de t, {x(t), y(t)}

{5( = Uy (x,y,1) (6)

y = uy(x’y’ t)

Si u; son funciones conocidas (x,y) se considera un punto en el plano llamado
espacio de fases. Cada punto representa un estado posible del sistema y cada
solucion {x(t),y(t)} define una curva en el plano. De manera general, se puede

expresar:

Q.C'k = uk(x, t), k= 1,2

% =u(xt) )

Donde x representa un vector de 2 componentes. Si u ho depende de t, se denomina
autébnomo. Ademas, la funcién u es continua. Al sistema dindmico de segundo orden
se le llama sistema de dos ecuaciones diferenciales de primer orden acopladas en
dos variables independientes. Toda ecuacion diferencial de segundo orden equivale

a un sistema.

X+ fl,y,t)=0 (8)

Para describirlo como un sistema tendriamos que definir y = x,y = ¥

Uy =Y
{uy = —f(x % t) ()

25



1.9 Espacio de fases

En el caso autbnomo con las ecuaciones de movimiento siguientes:

X = u(x,y) (11)
y = uy(x,y)

Un sistema de segundo orden puede definirse de dos maneras. Por la ecuacion

diferencial anterior o por el campo vectorial u = (u,, u,)

Las soluciones x(t) y y(t) describen trayectorias en el plano de fases en el que el
vector u representa la velocidad del punto P = (x,y) y es tangente a x y y. Si se
representa el espacio de fases con las trayectorias y el campo vectorial se le llama

mapa de las fases.

1.10 Constantes de movimiento

Si las funciones x(t) y y(t) son constantes en el tiempo

F(x(t),y(t)) =C (12)

y ademas x(t) y y(t) son soluciones de F se denomina; cantidades conservadas,

constantes del movimiento o integrales primeras. F(x,y) = C representa una familia
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de curvas que dependen de C y son las trayectorias. Las curvas de nivel C

representan las soluciones.

1.11 Datos iniciales

Las trayectorias en el espacio de fases, por cada punto solo pasa una trayectoria.
Las lineas se parecen a las lineas de corriente de un fluido. Es por esto por lo que
se le dice flujo de fases al movimiento en el espacio de fases. Una propiedad de los
sistemas dindmicos es que no pueden cortarse nunca en el espacio de fases, salvo
asintéticamente en t — o.Por cada punto solo pasa una curva y con un dato inicial

solo hay una solucion (Rafiada, 1990, pags. 34-43).

1.12 Teorema de existencia de unicidad

Teorema 1. Existencia de una solucion Unica: sea R una region rectangular en el
plano xy definida por a < x < b,c <y < dque contiene al punto (x,y,) €n su
interior. Si f(x,y) y df /0y son continuas en R, entonces existe algun intervalo
Iy: (xg — h,xo + h), h > 0, contenido en [a, b], y una funcién Unica y(x), definida en
I, que es una solucién del problema con valores iniciales (Zill, Ecuaciones

diferenciales con aplicaciones de modelado , 2009, pag. 15).

1.13 Puntos de equilibrio y su estabilidad

Los puntos de equilibrio son u(x,,y,) = 0 tal que x = x4 y y = y, SOn una solucion
en donde las coordenadas permanecen constantes. Se clasifican como estables o

inestables segun sea el caso.
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a) Siel punto x, atrae el movimiento de x(t)

tlim x(t) = xo (13)

es un atractor o es asintéticamente estable si atrae todos los movimientos que
comienzan cerca del suyo. El atractor se caracteriza por ser el estado con equilibrio
mayor posible. Si el sistema se encuentra en un atractor y tiene una pequefa

perturbacion su estado cambiard a una posicion cercana y al final sera atraida por

el punto de equilibrio como se muestra en la Figura 3 inciso a.

b) un punto x, tiene equilibrio estable si un entorno E,, existe otro entorno E;
contenido en E, y de manera que Su movimiento comienza en E; y
permanece en E,. si x(o) € E; - x(t) € E, Vt > 0, como se muestra en la

Figura 3 inciso b.

Figura 3. a) un atractor.
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Figura 3. b) punto de equilibrio estable (Rafiada, 1990, pdg. 42).

Los puntos de equilibrio inestables no son importantes, ya que la probabilidad de
que el sistema se encuentre en uno de ellos es baja. Los ciclos limite son el destino
al que tienden todas las trayectorias, representa un movimiento asintéticamente

estable, es decir, un atractor (Rafiada, 1990, pag. 43).

1.14 Sistemas dinamicos de orden n

La dinamica es la ciencia que se dedica a estudiar el cambio en el tiempo de
diversas magnitudes (el movimiento). Existen tres tipos de movimientos: los

estacionarios, los periédicos o casi periddicos y los cadticos.

La aproximacion lineal es muy usada en la ciencia debido a su naturaleza sencilla,
esto es gracias a las multiples técnicas matematicas que existen para resolver sus

sistemas (Fernandez Sanjuan, 2016, pag. 108).

Un sistema dinamico de orden n, es decir, n variables x;, que cumplen las

ecuaciones de movimiento.
X = U (X1, o) X) (14)

k=123 ..,n
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si u; no depende del tiempo, el sistema se le llama autbnomo. De manera general,
si el sistema tiene buen comportamiento, el conjunto de n-datos iniciales

Xo1, Xo2, -+, Xon, CUMple que existe una solucion Unica.

Xk (to) = Xko (15)

El conjunto de todas las soluciones son una familia dependiente de n- parametros.
El sistema se define por el campo vectorial u = (uy, ..., u,) en el espacio de fases
integrados por vectores tangentes a las trayectorias. Las nociones de estabilidad

son las mismas (Rafiada, 1990, pags. 44-46).

X+ (%%, ., x Y t) =0 (16)

convirtiéndolo en sistema con:

XL =XXy =X%X3 =% .. X, =XV yu =x01 k=1,2,..,n—1u, =—f

1.15 Dinamica no lineal

Si hicieramos una comparacion entre el movimiento regular y el movimiento caético
podriamos decir que el movimiento regular es periédico, repetitivo, predecible y con
una geometria sencilla, sin embargo, en el movimiento cadtico es irregular,

imprevisible y con geometria dificil.
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El movimiento cadtico presenta dos posibles estados el caos permanente y el caos
transitorio, en los cuales el nombre radica en el tiempo que el sistema permanece
en el estado cadtico. Los sistemas dinamicos pueden ser disipativos 0 conservativos

en funcion si conserva la energia o no.

Para sistemas disipativos el caos permanente deriva en un atractor caotico en el
espacio de fases. El caos transitorio deriva en un conjunto fractal. En un sistema
conservativo en caos permanente produce regiones acotadas en el espacio de fases
y el mismo sistema en el caso de caos transitorio genera un fenémeno de dispersién

cagdtica, dando lugar a estructuras fractales.

La dindmica no lineal es una disciplina que estudia los sistemas dinamicos no
lineales, que estan definidos por una o varias variables que cuya evolucién es
debido al tiempo y en los cuales la respuesta no es proporcional al estimulo. Los
tipos de movimientos son caos, periddico y cuasi peridédico (Fernandez Sanjuan,
2016, pags. 108-109).

Los tres caminos de la dindmica son: newtoniano, hamiltoniano y de la teoria

general de sistemas dinamicos. Se define una ecuacién de movimiento como:

X = u(x,t),k=1,2,..,m a7

para un sistema dinamico de orden m. si se trata de un sistema mecanico con n
grados de libertad, es decir, un sistema hamiltoniano, las x; seran posiciones y

momentos:
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(q1,-+9n.P1,--Pn)
X1y eeny Xpp) = 18
(1, e Xm) (@1,-Gn) (18)
y el campo vectorial con m = 2n:
OH OH oH OH
o t) = (S, S 22O g
(uy m) ap1’ " Opn a1 9an (19)

Hay un aspecto de la realidad fisica que se opone al tratamiento Hamiltoniano y es
la irreversibilidad. El mundo es irreversible y los sistemas hamiltonianos pueden ser
reversibles, por su manera de simplificar e idealizar los modelos. Sin embargo, en
el mundo natural los sistemas hamiltonianos pierden validez. Por eso, en algunos
problemas, es mejor tratarlos con la teoria general de sistemas dinamicos (Rafada,
1990, pags. 545-546).

1.16 Determinismo y predictibilidad

De manera general las ecuaciones de movimiento tienen una solucion Unica con
datos iniciales. En la mayoria de los casos, no es posible encontrar su solucién
analitica ya sea particular o general y entonces es necesario recurrir al calculo
numérico. Con los datos iniciales se obtiene una solucién dentro de una region

posible.

Lo importante es que el estado del sistema en cualquier momento determina la
solucién g, (t), Vt, el presente, pasado y futuro del sistema. Como ejemplo; cuando

Gauss predijo la posicion del asteroide Ceres con base en los datos del afio anterior.
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En ese momento se identific6 determinismo con predictibilidad, es decir, la

capacidad de predecir el futuro.

1.17 Errores

El conocimiento de la naturaleza siempre esta sujeto a imprecisiones, los datos

iniciales tienen errores debido a los procesos de medicion y se escriben de la forma:

x(to) = xo = Axg (20)

Los datos con errores en los métodos de calculo también incluyen otros errores. Por
ejemplo; en los esquemas numéricos tienen errores de truncamiento o redondeo y
en los desarrollos en series, en los que no se puede hacer la suma, se trunca y esto
introduce un error. Dependiendo de la velocidad con la que se comporte el error,

puede ser manejable o imperceptible o puede ser violento e inmanejable.

Se dice que un sistema tiene sensibilidad fuerte a las condiciones iniciales (SFCI),
si un pequefio cambio en ellos aumenta exponencialmente en el tiempo, ya que las
soluciones se separan violentamente entre ellas. La predictibilidad requiere que el

sistema sea determinista y no tenga SFCI (Rafiada, 1990, pags. 547-551).

1.18 Teoria de estabilidad

Sea el sistema dinamico autbnomo:
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Q.Ck = uk(x),k =1,..,m (21)

De manera que m = 2n, para un sistema newtoniano con n libertades. En el caso
estatico si xo = (x40, .-, Xmo) €S Un punto de equilibrio, se dice que es estable si Ve >
0,3 6(e) tal que x;(t) es una solucion de manera que, [x'(0)x,| <& cumple
|x"(t)x,| < g, Vt > 0. Es decir, si en t = 0 una solucion se acerca suficiente a x, ya

no se aleja de este punto.

\

/

Figura 4. a) Punto de equilibrio estable.

s

i/

)

T3

Figura 4. b) Punto asintéticamente estable.

}
P e o
S

Figura 4. c) Punto inestable (Strogatz, 1994, pdg. 551).



Se dice que x, es asintéticamente estable si existe un § tal que x'(t) — x, cuando
t » o.si |x'(0) —x,| <. Se llama atractor y las trayectorias cercanas a x, se
acercan a este punto. Si x, es inestable significa que hay trayectorias que se
acercan a x, y luego se alejan. Para un potencial, un minimo es estable y un maximo

es inestable.

1.19 En el caso dinamico (estabilidad en el caso dinamico)

En el sistema dinamico x, = uy(x) donde k = 1,2, ..., my x,(t) es una solucion, C
es la curva en el espacio de fases correspondientes. Si tenemos un punto P = x,y.
La distancia del punto P a la curva C se define como: d(P, C) = inf |x, — x| en donde

x pertenece a C, esto significa la distancia minima de P a los puntos de C.

Tenemos que x,(t) es estable, si para todo € > 0 existe una §(¢) tal que x,(t) es
otra solucién tal que |x'(0) — x(0)| < 6, esto cumple que d(x'(t),C) < &, para todo
t > 0. Esto significa que las trayectorias préximas a C en un instante, se quedan
préximas en un futuro. Por su parte, la estabilidad en el sentido de Poncaire o
estabilidad orbital. x,(t) es asintoticamente estable si es estable y el limite

tlim d(x'(t),C) = 0, quiere decir que las trayectorias proximas a C en un tiempo t,

se acercan de forma asintética a C.

Supongamos que x;(0) = xo Y x,(t) €s una aproximacion a x; (t) talque x;, — € <
x;,(0) < xio + €. Y sea Cy C’ sus curvas, ¢ representa un error de célculo. Si x; (t)
es estable, C y C’ se mantienen proximas. Si x,(t) es asintéticamente estable la

separacion en C y C’ disminuye y converge a cero.

Si se intenta encontrar una solucion numeérica. En cada paso de integracion se

introduce un error interpretandose como un cambio en los datos. x,(t;) a x,(t;) +
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Ax;. Si la solucion es inestable el error tiende a aumentar. (Rafiada, 1990, pags.
551-555)

1.20 Espacio de fase en sistemas dinamicos de orden n

Una herramienta esencial en la dinamica no lineal, es la nocion geométrica de
espacio de fase, que se le atribuye al fisico Josiah Willard Gibbs (1839-1903), el
cual acui6 el término de espacio de fases. El andlisis de éste puede obtener

informacion del sistema (Fernandez Sanjuan, 2016, pag. 111).

Un sistema estéa determinado por un conjunto de ecuaciones Xy, -+, Xp.

dX; ..
— = Ry Xl =1, 22)

En la que el tiempo es la Unica variable independiente y las funciones F; tienen al
menos una primera derivada parcial continua. El sistema puede estudiarse con el
espacio de fase, un espacio euclidiano I' de dimension M cuyas coordenadas son
X,,+,Xy. Cada punto en el espacio de fase representa un posible estado

instantaneo del sistema.

Un estado que varia de acuerdo con la expresion (22), ésta representa una particula
en movimiento en el espacio de fase, viajando a través de una trayectoria que se
encuentra en el espacio de fase. La posicibn de una particula estacionaria

representa un estado estable, se incluye como una trayectoria.
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Definimos las derivadas parciales dF /0X, como continuas, t, es cualquier tiempo, y
si X10,:+, Xyo SON cualquier punto en T', entonces las ecuaciones (22) tienen una

solucién Unica:

Xizﬁ(Xlo,"',XMo,t), i=1,"‘,M, (23)

esto es valido a lo largo de un intervalo de tiempo que contiene t,, y satisface la

condiciéon

fi(XIO""IXMO' tO) = XiOl i=1-,M, (24)

si las funciones f, son continuas en X;,, -, Xy, Y t. entonces, existe una trayectoria
Gnica a través de cada punto de I'. Sin embargo, otras trayectorias pueden
acercarse al mismo punto o la misma curva asintéticamente cuando t > 0 t —
—oo. Debido a que las funciones f; son continuas, con el paso del tiempo se

establece una deformacién continua de cualquier region de I' en otra region.

Para el caso de un sistema conservador, en la que alguna cantidad positiva Q, que
representa una forma de energia, invariante en el tiempo, establece que cada
trayectoria esta confinada a una u otra de las superficies de constante Q. Estas

superficies pueden tomar la forma de conchas concéntricas cerradas.

Si Q excede o iguala un valor fijo de Q; y hay disipacion y forzamiento, la disipaciéon
disminuye Q rapidamente, entonces el forzamiento puede aumentar @, entonces
(—dQ / dt) debe tener un limite inferior positivo en donde Q > Q,y todas las

trayectorias deben quedar atrapadas en una region donde Q < Q;. Por tanto, las
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trayectorias que representan el flujo disipativo forzado pueden ser diferentes de las

que representan el flujo conservador.

Los sistemas de disipacion forzada de este tipo estan definidos por:

dx;
dt :zalijij_Zbl]Xj-l_cl (25)
J K i

en la que Y a;jxX;X; X, desaparece de forma idéntica,;; b;;X;X; es positivo definido

y ci,+,Cpy SON constantes. Si

— 1 2
0= EZ_XL- (26)

y sie;, -+, ey son las raices de las ecuaciones

Z(bu + b]l) ej = Cj (27)

l

se sigue de (27) que

dQ
dt Z bijeie; — Z bij(X; — ) (X; — &) (28)
i,j i,j
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solo desaparece en la superficie de un elipsoide E el lado derecho de (28), es
positivo en el interior de E. Las superficies de constante Q son esferas concéntricas.
Si § es una esfera cuyo interior R contiene el elipsoide E, cada trayectoria

eventualmente queda atrapada dentro de R (Lorenz, 1963, pags. 131-132).

1.21 Dimensiones fraccionarias, fractales y caos

En la naturaleza, existen muchas figuras con una caracteristica comun como es la
auto semejanza, esta propiedad consiste en que una parte de la figura geométrica

se aumenta y aparece la misma estructura.

Para caracterizar las figuras que presentan esta propiedad de auto semejanza se
requiere de la utilizacién de dimensiones fraccionarias. El fisico Benoit Mandelbrot

definio estos objetos como “fractales” (Ver p. 20).

El nombre de fractal deriva del latin que significa romper, crear fragmentos
irregulares. La geometria fractal inicio en 1975, aunque las herramientas y
conceptos que la desarrollaron son mas antiguas. En 1875 Bois Reymond reporto
que: “Weirstrass habia construido una funciéon continua no diferenciable, la crisis
duré aproximadamente hasta 1925. teniendo como actores principales a Cantor,
Peano, Lebesgue y Hausclorff. Estos nhombres al igual que Besicovitch, Bolzano,
Cesaro, Koch, Osgoocl, Sierpinski y Urysohn, no se encuentran en el estudio
empirico de la naturaleza, pero el trabajo de estos gigantes ha trascendido” (Aceff
Sanchez, 2000)

Para medir objetos geomeétricos la idea de dimension es fundamental. Un cubo tiene
dimensién 3, un plano tiene dimensién 2 y una linea tiene dimensién 1 y existen

figuras con dimensién fraccionaria como las siguientes.
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El conjunto de koch se muestra en la Figura 5 y tiene una dimension de: % = 1.26

Figura 5. Conjunto fractal de Koch. (Ferndndez Sanjudn, 2016, pdg. 121)

El conjunto de Sierpinsk se muestra en la Figura 6 y tiene una dimension de:

AL L
Ab £x

Figura 6. Conjunto de Sierpinski (Ferndndez Sanjudn, 2016, pdg. 121).

El caos y los fractales esta relacionados por su naturaleza cadtica, debido a la idea
de la asociacion entre el atractor caotico que describe un objeto geométrico con
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dimension fractal que vive en el espacio de fases (Fernadndez Sanjuan, 2016, pag.
121).

2.0 Fundamentos de sistemas cadticos

En esta parte del documento, se pretende exponer las principales caracteristicas de
los comportamientos que pueden mostrar los sistemas dinamicos no lineales,
conocido ahora como “caos”. Enfocaremos la atencién en tres ejemplos icénicos

que expondré a continuacion.

2.1 Ecuaciones de Rossler

El sistema de Rossler esta descrito por:

X=-y—z
y=x+ay (29)
Zz=b+z(x—rc)

Es un sistema de campos vectoriales que puede presentar caos. Este campo pasa
por bifurcaciones de duplicacién de periodo si el parametro ¢ aumenta. Esto termina
con la aparicion del atractor caético para los parametros: a = b = 0.2,c = 5.7 . ver

Figura 7.
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Gréfica Temporal del Estado XY Xy c=2.5
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Figura 7. Ruta al caos por duplicacion de periodo en el modelo de Rossler, el pardmetro de c va cambiando de c=2.5

hasta c= 5.
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Atractor caético de Rossler

Estado Xg

Estado X5 Estado x

1

Figura 8. El atractor cadtico de Rossler con los parametros a=b=0.2,c=5.7 .

Cuando el parametro de ¢ es muy pequefio: ¢ « 1. Tiene lugar en una 6rbita
periodica atractora que se vuelve inestable en una bifurcacién de duplicacién de
periodo. El cambio que ocurre en esta bifurcacion es que el atractor original es
cambiado por otra orbita periédica, pero con el doble del periodo que gira alrededor
dos veces antes de terminar, después es reemplazado por otra érbita, pero ahora
gira 4 veces antes de terminar y asi a medida que ¢ aumenta, culminando en la
creacién del atractor caético como se muestra en la Figura 6 con los datos: a =b =

0.2,c = 5.7 (Arroowsmith & Place , 1992).
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2.2 Ecuaciones de Henon

En 1976 Hénon propuso un sistema discreto en el plano que se describe con la
siguiente expresion:

Xpp1 =1-— axrzl + Vn
30
{yn+1 = bx, ( )

gue describe un sistema dinAmico que contrae el area si el valor absoluto de b es

menor a 1. Debido a la definicién de su jacobiano!?.

0(Xn+1,Yn+1)
= Wmndm) _ _p (31
] 9(xnYn) ( )

para los valores a = 1.4 y b = 0.4 sucede que el movimiento tiene a un atractor
extrafo. En la Figura 7 se puede observar una serie de acercamientos, lo cual
podemos observar que el atractor de Hénon es inhomogéneo y se considera como

un conjunto de infinitas lineas.

11 E| Jacobiano es una medida de cdmo distorsiona una transformacion T: R?> — R? al 4rea de una regién
(Marsden & Tromba , 2004, pag. 367).
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Figura 9. Acercamientos a la figura de Henon para comprobar que es auto-semejante e inmohogeneo.

Una de sus propiedades es su invarianza de escala, ya que es igual en todas sus
ampliaciones. Por otra parte, el color mas tenue de los puntos tiene relacion con el
calculo numérico y que no se estan graficando los puntos que deberian estar ahi.

Los conjuntos con esta propiedad se denominan auto-semejantes.

La dimension del atractor de Henon es 1.26, que es mas que una curva y menos

que una superficie (Rafada, 1990, pag. 613).
2.3 Ecuaciones del sistema masa resorte

Las ecuaciones del sistema masa resorte son:
(-
- b k (32)
y=-(2)y-()x
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Conm, by k como parametros. El sistema masa — muelle esta formado por un objeto
unido mediante un muelle o resorte a una pared, en la Figura 8 podemos observar
Su representacion. Si se desplaza de su punto de equilibrio una cantidad pequefa
la fuerza de restauracion es lineal o proporcional al desplazamiento, de manera que

su movimiento es regular, oscilatorio y periédico.

m

ﬁv\‘
i

N ~¢ ‘<<‘

m
F
X

Figura 10. Diagrama de una masa unida a un resorte o muelle (Ferndndez Sanjudn, 2016, pdg. 111).

Cuando el desplazamiento del punto de equilibrio es grande, la fuerza de
restauracion del muelle no es lineal, por lo que los movimientos pueden ser
irregulares y de naturaleza cadtica donde no hay periodicidad, y la capacidad de
prediccibn a tiempos grandes es imposible. Este es un sistema periddico
(Ferndndez Sanjuan, 2016, p.111).
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2.4 Las ecuaciones de conveccion de Saltzman un

antecedente del sistema de Lorenz

A continuacién, trabajaremos con un sistema de tres ecuaciones diferenciales
ordinarias donde sus soluciones son un claro ejemplo de flujo determinista no
periodico. El sistema estudia la conveccion de amplitud finita y fue derivado por
Saltzman en 1962.

Uno de los estudios de Rayleigh (1916) fue: El flujo que ocurre en una capa de fluido
con profundidad uniforme H, en el momento que la diferencia de temperatura entre
las superficies superior e inferior permanece constante AT. Este sistema tiene una
solucion de estado estable en la que no hay movimiento y la temperatura del sistema
varia linealmente con la profundidad H. Si esta solucion es inestable, se desarrolla
la conveccién. Si todos los movimientos sean paralelos al plano x — z, y pasen
variaciones en la direccion del eje y, las ecuaciones que gobiernan pueden

escribirse:

I S CAG)) 4 26
atV Y= oD +vV*Y + ga ™ (33)

0, _ _ 9o ATy 2
ate - d(x,z) H 0x +k V70 (34)

La funcion de flujo ¢ para el movimiento bidimensional, 6 es la desviacion de la
temperatura en el estado de no conveccion, y las constantes g,a,v y k denotan,
respectivamente, la aceleracion de la gravedad, el coeficiente de expansion térmica,
la viscosidad cinematica y la conductividad térmica. Cuando los limites superior e
inferior son libres el problema es manejable, y y,V?y , E desaparecen en ambos

limites.
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Rayleigh descubrié que los campos de movimiento de la forma:

Y =1, sin(maH ™ 1x) sin(mH " 1z) (35)
0 = 0, cos(maH 1x) sin(mH " 'z) (36)

solo se desarrollan si la cantidad siguiente

R, = gaH3ATv k™1 (37)

llamado el nimero de Rayleigh, y éste excedi6 un valor critico:

R, =m*a"?(1+ a?)3 (38)

1 - .
cuando a? = 5 es el valor minimo de R, es decir, 274 /4 .

El cientifico Saltzman en 1962 derivd un conjunto de ecuaciones diferenciales
ordinarias expandiendo y y 8 en series dobles de Fourier en x y z, con funciones de
t solo para coeficientes, y sustituyendo estas series en (33) y (34). Los organizé de
tal forma que las ecuaciones resultantes en forma de series dobles de Fourier,
intercambiando productos de funciones trigopnométricas de z o x por sumas de
funciones trigopnomeétricas, y luego comparo coeficientes de funciones similares de
x Y z. para después reducir el sistema infinito resultante a un sistema finito quitando

la referencia a todas las funciones de 1 excepto a un conjunto finito especificado.
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Después se obtuvieron soluciones dependientes del tiempo por medio de
integracion numeérica. todas excepto tres de las variables dependientes al final
tendieron a cero, estas tres variables tuvieron fluctuaciones irregulares no
periddicas. Hubiera sido el mismo resultado si se hubiera truncado la serie al

principio para afiadir tres términos.

a(l+ a?) 'k~ = XV 2 sin(maH " x) sin(rH 'z) (39)

mRZ'R,AT 16 = Y2 cos(maH 'x) sin(mrH 'z) — Zsin(2nH"'z) (40)

donde X,Y,Z son las funciones de tiempo. Si se sustituyen las expresiones (39) y
(40) en (33) y (34), omitiendo los términos trigonométricos distintos de los que

aparecen en (39) y (40), se obtienen las ecuaciones:

X=-0X+oY (41)
Y= -XZ+rX-Y (42)
Z=XY—-bZ (43)

El punto significa derivada con respecto al tiempo adimensional 7 = w?H2(1 +
a?)kt, mientras que o=k v, es el nimero de Prandtl, r= R;R,, y b=
4(1+a*)~1. Excepto por las constantes multiplicativas, las variables X,Y, Z son las
mismas que las variables A, D y G de Saltzman. Las ecuaciones (31), (32) y (33)

son las ecuaciones que trabajaremos en esta tesis.

En estas ecuaciones, X es proporcional a la intensidad del movimiento convectivo,
Y es proporcional a la diferencia de temperatura entre las corrientes ascendentes y

descendentes, signos similares de X e Y indican que el fluido caliente esta subiendo
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y el fluido frio esta descendiendo. La variable Z es proporcional a la distorsion del
perfil de temperatura vertical debido a la linealidad, un valor positivo que indica que
los gradientes mas fuertes ocurren cerca de los limites. Las ecuaciones (31) - (33)
pueden dar resultados realistas cuando el niumero de Rayleigh es ligeramente
supercritico, pero no se puede esperar que sus soluciones se parezcan a las de (33)
y (34) cuando ocurre una conveccion fuerte, en vista del truncamiento extremo
(Lorenz, 1963, pags. 134-135).

2.5 Ecuaciones de Lorenz y sus propiedades

El sistema de Lorenz es uno de los mas estudiados como referente a sistemas
cadticos, fue propuesto por el meteorélogo Edward Lorenz para estudiar la
conveccion térmica en un fluido, basandose en sus simulaciones por métodos
numeéricos pudo observar las propiedades de la dependencia sensible a las

condiciones iniciales (Fernandez Sanjuan, 2016, p. 109).

Lorenz llevd el andlisis de su sistema al punto que habia eliminado todas las
posibilidades conocidas para el comportamiento a largo plazo de su sistema.
Demostrd que, en un rango de parametros, no podia haber puntos fijos estables ni
ciclos limite estables, también demostré que todas las trayectorias permanecen
confinados a una region delimitada y finalmente se sienten atraidos por un conjunto

de volumen cero. Ese conjunto es el atractor extrafio y el movimiento es caotico.

Las ecuaciones de Lorenz son:

x=0(y—x)
Yy=rx—y—XZ (44)
z=xy—bz

50



donde los valores g, r, b> 0 son parametros. ¢ es el numero de Prandtl, r es el
numero de Rayleigh y b no tiene nombre. El sistema (44) tiene dos no linealidades
(xy y xz). Por tanto, tienen una simetria en las ecuaciones de Lorenz. Si sustituimos
(—X, —Y) en (44), las ecuaciones no cambian. Por lo que, si (x(t),y(t),z(t)) es una
solucion, también (—x(t), —y(t), z(t)) es una solucion. Es decir, todas las soluciones

son simétricas en si mismas.

2.6 Contraccion de volumen

El sistema de Lorenz es disipativo: los volumenes en el espacio de fase se contraen
bajo el flujo. La evolucion de los volumenes en general, para un sistema
tridimensional x = f (x). Se elije una superficie cerrada como se muestra en la
Figura 11, cualquiera S(t) de volumen V(t) en el espacio de fase. los puntos de S
son condiciones iniciales para las trayectorias y al dejarles evolucionar durante un

tiempo infinito dt. S evoluciona en una nueva superficie S(t + dt).

Figura 11. Volumen en el espacio de fases que evoluciona a una nueva superficie. (Strogatz, 1994, pdg. 312)
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En la Figura 11 el vector normal n es perpendicular al volumen S. Como f es la
velocidad instantanea de los puntos, f - n que es la componente normal hacia
afuera de la velocidad. Por lo tanto, en el tiempo dt, la diferencia de area dA barre

un volumen (f e n dt) dA, como se muestra en la Figura 12.

fnd{

Figure 9.2.2

Figura 12. Diferencial de volumen. (Strogatz, 1994, pdg. 312)

V(t+ dt) = v(t) + (pequeiios parches de superficie) (45)

entonces obtenemos

V(t+dt) =V () + [(f -ndt)dA (46)

donde la integral es un volumen de barrido por pequefios diferenciales de superficie.

Se sigue que:

V(t+dt) —V(t)
It =Lf-ndA
V=/[f ndA (47)

al reescribir la integral anterior, por medio del teorema de divergencia.
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V=[V-fdv (48)

aplicando esto para el sistema de Lorenz.

0 0 0
V-fza[a(y—x)]+a—y[rx—y—xz]+£[xy—bz]
=—0—-1-b<0
V=f(—a—1—b)dv

s

V=(-0—-1-b)V

= (-0 —1-b)

S <<

J‘d

InV=—-(c+1+b)t

=—f(a+1+b)dt

~|

V= e—(a+1+b)t (49)

debido a que la divergencia es constante, (49) se reduce aV = —(c + 1 + b)t, y esto

tiene la solucion:

V(t) = V(0) e~ (o+1+b)t (50)

podemos concluir que los volumenes en el espacio de fase se encogen con una

rapidez exponencial. Entonces, si se empieza con una masa sélida, al paso del
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tiempo se contrae a un conjunto limite de volumen cero. cualquier trayectoria que
inicie en la “mancha” terminan en algun lugar de este conjunto limite; puntos fijos,
ciclos limite o, para algunos valores de los parametros, un atractor extrafio. La
contraccion de volumen impone fuertes restricciones a las posibles soluciones de

las ecuaciones de Lorenz.

En el sistema de Lorenz no hay soluciones cuasi periédicas. Ya que, si hubiera una
solucion cuasi periodica, tendria que estar sobre la superficie de un toro y este toro
seria invariante bajo el flujo. Por tanto, el volumen dentro del toro seria constante
en el tiempo. Pero esto contradice el que todos los volumenes se encogen de

manera exponencial.

El sistema de Lorenz no tiene puntos fijos que repelan a las oOrbitas cerradas. Es
decir, que todas las trayectorias que comienzan cerca del punto fijo u érbita cerrada
se alejan de él. Ya que, si se repelen, contradice la contraccion del volumen, porque
son fuentes de volumen. Todos los puntos fijos deben ser sumideros o sillas de
montar, y las érbitas cerradas, si las tuviera, deben ser estables o en forma de silla
de montar (Strogatz, 1994, pags. 311-313).

2.7 Puntos fijos

El sistema Lorenz (44) tiene dos tipos de puntos fijos. El origen (x*,y*,z*) = (0,0,0)
es un punto fijo para todos los valores de los parametros. Para r> 1, tiene un par
simétrico de puntos fijos x* = y* = +.,/b (r —1),z* =r —1, alos que Lorenz llamo
C* y C~. Estos representan rodillos de conveccién que giran hacia la izquierda o
hacia la derecha. Cuando r —» 1%, C*y C~ se fusionan con el origen en una

bifurcacién en forma de horquilla.
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2.8 Estabilidad lineal del origen

Para obtener la linealizacion en el origen se omiten las no linealidades en xy y xz
en (44)ysetienex =o(y — x),y = rx — y,Z =—bz. La ecuacion z(t) — 0 tiende

exponencialmente rapido y esta desacoplada. Como z = —bz entonces z = et

con determinante A=o(1— r) y traza 1 = —0 — 1 < 0. El origen es un punto de
silla si r> 1, debido a que, A < 0. El sistema completo es tridimensional. Incluyendo
la direccién z en decadencia, el sillin tiene una direccion de salida y dos de entrada.

Sir <1, todas las direcciones son entrantes y el origen es un sumidero.

2 —4A=(0+1)? —40(1-1)=(0—1)? +40r > 0 (52)

el origen es un nodo estable parar <1.

2.9 Estabilidad global del origen

Para r < 1, toda trayectoria se aproxima al origen cuando t — oo, siendo el origen

globalmente estable. Entonces, no hay ciclos limite o caos parar < 1.

Para su demostracion se construye una funcién definida positiva suave que

disminuye a lo largo de las trayectorias, es decir, una funcion de Lyapunov. Esta es
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una generalizacion de una funcién de energia para un sistema mecéanico clasico: en

presencia de friccion u otra disipacion, la energia disminuye monétonamente.

Con la siguiente consideracion:

V(x,y,z) = ixz + y? + z2. (53)

Las superficies de constante V son elipsoides concéntricos alrededor del origen

como se muestra en la Figura 13.

V= const

Figura 13. Las superficies de constante V son elipsoides concéntricos alrededor del origen. (Strogatz, 1994)

Sir<1y (x,y2) # (0,00), entonces V < 0 a lo largo de las trayectorias. Implica
gue la trayectoria continla moviéndose a V mas bajo y atraviesa elipsoides mas
pequefios, cuando t — 0. Pero, hay una limitacion a V, cuando esta por debajo de

0, por lo que, V(x(t)) - 0y x(t) - 0.

Derivamos la ecuacion siguiente:
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1
V(x,y,z) = ;xz + y? + z2

|
Vzgxa'c+yy+zz'

N =

sustituye por:
x=0(y—x)

Yy=rx—y—Xxz

z=xy—bz

1. 1
EV = ;x(o(y —x)) +y(rx —y — xz) + z(xy — bz)

;V = ((xy —x?)) + (rxy — y* — xzy) + (zxy — bz?)

1V—1 . 4 v+ 23
5V =oxx+yy+zz

1.
> V =(yx —x?) + (ryx — y? — xzy) + (zxy — bz?)

%I'/=(r+1)xy—x2—yz—bz2 (54)

completando los cuadrados en los primeros dos términos se tiene:

A P N Y ol E ot S o

sir < 0, el lado derecho de la expresion anterior es negativay (x,y,z) # (0,0,0). Si
V = 0 implicaria que y=0,z=0yx = 0. El resultado es queV = 0 implica
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(x,y,z) = (0,0,0). De lo contrario, V < 0. Por lo tanto, se establece la afirmacién y,

por lo tanto, el origen es globalmente estable para r <1.

2.10 Estabilidad de €* y C~

Sir > 1, implica que C*y C~ existen. Entonces tenemos que:

g(o+b+3) (56)

1<r<ry= p—)

solo ocurre sio — b-1 > 0. El subindice H significaque C* y C~ pierden estabilidad

en una bifurcacion de Hopfen r = ry.

Lo que sucede después de la bifurcacién, para r mayor que ry. C*Y C~ estarian
rodeados cada uno por un ciclo limite estable. Solo si la bifurcacion de Hopf fuera
supercritica. Pero en realidad es subcritico: los ciclos limite son inestables y existen

solo parar < ry.

Parar <1y, larepresentacion de fase cerca de C* se muestra en la Figura 14.
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saddle cycle

unstable manifold
of saddle cycle

Figura 14. Colector principal inestable del ciclo silla. (Strogatz, 1994, pdg. 316})

El punto fijo es estable y esta rodeado por un ciclo de silla, El ciclo tiene un
distribuidor inestable bidimensional como se muestra en la Figura 14. Tiene un
distribuidor estable bidimensional, debido a que r — ry, por abajo, se contrae el ciclo
alrededor del punto fijo. En la bifurcacion de Hopf, el punto fijo absorbe el ciclo del
sillin y se convierte en un punto del sillin. Para r > 14, no hay atractores en el

vecindario. Entonces, las trayectorias deben dirigirse a un atractor distante.

Un diagrama de bifurcacién parcial para el sistema, basado en los resultados
anteriores, muestra que ningun objeto es estable para r > 1y, como se muestra en

la Figura 15.

unstable
cycle

r=1 r=ry,

Figura 15. Bifurcacion parcial, ningun objeto es estable para r>r_H. (Strogatz, 1994, pdg. 317)
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Las trayectorias no son repelidas hasta el infinito. Las trayectorias eventualmente
entran y permanecen en cierto elipsoide grande. Lorenz argumentd que para r

levemente mayor que ry, cualquier ciclo limite tendria que ser inestable

Por lo que, las trayectorias tienen un comportamiento extrafio a largo plazo. Las
trayectorias son repelidas de un objeto inestable tras otro y estdn confinados a un
conjunto limitado de volumen cero, sin embargo, pueden moverse dentro de este

conjunto sin cruzarse con otros (Strogatz, 1994, pags. 314-317).

2.11 Caos en un atractor extrafo

Lorenz utilizé la integracion numérica para observar qué pasaria con trayectorias a

largo plazo. Estudié como caso particular los pardmetros: ¢ = 10,b = g,r = 28. El

o(0+3+b)
o—1-b

valor de r es mayor al valor de la bifurcacion Hopf ry = ~ 24.74.

La integracion comenzo en la condicion inicial (0, 1, 0), cerca del punto de silla en
el origen. Como se muestra en la Figura 16 los gréficos y (t) para la solucién

resultante.
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Figura 16. Solucion y (t) cerca del origen, con valores iniciales (0,1,0) (Strogatz, 1994, pdg. 318).

El grafico comienza con un transito ascendente, después se en una oscilacion
irregular que continua cuando t — oo, y nunca se repite. El movimiento es

aperiodico.

Lorenz descubri6é una estructura si la solucién se visualiza como una trayectoria en
el espacio de fase como se muestra en la Figura 17. Por ejemplo, el grafico con x(t)

frente z(t), parece un patrén de mariposa.

Figura 17. Atractor de Lorenz (Strogatz, 1994, pdg. 319).
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Debido a que la proyeccion de la trayectoria es plana de un elemento tridimensional
da la apariencia de que se cruzan las trayectorias, pero no ocurren auto-

intersecciones.

En la Figura 17, la trayectoria comienza cerca del origen, luego gira hacia la derecha
y luego se sumerge en el centro de una espiral a la izquierda. EI nimero de circuitos
realizados en cada lado varia de manera impredecible de un ciclo al siguiente. Da

la apariencia de una secuencia aleatoria.

Cuando se observa la trayectoria en tres dimensiones, parece asentarse en un
conjunto delgado y parece un par de alas de mariposa. La Figura 18 muestra un
esquema de este extrafio tractor, el término fue propuesto por Ruelle y Takens en
1971. Este conjunto limite es el conjunto atractivo de volumen cero cuya existencia

se dedujo en la seccion anterior.

Figura 18. Esquema del atractor extrafio (Strogatz, 1994, pdg. 320).

La estructura geométrica del atractor extrafio en la Figura 18 sugiere que se trata
de un par de superficies que se fusionan en una en la parte inferior, pero por el
teorema de la unicidad (seccion 1.12) dice que las trayectorias no pueden cruzarse

o fusionarse. La explicacion de Lorenz es que: las dos superficies parecen
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fusionarse. Dan esta ilusion, debido a la fuerte contraccion de volumen del flujo y la
resolucidon numérica insuficiente o deficiente, esto hace parecer que las dos

superficies se fusionan, pero siguen siendo distintas.

Cada superficie es en realidad un par de superficies, es decir, donde parecen
fusionarse, hay de hecho cuatro de ellas. Continuando con este proceso para otro
circuito, hay en realidad ocho superficies. A manera de conclusién, decimos que hay
un complejo infinito de superficies, extremadamente cercana a unas con otras de
las dos superficies que se fusionan. A esto se le conoce como fractal y es un
conjunto de puntos con volumen cero y superficie infinita. Con base en los
experimentos numéricos, se sugiere que tiene una dimension de 2,05

aproximadamente (Strogatz, 1994, pags. 317-320).

2.12 Dinamica hiperbdlica

Como ya hemos visto el sistema de Lorenz, es un sistema de tres ecuaciones
diferenciales ordinarias acopladas, estas representan la conveccién de fluidos
atmosfeéricos, en esta seccion de la tesis, le vamos a dar cierto analisis al calcular

sus valores propios usando el jacobiano.

X = —ox + oy
y=—xz+px—y (57)
z=xy—pfz

Los pardametros g, p, B positivos, llamados; numero de Prandlt, numero de Rayleigth,

y constante de proporcionalidad respectivamente. Los valores usados por Lorenz

son: o =10, = g y p variable.
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Para comenzar el andlisis del sistema iniciamos calculando los puntos de equilibrio,

tomando x =0,y =0,Z = 0.

—ox+oy =0 (58)
—xz+px—y =0 (59)
xy—pfz=0 (60)

Despejando de la ecuacion [58] tenemos que si ¢ = 10 entonces x = y. Al sustituirlo

en la ecuacion [59] y [60] se obtiene:

x(—z+p—-1)=0 (61)
x2—Bz=0 (62)

del resultado [61] tenemos dos casos posibles; que x =00z =p—1; six =0 de

[62] se obtiene que z = 0, ya que § # 0. Por otro lado, siz = p — 1 de [62] se deduce

que x?> = B(p — 1), o sea x + {/B(p — 1), por lo tanto, los puntos de equilibrio son:
(0,0,0); (/8(p — 1),4/B(p —1),p—1). El jacobiano asociado al sistema en

cualquier punto(x,y,z) € R3 es:

—0 o 0
J(x,y,2)) = (P -z -1 —x) (63)
y x —p

a continuacion, calculamos los valores propios de [63] en los puntos de equilibrio,

en el punto fijo (0, O, 0) el jacobiano es:
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-0 o 0
](0,0,0)):<p -1 0) (64)

con polinomio caracteristico (—f —A1)[(—o —A)(—A2—1) —ap] =0, con valores

-(1+0)—y(1+0)?-4(c—po) Aa = -(1+0)—/(1+0)2-4(c—po)
2 G 2 '

propios: 1, = =, 4, =

Como el valor de p es variable podemos tomar p =1, y los valores propios
quedarian: 1, = —,1, = —(1+0),43 = 0; es decir, 1, = —g,lz =-11,4;=0. En

este caso el sistema de Lorenz [57] bifurca. Los valores y vectores propios son:

0
A= —g, con su vector v, = (0)
1

—10
1, = —11, con su vector v, = ( 1 )
0

1
A3 = 0, con su vector propio v; = (1)
0

en el plano xy el punto de equilibrio se denomina nodo atractor, donde ocurre una

bifurcacion horquilla.

valores propios de 4,y 4, reales cuando tomamos p < 1.

8 ~11—/(11)Z = 40(1 — p) ~11 +/(11)2 — 40(1 — p)
Alz——’ﬂ'zz ,A3=
3 2 2
(11)2 — 40(1 — p) > 0
121 —-40+40p >0
40p > —81
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81 .
para los valores de p > —o Y los valores propios de 4,y 4, son reales, cuando los

81 . . .
valores son: p < o A1y 4, son complejos, todos los valores propios en el origen

tienen una parte real negativa, se le llama sumidero hiperbdlico, que tiene un solo

atractor.

para los valores cuando p > 1 tenemos varios casos:

1. Para para p €][10,13.296] el punto de equilibrio estable

<\/§ (p— 1),J§ (p—1),p— 1) se convierte en un punto atractor.

2. Para p € (13.296,24.74) el punto de equilibrio estable

<—\/§ (p—1), —\/g (p—1),p— 1) se convierte en un punto atractor.

3. Para p = 24.74 las orbitas saltan en los tres puntos de equilibrio pareciendo

una mariposa.

El método de las formas normales es un método que se usa en los sistemas
dindmicos que presentan bifurcaciones y consiste en reducir un sistema a uno mas
apropiado, permitiendo facilitar el estudio. El sistema de Lorenz es un modelo
hidrodindmico con tres parametros, cuando p > 1 presenta una bifurcacion y su
estudio sin pérdida de generalidad podemos estudiar en el plano z =p — 1. El

sistema de Lorenz queda: (Perko , 2001)

X=y
y=x(1—2z)—Bx3-21y (65)
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z=—a(z —x?)

2.13 Divergencia exponencial de trayectorias cercanas

El movimiento del atractor tiene una dependencia sensible de las condiciones
iniciales. Que implica que si dos trayectorias comienzan muy cercanas estas
divergiran rapidamente entre ellas y tendran futuros distintos. La prediccion a largo
plazo se torna relativamente imposible en un sistema como este, en la que las

diminutas incertidumbres se amplifican velozmente.

En el tiempo t, suponga que x(t) es un punto en el atractor, ademas considere un
punto cercano, denotado por x(t) + §(t) , § es un diminuto vector de separacion con

longitud inicial ||8,|| = 10~°> como se muestra en la Figura 19:

x(¢)

()

x(O)+8()

Figura 19. Dos puntos cercanos con una ligera separacion (Strogatz, 1994, pdg. 321).

Podemos suponer que 6(t) crece y con base en estudios numéricos del atractor de

Lorenz, se sabe que lo hace de manera exponencial. Donde A = 0.9.

18()II~Nl8olle** (66)

La divergencia exponencial debe detenerse cuando la separacién sea comparable

al diametro del atractor. El nimero 4 se llama exponente de Lyapunov, aunque en
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realidad hay n exponentes de Liapunov diferentes para un sistema n-dimensional.
A es en realidad el mayor exponente de Lyapunov, es decir, su exponente

dominante. Ademas A depende ligeramente de la trayectoria que se estudie.

Cuando un sistema tiene un exponente de Lyapunov positivo, hay un horizonte de
tiempo mas all4 del cual la prediccion se rompe, ademas al realizar la medicion de
las condiciones iniciales de un sistema experimental con mucha precision siempre
hay algun error ||§,|| entre nuestra estimacion y el verdadero estado inicial. Después
de un tiempo t, la diferencia aumenta: ||5(t)||~||5,|le**. Donde a es una medida de
tolerancia, es decir, si la prediccion cae dentro de a se considera aceptable y la

prediccion se vuelve intolerable cuando ||5(t)]| = a.

1
thorizon™~0 (Z In ﬁ) (67)

Debido a la dependencia logaritmica de [|&,l|. No se puede reducir el error de

YT . et 1
medicion inicial, y solo se puede predecir unos cuantos multiplos de >

2.14 Definiendo el caos

En los afios setenta gracias a las aportaciones tedricas de David Ruelle y Floris
Takens que introdujeron el concepto de atractor extrafio en 1971. Se refiere a un
objeto geométrico, un atractor diferente a los conocidos donde los puntos fijos

periodicos y cuasi periédicos o ciclos limites, de ahi deriva que sea extrafio ya que
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no cae en casos conocidos, y ademas posee una dimension no entera, fraccionaria

o también conocida como fractal*? (Fernandez Sanjuan, 2016, p.116).

El caos es un comportamiento aperiodico a largo plazo en un sistema determinista
que muestra una dependencia sensible de las condiciones iniciales. AlUn no se
acepta universalmente una definicion del término caos, pero los siguientes tres

aspectos son reconocidos.

1. "Comportamiento aperiodico a largo plazo" significa que hay trayectorias que no
se establecen en puntos fijos, Orbitas periddicas o cuasi peridédicos orbitas como t —
. Por razones practicas, deberiamos exigir que tales trayectorias no sean
demasiado raras. Por ejemplo, podriamos insistir en que haya un conjunto abierto
de condiciones iniciales que conduzcan a trayectorias aperiodicas, o tal vez en que
dichas trayectorias deberian ocurrir con una probabilidad distinta de cero, dada una

condicion inicial aleatoria.

2. "Determinista" significa que el sistema no tiene entradas o parametros aleatorios
o ruidosos. ElI comportamiento irregular surge de la no linealidad del sistema, mas

gue de fuerzas impulsoras ruidosas.

3. "Dependencia sensible de las condiciones iniciales” significa que las trayectorias
cercanas se separan exponencialmente rapido, es decir, el sistema tiene un

exponente de Lyapunov positivo.

El caos es diferente a la inestabilidad. EI comportamiento cadtico debe ser
aperiodico y excluye tanto los puntos fijjos como el comportamiento periédico
(Strogatz, 1994, pags. 320-323).

12 E| desarrollo de la geometria fractal se debe a Benoit Mandelbrot.

69



2.15 Definicidon de atractor y atractor extrafo

El término atractor también es dificil de definir de manera rigurosa. Un atractor es
un conjunto al que convergen todas las trayectorias vecinas. Los puntos fijos
estables y los ciclos limite estables son ejemplos. Definimos un atractor como un

conjunto cerrado A con las siguientes propiedades:

1. A es un conjunto invariante: cualquier trayectoria x(t) que comience en A

permanece en A todo el tiempo.

2. A atrae un conjunto abierto de condiciones iniciales: hay un conjunto abierto U
gue contiene A tal que si x (0) € U, entonces la distancia de x(t) a A tiende a cero
cuando t — oo. Esto significa que A atrae todas las trayectorias que comienzan lo
suficientemente cerca de él. La mayor de estas U se llama cuenca de atraccion de
A.

3. A es minimo: no existe un subconjunto adecuado de A que satisfaga las
condiciones 1y 2.

Aunque todas las trayectorias se sienten atraidas por un conjunto acotado de
volumen cero, ese conjunto no es necesariamente un atractor, ya que podria no ser

minimo.

Finalmente, definimos un atractor extrailo como un atractor que exhibe una
dependencia sensible de las condiciones iniciales. Los atractores extrafios se
llamaron originalmente extrafios porque a menudo son conjuntos fractales. Hoy en
dia, esta propiedad geométrica se considera menos importante que la propiedad

dinamica de la dependencia sensible de las condiciones iniciales. Los términos
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atractor cadtico y atractor fractal se utilizan cuando se desea enfatizar uno u otro de

€s0s aspectos (Strogatz, 1994, pags. 323-325).

2.16 Mapa de Lorenz

La manera que encontr6 Lorenz de analizar la dinAmica de su atractor extrafio tiene

una vista particular del atractor figura 20.

Figura 20. Seccidn del atractor de Lorenz (Strogatz, 1994).

En donde la trayectoria deja una espiral después de exceder una distancia critica
desde el centro. alguna caracteristica Unica de un circuito dado deberia predecir la
misma caracteristica del siguiente circuito. Esta caracteristica Unica se centra es z,

el n-ésimo es un maximo local de z(t).
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Figura 21. El estado anterior puede predecir el estado posterior segun Lorenz (Strogatz, 1994).

En la figura 21 se puede observar segun la idea de Lorenz es que z,, tendria que
predecir z,,,. Y para comprobarlo integré numéricamente las ecuaciones en un
periodo largo, después midioé los maximos locales de z(t), por ultimo, graficé z,,,
contra z,. En la Figura 21, los datos de la serie de tiempo cadtica parecen caer

ordenadamente en una curva.

50 I ] I I

45 - : -

40 P .
Zn+l 7

35 - .o‘ * . —

30 -

25 H | | 1
25 30 35 40 45 50

Zn

Figura 22. El mapa de Lorenz se parce al mapa de Poincaré (Strogatz, 1994, pdg. 327).

De esta manera Lorenz extrajo orden del caos. La funcién z,,., = f(z,) se

denomina mapa de Lorenz (Figura 21). Dado z,, se puede predecir z;; por z; =
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f(zy),y luego predecir z, = f(z,), y asi sucesivamente. El grafico de la Figura 22
no es una curva. Por lo que f(z) no es una funcion bien definida, debido a que puede
haber méas de una salida z,,,, para una determinada entrada z,.El mapa de Lorenz

se parce al mapa de Poincaré.

En ambos casos, se intenta simplificar el analisis de una ecuacién diferencial
reduciéndola a un mapa iterado de algun tipo. Para construir un mapa de Poincaré
para un flujo tridimensional, calculamos las intersecciones sucesivas de una
trayectoria con una superficie bidimensional. Se toma un punto en esa superficie,
especificado por dos coordenadas, y luego estas cambian después del primer
regreso a la superficie. Por otro lado, en el mapa de Lorenz se caracteriza la
trayectoria por un solo numero, solo funciona si el atractor es plano o cercano a dos

dimensiones.

Descartar ciclos limite estables. El atractor de Lorenz no es un ciclo limite, las
trayectorias no se repiten nunca, las trayectorias no se asentaran con el tiempo,
Lorenz tiene un contraargumento valido en que los ciclos limite estables, Su
argumento se basa en la observaciéon de que el grafico de la Figura 23 satisface en

todas partes.

If'(2)] >1 (68)

Esta propiedad implica que, si existe algun ciclo limite, es necesariamente inestable.

Analizando los puntos fijos del mapa f. Los puntos z* tales que f(z*) = z*, es decir,
Zn = Zn+1 = Zn4+2 = -+ La figura anterior muestra que hay un punto fijo, en la que la
diagonal de 45° intercepta con la grafica y ésta representa una Orbita cerrada como

la siguiente imagen:
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Figura 23. Orbita cerrada, no se intercepta (Strogatz, 1994, pdg. 329).

Para mostrar que esta Orbita cerrada es inestable, considere una trayectoria
ligeramente perturbada que tiene z, = z* + n,, donde n,,, es pequefio. Después de
la linealizacion habitual, encontramos 7,,., = f'(z*)n,. Como|f'(z*)| > 1, por lo que

obtenemos:

41l > [0 (69)

Por tanto, la desviacion n,, crece con cada iteracion, por lo que la érbita cerrada

original es inestable.

Ahora generalizamos ligeramente el argumento para mostrar que todas las érbitas

cerradas son inestables.

El mapa de Lorenz z,., = f(z,), con |f'(z)| > 1 para todo z, todas las Orbitas
cerradas son inestables. La secuencia {z,} es una Orbita cerrada cualquiera. La

orbita al final se cierra, y la secuencia se repite eventualmente. Entonces, z,,, = z,

para un entero p = 1, donde p es el periodo de la secuencia.
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La orbita cerrada correspondiente es inestable, si se considere el destino de una
pequefia desviacion n,, después de p iteraciones, cuando el ciclo esta completo.

[7n+p| > ||, implica que la desviacion ha crecido y la orbita cerrada es inestable.

Para calcular n,,,. Después de una iteracion, n,.1 = f'(z,)n, por linealizacion

alrededor de z, Del mismo modo, después de dos iteraciones.

Mni2 = f’(Zn+1)77n+1
= f’(Zn+1)[f’(Zn)77n]
= [f'Zn+1)f (2]

después de p interaciones.

Mty = [[1oze £/ Znar) | (70)

En la expresion anterior cada factor en el producto su valor absoluto es mayor que
1, debido a que |f '(z)| > 1 para todo z, Por lo tanto |1,,| > [n,/, lo que prueba

gue el valor de la Orbita es cerrado y es inestable.

2.17 Exploracion del espacio de parametros
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Una pregunta vélida, seria cuestionar qué sucede fuera de los valores de los
- . 8 .
parametros particulares ¢ = 10,b =T = 28, que Lorenz propuso: los ciclos

limite exdticos atados en nudos, los pares de ciclos limite vinculados entre si, el

caos intermitente, la periodicidad ruidosa, asi como los atractores extrafios.

. . . . . 8
Para simplificar las cosas, algunos investigadores mantienen ¢ = 10 y b = 3 Y solo

variaban el parametro r.

unstable _ _ _ _ _
limitcycle =TT T - -so
\

T----- - =- r
1 13.926 24,06 2474 =r,
| origin | stable fixed points C*, C” |
I 1 i
I transient chaos A strange attractor

Figura 24. Al modificar el pardmetro r, las ecuaciones de Lorenz van cambiando su estabilidad (Strogatz, 1994).

El origen es globalmente estable parar < l.enr = 1, el origen pierde estabilidad
por una bifurcacion de horquilla supercritica, y nace un par simétrico de puntos fijos
de atraccion. En ry = 24.74, los puntos fijos pierden estabilidad al absorber un ciclo
limite inestable en una bifurcacion de Hopf subcritica, como se muestra en la Figura
24,

Ahora para los nuevos resultados. A medida que disminuimos r de ry, los ciclos
limite inestables se expanden y pasan precariamente cerca del punto de silla en el
origen. En r = 13.926, los ciclos tocan el punto de silla y se convierten en orbitas

homoclinicas; de ahi que tengamos una bifurcacion homoclinica. Por debajo de r =
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13,926 no hay ciclos limite. Visto en la otra direccion, podriamos decir que se crean

un par de ciclos limite inestables, cuando r aumenta a través de r = 13,926.

Esta bifurcacion homoclinica tiene muchas ramificaciones para la dinamica. La
conclusién es que un conjunto invariante nace en r = 13.926, junto con los ciclos
limite inestables. Este conjunto contiene infinitos ciclos de sillin y Oorbitas
aperiddicas. No es un atractor, pero genera una dependencia sensible de las
condiciones iniciales en su vecindad. Las trayectorias deambulan para luego
escapary establecerse en C* y C~. Eltiempo que pasan deambulando se hace cada
vez mas largo a medida que aumenta r. Finalmente, en r = 24.06, el tiempo
dedicado a deambular se vuelve infinito y el conjunto se convierte en un atractor

extrafo.

Las ecuaciones de Lorenz pueden exhibir un caos transitorio como se muestra en
8

la Figura 25 cuandor =21,6 =10y b = 3

Figura 25. Para los valores de r=21,0=10,b=8/3, las ecuaciones de Lorenz exhiben un caos transitorio (Strogatz, 1994,
pdg. 332).

77



Al principio, la trayectoria parece estar rastreando un atractor extrafio, pero
finalmente permanece a la derecha y desciende en espiral hacia el punto fijo estable
C™*. (Recuerde que tanto C*como C~ siguen siendo estables en r = 21.) La serie
de tiempo de y contra t muestra el mismo resultado: una solucion inicialmente

erratica finalmente se amortigua hasta el equilibrio (Figura 26).

Figura 26. Serie de tiempo, primero errdtico y luego converge a un punto estable (Strogatz, 1994).

Otros nombres usados para el caos transitorio son caos metaestable.

El caos transitorio muestra que un sistema determinista puede ser impredecible,
incluso si sus estados finales son muy simples. En particular, no necesita atractores

extrafios para generar un comportamiento aleatorio de manera efectiva.

Para 24.06 <r < 24.74, hay dos tipos de atractores: puntos fijos y un atractor
extrafio. Esta coexistencia significa que podemos tener histéresis entre el caos y el
equilibrio al variar r lentamente de un lado a otro mas alla de estos dos puntos
finales. El siguiente ejemplo muestra que la dinamica se vuelve simple nuevamente

cuando r es suficientemente grande.
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La dinamica a largo plazo para valores grandes de r, para o = 10,b = 8/3. Las
simulaciones numéricas indican que el sistema tiene un ciclo limite de atraccion
global para todo r > 313. En la Figuras 27 se muestra la grafica para la soluciéon

r = 350; en el cual se observa un acercamiento al ciclo limite.

X

Figura 27. Acercamiento al ciclo limite con r=350 (Strogatz, 1994, pdg. 334).

Figura 28. Con r=350, tenemos u movimiento parecido a un péndulo (Strogatz, 1994, pdg. 334).



Esta solucion predice que la funcion se balancea hacia adelante y hacia atrds como
un péndulo, girando una vez hacia la derecha, luego hacia la izquierda, y asi

sucesivamente.

En el limite r - oo, se pueden obtener muchos resultados analiticos sobre las
ecuaciones de Lorenz. Por ejemplo, Robbins (1979) utilizé6 métodos de perturbacion

para caracterizar el ciclo limite en r grande.

La historia es mucho méas complicada para r entre 28 y 313. Para la mayoria de los
valores de r, se encuentra el caos, pero también hay pequefias ventanas de
comportamiento periddico intercaladas. Las tres ventanas mas grandes son
99.524...<r <100,795...; 145 <r < 166; yr > 214,4. (Strogatz, 1994, pags.
323-335).

2.18 mapas unidimensionales

Sistemas dindmicos en los que el tiempo es discreto. Estos sistemas se conocen de
diversas formas como ecuaciones de diferenciales, relaciones de recursividad,

mapas iterados o simplemente mapas.

Los mapas surgen de varias formas:

1. Como herramientas para analizar ecuaciones diferenciales y analizar la
estabilidad de las soluciones periédicas en general. El mapa de Lorenz es
una fuerte evidencia de que el atractor de Lorenz es realmente extrafio y no

es Unicamente un ciclo limite de periodo largo.
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2. Como modelos de fenbmenos naturales

3. Como simples ejemplos de caos. Los mapas son interesantes de estudiar por
derecho propio, como laboratorios matematicos para el caos. De hecho, los
mapas son capaces de comportamiento mucho mas salvaje que la ecuacion
diferencial porque los puntos x,, saltan a lo largo de sus orbitas en lugar de fluir

continuamente.

2.19 Puntos fijos y telarafas

En esta seccién, desarrollamos algunas herramientas para analizar mapas

unidimensionales de la forma x,.; = f(x,), donde f es una funcion diferenciable.

Puntos fijos y estabilidad lineal

Suponga que x* satisface f(x*) = x*, entonces x* es un punto fijo, porque si x,, =
x* entoncesx, ,; = f(x,) = f(x*) = x*; por tanto, la Orbita permanece en x* para

todas las iteraciones futuras.

Para determinar la estabilidad de x*, consideramos una Orbita cercana x,, = x* +
N, Y preguntamos si la orbita es atraida o repelida por x*. Es decir, ¢la desviacion

la desviacion n,, crece o decae a medida que aumenta n rendimientos de sustitucion

X F Nngr = Xngg = T +10) = F(x7) + f(x)Mn + 0(17) (71)

sabemos que f(x*) = x*
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NMn+1 = f'(X*)Un + 0(77721)
0(my) =0

M1 = f' (X7 (72)

Con valor propio o multiplicador A = f'(x*). La solucién de este mapa lineal se
puede encontrar explicitamente escribiendo algunos términos: n, = Any, 1, = An, =
A?n0,y asi, en general, ,, = A"n, Si |A| = |f'(x*)| < 1, , entoncesn,, » 0 comon —
oo y el punto fijo x* es linealmente estable. Por el contrario, si |f'(x*)] > 1 el punto
fijo es inestable. Aunque estas conclusiones sobre la estabilidad local se basan en
la linealizacién, se puede demostrar que son validos para el mapa no lineal original,
pero la linealizacion no nos dice nada sobre el caso marginal|f'(x*)| = 1; entonces
los términos 0(n?2) ignorados, determinan la estabilidad local (Strogatz, 1994, pags.
348-351).

3.0 Lyapunov

El fisico de nacionalidad rusa Alexander M. Lyapunov (1857-1918), estudiante de
doctorado cuya tesis sobre la estabilidad del movimiento aun tiene influencia en
estos dias en la fisica. La herencia de Lyapunov de conceptos tales como la
estabilidad de los sistemas dinamicos, los exponentes de Lyapunov que sirven para
caracterizar un sistema dinamico y determinar si es caotico o no (Fernandez
Sanjuan, 2016, p.115).

3.1 Funciones de Lyapunov
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Una ecuacioén diferencial homogénea de orden enésimo

alNx aN-1x
dtN tCn-1 dtN-1

+ -+ C1%+ cox = 0(73)
Puede ser escrita por la forma matricial
@ = Mo (74)

Si los coeficientes ¢, son independientes del tiempo, es decir, la ED es autdnoma,

la solucion es obtenida por la exponencial de la matriz.

@(t) = exp(Mt)p(0) (75)

La exponencial de la matriz puede ser descrita por la expansion en series de Taylor.
Si la ecuacion diferencial ordinaria no es autbnoma, entonces M (t) depende del

tiempo y la solucion esta dada por la exponencial ordenada de trayectorias.

t 4 !/
p(t) = pexp{f, dt' M(t)}p(0) (76)
Como se define la ecuacidon ¢ = V(¢) es autbnoma,

En general para sistemas dindmicos ¢ = V(¢), la funcién Lyapunov L(¢) es una

funcién que satisface

VL(p) V(p) <0 (77)

Determinar si existe una funcién de Lyapunov es dificil; no obstante, al encontrarla,
ésta limita el supuesto comportamiento del sistema, ya que L(qo(t)) debe ser una

funcion mondtona del tiempo:
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= 1(p(®) =VL-ZL = VL(p) - V(p) < 0 (78)

De esta forma, el sistema se dirige hacia un minimo local de la funcion de Lyapunov.
Esto quiere decir que las oscilaciones son imposibles en sistemas para los que
existe una funcion de Lyapunov. Por ejemplo, la dindmica de relajacion de la

magnetizacion M de un sistema a veces se modela mediante la ecuacion:

am oF
— = _FO_M (79)

donde F(M,T) es la energia libre del sistema. En este modelo, con una temperatura
T constante, F = F'(M)M = —T'[F'(M)]? < 0 por lo tanto, la energia libre F(M) en es
una funcién de Lyapunov, y decrece mondétonamente a medida que el sistema

evoluciona (Arovas, 2020, pag. 8)

3.2 Estabilidad local y exponente de Lyapunov

“El concepto de exponente de Lyapunov indica que si un sistema dinamico posee
algin exponente de Lyapunov positivo entonces estos puntos o condiciones
iniciales se separarian de modo exponencial y a este tipo de sistemas se les llama
sistemas cadticos, ya que la prediccidon de la evolucion del sistema a largo plazo es

imposible” (Ferndndez Sanjuan, 2016, p.117).

Resumimos dos conceptos basicos relacionados con la estabilidad de las

soluciones. En el espacio de fases, cada punto del espacio se relaciona con una
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trayectoria Unica, la cual esta parametrizada en el tiempo t. Sobre cualquier punto
de esta curva que sucede si se desplaza infinitesimalmente en una direccion, no
tangente. Al pasar un incremento dt, la nueva trayectoria pudo acercarse o alejarse

de la inicial. Por lo que arroja una medida del comportamiento de la estabilidad local.

Zy=f(  (80)

Con la condicién inicial y, = y(t,) que define la curva y, = y(t, py). En el tiempo t,
se produce una variacion dy, y la nueva curva y se expresa como y = y(t,p,) + 8y.

La variacion se define como:

d

wv=() o @
0

ay(t) _
dy(to)

i,
exp I —fdt’l
to 0¥
cuando t = t, la variacion quedaria:

Sy®) of
Sr = exp l( ay)to Stl (82)

si (Z—f}) > 0 implica que y(t,py) es localmente inestable en p,.
to

Si (Z—D < 0 implica que y(t, py) es localmente estable.
to

aun si una trayectoria es estable o inestable puede tener puntos estables o

inestables.
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En la teoria de sistemas dindmicos determinar una medida cuantificada de la
separacion en un tiempo infinito diferentes trayectorias con condiciones iniciales
préximas y con esto establecer un parametro que cuantifique el movimiento caético.

Este parametro es el exponente de Lyapunov que se define:

A= lim: |20 (83)

t—oco t Sy(to)

La definicién del exponente de Lyapunov se “sencilla”, pero esta plantea ciertas
dificultades debidas a la acumulacion de errores del truncamiento del método de
integracion y los errores en la presentacion numérica (Luis Lara, Estimacion de los
exponentes de LYAPUNOV, 2003).

4.0 Método de retardos

Supongamos que necesitamos estudiar la evolucion y la dinamica de un fenédmeno
que tiene m variables dependientes del tiempo, que determinan cada estado X(t) =
x1(t), x5 (t), x5(t), ..., x,, (t), en donde este fendmeno esta representado por un
sistema de ecuaciones desconocido de inicio. La informacion que se tiene son
mediciones de una de las variables s; = x;(1),s; = x1(21), 53 = x,(317), ..., 5; =
x1(jT) tomados en intervalos de longitud 7, a esta sucesion le denotamos como serie

de tiempo.

Con los valores s; se construyen los vectores con retardo definidos como:
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Y1 = (S, S1—1» -5 Si—241) (84)

al pardmetro 7 se le denomina tiempo de retardo y el valor de d es la dimension del

atractor del sistema.

La situacion hipotética de estudio consiste en un sistema en el que cual, cada estado
X(t) esta determinado por la m variables X(t) = x;(t), x,(t), x3(t), ..., X, (t). De las
gue solo conocemos x;(t) en una serie de tiempo. Se puede conocer la dinamica
de un sistema sin conocer todas sus variables mediante la reconstruccion del
atractor del sistema mediante el método de retardos*3. El cual consiste en graficar
en R?4*1 |os vectores Y, = s, ..., 5;_,4, de cada tiempo, los cuales se disponen con
base en los datos de la serie, a juicio del siguiente teorema demostrado por Takens
en 1981.

Teorema de Takens: La gréfica que se obtiene de los vectores de estado X en R™
es equivalente a la gréafica por los vectores Y en R24*1 correspondiente al método

de coordenadas con retardo.

Es decir, el método de coordenadas por retardo obtiene una reconstruccion del
atractor en R* el cual tiene las mismas propiedades que el atractor original en R™.
Entonces la dinamica del sistema y su comportamiento se puede describir

analizando la reconstruccion del atractor en R¥.

13 A manera de precisidn, existen otros métodos, pero el mas usado es el de retardos.
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A manera de aclaracion, en el teorema no hace énfasis en algun tipo de t, por lo
que cualesquiera estan permitidos. En el teorema no hace referencia al ruido o error

obtenidos en la medicién, lo cual no es realista (Takens, 1981).

5.0 Recoleccion de series temporales

Para comenzar, una serie temporal es una coleccibn o un conjunto de datos
recopilados durante un periodo de tiempo o—dicho de otra forma—: “conjunto de

observaciones referidas a un magnitud y ordenadas en el tiempo” (Caceres, 2006).

Con la finalidad de obtener una serie de datos de conjuntos que sospechamos
pueden presentar comportamiento cadtico, vamos a analizar tres sistemas no
lineales iconicos como los son: el atractor de Lorenz, el atractor de Rossler, el
atractor de Henon vy, por ultimo, el sistema masa unido a un muelle. Es un sistema
que servira de control, ya que si bien, si puede presentar comportamiento no lineal
en determinado intervalo, nos ayudara a estudiar el caso si el sistema que queremos

analizar es un sistema lineal.

Usamos Matlab para representar cada sistema de ecuaciones, se resuelve usando
ODE45 y de esta manera, se pueden obtener series temporales de una solucién,
cabe destacar que no importa qué funcién o solucién elijamos para reconstruir el

sistema en esta tesis.

5.1 Simulacién de sistemas cadticos en Matlab
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En Matlab encontramos la solucién a los sistemas de Lorenz, Henon, Rossler y el
sistema masa resorte. Su solucion como una serie temporal y su representacion
gréafica del sistema nos ayudaran para tener un punto de comparacion, ya que se

estan controlando los parametros.

5.2 Sistema de Lorenz en Matlab

El codigo que se utilizé para solucionar el sistema de Lorenz es el que se muestra

a continuacion:

sigma = 16;
beta = 4.0;
rho =45.92;

f = @(t,a) [-sigma*a(l) + sigma*a(2); rho*a(l) - a(2) - a(l)*a(3); -
beta*a (3) + a(l)*a(2)];
[t,a] = ode45(f, [0 100],[0.2 0.3 0.5]); % Solucidén de EDO de Runge-

Kutta de 4.°/5.° orden

plot(t,a(:,1)); % Grafica t vs x 1

title('Grafica Temporal del Estado x 1') % Muestra el titulo en la ventana
xlabel ('Tiempo') % Muestra la etiqueta en el eje x

ylabel ('Estado x 1'") % Muestra la etiqueta en el eje y

grid on

figure

plot(t,a(:,2)); % Grafica t vs x 2

title('Grafica Temporal del Estado x 2') % Muestra el titulo en la ventana
xlabel ('Tiempo') % Muestra la etiqueta en el eje x

ylabel ('Estado x 2') % Muestra la etiqueta en el eje y

grid on

figure

plot(t,a(:,3)); % Grafica t vs x 3

title('Grafica Temporal del Estado x 3') % Muestra el titulo en la ventana
xlabel ('Tiempo') % Muestra la etiqueta en el eje x

ylabel ('Estado x 3'") % Muestra la etiqueta en el eje y

grid on

figure

plot(a(:,1),a(:,2)); % Grafica x 1 vs x 2

title('Gréafica de Fase x 1 vs x 2') % Muestra el titulo en la ventana
xlabel ('Estado x 1') % Muestra la etiqueta en el eje x

ylabel ('Estado x 2') % Muestra la etiqueta en el eje y

grid on
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figure

plot(a(:,1),a(:,3)); % Grafica x 1 vs x 3

title('Gréafica de Fase x 1 vs x 3') % Muestra el titulo en la ventana
xlabel ('Estado x 1') % Muestra la etiqueta en el eje x

ylabel ('Estado x 3") % Muestra la etiqueta en el eje y

o)

grid on % Pone una cuadricula

figure
plot(a(:,2),a(:,3)); % Grafica x 2 vs x 3
title('Gréafica de Fase x 2 vs x _3') % Muestra el titulo en la ventana

o

xlabel ('"Estado x 2") Muestra la etiqueta en el eje x
ylabel ('Estado x 3") % Muestra la etiqueta en el eje y

grid on

figure

plot3(a(:,1),a(:,2),a(:,3))

title('Gréafica de Fase 3D x 1 vs x 2 vs x 3' )% Muestra el titulo en la
ventana

xlabel ('"Estado x 1' ) % Muestra la etiqueta en el eje x

ylabel ('Estado x 2') % Muestra la etiqueta en el eje y

zlabel ('Estado x 3') % Muestra la etiqueta en el eje y

grid on

El cédigo anterior, genero las siguientes imagenes o figuras que a continuacion se
muestran en la Figura 29, cabe sefalar que las soluciones del sistema se

representan con: x, (t), x,(t), x5 (t).
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Figura 29. Las imdgenes obtenidas son secciones de los planos XY, XZ, YZ y el espacio de fases XYZ.

En la Figura 29 los incisos a, b y ¢ son diagramas de fases de las soluciones del
sistema; En los incisos d, e y f son secciones del atractor usando dos soluciones del

sistema que genera un plano de fases.

En el inciso g, se muestra el espacio de fases que genera el atractor de Lorenz,

famosa imagen conocida también como la mariposa de Lorenz.

Una vez obtenido las soluciones del sistema, tomamos solo la solucién x;(t) y la

guardamos en un archivo sin formato'4como se muestra a continuacion.

14 El formato (.FOR) es una extension de archivo Fortran 77 Source File (File.extension.info, 2014).
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En la Figura 30 se muestra como en Matlab tiene una seccién donde podemos

obtener los datos de la serie temporal de la solucién de la entrada en x, (t).

VARIABLE

B & G 8 8 0 @) search Documentation DB

{:: A open ~ Rows Columns ] [% Transpose
Newetom (et v 1 1 hsert Deete 2 S0t~
Selection ¥ - -
ARIPBLE SELECTION e
€« EHA » € » Users » rafa_ » OneDiive » Document tos » MATLAB » ME
Name | x % a x|
Details v |EH 89853 double
Select a file to view details & 1 2 3 4 5 [ 7 8 9 10 n 12 13 14
Workspace @1 0.200 03000 05000 ~
2 0.202! 03152 0.4967
Name Value [
B 9855 e a2 0.2062) 03306 04934
tt1: et 4 NiE 0.2097 03462 0.4901
& f @ita)l-sigma*a{1) +s. 5 Wil 03621 04369
e 45,9200 | 6 0.35 0433 04715
L sigma 16 16| 7 0.265 05253 04587
e 85851 double ol s 03017 06221 04457
g 0.3463 07328 04336
10 0405 08742 04214
11 04774 1.0401 0108
12 0.562! 1.2355, 04016
1 0.6652) 14662 03349
14 0.830 1.8368 03911
15 1,038 2.29% 03951
16 1,287 28778 04111
17 1.6234 3.6007 04456
18 21114 46626 05250
19 27453 6.0858 06675
20 3,568 7.9022 0189
21 4,635 10.2438 13577
a2 6,160 13.5681 .21 ~
< >
< > | Command Window ®

Figura 30. La solucion x_1 (t) cuenta con 8985 datos que conforman la serie temporal.

5.3 Sistema de Henon en Matlab

El codigo que se utilizé para solucionar el sistema de Henon es el que se muestra

a continuacion:

x(1)=0;
y(1)=0;
a=1.4;
b=0.3;
for i

i)=1-1.4*(x(1i-1)"2)+y(i-1);
1)=b*x (i-1);

end

plot(x,y,"'."', '"MarkerSize', 4)
title ('Henon Map')
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figure
plot(x,'."', "MarkerSize',64)

title('Gréafica Temporal del Estado x 1') % Muestra el titulo en la ventana
xlabel ('Tiempo') % Muestra la etiqueta en el eje x

ylabel ('Estado x 1') % Muestra la etiqueta en el eje y

grid on

figure

plot(y,'."', "MarkerSize',4)

title('Gréafica Temporal del Estado x 2') % Muestra el titulo en la ventana
xlabel ('Tiempo') % Muestra la etiqueta en el eje x

ylabel ('Estado x 2') % Muestra la etiqueta en el eje y

grid on

Este cdédigo generd las siguientes imagenes o figuras que a continuacion se
muestran en la Figura 30. Cabe sefalar que, las soluciones del sistema se

representan con: x(t) y y(t).

Henan Map

0.4

02r

01f

01F

02k

0.3

1.5

Figura 31. Mapa de Henon, conjunto de infinitas lineas.
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En la Figura 31 se muestra la representacion del sistema discreto de Henon,
podemos notarlo desde el cédigo que no se solucion6 con ode45 de Matlab, es un
sistema dinamico que contrae el volumen si el valor absoluto de b es menor a 1.

Para los valores que se muestran en el codigo el sistema tiene un atractor.

Como se puede observar en la figura 32 en su diagrama de fases del componente
x(t) de la serie temporal, no forma una linea, sino solo puntos aleatorios que
parecen no formar nada, sin embargo, al hacer el plano de fases con ambas

soluciones, aparece la imagen que se presenta en la Figura 31.

Grafica Temporal del Estado x;

Estado x 1

1.5
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000
Tiempo

Figura 32. Diagrama de fases del estado x(t).

Obteniendo las soluciones del sistema, tomamos Unicamente la solucién x(t) y la

guardamos en un archivo sin formato como se muestra a continuacion.
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En la Figura 33 se muestra cOmo se obtiene la serie temporal de la solucién x(t) en
Matlab, a diferencia de la Figura 30, esta serie de datos estan en una fila renglon y

se necesitan en una fila columna.

N L e sesrcn Documentation pE

VARIELE

'f\ VE' Fopen = Rows Ealumns L B3 transpose
New from — —print = |1 Insert Delele | sort v
Selection - -

VERIABLE

seLE
L1 s ) » G b Users b rafa_ » OneDri

OneDrive + Documentos + MATLAB -
® |7 Variables - @ x
Mame Value 1| | 1%10000 double
fa 1.4000 1 1 2 3 4 5 6 7 8 a 10 " 12 13 14
== 0.3000 a3 0 1 04000 1,0760 -0.7409 05543 03476 09972 02878 1,183 .61 o 0.6922 0365 ~
Hi 10000 o,
Hx 10000 double -1
Hy 170000 double o2
3
5
6
7
8
9
0
11
12
13
M
< >
Command Windew ®
@) Newto MATLAB? Watch this Vieo, see Examples, or read Getting Started
»» EcLog
>> EcLog
fo >
< >

Figura 33. En la solucién de x(t) tenemos 9,000 datos que conforman la serie temporal.

5.4 Sistema de Rossler

El codigo que se utilizé para solucionar el sistema de Rossler es el que se muestra

a continuacion:

A=0.15;%0.1

B=0.20;%0.1

C=10;%14

f =20(t,a) [-a(2)-a(3); a(l)+A*a(2);B+a(3)*(a(l)-C)1;

[t,a] = oded5(f, [0 500],[0.2 0.3 0.51); % Solucién de EDO de Runge-
Kutta de 4.°/5.° orden
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title('Grafica
ventana
xlabel ('Estado
ylabel ('Estado
zlabel ("Estado
grid on

figure
plot(a(:,1));
title('Grafica

xlabel ('Tiempo'

ylabel ('Estado
grid on

figure
plot(a(:,2));
title('Grafica

xlabel ('Tiempo'

ylabel ('Estado
grid on

figure
plot(a(:,3));
title('Grafica

xlabel ('Tiempo'

ylabel ('Estado
grid on

figure

plot(a(:,1),a(:

title('Grafica
ventana

xlabel ('Estado
ylabel (
grid on

)
' Estado x 2'

de Fase 3D x 1 vs x 2 vs x_3' Muestra el titulo en la

)%

x 1" ) % Muestra la etiqueta en el eje x
x 2') % Muestra la etiqueta en el eje y
x 3') % Muestra la etiqueta en el eje y

o)

Temporal del Estado x 1') % Muestra el titulo en la ventana
) $ Muestra la etiqueta en el eje x
x 1') % Muestra la etiqueta en el eje y

o)

Temporal del Estado x 2') % Muestra el titulo en la ventana
) % Muestra la etiqueta en el eje x
x 2') % Muestra la etiqueta en el eje y

o)

Temporal del Estado x 3') % Muestra el titulo en la ventana
) % Muestra la etiqueta en el eje x
x 3') % Muestra la etiqueta en el eje y

2));

14 4

Temporal del Estado x 1 y x 3') % Muestra el titulo en la
x 1') % Muestra la etiqueta en el eje x

) % Muestra la etiqueta en el eje y

El codigo anterior generd las siguientes imagenes o figuras que se muestran en la

Figura 34. Las soluciones del sistema se representan con: x, (t), x,(t) y x5(t).
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Figura 34. a), b), y c) diagrama de fases de las soluciones, d) seccion XYy e) atractor de Rossler.
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En la Figura 34 se muestran todos los gréficos que genera el cddigo, en los incisos
a), b) y ¢) se muestran los diagramas de fases de las soluciones del sistema, en el
inciso d) se muestra una seccion del atractor o un plano de fase, que se genera con
las soluciones x; (t) y x,(t) y por dltimo, en el inciso e) se muestra el atractor caético
de Rossler conformado por las tres soluciones, con los parametros que se muestran

en el codigo.

En la figura 35, se muestra la recoleccion de la serie de datos que genera Matlab,

estos se toman y se guardan en ese ordenamiento de vector columna y se guarda

en un archivo sin formato.

EUE b B 6 e @) searcn Dacumentation pn

ARIABLE SELECTION EOIT
= 53 » G ¥ Users » rafa_ » OneDrive *» Documentos » MATLAB - o
Current Folder ® [ Editor- Eclagm [
Name
Details v | 114053 double
Select a file to view details o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 7 12 13 14
Workspace 511 0.2001 0.3000 05000 ~
z 0,15 03013 04755
Name Value ™
3 01517 03026 04523
A ;}ﬁ;ﬁdaume 01 4 0.1877 03038 04302
B 0.2000 oi| & 0183 03051 04093
c 10 0| & 0,165 03098 03361
@ eal-a(@-aal).. 7 0.1564 0314 0.2767
e 14054 doubls of| g 0144 ox1en 02285
] 01332 03224 01893
10 01231 03259 01588
11 01136 0.3293 01337
12 0104 03325 0113
13 0.0956 03355 0.0964
14 0,086 03384 0.0825
15 0.0784 03411 00711
16 0.0701 03437 0.0618
17 0.061 0.3461 0.0542
18 0,053 0.3484 00478
19 0.0455 0.3505 00426
20 0.0373 03524 0.0384
7 0.0254 0.3542 0.0350
2 0.0201 03559 oot v
< >
< >| | Comman d Windew

Figura 35. La serie temporal de la solucion en x_1 (t) cuenta con 8441 datos.
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5.5 Sistema masa resorte amortiguado

El codigo que se utilizé para solucionar el sistema de masa resorte amortiguado es

el que se muestra a continuacion:

o

°

Solucidén de EDO de Runge-Kutta de

b=0.3;

m=1;

k=1;

f=20Q0(t,a) [a(2);-(b/m)*a(2)-(k/m)*a(l)];
[t,a] = ode45(f, [0 300],I[1 1]1);
4.°/5.° orden

plot(a(:,1));

grid on

figure

plot(a(:,2));

grid on

figure

plot(a(:,1),a(:,2));

grid on

title('Grafica de Fase 3D x 1 vs x 2 vs x 3'

ventana
xlabel ('Estado x
ylabel ('Estado x
zlabel ('Estado x
grid on

1 ) %

100

)% Muestra el titulo en la

Muestra la etiqueta en el eje x
5, Muestra la etiqueta en el eje vy
Muestra la etiqueta en el eje y



i | i i i i i i i i L i
o 100 200 300 400 500 600 700 o 100 200 300 400 s00 B00 700

a)

Figura 36. En los incisos a) y b) se muestra el diagrama de fases de la solucion del sistema

Grafica de Fase 30 x, vs x, vs x,

0&}

Estado %,

05k

5 i 1 i i
-1 05 0 0.5 1 15
Estado x.
4 C)

Inciso c¢) se muestra la convergencia hacia un valor de la solucion compuesta por el plano de fases.

Una vez obtenida la solucion, guardamos la serie temporal compuesta por la

solucion en x(t) en un archivo sin formato. Como se muestra en la imagen 37:
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) MATLAB R20142

HOME LOTS APPS VARIABLE
OF  oenw mews  coumms | BB B B remsposs
Hew from  (=iprint = 1 1 Insert Delete 2[| sort
Selection v - -
e

U s } C ¥ Users b rafa_ » OneDrive » Documentos » MATLAB »

Current Folder @ | [ Editor - Eclogm
Name
}mnz o |EH 1149x2 double
Detaile ~ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 n 2
Workspace 1 1 1 A
Mame Value M ax d o 0189
3 1,026 0.8060
@«m :HQHdoubie ('1 ?un Y e FEE
e T h T 5 17635 07854
=] t @a)a(:-t/m) at., 6 12954 0.5246
Hc 5.7000 57000 5.7000 7 13739 0.2461
e 0.2000 02000 0:2000 s 13047 o7
[ b 01000 01000 0:1000 5 By 03056
2Ly 0.2000 02000 0:2000
174962 doubie 12898 13347 9 72 05529
il 11457 07737
12 0067 -0.062%
13 07821 BRI
1 05450 12219
15 0,298 12816
16 0.0z 12898
17 -0.2113) -1.2473
18 -0.448 RS
19 -0.6641 L0272
) -0.850 0859
El -0.998 -0.6618
22 -1.100) -0.4417 -
< >
Command Window

Figura 37. La serie temporal estd compuesta por 671 datos.

En la seccion de cddigo de cada sistema donde se escribe el intervalo de tiempo [t,
a] para realizar las iteraciones y las condiciones iniciales, se realizaron 10 pruebas
aumentando de 100 en 100 obteniendo al menos 10 series temporales de cada
sistema; Rossler, Lorenz, Henon y masa resorte. Para aplicar el método numérico

por retardos que se mostrara en la siguiente seccion de esta tesis.

6.0 Determinacion del exponente de Lyapunov dominante

de los sistemas caodticos.

Para la determinacion del exponente de Lyapunov se utilizd6 un software libre

realizado por: Alan Wolf en la década de los ochenta.

El caos se refiere a un comportamiento determinista, no aleatorio y no periédico. En
una serie de tiempo que se comporta erratica puede ser; cadtica, periodica multiple,
perioddica con ruido. Se supone dificil determinar cual es la fuente o cudl es el origen
de la serie, no obstante, determinar una metodologia de investigacion para estos

casos es de suma importancia.
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Si el comportamiento es ruidos, un enfoque estadistico puede ser el camino. Si el
proceso no es cabtico, pero contiene ruido, el ruido puede filtrarse y aplicarle
modelos lineales deterministas. Pero si el proceso es cadtico, es inevitable un

modelo no lineal.

La dependencia sensible de las condiciones iniciales es una caracteristica
intrinseca del caos, los pequefios cambios en el estado de un sistema aumentaran

a velocidad exponencial y dominaran el comportamiento, a esto se le llama SDIC.

El exponente de Lyapunov cuantifica a las SDIC, ya que son las tasas
exponenciales de divergencia promedio a lo largo de los estados vecinos. Si el
sistema tiene un exponente de Lyapunov positivo significa que el sistema es cadtico.
Esto también implica que la escala de tiempo de predictibilidad del sistema es poca
(Wolf , Lyapu-News, 1985).

El programa FET y su procesador BASGEN estiman el exponente dominante de
Lyapunov de cualquiera serie de tiempo y ademas es un software de distribucion

libre!® desde el afio de 1985 por la autoria de Alan Wolf.

FET y BASGEN utilizan una reconstrucciéon de retardo de tiempo, ya antes
mencionada en esta tesis. También se le conoce como reconstruccion de retardo y
reconstruccion de espacio de fase. La reconstruccion lo que hace es crear una 6rbita
con dimension o dimension de incrustacion “ndim” a partir de una serie de tiempo
que el usuario elige. Una vez que los parametros “ndim” y “tau” son elegidos el

programa puede comenzar. Cabe aclarar que “tau” es el retraso de tiempo y los

15 “«Software libre» significa que el software respeta la libertad de los usuarios y la comunidad. En términos

generales, los usuarios tienen la libertad de copiar, distribuir, estudiar, modificar y mejorar el software. Con
estas libertades, los usuarios (tanto individualmente como en forma colectiva) controlan el programay lo
que hace” (Universidad de la Republica Urugay, 2017).
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exponentes de Lyapunov tienen poca dependencia de tau. Ambos parametros se

muestran en la Figura 38 (Wolf , Lyapu-News, 1985).

o5 WinBasgen2h - ] X
Run Closeall Exit
Basgen and Fet  Ode Lyapunov

ViewConsole file [DATAZLOR ~| —

Basgen FET
tau |1 dt 1
ndim |2 y evolve 3
ies |20 v dismin 00001
) show histo dismax 0.05
) data from matlab 20
thmax
tests |Test1 show phase space
|| show console output
Ready --- ---

Figura 38. Interfaz del programa BASGEN donde se muestran los pardmetros “tau”y “ndim”.

El pardmetro ndim es la dimension que suponemos pertenece a la serie de tiempo
elegida, el retraso de construccion produce las tuplas; (x(t), x(t + tau),x(t + 2 *
tau),...,x(t + (ndim — 1) = tau). El resultado grafico de la reconstruccion del
retraso se puede interpretar con la analogia de tomar un espagueti, que representa
a la serie temporal y la hace girar en un plano para que delimite una region en el
espacio. Al girar el espagueti, segmentos que parecian lejanos ahora pueden

acercarse.

Algunas de las propiedades de la reconstruccion son; 1) las series temporales
periddicas se transforman en orbitas espaciales de fase cerrada, 2) una serie de
tiempo demasiado larga se convierte en un diagrama de dispersion, 3) las series
temporales caoticas se transforman en orbitas fractales, donde sus segmentos
orbitales muestran SDIC. La funcion de tau solo es ensanchar la orbita con el

propésito de hacerla ver lo mas simple posible.
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El programa FET calcula el exponente de Lyapunov dominante en la serie de
tiempo. El programa promedia la tasa exponencial de divergencia de pequefios
segmentos de la 6rbita reconstruida con el proceso de retraso. 1) FET crea la Orbita
espacial, 2) BASGEN crea una base de datos y FET localiza una pareja de puntos
cercanos dentro de la Orbita reconstruida, 3) FET sigue la evolucién de los puntos a
medida que se desplazan una distancia corta en la Orbita. Se compara la distancia
de la separacion inicial con la final. El logaritmo de la relacion entre la separacion
final e inicial de los puntos elegidos es una estimacién de la divergencia orbital. En
la Figura 39 se muestra una seccién del cédigo que calcula o estima el exponente

dominante de Lyapunov.

its += 1;

sum += Math.Log(disnew / discld);

zlyap = sum / (its * bc.evolwe * dt * Math.Log(2.8));
listZLyap.Add(z1lyap);

Figura 39. Parte del codigo de FET.

4) si los puntos aun continlan cercanos al final de ese intervalo, se hacen
evolucionar mas tiempo a través de la orbita y se calcula el siguiente valor local de
la divergencia orbital. Si uno de los puntos se ha distanciado demasiado, se toma
un reemplazo. 5) el promedio de las tasas locales de la divergencia orbital divididas
por el tiempo total que le tomo a la 6rbita se obtiene la tasa de divergencia promedio

a largo plazo de las orbitas cercanas (Ver Figura 39).

El propésito de la funcion BASGEN es la de crear una base de datos, tomando como

referencia la serie de tiempo que el usuario proporciono, de manera que el programa
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FET pueda usarlo de forma eficiente. La funcion de BASGEN es colocar los puntos

reconstruidos en una cuadricula.

BASGEN lee la serie temporal original que el usuario proporciond y crea una base

de datos en archivos sin formato, ya que se leen mas rapido.

En la seccion anterior se obtuvieron 10 serie de datos de cada sistema, en donde
se iba aumentando el tiempo de resolucion, con la finalidad de asegurar que el
exponente de Lyapunov obtenido no varia, o no depende del tiempo de resolucion

del sistema.

La reconstruccion por el método de retardos arroja varias figuras que son: un
histograma de los exponentes de Lyapunov dominantes, una gréfica de la manera
en la que va cambiando el exponente de Lyapunov dominante con respecto del
tiempo, diagrama de fases de cada solucién reconstruida, planos de fases (XY, XZ,
YZ) y un espacio de fases en el caso de tres dimensiones (XYZ) (Wolf , Lyapu-
News, 1985).

6.1 Reconstruccion del Sistema de Lorenz

Para realizar la construccion del sistema de Lorenz, se ejecuta el programa
WinBasgen.cs y en su interfaz (Figura 38) se selecciona en la opcion de file el
archivo que contiene la serie de datos. Como es un sistema con dimension decimal
de 2.07 se selecciona en ndim el valor de 3. En la Figura 40 se muestran las

dimensiones de los sistemas con los cuales se trabaja en esta tesis.
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Lyapunov Lyapunov

System Parameter spectrum dimension}
values (bits/s)f

Hénon: [25)

. Ay = 0.603
Xy =l—aX;+ 7Y, {qn1‘4 Ao= 234 1.26
Y., =bX, b=03 (b iter)
Rossler-chaos: [26)
k=—(Y+2) a=015 A =013
¥Y=X+aY¥ {b-ﬂ.ll} A, =000 0
Z=b+Z(X~¢) c=100 A= —14l
Lorenz: 23]
X=o(¥Y-X) o=160 A =216
Y=X(R-2Z)-Y {R=45.92 Ay =0.00 207
Z=XY-bZ b=40 A= =324

Figura 40. Se muestra el valor de la dimension fraccionaria de los sistemas usados. (Wolf, SWIFT, SWINNEY, & VASTANO,
1984, pdg. 289).

Una vez elegido el archivo y la dimension ejecutamos el programa, el cual arrojara

varias figuras que se muestran a continuacion en la Figura 41.
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RMLorenz100.LOR. Dominant Lyap.exp. D=3

RMLorenz100.LOR. Histogram. Av.=0.033, dev.=0.125 [xxMax=2.162]

RMLorenz100.LOR. Phase plane 3D

Figura 41. Reconstruccion del sistema de Lorenz con el tiempo [0, 100].
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En la Figura 41 en losincisos a) y b) se muestra la funcion Lyapunov y su histograma

respectivamente, en el inciso c) es el diagrama de fase de la solucién en x(t), en el

inciso d) se muestra la seccion del atractor en el plano de XZ y por ultimo en el inciso

e) se muestra la reconstruccién del atractor de Lorenz. En la figura 42 y 43 son las
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mismas figuras, pero lo que cambia es el archivo donde el tiempo de iteracion es de

[0, 500] y [0, 1000], respectivamente.

RMLorenza00.LOR. Dominant Lyap.exp. D=3

RMLorenz300.LOR. Histogram. Av.=0.033, dev.=0.136 [xxMax=2.156]

04
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t [time] (1043
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5
X Axis

RMLorenz500.LOR vs time. PhasePlane

i

RMLorenz500.LOR. [XZ-plane]
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% (1043)

B0

RMLorenz500.LOR. Phase plane 3D

2

Figura 42. Reconstruccion del sistema de Lorenz con el tiempo [0, 500].
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RMLorenz1000.LOR. Dominant Lyap.exp. D=3 RMLorenz1000.LOR. Histogram. Av.=0.033, dev.=0.176 [xxMax=2.163]
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Figura 43. Reconstruccion del sistema de Lorenz con el tiempo [0, 1000].

110




6.2 Reconstruccion del Sistema de Henon

Para la construccion del sistema de Henon, se ejecuta el programa WinBasgen.cs
y en su interfaz (Figura 38) se selecciona en la opcién de file el archivo que contiene
la serie de datos. El sistema tiene dimension de 1.26 segun la tabla de la Figura 40,
se selecciona en la ndim el valor de 2, al ejecutar el programa se generan las

siguientes figuras.

RHenon1000.LOR. Dominant Lyap.exp. D=2 RHenon1000.LOR [XY-plane]

tyap[t]

o 2 4 B & 10 12 -2.0 -1.5 10 05 oo 0s 1.0 15 20
t [time] (10+3) X
a) b)

RHenon1000.LOR. Histogram. Av.=0.033, dev.=0.140 [xxMax=0.607] RHenon1000.LOR vs time. PhasePlane

04 - . , , 20 .

t t t
03 04 0s
X Axis

C) % (103} d)

Figura 44. Reconstruccion del sistema de Henon con el tiempo [0, 1000].

En la Figura 44 en los incisos a) y ¢) se muestra la funcién de los valores del
exponente de Lyapunov y su histograma respectivamente, en el inciso b) se muestra
el plano XY compuesto por las soluciones y por ultimo en el inciso d) se muestra el
diagrama de fases de la solucién en y(t). En las Figuras 45 y 46 se muestran los

mismos graficos con intervalos de iteracion de [0, 5000] y [0, 10000].
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RHenon5000.LOR. Dominant Lyap.exp. D=2 RHenon5000.LOR [XY-plane]
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RHenon3000.LOR. Histogram. Av.=0.033, dev.=0.135 [xxMax=0.611] RHenon3000.LOR vs time. PhasePlane
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Figura 45. Reconstruccion del sistema de Henon con el tiempo [0, 5000].
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RHenon10000.LOR. Dominant Lyap.exp. D=2

RHenon10000.LOR. [XY-plane]
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Figura 46. Reconstruccion del sistema de Henon con el tiempo [0, 10000].

6.3 Reconstruccion del Sistema de Rossler

Para la construccion del sistema de Rossler, se ejecuta el programa WinBasgen.cs

y en su interfaz (Figura 38) se selecciona en la opcion de file el archivo que contiene

la serie de datos. El sistema tiene dimension de 2.01 segun la tabla de la Figura 40,

se selecciona en la ndim el valor de 3, al ejecutar el programa se generan las

siguientes figuras.
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RafaRossler100.LOR. Dominant Lyap.exp. D=3 RafaRossler100.LOR. Histogram. Av.=0.034, dev.=0.082 [xxMax=0.069]
iy 0s
0o0g 4 . . . B . . . . . .
BT R L ma ]
s+ 3 03 Lo
gom i : : . . ] $
a N N N N
o Bl : : : : :
00 F 4
-0z t t t t 0.0 t t t t g t
o 00 1000 1500 2000 2500 000 om ooz 003 o004 0.o0s 008 oo7
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/
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RafaRossler100.LOR. Phase plane 3D
e)

Figura 47. Reconstruccion del sistema de Rossler con el tiempo [0, 100].

En la Figura 47 en el inciso a) tenemos a la funcion Lyapunov graficada contra el

tiempo, en el inciso b) es el histograma de los exponentes dominantes de Lyapunov,

en el inciso c) tenemos el diagrama de fases de la soluciéon y(t), en el inciso d) el

plano XZ con las soluciones, nos dan una perspectiva de corte del atractor y por
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altimo en el inciso e) tenemos la reconstruccion en 3 dimensiones del atractor de
Rossler. En las Figuras 48 y 49 se muestran los mismos graficos para los intervalos
de tiempo [0, 500] y [0, 1000] respectivamente.

RafaRosslerd00.LOR. Dominant Lyap.exp. D=3 RafaRosslerd00.LOR. Histogram. Av.=0.034, dev.=0.113 [xxMax=0.100]
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Figura 48. Reconstruccion del sistema de Rossler con el tiempo [0, 500].
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RafaRossler1000.LOR. Dominant Lyap.exp. D=3

RafaRossler1000.LOR. Histogram. Av.=0.034, dev.=0.080 [xxMax=0.117]
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Figura 49. Reconstruccion del sistema de Rossler con el tiempo [0, 1000].
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6.4 Reconstruccion del Sistema masa resorte amortiguado

Para la construccion del sistema de masa con un resorte amortiguado, se ejecuta el
programa WinBasgen.cs y en su interfaz (Figura 38) se selecciona en la opcion de
file el archivo que contiene la serie de datos. El sistema tiene dimension de 2, al

ejecutar el programa se generan las siguientes figuras.

SistMasaRes300.LOR. Dominant Lyap.exp. D=2 SistMasaRes300.LOR. Dominant Lyap.exp. D=2
;
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B d e ]
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A e ] 00 -
a 05
-1 + t + t + t t + + t
o 100 200 300 400 00 600 100 200 300 400 S00
1 [time] 1 [time] )
a) b
SistMasaRes300.LOR. Histogram. Av.=0.054, dev.=0.193 [xxMax=0.228] SistMasaRes300.LOR [XY-plane]
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Figura 50. Nota: Reconstruccion del sistema masa con un resorte y con amortiguamiento con el tiempo [0, 300].
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En la Figura 50 en el inciso a) se muestra la funcion Lyapunov, pero esta no es
negativa como se muestra en los ejemplos anteriores de Rossler, Lorenz o Henon,
este resultado es negativo, en el inciso b) se muestra un acercamiento al inciso a)
donde se ve claramente que la funcion es negativa, demostrando asi que el sistema
no es caodtico. En el inciso ¢) muestra el histograma donde se ve el célculo del
exponente dominante con un valor de -0.228, en el inciso d) se muestra el plano
formado por las soluciones XY. Por dltimo, en el inciso e) se observa que el plano
de fases de las soluciones, en donde se puede apreciar que el sistema tiende al
reposo o al equilibrio. Este sistema es de referencia, para corroborar que sucede
cuando el sistema no es cadtico y el exponente de Lyapunov dominante resulta ser

negativo.

Cabe sefalar que se hicieron diez reconstrucciones de cada sistema, con diferente
intervalo de tiempo de procesamiento en Matlab, para descartar que éste fuera un

parametro que influya en los resultados del calculo del exponente de Lyapunov.

7.0 Analisis de los resultados

Comenzamos a comparar los resultados obtenidos por medio de Matlab de los
sistemas de Lorenz, Henon, Rossler y el sistema de masa-muelle, con la
reconstruccién por medio de retardos que propone Alan Wolf, para determinar el
exponente dominante de Lyapunov. Comenzamos con el sistema de Lorenz, con la

Figura 51 que se muestra a continuacion.
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Grafica Temparal del Estado x,

RMLorenz100.LOR vs time. PhasePlane

Estado x,

a\ *® (1043) b)

Figura 51. Diagrama de fases del sistema de Lorenz. Matlab&Basgen

En la Figura 51 del lado izquierda tenemos el inciso a) el grafico obtenido por medio
de Matlab mientras que del lado derecho tenemos el inciso b) la figura obtenida por
medio de la reconstruccion por el metodo de retardos, con base en la comparacion
de las imagenes nos podemos dar cuenta que la similitud surge a simple vista,
debido a que la recontruccion con una sola solucion posee las caracteristicas del

sistema original.

Continuamos con el plano de fases de las soluciones XY del sistema que se muestra

en la Fgura 52, que se represetna como una seccion del atractor de Lorenz.
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Grafica de Fase 1, vs x,

S0

RMLorenz100.LOR [XZ-plane]

Estado x,
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t t t t t t t
a0 -40 =30 -20 -0 1} 10 20 a0 40

Estado x, a\ X b)

7

Figura 52. Mariposa de Lorenz, figura emblemdtica del caos. Matlab&Basgen.

El inciso a) de la Figura 52, es la imagen obtenida por Matlab y en el inciso b) es la
reconstruccién obtenida por el método de retardos, se conservan los elementos
importantes o esenciales como el origen que es un punto estable, y los |6bulos del

atractor.

Seguimos en el plano tridimensional XYZ como se muestra en la Figura 53. Cabe
recordar que la dimension del atractor de Lorenz es de d=2.07 como se muestra en

la Figura 40.
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Grafica de Fase 30, vs x; vs xy

Estado %y

. .

0

50 40
Estado x, Estado ¥,

a)

Figura 53. Atractor de Lorenz. Matlab&Basgen

En la comparacion de ambas imagenes podemos observar que la reconstruccion
pierde forma, las orbitas estan demasiado gruesas, sin embargo, es importante
sefalar que su dimension es de 2.07, es un poco mas que un plano y poco menos
gue un solido. La reconstruccion guarda muchas caracteristicas del atractor original,

sin embargo, las limitaciones de C# para graficar esta figura se notan.

En la siguiente Figura 54 se calcul6 el exponente de Lyapunov dominante, por

medio de métodos numéricos.
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RMLorenz100.LOR. Dominant Lyap.exp. D=3 RMLorenz100.LOR. Histogram. Av.=0.033, dev.=0.125 [xxMax=2.162]
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Figura 54. a) Funcion del exponente de Lyapunov, b) Histograma que determina el exponente de Lyapunov dominante.

En la Figura 54 inciso a) es una funcién que grafica los exponentes de Lyapunov
que derivan de la reconstruccion y del lado derecho en el inciso b) tenemos un
histograma que muestra el exponente de Lyapunov dominante, en la parte superior
derecha tenemos el resultado de: 2 = 2.16. En donde A es positiva, lo cual refleja
que el sistema es cadtico y con SDIC y ademas que concuerda con los resultados
que se muestran en la Figura 40, que tenemos como parametro esperado. A

continuacion, se muestra la Tabla 1 con los valores obtenidos de A.

t y)
100 2.162
200 2.160
300 2.160
400 2.160
500 2.156
600 2.156
700 2.156
800 2.156
900 2.163
1000 2.163

Tabla 1. Cdlculo del valor del exponente de Lyapunov dominante A,

modificando el tiempo de iteracion.
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En la Tabla 1 se muestran las 10 reconstrucciones que se hicieron al sistema de

Lorenz, incrementando el tiempo de iteracion de 100 en 100. El promedio del valor

de la Tabla 1 es 1 = 2.1592 con una desviacion estandar de ¢ = 0.002973961. el

valor esperado es de 4., = 2.16.

Continuando con el sistema de Henon en la Figura 55 se muestra su mapa.

Henon Map
0.4 T

RHenon1000.LOR. [XY-plane]
o i

0zp . . . . .
0.1F 10_

as I.

-05 3

and o

-20

) S _ "Ly

Figura 55. Nota. Mapa de Henon. Matlab&Basgen.

En la Figura 55 inciso a) se muestra el mapa de Henon graficado en Matlab, donde
se aprecia que se compone de lineas infinitas y se nota su dimension de 1.26, sin
embargo, en el inciso b) su reconstruccion no parece ser precisa, ya que se asemeja
a un plano, no caracteriza las lineas, es resumen, parece un diagrama de dispersion,
lo que significa que el programa BASGEN no lo puede reconstruir. En la siguiente

figura, tenemos la comparacion del diagrama de fases de la funcion x(t).
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Gréfica Temporal del Estado Xy

RHenon1000.LOR vs time. PhasePlane

20

Estado X,

20 4

R b
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7

Figura 56. Diagrama de fases de la funcion x(t). Matlab&Basgen.

En la Figura 56 inciso a) se muestra la funcion solucion x(t) que parece una
conjutno de puntos aleatorios que llena o completa el plano, sin embargo en la
Figura 55 cuando se crea el plano formado por ambas soluciones (x(t),y(t)) genera
el mapa de Henon. El inciso b) no se parece en estructura, pero si que en sus
valores, ya que ocupan el mismo intervalo en [1.25, -1.25] en el eje vertical, asi que
podemos observar que su reconstruccion si conserva sus elementos principales. En

la Figura 57 se muestra la funcion de Lyapunov y su hisograma.

RHenon1000.LOR. Dominant Lyap.exp. D=2 RHenon1000.LOR. Histogram. Av.=0.033, dev.=0.140 [xxMax=0.607]
0r s
: o E o ]
06 T ] a7 &0
06 3.
0.5
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=%
S = D4t
03 3o :
03 D] U.2_...; ............. S R
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LB i i i i i oo L i i
] 2 4 g 3 10 12 03 0.4 0s L
t [time] (103} X Axis
a) b)

Figura 57. a) Funcion Lyapunov y b) Histograma que determina el exponente dominante de Lyapunov.
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En la Figura 57 inciso a) muestra que el exponente de Lyapunov permanece en la
parte positiva, con esto podemos determinar que tiene comportamiento caotico y
SDIC. En el inciso b) en la parte superior derecha vemos el valor del exponente
dominante de Lyapunov con valor de 4 = 0.607. En la Tabla 2 que se muestra a
continuacion, observamos los valores obtenidos de 4 de las 10 reconstrucciones al

mapa de Henon.

t A
1000 0.607
2000 0.607
3000 0.607
4000 0.605
5000 0.611
6000 0.607
7000 0.607
8000 0.607
9000 0.607
10000 0.607

Tabla 2. Cdlculo del valor del exponente de Lyapunov dominante A,

modificando el tiempo de iteracion.

En la Tabla 2 se muestran las 10 reconstrucciones que se hicieron al sistema de

Henon, incrementando el tiempo de iteracion de 1000 en 1000. El promedio del valor

de la Tabla 1 es 1 = 0.6072 con una desviaciéon estandar de o = 0.00147573. el

valor esperado de acuerdo con la Tabla 40 es de 4., = 0.603.

Continuando con la Figura 58 del sistema de Rossler, la primera comparacion es el

diagrama de fases.
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Gréfica Temporal del Estado Xy

20 RafaRossler00.LOR vs time. PhasePlane
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Figura 58. Diagrama de fases del sistema de Rossler de la funcion x(t). Matlab&Basgen.

Podemos observar que ambos incisos: a) y b), tienen el mismo intervalo en el eje
vertical y su comportamiento es bastante similar. Cabe sefalar, que la funcion
solucion del sistema en el inciso a) es por medio de Matlab y la funcién solucién del
inciso b) es una reconstruccion por el método de retardos. En la Figura 59 tenemos
la comparacién del plano de fases XY.

Gréfica Temporal del Estado X1 Y Xz

RafaRossler500.LOR [XZ-plane]

Estado x,,

f i | ‘ | i . i | i i j
25 0 5 o : y 20 s -0 5 0 5 10 15 0 25

Estado x, a) X b)

Figura 59. Plano de fases del sistema de Rossler de la funcion x(t) y y(t). Matlab&Basgen
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En elinciso b) de la Figura 59 no se puede elegir una mejor perspectiva de la seccion
del atractor de Rossler, el programa lo da por defecto, lo que ocasiona que no se
pueda visualizar o comparar con el inciso a). Se puede notar que se “parecen”,
guardan similitudes suficientes para determinar que se trata del mismo sistema,

aungue no desde la misma perspectiva.

En la siguiente comparacién de la Figura 60, tenemos el espacio de fases del

sistema de Rossler.

Grafica de Fase 30 ) vs x, vs 3y

n m
Estado x, Estado ¥,

Figura 60. Espacio de fases del sistema de Rossler de la funcion x(t) y y(t). Matlab&Basgen.

La diferencia entre el inciso a) y b) es que en el segundo, la reconstruccién lo hizo
al revés, el sistema parece estar de cabeza. Se aprecia que ambas tienen una
cresta, en donde las érbitas saltan hacia arriba del plano y se convierten en una
figura de tres dimensiones, bueno segun la Figura 40 tiene una dimension de 2.01,
lo que lo hace mas que un plano, pero menos que un solido definido. En la siguiente
seccion, podemos ver la Figura 61 con la funcion Lyapunov y su histograma.
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RafaRossler500.LOR. Histogram. Av.=0.034, dev.=0.113 [xxMax=0.100]
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Figura 61. a) Funcion Lyapunov y b) Histograma que determina el exponente dominante de Lyapunov del sistema Rossler.

En la Figura 61 inciso a) muestra que el exponente de Lyapunov permanece en la
parte positiva, con esto podemos determinar que tiene comportamiento caético y
SDIC. En el inciso b) en la parte superior derecha vemos el valor del exponente
dominante de Lyapunov con valor de 4 = 0.100. En la Tabla 3 que se muestra a
continuacion, observamos los valores obtenidos de 4 de las 15 reconstrucciones al
sistema de Rossler. En este sistema el valor esperado no aparecia en las primeras
iteraciones por lo que fue necesario mas reconstrucciones para poder acercarse al

valor esperado.

t A
100 0.069
200 0.076
300 0.092
400 0.1
500 0.1
600 0.101
700 0.104
800 0.108
900 0.11
1000 0.117
1100 0.12
1200 0.124
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1300 0.126
1400 0.129
1500 0.13

Tabla 3. Cdlculo del valor del exponente de Lyapunov dominante A,

modificando el tiempo de iteracion.

En la Tabla 3 se muestran las 15 reconstrucciones que se hicieron al sistema de
Rossler, incrementando el tiempo de iteracion de 100 en 100. El promedio del valor
delaTablales 2 = 0.107066667 con una desviacién estandar de ¢ = 0.018351593.
el valor esperado de acuerdo con la Tabla 40 es de A5, = 0.130, como resultado

nos da una aproximacion con un margen de error de 17.64%.

Para continuar, en la Figura 62 tenemos el sistema de masa unido a un resorte con
amortiguamiento (MRA), este sistema es con la finalidad de ser un parametro de
control, en el cual se reconstruya un sistema que no es cadtico, al menos con los
pardmetros seleccionados y corroborar que el programa por medio de retardos

WinBasgen.cs lo interpreta y arroja un exponente de Lyapunov negativo.

SistMasaRes300.LOR vs time. PhasePlane

_D.S_.U......: ....... ........ ....... ....... ...... i
i i i i i i J J t t t t
0 100 200 300 400 500 500 700 o 100 200 300 400 500 00 700

a) " b)

Figura 62. Diagrama de fases del sistema MRA de la funcion x(t). Matlab&Basgen.
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Vemos que la reconstruccion es casi identica, lo que varia es el acercamiento que
tiene la imagen, los intervalos en el eje vertical son los mismo, tambien sucede con
el eje horizontal que es el tiempo. Se observa que la funcion y(t) tiende al reposo o

al valor cero. En la figura 62 tenemos el plano de fase de las soluciones x(t) y y(t).

Grafica de Fase 30 x, vs x, vs xy

SistMasaRes300.LOR [XY-plane]

: .

Estado x,

Estado x,

) . ; ; : : 0

Figura 63. Plano de fases del sistema de MRA de la funcion x(t) y y(t). Matlab&Basgen.

Como podemos obsevar en la Figura 63, las soluciones tienden en espiral a cero o
al estado de equilibrio, solo se generd una Orbita y esta no es cerrada, sino una
funcién que tiende a cero. En la Figura 64, que se muestra a continuacién, podemos

ver el parametro de Lyapunov.
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SistMasaRes300.LOR. Dominant Lyap.exp. D=2
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Figura 64. Funcion Lyapunov del sistema MRA.

En la reconstruccion de este sistema, el programa WinBasgen.cs genera una
funcién de Lyapunov que tiende a valor negativo, demostrando que el programa es
capaz de identificar si el sistema es cadtico o determinista y si no lo es arroja un

valor negativo en el exponente de Lyapunov dominante. En la figura siguiente se

muestra el histograma, asi como el célculo final del exponente.

Este valor presentado en la esquina derecha superior de la Figura65es A = —0.228,
valor positivo, determinando que no es un sistema cadtico, en este sistema no
realice mas calculos debido a que no tengo un parametro para compararlo y su

propésito mas que determinar su exponente de Lyapunov dominante, es corroborar

SistMasaRes300.LOR. Histogram. Av.=0.054, dev.=0.195 [xxMax=10.228]
12 . .
o B DU [ERTR e DU [ERTR -]
0.8 ......... ......... ......... ......... ......... ......... _
2 : : : : : : :
Fos Qo o P o g
S : : : : : :
oa B EE RETETT L EE RETETT -]
0g ]lll-l;..-_- i ;
[u] 1 2 3 4 3 [
X Axis

Figura 65. Histograma que muestra el exponente de Lyapunov dominante.

gue el programa identifica sistemas que no son caagticos.
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8.0 Conclusioén

El objetivo de esta tesis es la aplicacion de un método ya conocido a un problema
que pudiera ser cotidiano, contar con una serie de tiempo y no saber qué tipo de
sistema representa, cOmo se visualiza y si tiene solucién analitica o por medio de

métodos numeéricos.

Al evaluar la serie temporal y reconstruirla con el método de retardos, nos permite
saber si el sistema es cadtico, determinista y con fuerte sensibilidad a las
condiciones iniciales, que su sistema es no lineal, su dimension es fraccionaria y su
solucién se tiene que encontrar por métodos numéricos, ya que analiticamente sera
complicado o imposible resolverlo. Todos estos datos se obtienen gracias al

exponente de Lyapunov.

No obstante, el programa adn tiene muchas areas de oportunidad, bastantes
elementos que pudieran agregarse, asi como sugerencias que proporcionar a los

usuarios gque les permitan interpretar los resultados que obtienen.
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