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Resumen

El campo magnético de la Tierra es todavía un fenómeno de estudio y la manera en que
es generado no está completamente explicado, por lo que enfocamos la presente investigación
para encaminarnos un poco más a entender la física detrás de esto. En el presente trabajo se
analiza el flujo impulsado por el forzamiento electromagnético en un sistema de esferas concén-
tricas con rotación diferencial. El fluido de trabajo es una solución electrolítica, su dinámica de
flujo se estudia experimental y teóricamente en régimen laminar. La fuerza electromagnética
se genera por la interacción de una corriente continua inyectada radialmente a través de elec-
trodos ubicados en la zona ecuatorial de las esferas y un campo magnético dipolar producido
por un imán permanente dentro de la esfera interna. Esta configuración simula algunas de las
condiciones al interior de la Tierra tales como: un sistema de esferas concéntricas, un fluido
interior conductor de la electricidad, una rotación diferencial y la existencia de un campo mag-
nético dipolar. Aunque los flujos estudiados son completamente tridimensionales, bajo algunas
suposiciones, se pueden modelar matemáticamente con una solución unidimensional a partir
de las ecuaciones de Navier-Stokes. Las observaciones experimentales se realizan a través de
un análisis de velocimetría de imagen de partículas (PIV). Los resultados teóricos reproducen
cualitativamente las observaciones experimentales.
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Capítulo 1

Introducción

El campo magnético de la Tierra se caracteriza por una dirección e intensidad que se
pueden medir. A menudo, los parámetros medidos son la declinación magnética, D, la intensidad
horizontal, H y la intensidad vertical, Z. A partir de estos elementos, se pueden calcular todos
los demás parámetros del campo magnético. Estos componentes pueden medirse en unidades de
Gauss, pero generalmente se reportan en nanoTesla (1 Gauss = 100000 nT). La intensidad del
campo magnético de la Tierra está aproximadamente entre 25000 - 65000 nT (0.25 - 0.65 Gauss)
y es variable, cambia con la ubicación y el tiempo, de hecho es tan irregular que debe medirse
en muchos lugares para obtener una imagen satisfactoria de su distribución. Esto se realiza
mediante satélites y aproximadamente 200 observatorios magnéticos en funcionamiento en todo
el mundo, así como varios sitios temporales más. Sin embargo, hay algunas características
regulares del campo magnético. En los polos magnéticos, la intensidad horizontal es cero y una
brújula no muestra la dirección (D no está definida). En el polo norte magnético, el extremo
norte de la aguja de inmersión (o círculo de inmersión, que es un aparato utilizado para medir el
ángulo entre el horizonte y el campo magnético) está hacia abajo. En el polo sur magnético, el
extremo norte de la aguja de inmersión está hacia arriba. En el ecuador magnético, la inclinación
de la aguja de inmersión es cero. Gracias a esto, sabemos que la Tierra actúa como un gran imán
esférico que está rodeado por un campo magnético que cambia con el tiempo y la ubicación. El
campo es generado de manera fundamentalmente dipolar como se puede ver en la Figura 1.1, es
decir, como si un imán recto con un polo norte y un polo sur estuviera ubicado en el centro de
la Tierra. El eje del dipolo está desplazado del eje de rotación de la Tierra en aproximadamente
11 grados. Esto significa que los polos geográficos norte y sur y los polos magnéticos norte y
sur no están ubicados en el mismo lugar. A diferencia del ecuador geográfico de la Tierra, el
ecuador magnético no es fijo, sino que cambia lentamente [1].

Los registros paleomagnéticos indican que el campo geomagnético ha existido durante al
menos tres mil millones de años, sin embargo, según el tamaño y la conductividad eléctrica del
núcleo de la Tierra, el campo, si no se generara continuamente, se desintegraría en solo unos
20000 años, ya que la temperatura del núcleo es demasiado alta para mantener el magnetismo
permanente (temperatura de Curie). Además, los registros paleomagnéticos muestran que la
polaridad dipolar del campo geomagnético se ha invertido muchas veces en el pasado, el tiempo
medio entre inversiones fue de aproximadamente 200000 años con eventos de inversión indivi-
duales que solo tomaron un par de miles de años. Estas observaciones abogan por un mecanismo
dentro del interior de la Tierra que genera continuamente el campo geomagnético. Se ha especu-
lado durante mucho tiempo que este mecanismo es un dínamo convectivo que opera en el núcleo
líquido externo de la Tierra, que rodea su núcleo interno sólido como se muestra en la Figura
1.2, ambos compuestos principalmente de Hierro. El núcleo interno sólido es aproximadamente
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4 Introducción

Figura 1.1: Visualización de las líneas de campo magnético de la Tierra [2].

del tamaño de la Luna pero con una temperatura similar a la temperatura de la superficie
del sol. Se cree que la convección en el núcleo externo del fluido es impulsada por fuentes de
flotabilidad térmica y composicional en el límite del núcleo interno que se producen a medida
que la Tierra se enfría lentamente y el Hierro en la aleación de fluido rico en éste se solidifica en
el núcleo interno emitiendo calor latente y liberando a los componentes ligeros de la aleación.
Estas fuerzas de flotabilidad hacen que el fluido ascienda y las fuerzas de Coriolis, debido a la
rotación de la Tierra, hacen que los flujos de fluido sean helicoidales. Presumiblemente, este
movimiento fluido retuerce y corta el campo magnético, generando un nuevo campo magnético
para reemplazar el que se difunde [3].

El campo geomagnético medido en cualquier punto de la superficie de la Tierra es una
combinación de varios campos magnéticos generados por diversas fuentes. Estos campos se su-
perponen e interactúan entre sí. Más del 90 % del campo medido se genera en el interior del
planeta, es decir, en el núcleo externo de la Tierra; esta porción del campo geomagnético a
menudo se conoce como el campo principal. El campo principal varía lentamente en el tiempo
y puede describirse mediante modelos matemáticos como el campo internacional de referen-
cia geomagnética (IGRF) y el modelo magnético mundial (WMM). El campo principal de la
Tierra domina sobre el campo magnético interplanetario en el área llamada magnetosfera. La
magnetosfera tiene la forma de un cometa en respuesta a la presión dinámica del viento solar;
se comprime en el lado que se encuentra hacia el sol a unos 10 radios terrestres y se extiende
en forma de cola en el lado alejado del sol a más de 100 radios terrestres, como lo muestra
la Figura 1.3. La magnetosfera desvía el flujo de la mayoría de las partículas del viento solar
alrededor de la Tierra, mientras que las líneas del campo geomagnético guían el movimiento
de las partículas cargadas dentro de la magnetosfera. El flujo diferencial de iones y electrones
dentro de la magnetosfera y en la ionosfera forma sistemas de corrientes, que causan variaciones
en la intensidad del campo magnético de la Tierra. Estas corrientes externas en la atmósfera
superior ionizada y la magnetosfera varían en una escala de tiempo mucho más corta que el
Campo Principal interno y pueden crear campos magnéticos de hasta el 10 % del Campo Prin-
cipal [1].
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Figura 1.2: Esquema del núcleo terrestre, con el núcleo interno sólido con radio ri y el núcleo
externo líquido con radio ro. [4].

Figura 1.3: Magnetosfera de la Tierra [5].

Aunque la investigación sobre dínamos está motivada esencialmente por observaciones de
dínamos planetarios y estelares, las condiciones que prevalecen en tales objetos naturales no se
pueden reproducir en el laboratorio. Los experimentos y los programas numéricos solo se pueden
ejecutar en regímenes de parámetros bastante diferentes, pero ambos brindan información útil
sobre las características de las dínamos naturales. El modelo Glatzmaier-Roberts, simula la
convección y la generación de campo magnético en un núcleo fluido externo que rodea un núcleo
interno sólido con las dimensiones, la velocidad de rotación, el flujo de calor y (en la medida
de lo posible) las propiedades materiales del núcleo de la Tierra, para probar la hipótesis del
dínamo convectivo [57–61]. Las ecuaciones magnetohidrodinámicas que describen este problema
se resuelven utilizando un método espectral armónico esférico y expansiones polinómicas de
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Chebyshev, que trata todos los términos lineales implícitamente y no linealmente [60]. Un
ejemplo de estos modelos se muestra en la Figura 1.5, donde las líneas del campo magnético
son azules cuando el campo se dirige hacia adentro y amarillas cuando se dirige hacia afuera.
El eje de rotación del modelo de la Tierra es vertical y pasa por el centro. Se produce una
transición en el límite entre el núcleo y el manto, desde la intensa y complicada estructura de
campo en el núcleo fluido, donde se genera el campo, hasta la estructura de campo potencial
suave fuera del núcleo. La simulación numérica tridimensional resultante del geodínamo, se
ejecuta en supercomputadoras en paralelo en el Centro de Supercomputación de Pittsburgh y
el Laboratorio Nacional de Los Álamos. El campo magnético simulado tiene una intensidad
y una estructura dipolar dominante que es muy similar a la de la Tierra y una deriva hacia
el oeste de las estructuras no dipolares del campo en la superficie que es esencialmente igual
a los 0.2 grados por año medidos en la Tierra [3]. Este modelo, sin embargo, se enfoca en el
movimiento del campo y no del fluido que lo genera y simplemente trata de reproducir un
comportamiento similar al observado en la Tierra. Los experimentos no se pueden rotar tan
rápido como lo hacen los sistemas reales, el movimiento convectivo no puede ser tan fuerte,
etc., pero funcionan con fluidos reales y se realizan mediciones a las que no se puede acceder
desde observaciones remotas de dínamos naturales. Los experimentos numéricos registran los
campos dinámicos completos en el espacio y el tiempo (pero con valores de parámetros bastante
alejados), mientras que los experimentos de laboratorio solo prueban una parte limitada de la
velocidad y los campos magnéticos [6–9]. Por lo que ambos enfoques son complementarios. Las
dificultades de ingeniería generalmente aumentan con el tamaño del experimento, mientras que
los costos operativos se asocian con la entrada de energía. Se debe usar entonces un fluido con
la mejor conductividad eléctrica y la densidad más baja (como sodio líquido), con un tamaño
y un consumo de energía razonable.

Una vez elegida una geometría, pequeñas variaciones en el flujo pueden tener un gran im-
pacto en la potencia o el tamaño del caudal necesario para llegar al efecto dínamo [6]. Además,
el estudio en dínamos de geometrías simples se ve impedida [10], por lo que experimentalmente
aún no se tiene un modelo esférico que aporte toda la información sobre el comportamiento
en geodínamos. En este sentido, los detalles del arrastre de flujo y las condiciones de contorno
de ajuste han sido esenciales para todos los experimentos que tratan de reproducir la dína-
mo hasta el momento [6]. Por ejemplo, en [11] se resumen los resultados de los experimentos
con metales líquidos dedicados al efecto dínamo y varias inestabilidades magnéticas, donde a
pesar del trasfondo motivacional de las dínamos planetarias que trabajan en geometría (casi)
esférica, se opta por una geometría cilíndrica debido que se puede lograr un forzamiento del
fluido más fuerte, impulsado por la presión, para el cual también existe una gran cantidad de
datos analíticos y numéricos. Por ahora, el umbral “mágico” para la autoexcitación del campo
magnético se ha alcanzado en tres experimentos a gran escala con sodio líquido en Riga [12–14],
Karlsruhe [15–17], y Cadarache [18–20]. Los experimentos de metal líquido relacionados con
la dínamo y la Inestabilidad Magneto Rotacional (MRI por sus siglas en inglés) se llevaron a
cabo, o están en construcción, en todo el mundo, por ejemplo, en Madison [21], Maryland [22],
Socorro [23], Princeton [24], Perm [25], Grenoble [26] y Zúrich [27]. La mayoría de las veces, la
necesidad de diseñar y optimizar esos experimentos, y de comprender sus resultados ocasional-
mente inesperados, ha incitado trabajos teóricos y numéricos complementarios, que en algunos
casos también impulsaron nuevas discusiones en el dominio geofísico o astrofísico original.
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Figura 1.4: Experimento MRI/TI [11].

Con el objetivo de comprender la física en el núcleo de la Tierra, se han investigado los
flujos de fluidos conductores de electricidad en presencia de un campo magnético en geometría
esférica. El flujo inicialmente investigado corresponde al flujo esférico de Couette (SC por sus
siglas en inglés), en el que un fluido llena el espacio entre dos esferas concéntricas con una o
ambas esferas girando alrededor de sus ejes. En el caso más simple, y justificado por los requi-
sitos de caracterización experimental, la esfera interior gira mientras que la exterior permanece
estacionaria [29]. El flujo SC está completamente definido en términos de la relación de radios
y el número de Reynolds [30–32]. En la mayoría de estos flujos, la rotación se produce por
medios mecánicos de un acoplamiento rígido, que se ha informado que tiene poca influencia
en el flujo [33]. Independientemente del origen del movimiento, estos flujos son relevantes para
comprender la dinámica de los flujos geofísicos, ya que pueden revelar aspectos de la física
detrás de la climatología o la meteorología, sin embargo, no son suficientes para comprender la
generación del campo magnético de la tierra.

En el caso de que el fluido sea eléctricamente conductor y no magnético (metales líquidos) y
el sistema esté sumergido en un campo magnético aplicado externamente, el flujo SC puramente
hidrodinámico se convierte en magnetohidrodinámico (MHD). Es decir, la interacción del flujo
y el campo magnético induce corrientes eléctricas. La interacción de estas corrientes eléctricas
con el campo magnético da lugar a la fuerza de Lorentz que podría afectar el flujo. Este flujo
se ha denominado flujo de Couette esférico “magnetizado” (MSC) [35–41]. La interacción de
las fuerzas de cizallamiento, por las esferas giratorias, y la fuerza de Lorentz requiere nuevos
parámetros adimensionales para describir completamente el flujo que surge de la interacción
de fuerzas viscosas, inerciales y electromagnéticas [40, 42–44]. El flujo MSC se ha investigado
numéricamente [37, 39, 44], teóricamente [35, 45, 46] y experimentalmente [38, 47–49] dada su
relevancia para comprender el efecto dínamo. A pesar de que estos flujos están lejos de las
condiciones reales, son útiles en el desarrollo de herramientas (modelos teóricos y códigos nu-
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méricos robustos) para abordar los fenómenos MHD.

Otro enfoque para investigar los flujos de fluidos eléctricamente conductores en coordena-
das esféricas son los denominados flujos impulsados electromagnéticamente (EMD), en los que
el flujo es impulsado por la interacción de un campo magnético y una corriente eléctrica apli-
cada externamente. La investigación de estos flujos es escasa. Hollerbach y colaboradores [50]
investigaron teóricamente el flujo impulsado por la interacción de una corriente eléctrica que
fluye desde la esfera interior a un electrodo en forma de anillo alrededor del ecuador de la esfera
exterior y un campo magnético axial y demostraron la viabilidad de un dispositivo experimental
con dimensiones similares a las configuraciones de flujo de Couette existentes. El paso a dar
en el presente trabajo es pues, presentar la investigación teórica-experimental del flujo de ESC
(Electromagnetic Spherical Couette, por sus siglas en inglés) en coordenadas esféricas con una
fuerza de Lorentz impuesta producida por la interacción de un campo magnético dipolar que
simula las condiciones del campo magnético terrestre principal y una corriente eléctrica con-
tinua inyectada a través de electrodos ubicados en el plano ecuatorial. Para este propósito, se
discute una investigación sistemática de 6 diferentes configuraciones de flujo para comprender
la dinámica que rije nuestro sistema.

Figura 1.5: Una captura instantánea de la estructura del campo magnético 3D simulada numé-
ricamente con el modelo geodínamo de Glatzmaier-Roberts. Las líneas de campo se dibujan a
dos radios terrestres [63].



Capítulo 2

Modelo experimental

2.1. Especificaciones del aparato experimental

Para el trabajo experimental, se utilizó un dispositivo construido específicamente para la
realización de este experimento, que es similar al utilizado en un estudio anterior por [51].
El experimento se realizó en una configuración con esferas concéntricas, ver Figura 2.1. Las
esferas son de plexiglás, con un espesor de 0.0125 m para la esfera externa y 0.003 m en la
esfera interna. Los radios de las esferas exterior e interior son ro = 0.105 m y ri = 0.035 m,
respectivamente, para obtener una relación ro/ri = 3, que coincide con la relación de los radios
exterior/interior de la Tierra. La esfera interna está sujeta por un eje de plexiglás de 0.009
m de diámetro que transmite el movimiento de rotación. El espacio entre las esferas se llena
con una solución electrolítica débil de sal de mesa (NaCl) al 8.7% en peso. La densidad de
masa, la viscosidad cinemática y la conductividad eléctrica del electrolito son ρ = 1090 kg/m3,
ν = 10−6m2/s y σ = 6.36 S/m, (medidos con un picnómetro, un viscosímetro y un conductí-
metro) respectivamente. Un par de motorreductores de corriente continua permiten la rotación
independiente de las esferas. Estos motores estaban controlados por un regulador de voltaje
que permitía que las esferas giraran de 0 a 3.14 rad/s en la esfera interna y de 0 a 2.24 rad/s
en la esfera externa. Para los experimentos discutidos en este trabajo, las esferas interna y
externa giran a una velocidad angular constante Ωi = 0.457 rad/s y Ωo = 0.305 rad/s, como
se especifica para cada caso, escogidas así para que el flujo se mantenga laminar y con fuerzas
más o menos equilibradas, aunque el aparato experimental puede variar las velocidades como
lo muestra la tabla de revoluciones por minuto siguiente:

9



10 Modelo experimental

Tabla 1. Revoluciones por minuto de giro de las esferas.

Capacidad de
giro ( %)

Ωi Esfera interna
(rad/s)

Ωo Esfera exter-
na (rad/s)

10 % 0.087 0

20 % 0.483 0.217

30 % 0.897 0.465

40 % 1.163 0.698

50 % 1.495 0.942

60 % 1.847 1.208

70 % 2.094 1.461

80 % 2.464 1.722

90 % 2.793 1.963

100 % 3.142 2.244

Un campo magnético dipolar se genera por un imán cilíndrico de neodimio con un diámetro
y una altura de 40 mm. El imán se encuentra dentro de la esfera interior hueca. El eje z del
imán está alineado con el vector de gravedad vertical y coincide con el eje de rotación. El valor
del campo magnético en el ecuador de la esfera interior es 0.0987 T. La componente polar
del campo magnético en el ecuador del dispositivo esférico se midió con un medidor de Tesla
FW Bell 6010, asegurando un campo magnético dipolar como se muetra en la Figura 2.1 a
continuación:

Figura 2.1: Componente polar Bϕ del campo magnético como función de la coordenada radial
r en el ecuador (ϕ = π/2). Los puntos denotan valores experimentales mientras que la línea
continua es una función analítica dada por 89.73(0,035)3/r3 a partir de valores experimentales.
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Se inyecta una corriente eléctrica continua (cc) a través de dos anillos de grafito de 0.005
m de ancho. Los anillos se ubicaron externa e internamente en el ecuador de la esfera interna y
externa, respectivamente. La corriente eléctrica en cc se obtiene de una fuente de alimentación
regulable marca Zurich modelo DPS-2512M que produce un voltaje de 2.4 V. La amplitud de
la corriente inyectada se fijó en 50 mA con un potenciómetro conectando el circuito en serie.
La corriente eléctrica interactúa con la distribución no uniforme del campo magnético gene-
rando una fuerza de Lorentz rotacional que pone el fluido en movimiento en la dirección angular.

Figura 2.2: Esquema de la configuración experimental, no dibujado a escala. El flujo principal-
mente azimutal se visualiza en una sección del plano ecuatorial mediante la técnica PIV.
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2.2. Análisis experimental

Para poder observar un fenómeno con velocimetría por imágenes de partículas (PIV por
sus siglas en inglés), es necesario que el fluido sea transparente. En este flujo insertaremos
partículas esféricas de vidrio recubiertas de plata, con un diámetro aproximado de 10 µm y con
misma densidad que el medio, para que estén homogéneamente repartidas en todo el espacio
y que además sean reflectoras, para que sean observables con luz. Una vez decidido el plano
de observación, se debe iluminar con un láser como se muestra en la Figura 2.3. Una cámara
debe estar paralela al plano de observación bien enfocada para capturar el movimiento de las
partículas a lo largo de nuestra superficie de interés.

Figura 2.3: Esquema del funcionamiento de la técnica PIV [67].

Aplicando este método de observación, finalmente se obtendrán imágenes como en la Figu-
ra 2.4, que corresponde a un fotograma de un vídeo tomado experimentalmente en el laboratorio.

Figura 2.4: Fotograma experimental de partículas en nuestro aparato experimental, tomada
para el caso en que el sistema tiene densidad de corriente aplicada y la esfera interna está en
rotación.
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Para hacer el análisis se empleó PIVlab, que es un software de PIV resuelta en el tiempo
que se actualiza regularmente con correcciones de software y nuevas funciones. Se utiliza para
derivar, mostrar y exportar múltiples parámetros del patrón de flujo. Una Interfaz Gráfica de
Usuario (GUI) fácil de usar hace que los análisis PIV y el procesamiento posterior de datos
sean rápidos y eficientes [64]. Este software hace una comparación entre fotogramas consecu-
tivos para calcular el desplazamiento de cada una de las partículas captadas con la cámara y
nos permitió realizar diversos análisis, tales como campos vectoriales de velocidad, a partir de
los cuales pudimos realizar un promedio temporal del movimiento en la zona de observación,
que en nuestro caso es un corte ecuatorial de las esferas como se muestra en la Figura 2.5. Es
importante destacar también que la región cercana a la esfera externa es menos nítida, como se
nota en la Figura 2.4, esto debido a la curvatura de la esfera que genera un cambio de grosor
respecto al plano de observación de la cámara, la cual se colocó por debajo del experimento,
como se muestra en la Figura 2.2 y no por encima debido a que en la parte superior existe la
maquinaria y estorbaría a la cámara, mientras que la parte inferior está libre para colocarla.

Como el electrolito usado es un medio transparente, los campos de velocidad se obtuvieron
experimentalmente mediante PIV, para esto, se colocó un módulo láser verde con longitud de
onda de 532 nm y una potencia de 5000 mW para crear un plano de luz, paralela al ecuador
de las esferas. La hoja de luz se colocó 5 mm por debajo del plano ecuatorial, para evitar los
electrodos, como se muestra en la Figura 2.2. Los trazadores PIV son esferas de vidrio huecas
recubiertas de plata de Dantec Dynamics con 10 µm de diámetro con una densidad de 1.4
g/cm3. Las imágenes de flujo se extrajeron de un vídeo capturado con una cámara Nikon D80
con un lente AF micro-nikkor 60 mm f/2.8 D a 30 fps. La cámara se apoyó en un soporte ubica-
do 30 cm por debajo de la configuración experimental. El área real de la imagen capturada fue
de 0.14 m×0,08 m con una resolución de 1280×720 píxeles. En el presente estudio, se descartó
el flujo transitorio. Para el PIV se implementaron áreas de interrogación de 16 × 16 píxeles
con un 50 % de superposición en las direcciones horizontal y vertical, y validación vectorial.
Estas condiciones nos dieron una resolución espacial de 1.1 E4×1.1 E4m2 [53]. El análisis PIV
solo consideró la región entre las esferas, mientras que las zonas restantes (incluidas las esfe-
ras) estaban enmascaradas, los parámetros de calibración fueron la distancia r entre las esferas
(r = 0.07 m) y el tiempo entre fotogramas de 0.0167 segundos.
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Figura 2.5: Boceto de la configuración experimental, no dibujado a escala. Corte ecuatorial
vista inferior en el plano de observación de interés.

Se analizaron diferentes configuraciones experimentales que serán presentadas más adelan-
te en el Capítulo 4, donde una vez teniendo la configuración deseada, se esperó hasta que el
sistema alcanzó un estado estacionario (esto se hace esperando un tiempo de aproximadamente
5 a 10 minutos antes de comenzar a grabar). Una vez alcanzado el estado estacionario se realizó
una grabación de aproximadamente 20 a 30 segundos de duración, después el vídeo se separa en
fotogramas que pasamos al programa PIVlab donde se efectuó el análisis PIV. Una vez hecho
esto, se trazó una línea radial en el PIV para registrar los vectores que atraviesan por esta
(para medir la velocidad angular en función del radio). Luego se realizó un promedio temporal
a los campos vectoriales de velocidades para así obtener gráficas experimentales de la velocidad
angular en función de r. Cabe mencionar que los experimentos se realizaban con una mezcla
preparada el mismo día, pues las partículas se decantaban al fondo de la esfera externa después
de aproximadamente un día.

Para los respectivos análisis utilizamos vídeos de diferente duración que iban de 20 a los 35
segundos aproximadamente, sin embargo, es importante destacar que debido a la construcción
de nuestro aparato experimental, cuando la esfera externa giraba había tornillos (16 equidis-
tantes colocados en la circunferencia del ecuador), los cuales eran necesarios para sellar y unir
las dos mitades de la esfera externa pero que ocasionaban sombras en el área de observación
por lo que los fotogramas en los que estos tornillos pasan en la grabación fueron retirados y
únicamente conservamos un ∆t de entre 2.5 a 9.8 segundos de grabación para estos casos, sien-
do entre 74 a 295 fotogramas promediados, mientras que en los casos en que la esfera externa
se mantenía quieta obtuvimos promedios correspondiente a un ∆t entre 23 a 37 segundos de
duración con entre 697 a 1137 fotogramas. También cabe señalar que se encontró una imper-
fección perceptible a través de la cámara en la esfera externa, pues había zonas que se notaban
más borrosas, esto atribuido a un desenfoque del plano de observación que bien podría ser un
cambio en el grosor de la esfera o un ligero cambio en su curvatura pero que en general no se
aprecia que afecte significativamente el promedio temporal.



Capítulo 3

Modelo matemático

En este capítulo se explican las consideraciones a tomar en cuenta para la resolución de
las ecuaciones analíticas que pretenden describir el comportamiento observado con PIV en los
experimentos en la zona ecuatorial de un sistema en esferas concéntricas, el cual se genera
a través de inducir movimiento por campos electromagnéticos a un fluido conductor con una
corriente radial en la zona ecuatorial y campo magnético permanente alineado con el eje z al
interior de la esfera interna.

3.1. Ecuaciones de balance de la mecánica de fluidos
Cuando se describe el movimiento de un fluido, es necesario tomar en cuenta la ecuación

de conservación de masa dada por:

∂ρ

∂t
+∇ · (ρ−→u ) = 0, (3.1)

donde ρ es la densidad de fluido y −→u es el vector velocidad. En gran cantidad de aplicaciones,
los fluidos pueden considerarse incompresibles, es decir, su volumen se mantiene constante ante
esfuerzos normales de compresión, por lo que su densidad se mantiene constante. En particular,
el electrolito que utilizamos en los experimentos puede suponerse incompresible, siendo que
su densidad será constante en el tiempo durante los experimentos, por lo que la ecuación de
conservación de masa toma la forma:

∇ · −→u = 0, (3.2)

que es conocida como la ec. de continuidad. Por otra parte, podemos modelar al electrolito como
un fluido Newtoniano, de manera que la ecuación de balance de la cantidad de movimiento,
conocida también como la ecuación de Navier-Stokes queda:

∂−→u
∂t

+ (−→u · ∇)−→u = −1

ρ
∇P + ν∇2−→u +

1

ρ

−→
F , (3.3)

15



16 Modelo matemático

donde P es el campo de presión, ρ y ν son la densidad de masa y la viscosidad cinemática
del fluido, respectivamente y

−→
F es una fuerza de cuerpo. El primer término del lado izquierdo

es la aceleración inercial, el segundo término del lado izquierdo la aceleración convectiva, el
primer término de lado derecho es el gradiente de presión, el segundo término del lado dere-
cho es la difusión de la velocidad y el tercer término de lado derecho es alguna fuerza de cuerpo.

La ecuación de conservación de energía cuando existe interacción electromagnética tiene la
forma:

ρcρ

[
∂T

∂t
+ (−→u · ∇)T

]
= ∇ · (k∇T ) +

J2

σ
+ Φν , (3.4)

donde T es el campo de temperatura, Φν denota una fuente de disipación viscosa que explıci-
tamente involucra términos cuadráticos de los gradientes de velocidad, cp es el calor específico
a presión constante, k es la conductividad térmica y σ es la conductividad eléctrica del medio.
El segundo término del lado derecho denota la disipación de Joule presente en el fluido debido
a la circulación de corrientes eléctricas en el medio [66]. Esta ecuación está desacoplada de las
dos anteriores y se presenta sólo por completez ya que no será considerada para la descripción
de nuestro problema pues no estudiaremos la transferencia de calor.

El considerar la interacción electromagnética lleva a que las ecuaciones ordinarias de la
mecánica de fluidos sean insuficientes para lograr una descripción adecuada del sistema. Por lo
tanto, debemos complementarlas con las ecuaciones del campo electromagnético, que compren-
den a las ecuaciones de Maxwell, y las ecuaciones constitutivas que caracterizan a los campos
en distintos medios.

3.2. Ecuaciones del campo electromagnético

En un medio isotrópico y lineal, las ecuaciones de Maxwell en forma diferencial son:

ley de Gauss para campo eléctrico

∇ ·
−→
E =

ρe
ϵ
, (3.5)

ley de Gauss para campo magnético (inexistencia de monopolos magnéticos)

∇ ·
−→
B = 0, (3.6)

ley de inducción de Faraday

∇×
−→
E = −∂

−→
B

∂t
, (3.7)
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ley de Ampère-Maxwell

∇×
−→
B = µ

−→
J + µϵ

∂
−→
E

∂t
, (3.8)

donde
−→
E es el campo eléctrico en V/m,

−→
B es el vector del campo magnético en T,

−→
J es la

densidad de corriente en A/m2, ρe denota a la densidad de carga eléctrica total en C/m3, ϵ es la
permitividad eléctrica del material y µ es la permeabilidad magnética. Al segundo término de
la ecuación (3.8) se le conoce como la corriente de desplazamiento de Maxwell; dicho término
es de relevancia cuando las oscilaciones de los campos son de alta frecuencia, sin embargo no
es nuestro caso experimental. En general, ϵ y µ pueden depender del estado termodinámico del
medio, sin embrago, para la gran mayoría de problemas tratados en MHD, estas cantidades
pueden considerarse constantes. En particular, la permeabilidad magnética puede considerarse
igual a la del vacío, µ0 = 4π × 10−7 Vs/Am.

Ahora bien, se necesita una ecuación constitutiva que establezca la relación entre la den-
sidad de corriente eléctrica y los campos eléctrico y magnético. Dicha ecuación, usada común-
mente en líquidos y gases conductores es la llamada ley de Ohm, que en un medio conductor
en reposo se expresa como:

−→
J = σ

−→
E ′, (3.9)

donde
−→
E ′ es el campo magnético en el sistema en reposo, y la conductividad eléctrica se puede

suponer constante como una buena aproximación. Si el conductor se desplaza respecto al siste-
ma de laboratorio con velocidad −→u , la ley de Ohm toma la forma:

−→
J = σ

(−→
E +−→u ×

−→
B
)
+ ρϵ

−→u , (3.10)

donde el primer término de lado derecho es el campo eléctrico efectivo y el segundo término de
lado derecho se denomina la corriente de convección.

La fusión de las ecuaciones de la mecánica de fluidos con las ecuaciones del campo electro-
magnético presenta algunas dificultades. Las primeras son ecuaciones clásicas no relativistas,
y por ende son invariantes ante transformaciones Galilenas. Por su parte, las ecuaciones del
campo electromagnético son ecuaciones relativistas, por tanto invariantes ante transformacio-
nes de Lorentz. La mezcla de ecuaciones con distintas propiedades de invarianza podrıa dar
lugar a una descripción errónea del fenómeno en consideración. Esto se resuelve utilizando lo
que se conoce como la aproximación MHD que consiste básicamente en restringir los fenómenos
estudiados a aquellos en donde:
a) La velocidad del fluido es mucho menor que la velocidad de la luz.
b) Los flujos tienen lugar en campos magnéticos cuasi-estacionarios o a bajas frecuencias.
c) Los campos eléctricos son del orden de magnitud de la fuerza electromotriz inducida por el
movimiento del fluido en el campo electromagnético [65].



18 Modelo matemático

Debido a esta aproximación se puede despreciar la corriente de desplazamiento de la ecua-
ción (3.8). Físicamente, lo que se está despreciando es el proceso de acumulación o redistribución
de cargas eléctricas. Asimismo, la aproximación MHD lleva también a establecer la invarianza
del campo magnético en los distintos sistemas de referencia. También se establece que la co-
rriente de convección en la ec. (3.10) es despreciable respecto a la corriente de conducción

−→
J .

Tomando en cuenta estas simplificaciones, las ecuaciones del campo magnético en un con-
ductor en movimiento son:

∇ ·
−→
B = 0, (3.11)

∇×
−→
E = −∂

−→
B

∂t
, (3.12)

∇×
−→
B = µ

−→
J , (3.13)

−→
J = σ

(−→
E +−→u ×

−→
B
)
. (3.14)

Con esta aproximación es apropiado ignorar la ley de Gauss para campo eléctrico (3.5), ya
que el campo electromagnético está completamente determinado por las ecuaciones rotaciona-
les y la ley de Ohm. Al despreciar la corriente de desplazamiento, las ecuaciones(3.11)-(3.14)
pierden su invarianza ante transformaciones de Lorentz, conservando únicamente invarianza
ante transformaciones Galileanas. Asumiendo también que el campo electromagnético se puede
definir como el gradiente de un potencial eléctrico, entonces:

−→
E = −∇ϕ. (3.15)

Y esto lo podemos sustituir en (3.14), por lo que:

−→
J = σ

(−→
E +−→u ×

−→
B
)
= σ

(
−∇ϕ+−→u ×

−→
B
)
. (3.16)

Además, de (3.13) se sigue que:

∇ ·
−→
J = 0, (3.17)

por lo que la divergencia de
−→
J es:

∇ ·
−→
J = σ

(
−∇2φ+∇ · (−→u ×

−→
B )
)
. (3.18)

Por último, en nuestro caso consideramos un campo magnético dipolar puntual, para el
cual conocemos su ecuación dada por:
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−→
B =

µ0m

4πr3

(
2 cosϕ−→r + sinϕ

−→
ϕ
)
. (3.19)

Estas ecuaciones junto con las de balance para fluidos forman un sistema completo de
ecuaciones con la que podemos describir el comportamiento de un fluido conductor en un
campo magnético.

3.3. Ecuaciones de la magnetohidrodinámica (MHD)

Ahora necesitamos una ecuación que nos describa el movimiento del fluido tomando en
cuenta las ecuaciones de movimiento de fluido con el respectivo efecto electromagnético, i.e.
una ecuación de movimiento magnetohidrodinámica. El sistema de ecuaciones que describe el
movimiento de un fluido viscoso, incompresible y eléctricamente conductor en un campo mag-
nético es:

la ecuación de continuidad
∇ · −→u = 0, (3.20)

y la ecuación de Navier-Stokes

∂−→u
∂t

+ (−→u · ∇)−→u = −1

ρ
∇P + ν∇2−→u +

1

ρ

(−→
J ×

−→
B
)
, (3.21)

Nótese que la ecuación (3.21) difiere de la ecuación para el caso puramente hidrodinámico
(3.3) por un término llamado la fuerza de Lorentz (

−→
J ×

−→
B ) que es la fuerza que actúa en el

sistema y que es la única relevante para el experimento.

La ecuación de transporte que obedece el campo magnético
−→
B es:

∂
−→
B

∂t
+ (−→u · ∇)

−→
B = λ∇2−→B +

(−→
B · ∇

)−→u , (3.22)

donde λ = 1/µ0σ es la difusividad magnética.

Cuando se inyecta corriente en un fluido conductor, ésta interactúa con el campo magnético
dando lugar a la fuerza de Lorentz

(−→
J ×

−→
B
)

que provoca el movimiento del fluido. Cuando el
fluido conductor tiene un movimiento relativo al campo magnético al campo magnético aplicado,
de acuerdo con la ley de inducción de Faraday, se generea una fuerza electromotriz (fem) que
induce una corriente en el fluido. De esta manera existen dos corrientes, la corriente aplicada y
la corriente inducida:

−→
J =

−→
J0 +

−→
J i , (3.23)

que igualando con la ecuación (3.16) obtenemos:
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−→
J0 +

−→
J i = σ

(
−∇φ+−→u ×

−→
B
)
, (3.24)

donde

−→
J0 = −σ∇φ, (3.25)

es la corriente aplicada y

−→
J i = σ

(−→u ×
−→
B
)
, (3.26)

es la corriente inducida.

Asimismo, de acuerdo a la ley de Ampère, las corrientes inducen campos magnéticos, por lo
que el campo magnético total será la suma del campo magnético aplicado y el campo magnético
inducido:

−→
B =

−→
B0 +

−→
Bi, (3.27)

donde
−→
B0 es el campo magnético aplicado y

−→
Bi es el campo magnético inducido

3.4. Adimensionalización
Ahora bien, debemos definir las variables adimensionales involucradas en nuestras ecuacio-

nes, las cuales son:

t∗ =
tu0

L
, P ∗ =

P

ρu2
0

−→u ∗ =
−→u
u0

,∇∗ = L∇,
−→
B ∗ =

−→
B

B0

,
−→
J ∗ =

−→
J

J0
, φ∗ =

φ

φ0

. (3.28)

Las propiedades del fluido conductor, es decir, la densidad de masa (ρ), la viscosidad cine-
mática (ν) y la conductividad eléctrica (σ) se suponen conocidas.

Estas variables se sustituirán en nuestras ecuaciones, por ejemplo, la ec. de Navier-Stokes
adimensionalizada

∂
−→
u∗

∂t∗
+
(−→
u∗ · ∇∗

)−→
u∗ = −∇∗P ∗ +

ν

Lu0

∇∗2−→u∗ +
LB0J

0

u2
0ρ

(−→
J∗ ×

−→
B∗
)
, (3.29)

y la divergencia de la ley de Ohm adimensional

∇∗−→J∗ = −σφ0

J0L
∇∗2φ∗ +

σu0B0

J0
∇∗ ·

(−→
u∗ ×

−→
B∗
)
. (3.30)

obviaremos las adimensionalizaciones en todas nuestras ecuaciones y eliminaremos el (*) de
nuestras variables de aquí en adelante.
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3.5. Parámetros adimensionales
Existen números importantes en magnetohidrodinámica que aparecen en nuestras ecuacio-

nes adimensionalizadas, por ejemplo, en la ec. (3.29), el segundo término de lado derecho el
factor resulta ser lo mismo que 1/Re, donde Re se conoce como número de Reynolds:

Re se define como la relación entre las fuerzas inerciales (o convectivas) y las fuerzas viscosas
presentes en un fluido.

Re =
u0L

ν
, (3.31)

donde L es una longitud característica (m) del sistema, u0 es la velocidad máxima medida en
el experimento (m/s) y ν es la viscosidad cinemática del fluido (m2/s), este parámetro da una
estimación de la importancia del transporte de cantidad de movimiento por convección compa-
rado con el transporte por difusión viscosa.

Por otra parte, en la ec. (3.29), el segundo término del lado derecho tiene un factor que
podemos definir como N , el cual es conocido como número de Stuart o parámetro de interacción:

N = (Ha)2 /Re. (3.32)

que cuantifica la razón de la fuerza magnética y la inercial. Este también nos introduce la
existencia de Ha, que se define como el número de Hartmann:

(Ha)2 representa la relación entre la fuerza de fricción ocasionada por la inducción magnética,
y la viscosidad del fluido. [70].

Ha = B0L

√
σ

µ
= B0L

√
σ

ρν

{
≪ 1 despreciable a términos superiores,
≫ 1 valores significativos,

(3.33)

Este parámetro adimensional se hace presente cuando hay efectos inducidos, esto es, cuan-
do un fluido eléctricamente conductor es sometido a campos magnéticos grandes o corrientes
eléctricas altas. El valor de Ha aumenta cuando el campo magnético incrementan, y viceversa.
Es importante destacar que estamos empleando un electrolito con Ha ≪ 1 en nuestro experi-
mento, por lo que los términos multiplicados por Ha son muy pequeños y a términos superiores
serán despreciables.

3.6. Formulación del problema
El desarrollo de un modelo teórico para la configuración experimental, requiere varios

supuestos. El modelo físico simplificado consiste en un sistema con esferas concéntricas huecas
no conductoras inmersas en un campo magnético dipolar (

−→
B0) que interactúa con una densidad

de corriente radial (
−→
J0
r ) inyectada en el plano ecuatorial debido a una diferencia de potencial

generada por un par de anillos colocados en la parte externa de la esfera interna y en la parte
interna de la esfera externa, generando una fuerza electromagnética o fuerza de Lorentz (Fθ)
sobre el fluido en la dirección azimutal, como se observa en la Fig. 3.1. Además, las esferas
pueden rotar independientemente con velocidad angular constante (Ωi y Ωo) alrededor del eje
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vertical (en dirección azimutal). El fluido de trabajo contenido en el espacio anular (y en general
en el espacio entre las esferas) es un electrolito.

Los flujos impulsados electromagnéticamente de soluciones electrolíticas débiles se han mo-
delado con éxito al despreciar los efectos inducidos en modelos cuasi-bidimensionales [54,55] y
tridimensionales [52,56]. Esto significa que las corrientes eléctricas inducidas por la interacción
del flujo de fluido y el campo magnético, así como las fuerzas de Lorentz producidas por estas
corrientes, pueden ignorarse por completo. Es decir, la fuerza de Lorentz tiene un solo compo-
nente: que es el producto de la corriente eléctrica inyectada con el campo magnético dipolar
del imán.

Figura 3.1: Modelo físico del problema. Una solución electrolítica llena el espacio entre las esferas
exterior e interior de radios ro y ri, respectivamente. Las esferas pueden girar a velocidades
angulares constantes Ωo y Ωi. La esfera interior encierra un imán permanente cilíndrico, que
produce el campo magnético dipolar impuesto B0. La corriente eléctrica en cc es principalmente
radial j0r y se inyecta a través de dos electrodos anulares de cobre ubicados en el ecuador de las
esferas, mientras que la dirección principal de la fuerza de Lorentz se denota por Fθ en dirección
del ángulo azimutal.

3.7. Navier-Stokes adimensional
De la ecuación (3.30) de la divergencia de la ley de Ohm adimensionalizada aparecen

parámetros adimensionales:

∇ ·
−→
J = −σφ0

J0L
∇2φ+

σu0B0

J0
∇ ·
(−→u ×

−→
B
)
= −σφ0

J0L
∇2φ+

�
�
�Ha2

Re
∇ ·
(−→u ×

−→
B
)
= 0, (3.34)

donde el segundo término de lado derecho es despreciable tomando en cuenta lo discutido en
la sección 3.5., por lo que se reduce a:
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J0L

σ
∇ ·

−→
J = −φ0∇2φ = 0, (3.35)

de aquí deducimos las unidades del potencial, pues la igualdad indica que [J0L/σ] = [φ0] y
siendo así podemos cancelarlas entre sí, para finalmente quedarnos con:

∇ ·
−→
J = −∇2φ = 0, (3.36)

que es la ecuación diferencial adimensional que se debe resolver para la densidad de correiente
eléctrica en nuestro sistema.

Por otro lado, para la ec. (3.29) de Navier-Stokes adimensionalizada, definimos el parámetro
“Q” de la siguiente manera:

Q =
U0

u0

, (3.37)

donde

U0 =
L2j0B0

νρ
, (3.38)

es una velocidad asociada a los efectos electromagnéticos, mientras que

u0 =
ν

L
, (3.39)

es una velocidad asociada a los efectos viscosos. Por lo que la ecuación de Navier-Stokes adiemn-
sionalizada por resolver finalmente queda como:

∂−→u
∂t

+ (−→u · ∇)−→u = −∇P +∇2−→u +Q
(−→
J ×

−→
B
)
. (3.40)

3.8. Coordenadas esféricas
En coordenadas esféricas, nuestras vectores y ecuaciones son:

vector de posición
−→r = (r, θ, ϕ) , (3.41)

vector velocidad
−→u = (ur, uθ, uϕ) . (3.42)

La ecuación de Navier-Stokes en coordenadas esféricas está dada por:

La ecuación de Navier-Stokes en la componente radial r̂

ρ

(
∂ur

∂t
+ ur

∂ur

∂r
+

uθ

r

∂ur

∂θ
+

uϕ

r sin θ

∂ur

∂ϕ
−

u2
θ + u2

ϕ

r

)
=
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− ∂P

∂r
+ µ

(
∇2ur −

2

r2
ur −

2

r2
∂uθ

∂θ
− 2

r2
uθ cot θ −

2

r2 sin θ

∂uϕ

∂ϕ

)
+ ρfr, (3.43)

La ecuación de Navier-Stokes en dirección θ̂

ρ

(
∂uθ

∂t
+ ur

∂uθ

∂r
+

uθ

r

∂uθ

∂θ
+

uϕ

r sin θ

∂uθ

∂ϕ
+

uθur

r
−

u2
ϕ

r
cot θ

)
=

− 1

r

∂P

∂θ
+ µ

(
∇2uθ +

2

r2
∂ur

∂ϕ
− uθ

r2 sin2 θ
− 2

r2
cot θ

sin θ

∂uϕ

∂ϕ

)
+ ρfθ, (3.44)

La ecuación de Navier-Stokes en dirección ϕ̂

ρ

(
∂uϕ

∂t
+ ur

∂uϕ

∂r
+

uθ

r

∂uϕ

∂θ
+

uϕ

r sin θ

∂uϕ

∂ϕ
+

uϕur

r
+

uϕuθ

r
cot θ

)
=

− 1

r sin θ

∂P

∂ϕ
+ µ

(
∇2uϕ +

2

r2 sin2 θ

∂ur

∂ϕ
+

2

r2
cos θ

sin2 θ

∂uθ

∂ϕ
− uϕ

r2 sin2 θ

)
+ ρfϕ, (3.45)

donde
∇2 =

1

r2
∂

∂r

(
r2

∂

∂r

)
+

1

r2 sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂

∂θ

)
+

1

r2 sin2 θ

∂2

∂ϕ2
. (3.46)

3.9. Solución analítica
Ya que hemos definido todas nuestras ecuaciones, debemos resolverlas analíticamente para

poder entender el movimiento que se presenta en el sistema descrito. Sin embargo, el problema
es aún bastante complejo pero podemos justificar ciertas condiciones que lo simplifiquen.

Con el fin de simplificar el sistema, a la vez que centramos la atención en lo que queremos
medir, tomaremos en cuenta las siguientes condiciones del sistema:

1.- El sistema está en un estado estacionario. Esto implica que el movimiento en nuestro
sistema ha llegado a un punto en que es independiente del tiempo y no varía su perfil de ve-
locidades, manteniéndose aproximadamente igual en todo momento. Esto es posible por estar
dentro de los parámetros de flujo laminar.

2.- No hay gradiente de presión en el sistema. No tenemos cambios de presión aplicados en
nuestro experimento en ningún momento, por lo que el término de la presión de Navier-Stokes
no contribuye al movimiento (o es igual a cero).

3.- El plano de observación es en (r, ϕ = 90), por lo que no hay dependencia para la ve-
locidad en función de θ. Dado que nuestro sistema tiene simetría axial en θ (o sea que es
axisimétrico), la velocidad no tendrá ninguna variación con el ángulo θ, por lo que la velocidad
no dependerá de esta coordenada.

4.- El campo magnético incide perpendicularmente al plano de observación en dirección ϕ̂
y la corriente es radial en dirección r̂, por lo que la fuerza de Lorentz está en dirección θ̂, lo
cual implica que uϕ = 0 y ur = 0. Esto debido a las propiedades vectoriales del producto cruz
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aplicado en la zona ecuatorial de nuestro experimento, que será la zona de observación.

Al aplicar estas condiciones en la ec. de Navier-Stokes, las ecuaciones (3.43), (3.44), (3.45)
y (3.46) se reducen a:

La componente radial de la ecuación de Navier-Stokes (r̂) se reduce a

ρ

(
�
�
�∂ur

∂t
+

�
�
��

ur
∂ur

∂r
+

�
�
��uθ

r

∂ur

∂θ
+

���
���uϕ

r sin θ

∂ur

∂ϕ
−

u2
θ + �

�u2
ϕ

r

)
=

�
�
�

−∂P

∂r
+ µ

(
�
��∇2ur −

�
�
�2

r2
ur −

�
�

��2

r2
∂uθ

∂θ
−

�
���

��2

r2
uθ cot θ −

���
����2

r2 sin θ

∂uϕ

∂ϕ

)
+�

�ρfr, (3.47)

La ecuación de Navier-Stokes en dirección θ̂ se reduce a

ρ

(
�
�
�∂uθ

∂t
+

�
�
��

ur
∂uθ

∂r
+

�
�
��uθ

r

∂uθ

∂θ
+

��
����uϕ

r sin θ

∂uθ

∂ϕ
+

�
�
�uθur

r
−

�
�

�
��u2

ϕ

r
cot θ

)
=

�
�
�
�

−1

r

∂P

∂θ
+ µ

(
∇2uθ +

�
�

�
�2

r2
∂ur

∂ϕ
− uθ

r2 sin2 θ
−

��
���

��2

r2
cot θ

sin θ

∂uϕ

∂ϕ

)
+ ρfθ, (3.48)

La ecuación de Navier-Stokes en dirección ϕ̂ se reduce a

ρ

(
�
�
�∂uϕ

∂t
+

�
�
��

ur
∂uϕ

∂r
+

�
�
�
�uθ

r

∂uϕ

∂θ
+

���
���uϕ

r sin θ

∂uϕ

∂ϕ
+

�
�
�uϕur

r
+

��
����uϕuθ

r
cot θ

)
=

����
���

− 1

r sin θ

∂P

∂ϕ
+ µ

(
���∇2uϕ +

���
����2

r2 sin2 θ

∂ur

∂ϕ
+

���
����2

r2
cos θ

sin2 θ

∂uθ

∂ϕ
−

�
����uϕ

r2 sin2 θ

)
+ ρ��fϕ, (3.49)

donde:

∇2 =
1

r2
∂

∂r

(
r2

∂

∂r

)
+

1

r2 sin θ��������∂

∂θ

(
sin θ

∂

∂θ

)
+

�
���

���1

r2 sin2 θ

∂2

∂ϕ2
. (3.50)

Las ecuaciones (3.47) y (3.49) quedan anuladas por completo, quedando únicamente la
componente θ de la ecuación de Navier-Stokes:

∇2uθ −
uθ

r2 sin2 θ
=

ρ

µ
(fθ) , (3.51)

donde fθ = J0
rB

0
ϕ, luego, aplicando el laplaciano reducido (3.51) queda:

1

r

d

dr

(
r2
duθ

dr

)
=

ρ

µ
(fθ) . (3.52)
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3.10. Corriente y campo magnético aplicados

Nuestra ecuación diferencial adimensional a resolver es:

1

r

d

dr

(
r2
duθ

dr

)
= Q

(
J0
rB

0
ϕ

)
, (3.53)

Aplicando las condiciones iniciales a esta ecuación nos da:

d2uθ

dr2
+

2

r

duθ

dr
− uθ

r2
= QJ0

rB
0
ϕ. (3.54)

Dado que de la ecuación (3.36) sabemos que:

∇ ·
−→
J = −∇2φ = 0,

que en coordenadas esféricas queda como:

∇2φ =
1

r

d

dr
r2
dφ

dr
+

������������1

r2 sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂φ

∂θ

)
+

��
���

��1

r2 sin2 θ

∂2φ

∂ϕ2
= 0. (3.55)

Por lo que tenemos una ecuación diferencial dependiente de r (pues φ no depende de θ ni
de ϕ) para el potencial eléctrico:

∇2φ =
1

r

d

dr
r2
dφ

dr
= 0, (3.56)

que aplicando la regla de la cadena y simplificando queda:

d2φ

dr2
+

2

r

dφ

dr
= 0. (3.57)

Al resolver la ecuación diferencial, nos queda que:

φ (r) =
c1
r
+ c2.

y tomando en cuenta que la corriente aplicada es:

−→
J = J0

r = − σu0

LJ0
∇φ. (3.58)

podemos imponer las condiciones de frontera adimensionales J0
r (ri) = −dφ(ri)

dr
= 1 y φ(ro) = 0,

que nos da valores de las constantes c1 = r21 y c2 =
r2i
r
− r2i

r0
.

Entonces, a partir de la ecuación (3.58) la solución de la densidad de corriente queda dada
por:
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J0
r =

r2i
r2
. (3.59)

Por otra parte, el campo magnético adimensional, tomando en cuenta el comportamieto
dipolar del campo magnético B0

ϕ y que estamos en la región ϕ = π
2
, es:

B0 =
r3i
r3

(
2 cosϕ r̂ + sinϕ ϕ̂

)
=

r3i
r3
ϕ̂. (3.60)

Por lo que nos queda:

B0
ϕ =

r3i
r3
. (3.61)

Finalmente, sustituyendo las ecuaciones (3.59) y (3.61) en (3.54) obtenemos:

d2uθ

dr2
+

2

r

duθ

dr
− uθ

r2
= Q

r5i
r5
. (3.62)

Que es una ecuación diferencial adimensional para uθ en función de r, que es justamente
lo que queremos conocer.

3.11. Solución de la ecuación diferencial

Ya tenemos la ecuación diferencial que describe el movimiento del fluido en la zona ecua-
torial, ahora sólo queda resolverla, para lo cual nos conviene ver la ec. (3.62) como:

r2
d2uθ

dr2
+ 2r

duθ

dr
− uθ = Q

r5i
r3
. (3.63)

Para que tome la forma de una ecuación diferencial de Gauchy-Riemann i.e. del tipo:

anx
n d

ny

dxn
+ an−1x

n−1 d
n−1y

dxn−1
+ ...+ a1x

dy

dx
+ a0y. (3.64)

En nuestro caso, estamos manejando una ecuación diferencial de Gauchy-Riemann de se-
gundo orden, por lo que lo primero será proponer una solución del tipo

uθ = rm,

así como su primera y segunda derivada, dadas por:

u′
θ = mrm−1,

u′′
θ = m(m− 1)rm−2.
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Sustituyendo estas ecuaciones propuestas en la ecuación (3.63) obtenemos:

r2m(m− 1)rm−2 + 2rmrm−1 − rm = Q
r5i
r3

,

⇒ [m(m− 1) + 2m− 1]rm = Q
r5i
r3

.

Para calcular la solución general, debemos obtener la solución homogénea, que resulta de
igualar la ecuación diferencial de Gauchy-Riemann a cero y la particular o inhomogénea, que
resulta de considerar la igualdad en la ecuación (3.63), donde la suma de estas será la solución
general.

Para la parte homogénea, tenemos que:

[m(m− 1) + 2m− 1]rm = 0 ⇒ m2 +m− 1 = 0,

∴ m =
−1±

√
5

2
.

Por lo que:

uθ = uθ1 + uθ2 = C1r
−1+

√
5

2 + C2r
−1−

√
5

2 .

Ahora, para la solución particular, necesitaremos la solución homogénea:

d2uθ

dr2
+

2

r

duθ

dr
− uθ

r2
= Q

r5i
r5

,

y proponemos:

uθ = u1uθ1 + u2uθ2 = u1r
−1+

√
5

2 + u2r
−1−

√
5

2 .

Ahora bien, lo que queremos determinar es u1y u2 de donde tendremos que resolver el
sistema de ecuaciones siguiente:

u′
1uθ1 + u′

2uθ2 = 0,

u′
1u

′
θ1 + u′

2u
′
θ2 = f(r) = Q

r5i
r5

,

donde

u′
θ1 = (−1+

√
5

2
)r

−3+
√
5

2 y u′
θ2 = (−1−

√
5

2
)r

−3−
√
5

2 ,

y la teoría nos dice que u′
1 =

W1

W
y u′

2 =
W2

W
donde W , W1 Y W2 están determinados por:

W = det

 uθ1 uθ2

u′
θ1 u′

θ2

, W1 = det

 0 uθ2

f(r) u′
θ2

 y W2 = det

 uθ1 0

u′
θ1 f(r)

.

Por lo que debemos resolver estos Wronskianos.
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W = det

 r
−1+

√
5

2 r
−1−

√
5

2

(−1+
√
5

2
)r

−3+
√
5

2 (−1−
√
5

2
)r

−3−
√
5

2

 = (−1+
√
5

2
)r−2(1+

√
5

2
)r−2 =

√
5r−2,

W1 = det

 0 r
−1−

√
5

2

Q
r5i
r5

(−1−
√
5

2
)r

−3−
√
5

2

 = −Qr5i r
−11+

√
5

2 ,

W = det

 r
−1+

√
5

2 0

(−1+
√
5

2
)r

−3+
√
5

2 Q
r5i
r5

 = Qr5i r
−11−

√
5

2 ,

⇒ u′
1 =

W1

W
=

−Qr5i r
−11+

√
5

2

√
5r−2

=
−Qr5i r

−7+
√
5

2

√
5

,

y u′
2 =

W2

W
=

−Qr5i r
−11−

√
5

2

√
5r−2

=
Qr5i r

−7−
√
5

2

√
5

.

Para encontrar u1 y u2 sólo debemos integrar u′
1 y u′

2 respectivamente, quedando:

u1 =
−Qr5i√

5

2

−5 +
√
5
r

−5+
√
5

2 , u2 =
Qr5i√
5

2

−5−
√
5
r

−5−
√
5

2 .

Recordemos que la solución particular estaba definida por:

uθp = u1uθ1 + u2uθ2,

por lo que sustituyendo las soluciones

⇒ Uθp =
−Qr5i√

5

2

−5 +
√
5
r

−5+
√
5

2

(
r

−1+
√
5

2

)
+

Qr5i√
5

2

−5−
√
5
r

−5−
√
5

2

(
r

−1−
√
5

2

)
.

Aún es posible simplificar la solución, dando como resultado:

uθp =
1

5
Qr5i r

−3.

Finalmente, nuestra ecuación general, sumando la parte homogénea y la particular, queda
como:

uθ = c1r
−1−

√
5

2 + c2r
−1+

√
5

2 +
1

5
Qr5i r

−3. (3.65)

Para encontrar las constantes c1 y c2 debemos tomar en cuenta las condiciones de frontera
uθ(ri) = ui y uθ(ro) = uo, con uo y ui las velocidades azimutales de las esferas externa e interna
respectivamente. Para el caso general, las constantes c1 y c2 son:

c1 =

1
5
Q

(
r5+

√
5

i r
−5+

√
5

2
o − r

5+
√

5
2

i r
√
5

o

)
− uor

√
5

i r
1+

√
5

2
o + uir

1+
√

5
2

i r
√
5

o

r
√
5

o − r
√
5

i

,
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c2 =

1
5
Q

(
r

5+
√

5
2

i − r5i r
−5+

√
5

2
o

)
+ uor

1+
√
5

2
o − uir

1+
√
5

2
i

r
√
5

o − r
√
5

i

.

La solución general completa es:

uθ =

c1 =

1
5
Q

(
r5+

√
5

i r
−5+

√
5

2
o − r

5+
√
5

2
i r

√
5

o

)
− uor

√
5

i r
1+

√
5

2
o + uir

1+
√
5

2
i r

√
5

o

r
√
5

o − r
√
5

i

 r
−1−

√
5

2 (3.66)

+


1
5
Q

(
r

5+
√

5
2

i − r5i r
−5+

√
5

2
o

)
+ uor

1+
√

5
2

o − uir
1+

√
5

2
i

r
√
5

o − r
√
5

i

 r
−1+

√
5

2 +
1

5
Qr5i r

−3

Para el caso puramente electromagnético, donde uθ(ri) = 0 y uθ(ro) = 0, tenemos que:

c1 =

1
5
Q

(
r5+

√
5

i r
−5+

√
5

2
o − r

5+
√
5

2
i r

√
5

o

)
r
√
5

o − r
√
5

i

,

c2 =

1
5
Q

(
r

5+
√
5

2
i − r5i r

−5+
√
5

2
o

)
r
√
5

o − r
√
5

i

,

por lo que la solución para uθ(r) en este caso sería:

uθ =
1

5
Q

r
−1−

√
5

2

(
r5+

√
5

i r
−5+

√
5

2
o − r

5+
√
5

2
i r

√
5

o

)
+ r

−1+
√
5

2

(
r

5+
√
5

2
i − r5i r

−5+
√
5

2
o

)
r
√
5

o − r
√
5

i

+ r5i r
−3

 (3.67)

En cada caso se deben escoger las condiciones de frontera. Para nuestra solución analítica
usaremos Q = 0.5 al momento de graficar nuestros casos, analíticamente los valores para ui y
uo serán escogidos de manera que se asemejen cualitativamente a las gráficas experimentales.
Las gráficas se hicieron con el programa Mathematica (de Wolfram Alpha).



Capítulo 4

Resultados

En este capítulo realizaremos la comparación cualitativa de los resultados experimentales
explicados en el Capítulo 2, junto con las gráficas analíticas obtenidas a partir de la ecuación
(3.66) del Capítulo 3, esto para seis casos con diferentes configuraciones del problema. Utilizan-
do la ec. (3.31) calculamos el número de Reynolds para cada caso experimental, con el fin de
garantizar que nuestros experimentos se encuentran en el límite laminar para el cual supusimos
nuestras ecuaciones analíticas. El número de Reynolds varía en cada caso debido a las diferen-
tes fuerzas actuando en el sistema. Los valores de velocidad analíticos se eligen arbitrariamente
para comparar visualmente con los perfiles de velocidad experimentales. Debemos tener en
cuenta que la solución analítica está adimensionalizada y solo se puede hacer una comparación
teórico-experimental de manera cualitativa. En cada caso se mostrará un esquema que explique
las fuerzas implicadas, se mostrará el campo vectorial obtenido a través del promedio temporal
de los fotogramas de la cámara, así como las gráficas experimentales y analíticas de la velocidad
angular uθ en función del radio r.

La longitud característica para las gráficas experimentales de la velocidad angular es de
0.7 m, pues es la distancia entre las paredes de las esferas interna y externa, mientras que
las gráficas analíticas de la velocidad angular están adimensionalizadas, por lo que la longitud
característica en estas es 1 (de 0.6 a 1.6, esto escogido arbitrariamente de modo que se tome
en cuenta que las esferas tienen radios distintos de cero).

El número de Reynolds cambia para cada caso, esto se debe únicamente a la velocidad
máxima registrada en cada experimento, puesto que ni la viscosidad ni la longitud característica
del experimento se están variando. El cambio en la velocidad se debe a las fuerzas implicadas
en cada caso, siendo así que, por ejemplo, las fuerzas de arrastre mueven con mayor fuerza al
fluido que la fuerza de Lorentz.
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4.1. Forzamiento electromagnético entre esferas concéntri-
cas estacionarias

Una comparación cualitativa y validación del modelo analítico con estos resultados experi-
mentales requiere graficar la velocidad azimutal como función del radio en el plano ecuatorial.
El primer caso a estudiar, corresponde a cuando se inyecta una corriente eléctrica radialmente
que interactúa con el campo magnético generando una fuerza azimutal de Lorentz en dirección
antihoraria y en ausencia de velocidad angular en las esferas, i.e. Ωi = 0, Ωo = 0, B0 = B0

ϕ y
J0 = J0

r , como se muestra en la Figura 4.1 (a).

(a) Esquema ecuatorial del caso. (b) Campo vectorial en una región del plano ecuatorial.

Figura 4.1: Observación experimental.

Por la ec. (3.31), sabemos que el número de Reynolds en este caso es Re =
umaxL

ν
= 525,

donde la longitud característica del sistema es L = 0.07 m y umax es la velocidad máxima en
el sistema. En la Figura 4.1 (b) se muestra el campo vectorial promediado en el tiempo de
las mediciones experimentales en una región del plano ecuatorial (ϕ = π/2), donde podemos
apreciar que la velocidad máxima se ubica cerca de la esfera interior, como se reporta en [51].
Esto se puede explicar si consideramos que la fuerza de Lorentz está confinada a la región
cercana a la esfera interior, donde tanto el campo magnético como la corriente inyectada son
más intensos y decae como r−5. Para este caso particular, la fuerza de Lorentz promueve una
rotación del fluido en sentido horario, pero puede ser invertida al cambiar el campo magnético
o la dirección de la corriente inyectada, siendo esta última una implementación más sencilla.

La comparación cualitativa de la velocidad angular uθ entre el experimento y el análisis
matemático se muestra en la Figura 4.2, donde notamos que tanto en (a) como en (b) el máximo
de la velocidad está dado cerca a la esfera interna debido a la acción de la fuerza de Lorentz
que es más fuerte cerca al imán dentro de la esfera interna debido a la magnitud del campo
magnético, aunque no pegado a la esfera interna pues está la condición de no deslizamiento en
las paredes. En la Figura 4.2 (a) notamos que cerca a la esfera externa hay un pico, el cual
atribuimos a un error experimental, quizá debido a la curvatura de la esfera que interfiere con
nuestras observaciones en esa zona.
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(a) Observación experimental. (b) Solución Analítica.

Figura 4.2: Perfil de velocidad uθ en función del radio.

4.2. Flujo de arrastre con esfera interna en rotación cons-
tante

El segundo caso a estudiar, corresponde a un flujo generado por el arrastre de la esfera
interna sobre el fluido al girar en sentido horario en ausencia de fuerza de Lorentz, i.e. Ωi = 0.457
rad/s, Ωo = 0, B0 = B0

ϕ y J0 = 0, como se muestra en la Figura 4.3 (a).

(a) Esquema ecuatorial del caso. (b) Campo vectorial en una región del campo ecuatorial.

Figura 4.3: Observación experimental.

En la Figura 4.3 (b) tenemos un Re = 1050, donde la rotación promueve un flujo cuya
magnitud máxima se observa pegado a la esfera interna y llega a cero en la esfera exterior
en reposo debido a la condición de no deslizamiento, que se visualiza mediante la longitud
de los vectores y se corrobora con la Figura 4.4, cuyos perfiles describen cualitativamente un
comportamiento en la velocidad angular conforme se avanza radialmente, aunque cabe destacar
que la caída es más suave en la gráfica analítica y la mayor diferencia entre la parte analítica y
expeimental está en la zona cercana a la esfera interna, además, en la gráfica experimental hay
un efecto de borde pegado a la esfera externa antes de caer a cero, nuevamente atribuimos esto
a un error experimental, debido a la falta de visibilidad en la región cercana a la esfera externa
por la curvatura y el grosor de nuestro aparato experimental. El comportamiento observado en
la Figura 4.4 entre (a) y (b) es principalmente diferente en la región cercana a la esfera interna.
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(a) Observación experimental.
(b) Solución Analítica.

Figura 4.4: Perfil de velocidad uθ en función del radio.

4.3. Flujo de arrastre con esfera externa en rotación cons-
tante

El tercer caso a estudiar, corresponde a un flujo generado por el arrastre de la esfera
externa sobre el fluido al girar en sentido antihorario en ausencia de fuerza de Lorentz, i.e.
Ωi = 0, Ωo = 0.305 rad/s, B0 = B0

ϕ y J0 = 0, como se muestra en la Figura 4.5 (a).

(a) Esquema ecuatorial del caso. (b) Campo vectorial en una región del campo ecuatorial.

Figura 4.5: Observación experimental.

En la Figura 4.10 donde Re = 1800, el arrastre de la esfera externa promueve un flujo prin-
cipalmente en la dirección negativa en y, cuya magnitud máxima se observa pegado a la esfera
externa y llega a cero en la esfera interior en reposo debido a la condición de no deslizamiento,
lo cual se visualiza mediante la longitud de los vectores. Así mismo, las gráficas experimental
de la Figura 4.6 (a) y analítica de la Figura 4.6 (b) muestran este comportamiento pero con
una concavidad opuesta que los diferencia, el por qué de esta y otras diferencias se podrían
deber al régimen en que se llevan a cabo la parte analítica y experimental, siendo la primera
para un número de Reynolds Re < 1 y la segunda la tenemos para Re ≈ 103.
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(a) Observación experimental.
(b) Solución Analítica.

Figura 4.6: Perfil de velocidad uθ en función del radio.

4.4. Flujo de arrastre con esferas interna y externa en ro-
tación constante

El cuarto caso a estudiar, corresponde a un flujo generado por el arrastre de las esferas
externa sobre el fluido al girar en sentido antihorario e interna al girar en sentido horario en
ausencia de fuerza de Lorentz, i.e. Ωi = 0.457 rad/s, Ωo = 0.305 rad/s, B0 = B0

ϕ y J0 = 0,
como se muestra en la Figura 4.7 (a).

(a) Esquema ecuatorial del caso. (b) Campo vectorial en una región del campo ecuatorial.

Figura 4.7: Observación experimental.

Cuando ambas esferas giran en sentido contrario, se observan regiones con velocidades
positivas y negativas, siendo positivas en la región cercana a la esfera interna debido al arrastre
de esta y negativas en la región media y cercana a la esfera externa debido al arrastre de esta
última como se aprecia vectorialmente en la Figura 4.7 (b), donde tenemos Re = 1750. ES
interesante notar que el flujo es mayormente influenciado por el arrastre de la esfera externa,
esto debido a que gira con mayor velocidad, generando así mayor fuerza de arrastre, lo cual
puede comprobarse al analizar los números de Reynolds de las secciones 4.2 y 4.3. Además, los
resultados experimentales muestran la aparente aparición de un punto de inflexión que cambia
la concavidad de la gráfica como se muestra en la Figura 4.8 (a) aunque podría ser simplemente
una zona en la que el promedio saliera extraño, pues a grandes rasgos la concavidad pareciera
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mantenerse convexa, mientras que en la gráfica analítica en la Figura 4.8 (b) se observa que la
concavidad convexa se mantiene en todo momento. Para este caso particular, se puede observar
que analíticamente y experimentalmente (Figura 4.8) los perfiles tienen cierta similitud entre
sí, mucho mejor que los casos dos casos anteriores de las secciones 4.2 y 4.3, que involucran
también únicamente fuerzas de arrastre.

(a) Observación experimental.
(b) Solución Analítica.

Figura 4.8: Perfil de velocidad uθ en función del radio.

4.5. Forzamiento electromagnético entre esferas concéntri-
cas con esfera externa en rotación constante

El quinto caso a estudiar es finalmente la superposición de ambos efectos, que corresponde
a un flujo generado por la fuerza de Lorentz en sentido horario y por el arrastre de la esfera
externa sobre el fluido al girar en sentido antihorario, i.e. Ωi = 0, Ωo = 0.305 rad/s, B0 = B0

ϕ

y J0 = J0
r , como se muestra en la Figura 4.9 (a).

(a) Esquema ecuatorial del caso. (b) Campo vectorial en una región del campo ecuatorial.

Figura 4.9: Observación experimental.

En los resultados experimentales obtenidos para el caso electromagnético de la sección 4.1,
la velocidad máxima se obtiene más cerca de la esfera interna, mientras que en el caso de arrastre
por movimiento en la esfera externa en la sección 4.3, la velocidad máxima se encuentra justo
en la esfera externa. Ahora bien, si la esfera externa gira y se aplica la fuerza electromagnética,
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se puede obtener una amplia variedad de flujos dependiendo de las condiciones. Sin embargo,
las comparaciones mostradas en la Figura 4.10 valida los supuestos asumidos para la solución
analítica, ajustando bastante bien el perfil experimental (Figura 4.10 (a)) cualitativamente con
el perfil analítico (Figura 4.10 (b)). En ambas gráficas de la Figura 4.10 podemos notar que
hay un máximo positivo cercano a la esfera interna, esto sucede debido a que la condición
de no deslizamiento mantiene la velocidad en cero pegado a la esfera interna (impidiendo así
el movimiento debido a la fuerza de Lorentz en este punto), sin embargo después domina el
término de la fuerza de Lorentz que promueve un flujo antihorario (de acuerdo con la Figura
4.9 (b)), también tenemos la esfera externa en rotación pero en sentido horario (de acuerdo
con la Figura 4.9 (a)), por lo que esta fuerza es opuesta a la de Lorentz, lo cual ocasiona un
cruce por cero en el momento en que las fuerzas son equiparables. Esto explica que el máximo
positivo sea debido a la Fuerza de Lorentz, ubicado entre la condición de no deslizamiento y la
fuerza de arrastre por la esfera externa.

Para este caso tenemos un Re = 770 y además vale la pena mencionar el número de
Ekman, el cual está dado por Ek =

ν

ΩL2
, donde Ω es la velocidad angular. En general, para

estos experimentos se espera una valor de Ek ≪ 1 y para este caso experimental tenemos
Ek = 8.89x10−5, que es un valor aceptable para nuestro experimento.

(a) Observación experimental. (b) Solución Analítica.

Figura 4.10: Perfil de velocidad uθ en función del radio.

Este caso es el que más se asemeja (en la medida de las posibilidades de este experimento)
con las condiciones del núcleo terrestre, pues toma en cuenta el movimiento angular en la esfera
externa que simula el límite del núcleo externo y también una fuerza de Lorentz.

4.6. Forzamiento electromagnético entre esferas concéntri-
cas con esfera interna en rotación constante

El sexto caso a estudiar es nuevamente la superposición de los efectos electromagnéticos
y de arrastre que corresponde a un flujo generado por la fuerza de Lorentz en sentido horario
y por el arrastre de la esfera interna sobre el fluido al girar en sentido horario, i.e. Ωi = 0.457
rad/s, Ωo = 0, B0 = B0

ϕ y J0 = J0
r , como se muestra en la Figura 4.11 (a).

En este caso, estamos juntando los casos de las secciones 4.1 y 4.2 para la parte experi-
mental, lamentablemente, este caso experimental presentó errores de los que nos dimos cuenta
muy tarde, puesto que difería de la gráfica analítica en algo que no podía diferir, esto es, en
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la condición de no deslizamiento en la esfera externa, por lo que descartamos estos resultados
atribuyendo los errores a no haber esperado tiempo suficiente para llegar a un estado estacio-
nario del flujo respecto al experimento anterior. Podemos observar en la Figura 4.11 (b) que
la fuerza de Lorentz actúa débilmente en este caso, pues como vimos en los casos 4.1 y 4.5,
su mayor efecto se alcanza cercano a la esfera interna pero en este caso es sobrepasada por
la fuerza de arrastre de la esfera interna en rotación, por lo que las fuerzas electromagnéticas
apenas y contribuyen al movimiento en la zona media de observación.

(a) Esquema ecuatorial del caso. (b) Solución analítica.

Figura 4.11: Resultados analíticos.

Finalmente queda mencionar que en estas condiciones, el error máximo en las observacio-
nes experimentales fue del 15 %. Por un lado, este error se puede deber a errores intrínsecos
al método PIV, como la velocidad de grabado de la cámara, el paralelismo entre el plano de
observación y el lente de la cámara o errores en el software PIVlab con las partículas prueba y
por otro lado, cabe mencionar que nuestro sistema está filmando a través de una esfera sólida
traslúcida, que respecto a la visión de la cámara cambia su curvatura y en menor medida su
grosor conforme el plano de observación avanza en la coordenada r. Debido a esto, se presentan
efectos de borde a los que atribuimos mayoritariamente los errores.

La región de observación de las figuras del campo de velocidades difieren en el eje y debido
únicamente a la longitud de los vectores, los cuales, para alcanzar a apreciarlos bien cada caso,
se ajustaron únicamente en la componente del eje y.

En todos los casos, se puede observar una cierta concordancia entre los resultados teóricos
y las mediciones experimentales, sin embargo, en el caso que más nos interesa por la naturaleza
de nuestro sistema magnetohidrodinámico, que es el caso 4.5, los perfiles se ajustan particu-
larmente mejor que en los casos de fuerzas aisladas de las secciones 4.1, 4.2 y 4.3. El caso 4.6
que hubiera sido también de particular interés lamentablemente no pudo ser comparado exito-
samente. El caso 4.4, pese a no tener efectos electromagnéticos en el sistema también se ajusta
muy bien en el perfil analítico respecto al experimental.



Capítulo 5

Conclusiones y trabajo futuro

En este trabajo abordamos teórica y experimentalmente el flujo impulsado electromag-
néticamente entre dos esferas concéntricas considerando la rotación diferencial y la agitación
electromagnética en el régimen laminar, que ha sido poco investigado. La fuerza electromagné-
tica azimutal se genera mediante la interacción de una corriente continua inyectada radialmente
en la región ecuatorial y un campo magnético dipolar. Esta configuración es una versión mo-
dificada de uno de los problemas fundamentales de la dinámica de fluidos: el flujo de Couette
esférico giratorio. Sin embargo, dado que la agitación electromagnética está presente, el flujo
ahora depende de un mayor número de parámetros que dan lugar a un conjunto más amplio
de estructuras de flujo, que son una investigación en curso. Debido a la simetría del problema,
se presenta una solución analítica para Re < 1. La caracterización experimental se realizó me-
diante la técnica PIV en una sección del plano ecuatorial. Para la validación de los modelos
analíticos se consideró una revisión sistemática de seis diferentes casos, tres de ellos puramente
hidrodinámicos, uno que sólo involucraba forzamiento electromagnético y dos casos combinados.
En condiciones experimentales exploradas, el número de Reynolds varía de 525 a 1800 aproxi-
madamente, lo que confirma el régimen de flujo laminar. A pesar de que se han desatendido
diferentes fenómenos en la obtención de la solución analítica, las comparaciones mostradas en
este trabajo confirman su validez en el régimen de flujo progresivo (Re < 1). Además, los perfiles
de velocidad experimentales y analíticos se compararon con éxito de forma cualitativa para al-
gunos de los casos, sin embargo, mostraron diferencias para otros, lo cual puede ser explicado en
términos del régimen obtenido experimentalmente que tiene un Reynolds de aproximadamente
3 órdenes de magnitud mayor, lo cual da validez a los modelos y suposiciones matemáticas
realizadas y nos confirma que vamos por buen camino en la compresión de flujos generados
en dínamos esféricos y que al menos para electrolitos podemos estar confiados para intentar
resolver las ecuaciones numéricamente y ver fluidos tridimensionales tomando especial atención
en el régimen para futuras comparaciones. Existe ya un artículo publicado con los datos de
este trabajo donde se agrega una comparación numérica y un análisis más extenso [?]. A pesar
de que obtuvimos una buena concordancia entre los resultados teóricos y experimentales, aún
quedan varios temas por entender, tales como: la estabilidad del flujo en función de las fuerzas
impulsoras y la extensión del modelo hacia otros planos. A diferencia de la ecuación, la validez
de estos resultados para líquidos altamente conductores, entre otros, requiere una investigación
separada, por lo que el trabajo con metales líquidos como el galinstan ya se está llevando a cabo.
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