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Capítulo 1

Introducción

El estudio de colisiones atómicas ha presentado grandes avances a la ciencia actual gracias a

la teoría cuántica. Los modelos teóricos para estudiar procesos de dispersión entre partículas

cargadas y átomos han permitido comprobar que las teorías desarrolladas hasta ahora, son

compatibles con los resultados que arrojan los experimentos bajo el marco conceptual de la

mecánica cuántica. Para esto, la computación científica ha sido una pieza fundamental en la

aceptación de estos modelos; sin esta herramienta no tendríamos forma eficaz de convencer que

los cálculos teóricos son correctos.

Debido a que en la segunda mitad del siglo XX las computadoras comenzaron a tener una

gran capacidad para hacer cálculos numéricos, los desarrollos teóricos planteados por científicos

para resolver problemas actuales han sido concretados con mayor facilidad. En especial, en el

área de la física atómica se han estudiado los procesos en los que partículas cargadas interac-

cionan con átomos o moléculas de todo tipo. Los resultados de estas interacciones son procesos

de captura electrónica, ionización, fragmentación molecular, etc. Algunos de estos procesos son

de gran interés para la medicina y la industria, por lo que tener un modelo teórico que descri-

ba procesos de dispersión es de gran importancia para el desarrollo tecnológico y el sector salud.

Tomando en cuenta el sector salud, por ejemplo, se puede estudiar la deposición de energía

de la irradiación de hidrógeno neutro en biomoléculas, ya que esto permite comprender el daño

celular por iones pesados en radioterapia y dosimetría. Un claro ejemplo de este tipo de tra-

bajos es el estudio realizado por C. Martínez, F. J. Domínguez y R. Cabrera sobre los efectos
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Introducción

rotacionales y vibracionales en la pérdida de energía del hidrógeno colisionando con la glicina a

bajas energías de irradiación [1]; colisiones moleculares como las que se menciona anteriormente

son desarrollos teóricos que se llevan a cabo con distintas teorías, las cuales a su vez tienen las

bases de la mecánica cuántica.

Para comenzar a interactuar con este tipo de procesos, es conveniente trabajar colisiones

atómicas que permitan asegurar que los resultados teóricos son compatibles con los resultados

experimentales; los experimentos para este tipo de colisiones no son para nada sencillos y los

que han sido de gran relevancia para este área son las colisiones entre protones/antiprotones con

átomos de hidrógeno. Este tipo de colisiones permiten observar procesos de captura electróni-

ca, de ionización, e incluso de formación de átomos exóticos (en particular, átomos de protonio).

Existen varios modelos teóricos sobre este tipo de colisiones como el realizado por Schultz [2],

el cual presenta una descripción de la ionización de hidrógeno e iones hidrogénicos por impacto

de antiprotones (antipartícula del protón), basada en soluciones numéricas a muy gran escala

de la ecuación de Schrödinger dependiente del tiempo. Posteriormente en 2001, Tong et. al. [3]

presenta su trabajo en donde se estudia la ionización de un átomo de hidrógeno por impacto

de un antiprotón en un rango de energía de 0.1 keV a 1000 keV tomando una aproximación

semiclásica, en donde la evolución en el tiempo de la función de onda electrónica se propaga

mediante el método del operador dividido con un método pseudoespectral generalizado en la

representación de energía.

Trabajos más recientes como el realizado por B. J. Killian et. al. [4], emplean el formalis-

mo de Dinámica Electrón-Núcleo (END por sus siglas en inglés) para investigar los procesos de

dispersión y transferencia de carga resonante en la colisión de protones en átomos de hidrógeno.

Cada uno de estos modelos teóricos comparan sus resultados con los datos experimentales

de Knudsen [5], quien presenta datos experimentales para la ionización de átomos y moléculas

por impacto de antiprotones obtenidos a partir del acelerador LEAR en el CERN, durante la

colaboración PS194.
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Por otro lado, estudiar colisiones atómicas nos permite desarrollar métodos y experimentos

para la formación de cierto tipo de átomos, como el átomo exótico de protonio en la colisión de

antiprotones con hidrógeno, pero no es el único en el que podemos pensar; además de átomos

exóticos, podemos formar antimateria. Un ejemplo es la formación de antihidrógeno, el cual es

el átomo de antimateria más simple formado por un antiprotón y un positrón.

La producción experimental del antihidrógeno se logró por primera vez en 1995 en el CERN,

donde se producieron algunos átomos de antihidrógeno. Posteriormente, en 2002, los experi-

mentos ATHENA y ATRAP demostraron que era posible producir átomos de antihidrógeno

en grandes cantidades; sin embargo, el experimento ALPHA se ha encargado en los últimos

años de generar grandes avances en el estudio de átomos de antihidrógeno, como transiciones

electrónicas en estos átomos.

Existen varios procesos para la formación de antihidrógeno, sin embargo, uno de los pro-

cesos más simples es mediante la colisión de un antiprotón con un átomo de positronio (un

electrón y un positrón ligados entre sí). Este proceso de dispersión teóricamente es posible y

se han desarrollado varios modelos desde finales del siglo XX; algunos ejemplos son el método

Kohn-variacional de Humberston [6], donde se consideró solo la formación del antihidrógeno en

su estado base, o el método de canales acoplados dependiente del tiempo por Yamanaka y Kino

[7], quienes presentaron sus resultados teóricos en 2002. Incluso se han utilizado otros métodos

como la aproximación de Born a primer orden [8], la simulación de la trayectoria clásica Monte

Carlo [9], o el método adiabático de cruce oculto [10].
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1.1. Propósito de este trabajo

Como primer objetivo, se busca demostrar que el método de diferencias finitas y el método de

Crank-Nicolson dan resultados aceptables aplicándolos a problemas conocidos de la mecánica

cuántica, por ejemplo, el oscilador armónico cuántico, la parte radial del átomo de hidrógeno y

los coeficientes de reflexión y transmisión en el efecto Ramsauer-Townsend. Para obtener estos

resultados se utiliza el lenguaje de programación Fortran 95.

Posteriormente, se estudia la colisión de un protón con un átomo de hidrógeno, y la colisión

de un antiprotón con un átomo de hidrógeno; estas colisiones nos permitirán estudiar proce-

sos de captura electrónica, de ionización e incluso de formación de protonio. En el capítulo 4

se explica cómo trabajar con el proyectil siguiendo trayectorias rectilíneas y con el núcleo del

átomo fijo; además, en este mismo capítulo se implementan las paredes absorbentes para el

proceso de ionización en las colisiones. Se presentan los resultados comparados con los datos

experimentales.

La posible formación de protonio en la colisión de un antiprotón con un átomo de hidrógeno

debe de ser tratada con cuidado porque el átomo de protonio está formado por un protón y un

antiprotón, lo que nos puede llevar a procesos de aniquilación entre partícula y antipartícula

que deberán de ser estudiados a partir de la ecuación de Dirac, en donde los efectos relativistas

son importantes. De hecho, el estado base del átomo de protonio es inestable debido a la aniqui-

lación y el tiempo de vida media para este caso es de τ ∼ 5× 10−19 s. Sin embargo, el protonio

en estados excitados es estable ya que el tiempo de vida media, considerando aniquilación, es

proporcional a n3 (a0/R∗)
2l, donde n es el número cuántico principal, a0 es el radio de Bohr,

R∗ es el rango de la fuerza nuclear fuerte y l es el momento angular orbital inicial [11].

Si consideramos que la energía se conserva en la colisión antiprotón-hidrógeno, se obtiene

que el antiprotón y el protón del átomo de hidrógeno pueden llegar a ligarse (formando proto-

nio) en un estado de Rydberg con n ∼ 30, lo que nos lleva a una vida media de τ ∼ 1026 años

cuando l = 5 [11]. De esta manera, será suficiente estudiar la formación de protonio a través de

la ecuación de Schrödinger y no de la ecuación de Dirac.
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Además, se presentan algunos detalles importantes para estudiar la colisión antiprotón-

positronio, y el posible canal de formación de antihidrógeno, y se muestra el desarrollo teórico

de la dinámica electrón-núcleo, el cual se pretende utilizar para obtener procesos de dispersión

más realistas.

Por último, en el capítulo 6 se presentan las conclusiones de los resultados obtenidos, se

discuten las implicaciones y las limitaciones presentes en este trabajo, y se analiza una posible

continuación en este tipo de análisis teóricos.
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Capítulo 2

Método de diferencias finitas aplicado

a la ecuación de Schrödinger

La física de muchos problemas dependientes del tiempo se puede describir por sistemas aco-

plados de ecuaciones diferenciales parciales (generalmente no lineales), complementados por las

condiciones iniciales del sistema. Un ejemplo es la ecuación de Schrödinger en una dimensión:

[
− ℏ2

2µ

∂2

∂x2
+ V (x)

]
Ψ(x, t) = iℏ

∂

∂t
Ψ(x, t) . (2.1)

O en el caso independiente del tiempo

[
− ℏ2

2µ

d2

dx2
+ V (x)

]
Ψ(x) = EΨ(x) . (2.2)

Para resolver esta ecuación utilizaremos el método de diferencias finitas que se explica a conti-

nuación.

El concepto de la aproximación en diferencias finitas a sistemas que evolucionan en el tiem-

po puesde ser ilustrado si consideramos un problema en 1 + 1 dimensiones (x, t).

En la figura 2.1 se muestra un tipo de red de computo que consiste en un sistema de posi-

ciones fijas xk, que pueden o no estar espaciadas uniformemente y que se definen en un tiempo

discreto tn.
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Método de diferencias finitas aplicado a la ecuación de Schrödinger

Figura 2.1: Red uniforme en el espacio-tiempo con ∆x = ∆xk y ∆t = ∆tn constantes.

2.1. Diferencias finitas

2.1.1. Funciones

Si el valor de una función f(x, t) en el punto (x, t) se asocia a un punto en la red, entonces

f(x, t) = f(xk, t
n) → fnk . (2.3)

Nótese que utilizaremos subíndices para representar dependencia espacial y superíndices

para dependencia temporal.

2.1.2. Derivadas parciales

La aproximación en diferencias finitas de las derivadas parciales de f(x, t) se puede construir

del desarrollo en series de Taylor alrededor de x0. Esto da

f(x0 +∆x, t) = f(x0) +
∂f

∂x

∣∣∣∣
x0

∆x+
1

2

∂2f

∂x2

∣∣∣∣
x0

∆x2 +O(∆x3) (2.4)

11



Método de diferencias finitas aplicado a la ecuación de Schrödinger

y

f(x0 −∆x, t) = f(x0)−
∂f

∂x

∣∣∣∣
x0

∆x+
1

2

∂2f

∂x2

∣∣∣∣
x0

∆x2 +O(∆x3) . (2.5)

De la ecuación (2.4) obtenemos lo que se conoce como una diferencia hacia adelante:

∂f

∂x

∣∣∣∣
x0

=
f(x0 +∆x)− f(x0)

∆x
+O(∆x2) . (2.6)

Y de la ecuación (2.5) obtenemos lo que se define como una diferencia hacia atrás:

∂f

∂x

∣∣∣∣
x0

=
f(x0)− f(x0 −∆x)

∆x
+O(∆x2) . (2.7)

Una aproximación para la segunda derivada se obtiene del desarrollo en series de Taylor su-

mando la ecuación (2.4) y de la ecuación (2.5):

∂2f

∂x2

∣∣∣∣
x0

=
f(x0 +∆x)− 2f(x0) + f(x0 −∆x)

∆x2
+O(∆x3) . (2.8)

Supóngase que f(x, t) corresponde a un punto de la red espacial: x0 → xk,

x0 + ∆x → xk+1, x0 −∆x → xk−1 y f(x, t) → fnk . Entonces, la ecuación (2.6) que describe

una diferencia hacia adelante se convierte en

∂f

∂x

∣∣∣∣
xk

=
fk+1 − fk
xk+1 − xk

+O(∆x2) , (2.9)

la cual representa una primera aproximación de la diferenciación hacia adelante (en el espacio)

a ∂f
∂x

∣∣
xk

en el punto de la red k.

De la misma manera, la ecuación (2.7) nos da la aproximación hacia atrás de la diferencia

∂f

∂x

∣∣∣∣
xk

=
fk − fk−1

xk − xk−1

+O(∆x2) . (2.10)

Y para la segunda derivada parcial de f(x, t) en el punto de la red xk de una red uniforme, se

obtiene
∂2f

∂x2

∣∣∣∣
xk

=
fk+1 − 2fk + fk−1

∆x2
+O(∆x3) . (2.11)
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Método de diferencias finitas aplicado a la ecuación de Schrödinger

2.1.3. Integrales

Para la integración, utilizaremos la definición de Riemann de una integral, es decir

∫ b

a

f(x)dx =
N−1∑
k=1

fk(xk+1 − xk) , (2.12)

donde a = x1 y b = xN , que para una red uniforme nos da

∫ b

a

f(x)dx =
N−1∑
k=1

fk∆x . (2.13)

2.2. Ecuación de Schrödinger independiente del tiempo

con diferencias finitas

En el caso de resolver la ecuación de Schrödinger independiente del tiempo para un potencial

V (x), la aproximación a la ecuación diferencial en diferencias finitas se obtiene sustituyendo

la expresión para la segunda derivada (2.11) en la ecuación de Schrödinger independiente del

tiempo (2.2); así, para una red uniforme con xk+1 − xk = ∆x, se tiene

− ℏ2

2µ

[
Ψk+1 − 2Ψk +Ψk−1

∆x2

]
+ VkΨk = EΨk . (2.14)

Como k = {1, · · · , N}, entonces la ecuación (2.14) tiene una solución completa cuando se

especifican las condiciones iniciales o de frontera.

En nuestro caso, Ψ(x, t) ∈ L2 (de cuadrado integrable), tal que en infinito la función se anula.

Como no podemos representar fronteras infinitas en una computadora, estas estarán truncadas

tal que Ψk=0 = 0 y Ψk=N+1 = 0 . Así, tenemos para k = 1:

− ℏ2

2µ∆x2
{Ψ2 − 2Ψ1}+ V1Ψ1 = EΨ1 (2.15)

y para k = N + 1:

− ℏ2

2µ∆x2
{−2ΨN +ΨN−1}+ VNΨN = EΨN . (2.16)

La ecuación de Schrödinger independiente del tiempo en diferencias finitas (2.14) junto con
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Método de diferencias finitas aplicado a la ecuación de Schrödinger

la condición de frontera se puede escribir en forma de matriz haciendo un arreglo del vector

Ψ̃ = {Ψk}, así

HΨ̃ = EΨ̃ . (2.17)

Donde H tiene los elementos dados por

Hi,i =
ℏ2

µ∆x2
+ Vi , (2.18)

Hi,i+1 = − ℏ2

2µ∆x2
, (2.19)

Hi,i−1 = − ℏ2

2µ∆x2
. (2.20)

La cual es una matriz hermitiana tridiagonal de la forma

H =



H11 H12 0 0 · · · 0

H21 H22 H23 0 · · · 0

0 H32 H33 H34 · · · 0
... ... ... . . . ... ...

0 · · · 0 HN−1,N−2 HN−1,N−1 HN−1,N

0 · · · 0 0 HN,N−1 HN,N


. (2.21)

La ecuación de Schrödinger (2.17) representa así un problema de eigenvalores en álgebra

matricial con la ventaja de tener una matriz tridiagonal. El número de eigenvectores y de ei-

genvalores depende así del número de puntos en la red.
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Método de diferencias finitas aplicado a la ecuación de Schrödinger

2.3. Ecuación de Schrödinger dependiente del tiempo

con diferencias finitas

Para el caso dependiente del tiempo, utilizamos la ecuación de Schrödinger dependiente del

tiempo (2.1) y aplicando la aproximación de diferencias finitas, tenemos que

− ℏ2

2µ

[
ψnk+1 − 2Ψn

k +Ψn
k−1

∆x2

]
+ VkΨk = iℏ

(
Ψn+1
k −Ψn

k

tn+1 − tn

)
. (2.22)

Así, para el incremento en el tiempo ∆t = tn+1 − tn tenemos que la función de onda al tiempo

t = tn +∆t está dada por

Ψn+1
k = − ℏ2∆t

i2µ∆x2
[
Ψn
k+1 − 2Ψn

k +Ψn
k−1

]
− i∆t

ℏ
VkΨ

n
k +Ψn

k . (2.23)

La ecuación (2.23) representa un ejemplo del método explícito, puesto que la solución a un

tiempo posterior, depende de la solución a un tiempo anterior. Esta última ecuación se puede

reescribir como

Ψ̃n+1 =

[
1− i∆t

ℏ
H

]
Ψ̃n , (2.24)

donde

H = − ℏ3

2µ∆x2
(
Ψn
k+1 − 2Ψn

k +Ψn
k−1

)
+ Vk .

Más aún, sabemos que la solución a la ecuación de Schrödinger dependiente del tiempo (2.1)

para el hamiltoniano independiente del tiempo Ĥ es

Ψ(x, t) = e−i
(t−t0)

ℏ ĤΨ(x, t0) . (2.25)

De aquí vemos que la ecuación (2.24) obtenida de aplicar diferencias finitas es el término a

primer orden de la solución general (2.25). Así podemos usar la ecuación anterior junto con el

método de diferencias finitas para obtener una mejor evolución en el tiempo de la función de

onda que pueda ser implementada computacionalmente.
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Método de diferencias finitas aplicado a la ecuación de Schrödinger

2.4. Método de Crank-Nicolson unidimensional

Utilizando la técnica de separación de operadores, podemos escribir la solución a la ecuación

de Schrödinger dependiente del tiempo (2.25) como

Ψ(x, t) = e−i
∆t
ℏ (T̂+V (x))Ψ(x, t0) , (2.26)

donde ∆t = t− t0. Suponiendo que [T, V ]∆t es muy pequeño, separemos el operador de energía

cinética de la siguiente manera

Ψ(x, t) ≃ e−i
∆t
2ℏ T̂ e−i

∆t
2ℏ T̂ e−i

∆t
ℏ V (x)Ψ(x, t0) . (2.27)

Por lo que

ei
∆t
2ℏ T̂Ψ(x, t) ≃ e−i

∆t
2ℏ T̂ e−i

∆t
ℏ V (x)Ψ(x, t0) . (2.28)

Ahora, si definimos

f(x, t, t0) = e−i
∆t
ℏ V (x)Ψ(x, t0) (2.29)

obtenemos, a primer orden en la exponencial, lo siguiente:

[
1 + i

∆t

2ℏ
T̂

]
Ψ(x, t) =

[
1− i

∆t

2ℏ
T̂

]
f(x, t, t0) . (2.30)

En la ecuación (2.30) solo se realizó un desarrollo en series de Taylor para la exponencial y

nos quedamos a primer orden. Además, como el operador de energía cinética es T̂ = − ℏ2
2µ

∂2

∂x2
,

entonces, aplicando el método de diferencias finitas a la ecuación (2.30), obtenemos

{
Ψn+1
k − i

ℏ∆t
4µ∆x2

(
Ψn+1
k+1 − 2Ψn+1

k +Ψn+1
k−1

)}
=

{
fk + i

ℏ∆t
4µ∆x2

(fk+1 − 2fk + fk−1)

}
, (2.31)

lo cual se representa de la siguiente manera en forma matricial

A+Ψ̃n+1 = A−f⃗ . (2.32)

Por lo tanto

Ψ̃n+1 =
(
A+
)−1

A−f⃗ . (2.33)
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Método de diferencias finitas aplicado a la ecuación de Schrödinger

Este es el método implicito de Crank-Nicolson, en donde ambos lados de la ecuación de-

penden del tiempo final de evolución. Las matrices A+ y A− son matrices tridiagonales con

elementos

A±
i,i = 1± 2ν , (2.34)

A±
i,i+1 = ∓ν , (2.35)

A±
i,i−1 = ∓ν , (2.36)

donde ν = iℏ∆t
4µ∆x2

. De esta manera, se tiene que

A± =



1± 2ν ∓ν 0 0 · · · 0

∓ν 1± 2ν ∓ν 0 · · · 0

0 ∓ν 1± 2ν ∓ν · · · 0
... ... ... . . . ... ...

0 · · · 0 ∓ν 1± 2ν ∓ν

0 · · · 0 0 ∓ν 1± 2ν


. (2.37)

Así, la evolución del sistema se puede resolver a partir de métodos de algebra lineal, como por

ejemplo, la descomposición LU de matrices [12].

Es importante aclarar que este método requiere que ν < 1 para que la propagación de

solución sea estable, en caso contrario la propagación de la función de onda es inestable y con

ello, se pueden obtener errores numéricos considerables.
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Método de diferencias finitas aplicado a la ecuación de Schrödinger

2.5. Método de Crank-Nicolson tridimensional

Ya se ha descrito el modelo de Cranck-Nicolson en una dimensión, pero para tener un modelo

más realista del sistema que se estará trabajando, generalizaremos el método a tres dimensio-

nes; así, el estudio de colisiones atómicas para este trabajo será más formal y se obtendrán

resultados más interesantes.

Lo primero es identificar que el operador de energía cinética en tres dimensiones no es más

que la suma de operadores de energía cinética para cada coordenada espacial, es decir

T̂ = T̂x + T̂y + T̂z . (2.38)

Ahora, recordemos que la función de onda en una dimensión para cualquier tiempo t > t0

se puede escribir en términos del operador temporal de la siguiente forma:

Ψ(x, t) = exp

(
−i∆t

ℏ
Ĥ

)
Ψ(x, t0) . (2.39)

Entonces, para el caso tridimensional, se tendrá:

Ψ(x, t) = exp

[
−i∆t

ℏ

(
T̂+ V̂

)]
Ψ(x, y, z, t0)

≃ exp

[
−i∆t

ℏ

(
T̂x + T̂y + T̂z

)]
exp

(
−i∆t

ℏ
V̂

)
Ψ(x, y, z, t0) . (2.40)

Para lo que sigue, definamos la función

f(x, y, z, t0) = exp

(
−i∆t

ℏ
V̂

)
Ψ(x, y, z, t0) . (2.41)

Debido a que el operador de energía cinética de cada componente espacial conmuta con

cada una de las otras componentes, se tiene que
[
T̂i, T̂j

]
= 0. De esta manera, se pueden

despejar los términos de la energía cinética por medio de la técnica de separación de variables,
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obteniendo lo siguiente

exp

[
i∆t

2ℏ
T̂z

]
exp

[
i∆t

2ℏ
T̂y

]
exp

[
i∆t

2ℏ
T̂x

]
Ψ(x, y, z, t)

≃ exp

[
− i∆t

2ℏ
T̂z

]
exp

[
− i∆t

2ℏ
T̂y

]
exp

[
− i∆t

2ℏ
T̂x

]
f(x, y, z, t0) . (2.42)

Necesitamos ahora discretizar la ecuación (2.42), por lo que tomaremos la aproximación en

diferencias finitas para una función en tres dimensiones como se sigue

f(x, y, z, t) = f(xi, yj, zk, t
n) → fni,j,k . (2.43)

De esta manera, definamos al vector Ψ⃗n = Ψn
i,j,k, donde los índices i, j, k corresponden a pun-

tos en la red de las coordenadas x, y, z respectivamente. Por ejemplo, restringiéndonos al caso

donde Nx = Ny = Nz, tendremos que nuestro vector Ψ⃗n será como una matriz cúbica con

elementos Ψi,j,k.

De la ecuación (2.42) se expande en un desarrollo en serie de Taylor las exponenciales

correspondientes a la coordenada x, y al aplicar el método de diferencias finitas al operador de

energía cinética en x, obtenemos

exp

[
i∆t

2ℏ
T̂z

]
exp

[
i∆t

2ℏ
T̂y

]{
Ψn+1
i,j,k − νx

(
Ψn+1
i+1,j,k − 2Ψn+1

i,j,k +Ψn
i−1,j,k

)}

= exp

[
− i∆t

2ℏ
T̂z

]
exp

[
− i∆t

2ℏ
T̂y

]{
fi,j,k + νx

(
fi+1,j,k − 2fi,j,k + fi−1,j,k

)}
,

(2.44)

donde νx = iℏ∆t/4µ∆x2.

Aquí es importante notar que los índices j y k no cambian, por lo que es conveniente definir
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los vectores Φ⃗ = A+Ψ⃗n+1 y g⃗ = A−f⃗n, donde

A±
i,i = 1± 2νx , (2.45)

A±
i,i+1 = ∓νx , (2.46)

A±
i,i−1 = ∓νx , (2.47)

con el resto de componentes igual a cero. De esta manera, la ecuación (2.44) se convierte en

exp

[
i∆t

2ℏ
T̂z

]
exp

[
i∆t

2ℏ
T̂y

]
Φ⃗n+1 = exp

[
− i∆t

2ℏ
T̂z

]
exp

[
− i∆t

2ℏ
T̂y

]
g⃗ . (2.48)

Ahora, realicemos el mismo desarrollo en series de Taylor y apliquemos nuevamente el

método de diferencias finitas, pero ahora sobre el operador de energía cinética en y, obteniendo

de la ecuación (2.48) lo siguiente:

exp

[
i∆t

2ℏ
T̂z

]{
Φn+1
i,j,k − νy

(
Φn+1
i,j+1,k − 2Φn+1

i,j,k + Φn+1
i,j−1,k

)}

= exp

[
− i∆t

2ℏ
T̂z

]{
gi,j,k + νy

(
gi,j+1,k − 2gi,j,k + gi,j−1,k

)}
. (2.49)

Aquí νy = iℏ∆t/4µ∆y2.

Notemos que en este caso, el índice que cambia es solo el índice j, es decir, el índice rela-

cionado con la coordenada y; por ello, definamos los vectores ξ⃗ = B+Φ⃗n+1 y h⃗ = B−g⃗, donde

B±
i,i = 1± 2νy , (2.50)

B±
i,i+1 = ∓νy , (2.51)

B±
i,i−1 = ∓νy . (2.52)

Así, la ecuación (2.49) se convierte en

exp

[
i∆t

2ℏ
T̂z

]
ξ⃗n+1 = exp

[
− i∆t

2ℏ
T̂z

]
h⃗ . (2.53)
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Finalmente, volvamos a realizar el desarrollo en series de Taylor y apliquemos el método

de diferencias finitas, pero ahora sobre el operador de energía cinética en z, obteniendo de la

ecuación (2.53) lo siguiente:

ξn+1
i,j,k − νz

(
ξn+1
i,j,k+1 − 2ξn+1

i,j,k + ξn+1
i,j,k−1

)
= hi,j,k + νz

(
hi,j,k+1 − 2hi,j,k + hi,j,k−1

)
, (2.54)

donde νz = iℏ∆t/4µ∆z2.

Reescribiendo la ecuación (2.54) en forma matricial, se tiene

C+ξ⃗n+1 = C−h⃗ . (2.55)

Aquí C+ y C− son matrices tridiagonales con la misma estructura que las matrices A+, A−,

B+ y B−. Es decir

C±
i,i = 1± 2νz , (2.56)

C±
i,i+1 = ∓νz , (2.57)

C±
i,i−1 = ∓νz . (2.58)

Este es el método implícito de Cranck-Nicholson en tres dimensiones. Es claro que las ma-

trices C+ y C− actúan solo en las componentes de la coordenada z, por lo que al implementar

este método se tendrá un ciclo para la solución en z, anidado con los dos ciclos anidados para

la solución en y y en x, respectivamente, para cada paso de tiempo.

De esta manera, para obtener la evolución de nuestro sistema se tendrá que resolver la

ecuación

C+B+A+Ψ⃗n+1 = C−B−A−f⃗ . (2.59)

Por lo tanto

Ψ⃗n+1 =
(
A+
)−1 (

B+
)−1 (

C+
)−1

C−B−A−f⃗ . (2.60)

Ahora que conocemos la función de onda a un tiempo n+1, es importante también obtener

la energía total del sistema tratado. Es por ello que necesitamos una expresión discretizada
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para el operador hamiltoniano Ĥ = T̂ + V̂. En particular, nos interesa el valor esperado del

hamiltoniano, por lo que será necesario calcular el valor esperado del operador de energía

cinética y de la energía potencial. Para la energía cinética se tiene que

⟨T ⟩ =
∫∫∫ ∞

−∞
Ψ∗(x, y, z)T̂Ψ(x, y, z) dx dy dx . (2.61)

Siguiendo el método de diferencias finitas, podemos expresar la segunda derivada de Ψ

respecto de la coordenada x, por ejemplo, de la siguiente manera:

∂2Ψ(x, y, z)

∂x2
≈ Ψi+1.j.k − 2Ψi,j,k +Ψi−1,j,k

∆x2
. (2.62)

De esta manera, la segunda derivada respecto de x en su forma matricial, considerando el

método de diferencias finitas, es

Dx =
1

∆x2



−2 1 0 0 · · · 0

1 −2 1 0 · · · 0

0 1 −2 1 · · · 0
... ... ... . . . ... ...

0 · · · 0 1 −2 1

0 · · · 0 0 1 −2


. (2.63)

Así mismo, las segundas derivadas para y y z serían

Dy =
1

∆y2



−2 1 0 0 · · · 0

1 −2 1 0 · · · 0

0 1 −2 1 · · · 0
... ... ... . . . ... ...

0 · · · 0 1 −2 1

0 · · · 0 0 1 −2


, (2.64)
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Dz =
1

∆z2



−2 1 0 0 · · · 0

1 −2 1 0 · · · 0

0 1 −2 1 · · · 0
... ... ... . . . ... ...

0 · · · 0 1 −2 1

0 · · · 0 0 1 −2


. (2.65)

La segunda derivada de la función de onda en tres dimensiones, en su forma matricial, puede

ser considerada como la suma de las tres matrices anteriores, es decir

Dx,y,z = Dx +Dy +Dz . (2.66)

Teniendo esto en consideración, el valor esperado de la energía cinética en la malla que

utilizaremos para nuestro sistema, considerando la definición de suma de Riemann, es

⟨T ⟩ = − ℏ2

2µ

Nx−1∑
i=1

Ny−1∑
j=1

Nz−1∑
k=1

Ψ∗
i,j,k (Dx,y,zΨ)i,j,k∆x∆y∆z . (2.67)

Por otro lado, el valor esperado de la energía potencial será

⟨V ⟩ =
Nx−1∑
i=1

Ny−1∑
j=1

Nz−1∑
k=1

Ψ∗
i,j,kVi,j,kΨi,j,k∆x∆y∆z . (2.68)

Con este planteamiento, podemos comenzar a diseñar los códigos correspondientes para

resolver la ecuación de Schrödinger para distintos problemas.
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2.6. Ecuación de Schrödinger en tiempo imaginario

Numéricamente, conocemos muy bien las soluciones a la ecuación de Schrödinger para el caso

independiente del tiempo

HΨ(x) = EΨ(x) (2.69)

mediante la aplicación del método de diferencias finitas. Además, para la solución a la ecuación

de Schrödinger dependiente del tiempo

HΨ(x, t) = iℏ
∂Ψ(x, t)

∂t
(2.70)

también conocemos las soluciones numéricas de cualquier sistema cuántico a partir del método

de Crank-Nicolson.

Sin embargo, si nosotros hacemos un cambio de variable en la parte temporal, con la inten-

ción de trabajar con tiempos imaginarios, se tendrá que

τ = it , (2.71)

de donde se sigue
∂

∂t
=

∂

∂τ

∂τ

∂t
= i

∂

∂τ
. (2.72)

Entonces, la ecuación de Schrödinger dependiente del tiempo se convierte en

HΨ = iℏ
[
i
∂Ψ

∂τ

]
= −ℏ

∂Ψ

∂τ
.

Es decir

−
[
− ℏ2

2m

∂2

∂x2
+ V (x)

]
Ψ = ℏ

∂Ψ

∂τ
. (2.73)

Esta transformación reemplaza el problema original de la mecánica cuántica con un proceso

difusivo, en donde el término entre corchetes, se convierte, según el signo, en un término de

absorción o fuente.
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Si consideramos V (x) = 0, obtenemos la ecuación

∂Ψ(x, τ)

∂τ
=

ℏ
2m

∂2Ψ(x, τ )

∂x2
. (2.74)

Ahora, recordemos que la ecuación de difusión en una dimensión es

∂ϕ

∂t
= D

∂2ϕ

∂x2
. (2.75)

Comparando las ecuaciones (2.74) y (2.75), notamos que, bajo ciertas modificaciones, la ecua-

ción de Schrödinger para tiempo imaginario es semejante a la ecuación de difusión, con una

constante de difusión D = ℏ/2m.

Por otra parte, si ignoramos el término de la energía cinética en la ecuación (2.73), se obtiene

∂Ψ

∂τ
= −V (x)

ℏ
Ψ . (2.76)

Esta es una ecuación diferencial de primer orden que describe procesos de decaimiento o de

crecimiento, dependiendo del signo del potencial V (x).

En general, la solución a la ecuación de Schrödinger con el tiempo imaginario (2.73) es de

la forma:

Ψ(x, τ) =
∑
n

cnψn(x)e
−Enτ . (2.77)

Para τ suficientemente grande, el término dominante en la suma de la ecuación (2.77) es para

n = 0, es decir, obtenemos el estado base

Ψ(x, τ → ∞) = c0ψ0e
−E0τ . (2.78)

Con esta función de onda, podemos calcular la energía asociada calculando el valor esperado

del hamitoniano de la siguiente manera

E = ⟨H⟩ =
∫

Ψ∗(x, τ → ∞)H Ψ(x, τ → ∞) dx . (2.79)
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Resulta interesante que, una vez hayamos implementado un código que resuelva la ecuación

de Schrödinger dependiente del tiempo para un cierto potencial V (x) mediante los métodos de

diferencias finitas y Crank-Nicolson, podemos hacer el tiempo imaginario y obtener la función

de onda del estado base para el sistema deseado en cierta malla numérica que nosotros defina-

mos.

De esta manera, ya no es necesario hacer el cálculo de los eigenvalores. Con empezar la

dinámica con una función de onda prueba convergeremos al estado base, el cual será utilizado

como función de onda inicial para la evolución con la interacción adecuada.
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Capítulo 3

Aplicaciones

3.1. Aplicación del método de diferencias finitas y del

método de Crank-Nicolson

Con la finalidad de verificar la eficacia y precisión de los métodos vistos en el capítulo ante-

rior, a continuación se presentan algunos ejemplos de sistemas cuánticos que son estudiados

en un curso básico de mecánica cuántica. La solución de estos problemas será obtenida desde

un punto de vista computacional utilizando el método de diferencias finitas y el método de

Crank-Nicolson.

3.1.1. Oscilador armónico

El oscilador armónico es uno de los sistemas cuánticos más importantes en la física porque

cualquier potencial que trabajemos lo podemos aproximar a un potencial armónico en las pro-

ximidades del punto de equilibrio, con ayuda de un desarrollo en series de Taylor para el

potencial tratado. Además, podemos resolver la ecuación de Schrödinger para este sistema de

manera analítica a partir de dos distintos métodos; uno de estos hace uso de operadores de

creación y aniquilación, y el otro conlleva resolver dicha ecuación a partir de un método de

serie de potencias. Ambos nos dan las mismas funciones de onda normalizadas, las cuales son:

ψn(x) =
(mω
πℏ

)1/4 1√
2nn!

Hn(ξ)e
−ξ2/2 , (3.1)
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donde ξ =
√

mω
ℏ x y H(ξ) son los polinomios de Hermite.

Más aún, los niveles de energía vienen dados por

En =

(
n+

1

2

)
ℏω n = 0, 1, 2, · · · (3.2)

A continuación se representa el cuadrado de la función de onda del estado base del oscilador

armónico calculado numéricamente a partir del método de diferencias finitas y el método de

Crank-Nicolson implementados a través de un código realizado en Fortran 95.

 0

 0.1

 0.2

 0.3

 0.4

 0.5

 0.6

 0.7

−4 −2  0  2  4

|ψ
|2

 

x (a.u.)

Diferencias finitas
Solución analítica

Figura 3.1: Estado base del oscilador armónico calculado de forma analítica y numérica.

Para la solución numérica del estado base del oscilador armónico se tomó un ∆x = 0.01

a.u., una masa de m = 1.0 a.u y una frecuencia angular de ω = 1.0 a.u. con lo que se obtuvo

un eigenvalor de 0.49999687497890555 u.a., teniendo así un error relativo de 0.00062499055%

respecto del valor analítico, el cual es 0.5 a.u. La solución obtenida a partir de diferencias finitas

presentada en la figura 3.1 son puntos representativos que nos permiten diferenciar y comparar

la solución analítica de la numérica.
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3.1.2. Parte radial del átomo de hidrógeno

La ecuación de Schrödinger independiente del tiempo en tres dimensiones se escribe como

− ℏ2

2m
∇Ψ+ VΨ = Eψ . (3.3)

Si queremos trabajar con un átomo de hidrógeno, es conveniente usar coordenadas esféricas,

donde el operador laplaciano está dado por

∇2 =
1

r2
∂

∂r

(
r2
∂

∂r

)
+

1

r2 sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂

∂θ

)
+

1

r2 sin2 θ

(
∂2

∂ϕ2

)
. (3.4)

De esta manera, la ecuación de Schrödinger independiente del tiempo en coordenadas esféricas

es

− ℏ2

2m

[
1

r2
∂

∂r

(
r2
∂ψ

∂r

)
+

1

r2 sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂ψ

∂θ

)
+

1

r2 sin2 θ

(
∂2ψ

∂ϕ2

)]
+ V ψ = Eψ . (3.5)

Dicha ecuación puede ser resuelta a partir del método de saparación de variables, donde bus-

caremos una solución del tipo ψ(r, θ, ϕ) = R(r)Y (θ, ϕ). Entonces, sustituyendo esta propuesta

de solución en la ecuación (3.5), obtenemos

− ℏ2

2m

[
Y

r2
d

dr

(
r2
dR

dr

)
+

R

r2 sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂Y

∂θ

)
+

R

r2 sin2 θ

(
∂2Y

∂ϕ2

)]
+ V RY = ERY .

Dividiendo por RY y multiplicando por −2mr2/ℏ2, se tiene

{
1

R

d

dr

(
r2
d2R

dr

)
− 2mr2

ℏ2
[V (r)− E]

}
+

1

Y

{
1

sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂Y

∂θ

)
+

1

sin2 θ

(
∂2Y

∂ϕ2

)}
= 0 .

(3.6)

El primer término en corchetes solo depende de r, mientras que el segundo solo depende

de θ y de ϕ, y como su suma es igual a cero, necesariamente cada uno debe de ser igual a

una constante con signos opuestos que, por comodidad, llamaremos l(l + 1). De esta manera,

obtenemos las dos ecuaciones:

1

R

d

dr

(
r2
d2R

dr

)
− 2mr2

ℏ2
[V (r)− E] = l(l + 1) , (3.7)
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1

Y

{
1

sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂Y

∂θ

)
+

1

sin2 θ

(
∂2Y

∂ϕ2

)}
= −l(l + 1) . (3.8)

Consideremos un potencial coulombiano entre el protón y el electrón del átomo de hidrógeno

de la forma

V (r) = − 1

4πϵ0

e

r
. (3.9)

Si nos centramos en estudiar la parte radial del átomo hidrogenoide de forma numérica,

podemos trabajar con la ecuación (3.7), de donde tenemos que

d

dr

(
r2
dR

dr

)
− 2mr2

ℏ2
[V (r)− E]R = l(l + 1)R . (3.10)

Si hacemos el cambio de variable u(r) = rR(r), obtenemos la ecuación

− ℏ2

2m

d2u

dr2
+

[
V +

ℏ2

2m

l(l + 1)

r2

]
u = Eu . (3.11)

Esta última ecuación es llamada la ecuación radial, la cual es idéntica a la ecuación de Schrö-

dinger unidimensional, con el potencial efectivo dado por

Veff = V +
ℏ2

2m

l(l + 1)

r2
. (3.12)

Así, la ecuación que resolveremos de manera numérica será la ecuación (3.11).

Las soluciones a las ecuaciones (3.7) y (3.8) son:

Rnl(r) =

√(
2

na

)3
(n− l − 1)!

2n (n+ 1)!
e−r/na

(
2r

na

)l
L2l+1
n−l−1 (2r/na) , (3.13)

Y m
l (θ, ϕ) =

√
(2l + 1)!

4π

(l −m)!

(l +m)!
eimϕPm

l (cos θ) , (3.14)

donde L2l+1
n−l−1 (2r/na) son los polinomios asociados de Laguerre, Pm

l (cos θ) son los polinomios

asociados de Legendre y a = 4πϵ0ℏ2/me2 es el radio de Bohr.
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Más aún, las energías permitidas son

En = −

[
m

2ℏ2

(
e2

4πϵ0

)2
]

1

n2
n = 1, 2, 3, · · · (3.15)

A continuación, se presenta el cuadrado de la función de onda del estado base para la parte

radial del átomo de hidrógeno obtenida a partir del método de diferencias finitas y el método

de Crank-Nicolson, y comparada con la solución analítica.
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Diferencias finitas
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Figura 3.2: Estado base de la parte radial del átomo de hidrógeno calculado de forma analítica y
numérica.

Para la solución numérica del estado base de la parte radial del átomo de hidrógeno se

tomó ∆x = 0.01 u.a. y una masa de m = 1.0 a.u. con lo que se obtuvo un eigenvalor de

−0.51071167775199400 u.a., teniendo así un error de 2.142% respecto del valor analítico, el

cual es −0.5 u.a. La solución obtenida a partir de diferencias finitas presentada en la figura 3.2

son puntos representativos que nos permiten diferenciar y comparar la solución analítica de la

numérica.
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3.1.3. Paquete gaussiano libre (Efecto Ramsauer-Townsend)

El efecto Ramsauer-Townsend es un fenómeno físico que resulta de la dispersión de electro-

nes de baja energía por átomos de un gas noble y que consiste en que para ciertas energías del

electrón la transmitancia es total.

Si se intenta predecir la probabilidad de colisión con un modelo clásico que trata al electrón

y al átomo como esferas duras, se encuentra que la probabilidad de colisión debería ser indepen-

diente de la energía incidente del electrón. Sin embargo, Ramsauer y Townsend observaron que

para los electrones de movimiento lento en argón, kriptón o xenón, la probabilidad de colisión

entre los electrones y los átomos de gas obtiene un valor mínimo para los electrones con una

cierta cantidad de energía cinética.

Un modelo simple de una colisión que hace uso de la teoría ondulatoria puede predecir la

existencia del mínimo de Ramsauer-Townsend. Se presenta un modelo que considera al átomo

como un pozo de potencial cuadrado finito. Dicho pozo de potencial cuadrado finito puede ser

descrito por el potencial

V (x) =

−V0 si −a ≤ x ≤ a

0 si |x| > a
, (3.16)

donde V0 > 0. Aquí tendremos dos tipos de estados: estados ligados (E < 0) y estados disper-

sivos (E > 0).

Recordemos que si la energía cinética T es positiva, las soluciones para este problema de-

berán de ser soluciones oscilantes; mientras que si la energía cinética es negativa, las soluciones

deberán de ser decayentes. Además, si E > 0, entonces T > V0; en tal caso, el momento lineal

en la zona −a ≤ x ≤ a aumentará, por lo que la longitud de onda disminuirá (recordar la

fórmula de De Broglie p = h/λ).

Para empezar, trabajemos con los estados ligados E < 0. En especial, consideremos la región

x < −a (que llamaremos region I), donde el potencial es cero; de esta manera, la ecuación de
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Schrödinger para esta zona será:

− ℏ2

2m

d2ψ

dx2
= Eψ =⇒ d2ψ

dx2
= κ2ψ ,

donde κ ≡
√

−2mE
ℏ . Así, la solución para le región I será de la forma:

ψI(x) = Ae−κx +Beκx . (3.17)

Es necesario que la primera exponencial no aparezca en la solución pues cuando x→ −∞,

dicha exponencial diverge y no queremos que suceda esto. Por ello, la solución para la región I

será

ψI(x) = Beκx . (3.18)

Ahora, para le región −a ≤ x ≤ a, que denotaremos por región II, tenemos que el potencial

es V (x) = −V0, por lo que la ecuación de Schrödinger queda como

− ℏ2

2m

d2ψ

dx2
− V0ψ = Eψ =⇒ d2ψ

dx2
= −l2ψ ,

donde l ≡
√

2m(E+V0)

ℏ . De esta manera, la solución en la región II se convierte en

ψII(x) = C sin (lx) +D cos (lx) . (3.19)

Por otra parte, para la región x > a (región III), nuevamente se tendrá que el potencial

es cero, por lo que la solución lucirá semejante a la solución de la región I; solo que aquí, la

segunda exponencial de la solución (3.19) será la que divergerá cuando x → ∞, por lo que la

solución tendrá que ser

ψIII(x) = Fe−κx . (3.20)

El siguiente paso a tratar será imponer las condiciones de frontera en

ψ|+a y ψ|−a Condiciones de Dirichlet
dψ

dx

∣∣∣∣
+a

y dψ

dx

∣∣∣∣
−a

Condiciones de Neumann
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Notemos que el potencial es una función par, por lo que podemos asumir, sin pérdida de

generalidad, que las soluciones son funciones pares o impares. Esto nos será útil porque bastará

con imponer condiciones de frontera en +a, pues en −a se obtendrán inmediatamente ya que

ψ(−x) = ±ψ(x).

Debido a lo anterior, nos podemos quedar solo con las soluciones pares (como lo es el coseno

para la solución de la región II), y de esta manera tendremos

ψ(x) =


Fe−κx −a ≤ x ≤ a

D cos (lx) 0 < x < a

ψ(−x) x < 0

. (3.21)

Entonces, trabajando con la continuidad en x = a de ψ(x), se tiene

Fe−κa = D cos (la) . (3.22)

Y por continuidad para dψ
dx

en x = a, obtenemos

−κFe−κa = −lD cos (la) . (3.23)

Dividiendo la ecuación (3.22) entre la ecuación (5.23) se obtiene la siguiente expresión:

κ = l tan (la) . (3.24)

Ahora, notemos que

κ2 + l2 = .
2mE

ℏ2
+

2(E + V0)

ℏ2
=

2mV0
ℏ2

.

Más aún, definamos las siguientes variables dependientes de la energía E:

z ≡ la , z0 ≡
a

ℏ
√

2mV0 (3.25)
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De esta manera

z20 − z2 = a2
(
2mV0
ℏ2

)
− l2a2

= a2
(
κ2 + l2

)
− l2a2

= a2κ2 .

De aquí se sigue que

κa =
√
z20 − z2 . (3.26)

Siguiendo la ecuación (5.24) se tiene que

tan (la) = tan z =
κ

l
=

√
z20 − z2

la
=

√
z20
z

.

Por lo tanto

tan z =

√(z0
z

)2
− 1 . (3.27)

La ecuación (3.27) es una ecuación trascendental para z (y, por lo tanto, para E) como

función de z0 (que es una medida del tamaño del pozo).

Un método para resolver esta ecuación trascendental es graficando tan z y
√(

z0
z

)2 − 1 si-

multáneamente y ubicar los puntos de intersección.

Si consideramos los estados dispersivos E > 0, en la región I (V (x) = 0), obtenemos

ψI(x) = Aeikx +Be−ikx , (3.28)

donde k ≡
√
2mE
ℏ .

Por otra parte, dentro del pozo se tiene que V (x) = V0, por lo que la solución será de la

forma

ψII(x) = C sin (lx) +D cos (lx) , (3.29)

donde l ≡
√

2m(E+V0)

ℏ .
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Finalmente, para la región III, asumiendo que no vienen ondas de esa región hacia el lado

izquierdo, tomemos

ψIII(x) = Feikx . (3.30)

Nuevamente, A es la amplitud de incidencia, B es la amplitud reflejada y F es la amplitud

transmitida.

Notemos que tendremos cuatro ecuaciones de las condiciones de frontera:

1. Continuidad de ψ(x) en −a:

Ae−ika +Beika = −C sin (la) +D cos (la) . (3.31)

2. Continuidad de dψ/dx en −a:

ik
[
Ae−ika − Beika

]
= l [C cos (la) +D sin (la)] . (3.32)

3. Continuidad de ψ(x) en +a:

C sin (la) +D cos (la) = Feika . (3.33)

4. Continuidad de dψ/dx en +a:

l [C cos (la)−D sin (la)] = ikFeika . (3.34)

Multipliquemos por sin (la) a la ecuación (3.33) y por 1
l
cos (la) a la ecuación (3.34), y luego

sumémoslas. Así, obtendremos lo siguiente

C = Feika
[
sin (la) +

ik

l
cos (la)

]
. (3.35)

Multiplicando por cos (la) a (3.33) y por 1
l
sin (la) a (3.34), y restémoslas. Tendremos en-

36



Aplicaciones

tonces que

D = Feika
[
cos (la)− ik

l
sin (la)

]
. (3.36)

Sustituyendo (3.35) y (3.36) en la ecuación (3.31), se tiene que

Ae−ika +Beika = −Feika
[
sin (la) +

ik

l
cos (la)

]
sin (la) + Feika

[
cos (la)− ik

l
sin (la)

]
cos (la)

= Feika
[
cos2 (la)− ik

l
sin (la) cos (la)− sin2 (la)− ik

l
sin (la) cos (la)

]
= Feika

[
cos (2la)− ik

l
sin (2la)

]
. (3.37)

De la misma forma, para la ecuación (3.32), sustituyamos las expresiones (3.35) y (3.36),

obteniendo lo siguiente:

Ae−ika − Beika = − il
k
Feika

[(
sin (la) +

ik

l
cos (la)

)
cos (la) +

(
cos (la)− ik

l
sin (la)

)
sin (la)

]
= − il

k
Feika

[
sin (la) cos (la) +

ik

l
cos2 (la) + sin (la) cos (la)− ik

l
sin2 (la)

]
= − il

k
Feika

[
sin (2la) +

ik

l
cos (2la)

]
= Feika

[
cos (2la)− il

k
sin (2la)

]
. (3.38)

Sumando la ecuación (3.37) y la ecuación (3.38) que se obtuvieron anteriormente, se obtiene

2Ae−ika = Feika
[
2 cos (2la)− i

(
k

l
+
l

k

)
sin (2la)

]
,

de donde se sigue que

F = A

[
e−2ika

cos (2la)− i (k
2+l2)
2kl

sin (2la)

]
. (3.39)

Ahora, restando la ecuación (3.38) de la ecuación (3.37), obtenemos:

2Beika = Feika
[
i

(
l

k
− k

l

)
sin (2la)

]
.

Por lo tanto

B = F

[
i
sin (2la)

2kl

(
l2 − k2

)]
. (3.40)
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Recordemos que el coeficiente de transmisión está dado por T = |F/A|2. De hecho, para

simplificar los cálculos, notemos que el inverso del coeficiente de transmisión es

T−1 =

∣∣∣∣AF
∣∣∣∣2

= cos2 (2la) +
sin2 (2la)

(2lk)2
(
k2 + l2

)2
, (3.41)

pero cos2 (2la) = 1− sin2 (2la), de esta manera

T−1 = 1 + sin2 (2la)

[
(k2 − l2)

2

4l2k2

]
. (3.42)

Además, recordemos que k =
√
2mE
ℏ y l =

√
2m(E+V0)

ℏ , entonces

2la =
2a

ℏ
√

2m(E + V0) . (3.43)

Más aún, k2 − l2 = −2mV0
ℏ2 , de donde se sigue que

(k2 − l2)
2

(2kl)2
=

(
2m
ℏ2
)2
V 2
0

4
(
2m
ℏ2
)2
E (E + V0)

=
V 2
0

4E (E + V0)
. (3.44)

Sustituyendo las ecuaciones (3.43) y (3.44) en la ecuación (3.42), tenemos finalmente que

T−1 = 1 +
V 2
0

4E (E + V0)
sin2

(
2a

ℏ
√

2m(E + V0)

)
. (3.45)

Notemos que el coeficiente de transmisión es T = 1 (el pozo es transparente) cuando el seno

es cero. Para ello, se necesita que el argumento de esta función sea múltiplo entero de π, es

decir
2a

ℏ
√

2m(E + V0) = nπ , (3.46)

con n algún entero. Por lo tanto, las energías para transmisión perfecta está dada por

En + V0 =
n2π2ℏ2

2m (2a)2
, (3.47)

que son precisamente las energías permitidas para un pozo cuadrado infinito.
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Hay que recordar que el coeficiente de reflexión y de transmisión debe de cumplir que

R + T = 1, por lo que una vez que tenemos T , podemos calcular facilmente R.

Considerando que E = mv2

2
, podemos dejar el coeficiente de transmisión en términos de la

velocidad al cuadrado de la función de onda gaussiana, hecho que nos permitirá desarrollar un

código más eficiente a la hora de buscar las soluciones numéricas. De esta manera, el coeficiente

de trasmisión será

T−1 = 1 +
V 2
0

4(mv2/2) ((mv2/2) + V0)
sin2

(
2a

ℏ
√

2m((mv2/2) + V0)

)
.

Si además consideramos unidades atómicas y tomamos m = ℏ = V0 = 1, obtenemos la

expresión

T−1 = 1 +
1

2v2 ((v2/2) + 1)
sin2

(
2a
√

2((v2/2) + 1)
)

= 1 +
1

v2 (v2 + 2)
sin2

(
2a

√
v2 + 2

)
.

Por lo tanto, para las soluciones analíticas de los coeficientes de transmisión y reflexión en

función de v2, nos queda

T =

[
1 +

1

v2 (v2 + 2)
sin2

(
2a

√
v2 + 2

)]−1

.

R = 1−
[
1 +

1

v2 (v2 + 2)
sin2

(
2a

√
v2 + 2

)]−1

.

Ahora, para comparar las soluciones exactas con las soluciones numéricas que se obtienen

al implementar el método de Crank-Nicolson, se tomará una onda plana incidente que será

modulada por una gaussiana, la cual interactúa con un pozo de potencial de ancho 2a = 10.0

a.u. y con una profundidad V0 = 1.0 a.u. La malla unidimensional va desde −150 a.u. hasta

150 a.u., con ∆x = 0.2, ∆t = 0.1 a.u. y ∆v = 0.1 a.u.

A continuación se presenta una gráfica de los coeficientes de transmisión y reflexión en

términos del cuadrado de la velocidad v2 = 2E
m

calculados de forma analítica y de forma numérica
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a partir del método de diferencias finitas y el método de Crank-Nicolson implementados a través

de un código realizado en Fortran 95. Se presentan los resultados para distintos valores de σ,

es decir, para varios anchos del paquete de ondas gaussiano.
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Figura 3.3: Coeficientes de transmisión y de reflexión como función del cuadrado de la velocidad.
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3.2. Estado base del átomo de hidrógeno a partir del

método de Crank-Nicolson con tiempo imaginario

Usando el método del tiempo imaginario, se calculó la función de onda del estado base del

átomo de hidrógeno. La figura 3.4 presenta la densidad de probabilidad electrónica proyectada

sobre el eje z del estado base haciendo el tiempo imaginario en una malla de [−14.2, 14.2]x ×

[−14.2, 14.2]y × [−30.2, 30.2]z, con un número de puntos en la red de 70 en x, 70 en y y 150

en z; es decir, se tiene un tamaño de paso en la malla de ∆x = ∆y = ∆z = 0.4 a.u. Aquí, la

energía del átomo de hidrógeno en su estado base calculada a partir de la malla anteriormente

mencionada es de −0.48236020 a.u. Comparada con la energía del átomo de hidrógeno que se

conoce de manera analítica (la cual es de −0.5 a.u.), se obtiene un error de 3.5%. Además, en la

misma figura se presenta también la densidad de probabilidad electrónica del estado base pro-

yectada sobre el eje z, pero con un tamaño de paso en las coordenadas de ∆x = ∆y = ∆z = 0.2

a.u. En este caso, la energía total del átomo de hidrógeno en el estado base calculada de forma

numérica es de −0.49509919 a.u., obteniéndose un error de 0.98%.
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Figura 3.4: Densidades de probabilidad electrónicas del estado base del átomo de hidrógeno
confinado en una malla uniforme ∆x = ∆y = ∆z = 0.2 a.u. (∆ = 0.2 a.u.) y en una malla uniforme
∆x = ∆y = ∆z = 0.4 a.u. (∆ = 0.4 a.u.), comparadas con la densidad de probabilidad electrónica

analítica del átomo de hidrógeno en dicho estado.

41



Aplicaciones

Ambas densidades de probabilidad electrónicas obtenidas con distintos tamaños de paso se

comparan con la densidad de probabilidad electrónica analítica y se observa que dichas densi-

dades son bastante semejantes.

Es claro que entre más fina sea la malla, la energía asociada al estado base del átomo de

hidrógeno se acerca más al valor teórico. Sin embargo, el error presente en las energías del estado

base del átomo de hidrógeno calculadas a través del método de diferencias finitas y el método

de Crank-Nicolson para ambos tamaños de paso utilizados son pequeños. Así, considerando

que necesitamos soluciones numéricas precisas ahorrando el mayor tiempo de cómputo posible,

basta con trabajar el estado base del átomo de hidrógeno cuando se define una malla numérica

con un tamaño de paso de 0.4 a.u.
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Capítulo 4

Colisiones atómicas con trayectorias

rectilíneas

4.1. Clasificación de colisiones atómicas

Si se considera la colisión entre iones A y átomos B, podemos clasificar el tipo de colisión a

partir de los productos finales de la reacción. En general, existen tres categorías que se explican

a continuación.

La primer categoría es el de colisiones que describen procesos de dispersión elástica en la

que las energías internas de A y B y, en consecuencia, la energía cinética total no cambian, pero

las partículas incidentes se desvían a través de un cierto ángulo θ. Esto se describe a partir del

siguiente esquema

A+B → A+B . (4.1)

La segunda categoría es el de las reacciones inelásticas en las que el ión o el átomo A o B

(o ambos), se excitan a un nivel de energía diferente. Este tipo de procesos puede ser descrito

a través de

A+B → A+B∗ ,

A+B → A∗ +B , (4.2)

A+B → A∗ +B∗ ,
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donde el asterisco significa que el ión o átomo se encuentra en un estado distinto al estado

inicial. En esta categoría se incluye a las reacciones en las que uno o ambos átomos se ionizan

y uno o más electrones son expulsados, dejando un ión positivo o iones, es decir

A+B → A+B+ + e− ,

A+B → A+ +B + e− , (4.3)

A+B → · · · .

Finalmente, la tercera categoría es la que describe reacciones en las que se transfieren uno

o más electrones entre A y B. Estas son las reacciones de intercambio de carga o captura

electrónica, es decir

A+B → A+ +B− . (4.4)

La clasificación de las colisiones dependerá de la carga del ión proyectil, del tipo de átomo

blanco que se estudie y, especialmente, de la energía de colisión.

4.1.1. Canales

Al estudiar colisiones atómicas surge un término que se utiliza comúnmente para trabajar este

tipo de procesos; dicho término es el de canal. Un canal es un posible modo del sistema com-

puesto A+B durante la colisión [13]. Se caracteriza por el número y la naturaleza de los estados

en los que se puede describir el sistema A + B. En las colisiones elásticas, las dos partículas

A y B que chocan permanecen en el canal inicial, mientras que las colisiones inelásticas son

procesos que conducen desde un canal inicial dado a un canal final diferente.

Además, se dice que un canal es abierto si la colisión correspondiente está permitida por

leyes de conservación conocidas (como la conservación de energía o del momento); de lo con-

trario, se dice que es un canal cerrado.

En el presente trabajo se estudian colisiones atómicas en donde habrá reacciones de ioniza-
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ción y de captura electrónica, por lo que a continuación se presentan los métodos para calcular

probabilidades de ionización y de captura electrónica para distintas colisiones.

4.2. Cálculo de la probabilidad de captura electrónica y

la sección eficaz de captura

Considerando la colisión de una partícula con carga positiva, la cual es el proyectil, y un átomo

neutro (por ejemplo, un átomo de hidrógeno), el potencial que describirá este sistema será

V (r, t) = −Zt
|r| −

Zp
|r − Rp(t)|

, (4.5)

donde |r| =
√
x2 + y2 + z2, Zt es la carga del blanco (el núcleo del átomo de hidrógeno), Zp es

la carga del proyectil (por ejemplo, un protón) y Rp(t) es la trayectoria del proyectil definida

como

Rp(t) = bx̂ + vtẑ , (4.6)

donde b > 0 es el parámetro de impacto y v es la velocidad del proyectil, además, x̂ y ẑ son los

vectores unitarios en dirección del eje x y z respectivamente.

Es importante resaltar que el potencial no incluye la interacción núcleo-núcleo. Si así fuera,

como este término no corresponde a la interacción de la nube electrónica, al resolver la ecuación

de Schrödinger obtendríamos una función de onda con un término de fase relacionado a esta

interacción; sin embargo, esta fase desaparece al obtener la probabilidad del sistema, por lo que

no es necesario en un principio considerar dicha interacción.

Por otro lado, para calcular la probabilidad de captura, se integra la densidad de probabi-

lidad del electrón sobre una caja numérica Ω dentro de toda la red numérica al tiempo final de

propagación tf de la siguiente forma:

P (b) =

∫
Ω

|Ψ(x, y, z, tf )|2dxdydz =
∫ zmax

z0

ρz(z, tf )dz , (4.7)
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donde z0 es el valor en z que divide las regiones donde se encuentran bien diferenciadas la

probabilidad de excitación del átomo de hidrógeno y la probabilidad de captura electrónica, y

zmax es el punto máximo de la red en el eje z. Así, la función de densidad está dado por

ρz(z, t) =

∫ xmax

xmin

∫ ymax

ymin

|Ψ(x, y, z, tf )|2dx dy . (4.8)

Al implementar la ecuación (4.7), es importante que las contribuciones de la función de onda

del proyectil y del blanco estén claramente separadas en la red numérica. Así las contribuciones

en la frontera de la región Ω son pequeñas y no afectarán el resultado numérico.

Más aún, podemos hacer una proyección de la magnitud de la función de onda sobre el eje

z de la siguiente manera

|Ψ(z)|2 =
∫ ∞

−∞
Ψ∗(x, y, z)Ψ(x, y, z)dxdy ≈

N−1∑
i,j=1

Ψi,jΨi,j ∆x∆y . (4.9)

De esta manera, la sección eficaz se calcula como

σ = 2π

∫ bmax

0

bP (b) db . (4.10)

Cabe destacar que las probabilidades de captura dependerán del parámetro de impacto,

pero la sección eficaz de captura dependerá de la velocidad del proyectil o de la energía de la

colisión.

4.3. Cálculo de la probabilidad de ionización y la sección

eficaz de ionización

La ionización de cierto átomo puede ser inducida si hacemos colisionar algún tipo de partícula

con dicho átomo; en particular, en mecánica cuántica, existe cierta probabilidad de que un

átomo se ionice tras una colisión. El cálculo de este tipo de probabilidad no se puede realizar

de la forma en la que se calcula la probabilidad de captura.
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Notemos que como estamos considerando trayectorias rectilíneas, podemos localizar la par-

tícula proyectil, ya que esta es tratada como una partícula clásica; la probabilidad de captura

no es más que el área bajo la curva del cuadrado de la función de onda que describe a la nube

electrónica que es arrastrada por el proyectil. Así, es fácil definir una región sobre la cuál se

integrará el cuadrado de dicha función de onda.

Sin embargo, la probabilidad de ionización corresponde a la función de onda que se despren-

de del núcleo del blanco y que no se adhiere al proyectil. Dicha nube electrónica que describirá a

la ionización puede salir en cualquier dirección en las tres dimensiones de nuestra malla numéri-

ca. Ahora, como nuestra malla es finita, la nube electrónica que salga dispersada (en principio)

en todas las direcciones, llegará al borde de la malla y rebotará hacia adentro. Esto provocará

que se generen modos normales dentro de la malla que generarán errores numéricos.

Para estudiar procesos de ionización, conviene dividir nuestra malla en dos regiones: una

región interna que contiene el sistema atómico o molecular en estudio y una región externa

definida como su complemento en dicha malla. En la región interna, la ecuación de Schrödinger

se puede resolver numéricamente con herramientas computacionales apropiadas para configu-

raciones electrónicas ligadas, como lo es el tratamiento que le hemos dado hasta ahora con el

método de Crank-Nicolson.

Como no necesitamos describir los estados del sistema en el continuo, podemos hacer uso de

la técnica de fronteras absorbentes. Su simplicidad de implementación y costo computacional

limitado los hacen, en muchas situaciones, preferibles a otros enfoques más laboriosos.

De esta manera, nos podemos centrar en tres familias distintas de fronteras absorbentes

(conocidas también como absorbentes) [14]:

1. Potenciales absorbentes complejos.

2. Absorbentes de función de enmascaramiento.

3. Absorbentes derivados de escalamientos complejos de exterior liso.
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El método de la implementación de potenciales complejos absorbentes consiste en alterar el

hamiltoniano de un sistema agregando un potencial complejo artificial que no es cero en una

pequeña porción de la malla cerca de los límites. La propagación en el tiempo con este hamil-

toniano modificado da como resultado la absorción o inyección de paquetes de ondas desde los

límites, dependiendo de la forma de dicho potencial [14].

Los absorbentes con función de enmascaramiento son el tipo de absorbente más simple. En

cada paso de tiempo uno multiplica la función de onda por una función de enmascaramiento,

que tiene valores entre cero y uno dependiendo de la región en el espacio. La función general-

mente se elige de tal forma que sea 1 dentro de una región interna, luego decaiga a cero cerca

de la frontera de la malla de simulación para amortiguar cualquier parte de la función de onda

que se extienda hacia los límites de la malla [14].

Por otra parte, el método de escalado complejo se desarrolló originalmente para calcular

las propiedades de estados metaestables o resonancias [14]. Este método funciona mediante un

escalado de la variable de posición del hamiltoniano por un factor complejo. Esto hace que los

estados que representan ondas salientes extendidas o resonancias se vuelvan normalizables y,

por lo tanto, accesibles computacionalmente.

4.3.1. Potenciales complejos

El primer tipo de paredes absorbentes se puede describir considerando la ecuación de Schrö-

dinger dependiente del tiempo

iℏ
∂Ψ(x, t)

∂t
= Ĥψ(x, t) . (4.11)

Esta ecuación tiene como solución

Ψ(x, t) = e−iĤt/ℏΨ(x, t = 0) . (4.12)

la cual es la función de onda al tiempo t en términos de dicha función al tiempo inicial t = 0.

48



Colisiones atómicas con trayectorias rectilíneas

Si consideramos que el operador del potencial tiene una parte real y una parte imaginaria,

tendremos que

V = Vr + iVi , (4.13)

donde

Ĥ = T̂+ V

=
(
T̂+ Vr

)
+ iVi

= Ĥ0 + iVi . (4.14)

Sustituyendo el nuevo hamiltoniano (4.14) en la solución a la ecuación de Schrödinger

dependiente del tiempo (4.12) obtenemos una expresión para la función de onda al tiempo t, la

cual muesta el papel del término imaginario en el potencial. Así, dicha función de onda queda

como

Ψ(x, t) = eVit/ℏe−iĤ0t/ℏΨ(x, t = 0) . (4.15)

De aquí se observa que si Vi es negativa, entonces la amplitud de la función de onda se atenuará

gradualmente a medida que incremente el tiempo.

Los potenciales complejos que se usan serán distintos de cero solo en una región predefinida

cerca de los bordes de las mallas espaciales utilizadas; todos estos potenciales serán potenciales

imaginarios negativos. Este tipo de potenciales tienen una gran historia en la teoría de colisio-

nes independientes del tiempo, donde generalmente se conocen como "potenciales ópticos"[15].

Notemos que al hacer este cambio, el nuevo hamiltoniano H ya no es hermitiano y el

operador de propagación de tiempo asociado

UCAP (t+∆t, t) = e−iH∆t = e−i[H0+iVi]∆t (4.16)

se vuelve no unitario. Cuando se elige que Vi(x) sea distinto de cero solo en la región de absor-

ción [0, L], esta no unitaridad se localiza y, durante la propagación del tiempo, las funciones de

onda tienen su norma alterada (aumentada o disminuida) cuando se superponen con esa región.
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Para absorber, la parte imaginaria de V (x) debe tomar valores negativos ya que la presencia de

un potencial imaginario negativo en el exponente del operador de propagación de (4.16) induce

un amortiguamiento exponencial de los paquetes de ondas.

Se han propuesto una gran variedad de potenciales complejos, pero uno de los más utilizados

es de la forma

Vi(x) =

0 , si x < 0

iαxb , si 0 ≤ x ≤ L
. (4.17)

Para actuar como absorbente, este tipo de potencial complejo debe tener α < 0, mientras

que b puede ser cualquier número mayor que uno. La fuerza de la amortiguación inducida

depende de la energía cinética del paquete de ondas en colisión y del ancho de la región de

absorción.

4.3.2. Funciones de enmascaramiento

Por otra parte, las funciones de enmascaramiento se utilizan comúnmente en sistemas que se

propagan de forma numérica donde el operador de evolución temporal infinitesimal U(t+∆t, t),

que conecta t con t+∆t, se aplica repetidamente a una función de onda inicial. Usualmente, se

elige una función de enmascaramiento 0 ≤ M(x) ≤ 1 y se aplica multiplicativamente en cada

paso de tiempo, es decir

ψ(x, t+∆t) =M(x)U(t+∆t, t)ψ0(x, t) . (4.18)

Si se define la función M(x) para que decaiga suavemente a partir de la región [0, L], la

aplicación iterativa de (4.18) da como resultado una amortiguación de cualquier parte de la

onda que se extiende hacia esta región. Para absorber, la función de enmascaramiento debe ser

menor que 1, pero puede asumir cualquier valor de 0 a 1 en la frontera x = L. Las propiedades

de absorción resultantes dependen de la forma funcional específica de M(x).
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Funciones de enmascaramiento muy comunes son las siguientes:

M(z) =


cos1/8

(
π|zi − zmax + L|

2L

)
, si |zmax − zi| ≤ L

1 , en otra parte de la región
, (4.19)

M(z) =


sin1/4

(
π|zmax − zi|

2L

)
, si |zmax − zi| ≤ L

1 , en otra parte de la región
. (4.20)

Aquí se está considerando que estas funciones estarán definidas sobre el eje z con contrapartes

similares para el eje x y y. Cabe mencionar que, en general, las funciones de enmascaramiento

son senos y cosenos que están elevados a alguna fracción entre 0 y 1. Esto es lo que permite

que el decaimiento de la función de onda sea rápido en la región de absorción.
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4.4. Colisión entre un protón y un átomo de hidrógeno

A partir del método de Crank-Nicolson podemos empezar a estudiar la dinámica de colisiones

atómicas. En particular, si consideramos un átomo de hidrógeno colisionando con un protón,

el electrón del átomo podrá ser capturado por el protón proyectil, por lo que existirá una pro-

babilidad de capturar dicho electrón.

Una vez que se tiene la función de onda numérica del estado base del átomo de hidrógeno

en la malla que hayamos definido, se puede realizar la dinámica de la colisión de un protón

proyectil con el átomo de hidrógeno. La función de onda inicial se modificará a cada paso de

tiempo y de ésta se podrá obtener la información de la colisión.

Para la colisión de un protón con el átomo de hidrógeno, se emplea un código en Fortran 90

que implementa el método de diferencias finitas y el método de Crank-Nicolson. Aquí se trata

con trayectorias rectilíneas, por lo que el proyectil lleva una velocidad constante y el protón del

núcleo del átomo de hidrógeno está fijo en el origen.

Se utiliza una malla de [−14.2, 14.2]x × [−14.2, 14.2]y × [−30.2, 30.2]z, con un tamaño de

paso de ∆x = ∆y = ∆z = 0.4 a.u., por lo que la función de onda inicial que se debe de utilizar

para el estado base del átomo de hidrógeno será la que es solución para la misma malla antes

mencionada, con el mismo tamaño de paso.

En la figura 4.1 se presenta la dinámica de la colisión p + H cuando se elige una energía

de colisión de 1 keV , correspondiente a una velocidad del protón de v = 0.2 a.u., y donde el

parámetro de impacto es b = 2.0 a.u. La dinámica se llevó a cabo en 200 unidades atómicas de

tiempo y se presentan seis fotogramas para t1 = 0.0 a.u., t2 = 100 a.u., t3 = 115 a.u., t4 = 125

a.u., t5 = 152 a.u. y t6 = 200 a.u.
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Figura 4.1: Dinámica de la colisión p+H para una energía de colisión de 1 keV y un parámetro de
impacto de b = 2.0 a.u.
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El protón proyectil lanzado inicialmente de z = −25 a.u. sigue una trayectoria recta de

izquierda a derecha, empieza a interactuar con la nube electrónica del átomo de hidrógeno y la

comienza a capturar. Una vez alcanza los valores positivos de z, el momento angular l⃗ = r⃗× p⃗,

el cuál apunta hacia adentro de la página, hace que la nube electrónica gire en dirección de las

manecillas del reloj.

Finalmente, se detiene al protón proyectil en z = 15 a.u. Aquí, la nube electrónica que

describe a la probabilidad de que el átomo de hidrógeno quede excitado después de la colisión

y la nube electrónica que describe a la probabilidad de captura electrónica se logran diferenciar

correctamente. Esto permitirá definir una región Ω en donde será posible calcular la proba-

bilidad de captura electrónica sin correr el riesgo de que falte o sobre parte de la función de

onda que describa dicho proceso. Para calcular dicha probabilidad de captura electrónica será

necesario calcular el área bajo la curva que describe a la densidad electrónica ρz en dicha región

Ω. A continuación se presentan los resultados obtenidos.
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4.4.1. Probabilidad de captura electrónica

Para el cálculo de la probabilidad de captura electrónica, se colocó al átomo de hidrógeno en

el origen, y el protón proyectil se lanzó desde zmin = −25 a.u.. La dinámica se desarrolló hasta

que el proyectil llegara a zmax = 15 a.u., en donde se puede diferenciar la densidad de proba-

bilidad del átomo de hidrógeno excitado por la colisión, y la densidad de probabilidad debida

a la captura electrónica. En la figura 4.2 se muestra la densidad electrónica en función de la

variable z donde se lleva a cabo la dinámica.
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Figura 4.2: Densidad de probabilidad electrónica para la colisión p+H con el parámetro de impacto
b = 2.0 a.u. y con una energía de colisión de 1 keV .

La probabilidad de captura electrónica obtenida en la colisión p +H cuando la energía de

colisión es de 1 keV y el parámetro de impacto es de b = 2.0 a.u. es de 0.704062; la región Ω

donde se llevó a cabo la integración fue Ω = [8, 30] en unidades atómicas sobre el eje z.
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Se obtuvieron las densidades de probabilidad de captura electrónica desde b = 0.4 a.u. hasta

b = 10.0 a.u., realizando un paso en el parámetro de impacto de ∆b = 0.4 a.u., por lo que la

dinámica se realizó para 25 parámetros distintos, considerando la energía de colisión fija.

Para la energía de colisión de 1 keV , se presenta la cantidad bP (b) en función del parámetro

de impacto b en la figura 4.3.
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Figura 4.3: bP (b) en función del parámetro de impacto cuando la energía de colisión es de 1 keV .

Más aún, se hicieron estos mismos cálculos para distintas energías de colisión: 90 eV , 202..5

eV , 360 eV , 640 eV , 1 keV , 1.56 keV , 3.06 keV , 5.06 keV , 10.56 keV , 18.06 keV , 25 keV , 50

keV y 100 keV .

La figura 4.4 muestra una relación entre la energía de colisión, el parámetro de impacto y

la cantidad bP (b) relacionada a la sección transversal diferencial. En esta figura se logra apre-
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Figura 4.4: Mapa de densidad de bP (b) en función del parámetro de impacto y de la energía de
colisión para la colisión p+H.

ciar como para las energías más bajas, hay tres máximos que se presentan para parámetros de

impacto mayores a b = 2.0 a.u. De hecho, para parámetros de impacto menores, la cantidad

bP (b) es casi prácticamente cero, al llegar alrededor de b = 2.5 a.u. dicha cantidad crece, vuelve

a decrecer entre b = 3.0 a.u. y b = 3.5 a.u., crece de nuevo alrededor de b = 4.0 a.u. y decae al

llegar a b = 5.0 a.u.; pero una vez pasa el parámetro de impacto b = 5.0 a.u., existe un máximo

aún más considerable que es alcanzado entre b = 6.0 a.u. y b = 7.0 a.u. aproximadamente. Estos

máximos para parámetros de impacto grandes surgen debido a que las energías de colisión (y

por ende, las velocidades del proyectil) son lo suficientemente pequeñas para que el proyectil

y el átomo blanco interactúen aún cuando se encuentran bastante lejos el uno del otro. Este

efecto comienza a perderse cuando las energías de colisión comienzan a crecer; en la figura 4.4

se aprecia como para las energías más grandes los máximos de la cantidad bP (b) comienzan a

acercarse cada vez más a los parámetros de impacto más pequeños. Esto sucede porque cuando

las energías de colisión son grandes, el proyectil y el átomo a penas interactúan, generando que

la probabilidad de captura sea notable solo cuando átomo y proyectil pasan muy cerca uno del
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otro.

Finalmente, en la figura 4.5 se presenta la sección eficaz total de captura para la colisión

del protón con el átomo de hidrógeno, en donde podemos comparar con los resultados experi-

mentales de Gealy y Van Zyl [16], Fite et. al. [17] y McClure [18].
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Figura 4.5: Sección eficaz total de captura para la colisión p+H a distintas energías de colisión
calculada a través de diferencias finitas (DF), y comparada con los resultados experimentales: Gealy

y Van Zyl [16], Fite et. at. [17] y McClure [18].

Además del proceso de captura electrónica que se presenta en la colisión p + H, existe la

posibilidad de que el átomo se ionice debido a la interacción entre el protón proyectil y el protón

del núcleo (el blanco que en estamos considerando fijo en nuestra malla). Esta probabilidad de

ionización debe de ser muy pequeña, pero existe ya que estamos considerando al electrón cuán-

tico. Sin embargo, hay que agregar paredes absorbentes; es por ello que a continuación tratamos

la colisión de un antiprotón con un átomo de hidrógeno, en donde la ionización es más evidente.
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4.5. Colisión entre un antiprotón y un átomo de hidró-

geno

Como ya se mencionó anteriormente, la probabilidad de que un átomo se ionice tras una colisión

no puede ser calculada de la forma en que calculamos la probabilidad de captura electrónica

debido a que la función de onda que describe al electrón expulsado hacia el continuo, en prin-

cipio, sale hacia cualquier dirección; es por ello que en el código que se utilizó para describir la

dinámica de la colisión p+H, se agregará una subrutina en la que se implementan las funciones

de enmascaramiento cerca de la frontera de nuestra malla numérica.

Una vez más, la malla utilizada para esta colisión será de [−14.2, 14.2]x × [−14.2, 14.2]y ×

[−30.2, 30.2]z, con un tamaño de paso de ∆x = ∆y = ∆z = 0.4 a.u., por lo que la función de

onda inicial para el estado base del átomo de hidrógeno (el blanco de la colisión), será el que

se calcula cuando el tamaño de paso en la malla es de 0.4 a.u. en la parte espacial.

Cuando no se implementa la función de enmascaramiento en este tipo de colisión, la fun-

ción de onda que es expulsada debido a la ionización, llega a las fronteras de la malla y rebota,

generando modos normales semejantes a los que se forma cuando tenemos una onda estaciona-

ria. Las paredes de la malla, cuando no se tienen funciones de enmascaramiento o potenciales

complejos, se comportan como una barrera de potencial infinito.

La figura 4.6 muestra la dinámica de la colisión p̄ + H cuando no se implementa función

de enmascaramiento. Aquí la energía de colisión es de 1 keV y el parámetro de impacto es de

b = 1.2 a.u. La dinámica se llevó a cabo en 667 unidades atómicas de tiempo y se presentan

seis fotogramas para t1 = 0.0 a.u., t2 = 125 a.u., t3 = 150 a.u., t4 = 186 a.u., t5 = 400 a.u. y

t6 = 667 a.u. Notemos que los modos normales no desaparecen, solo se van mezclando; las pa-

redes de la malla, en este caso, obligan a la función de onda electrónica que describe el proceso

de ionización a quedarse rebotando dentro de la malla el tiempo que se defina para realizar la

dinámica.
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Figura 4.6: Dinámica de la colisión p̄+H para una energía de colisión de 1 keV y un parámetro de
impacto de b = 1.2 a.u. en una malla sin paredes absorbentes.
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Para observar cómo trabajan las paredes absorbentes, se emplearon las funciones de enmas-

caramiento (4.19) y (4.20) que comúnmente se trabajan en este tipo de problemas. Se definió

una zona de absorción en las fronteras de dos unidades atómicas de longitud, es decir, L = 2.0

a.u.

En la figura 4.7 se comparan las densidades de probabilidad electrónica al tiempo final

t = 667 a.u. para la colisión p̄ + H con dos funciones de enmascaramiento distintas definidas

por (4.19) y (4.20), cuando la energía de colisión es de 1 keV y el parámetro de impacto es de

b = 1.2 a.u.; además, se presenta la densidad de probabilidad electrónica cuando la función de

enmascaramiento es M = 1 en toda la malla numérica, lo que es equivalente a no implementar

paredes absorbentes, dejando inalterada a la función de onda en las fronteras.
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Figura 4.7: Densidad de probabilidad electrónica con distintas funciones de enmascaramiento para
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.
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Notemos que la función de enmascaramiento que mejor elimina los modos normales en la

malla y, por ende, la que mejor absorbe, es la función de enmascaramiento (4.19). De esta

manera, en lo que sigue se trabajará con esta función de enmascaramiento.

Con la intención de mostrar la evolución de la función de onda electrónica durante la co-

lisión p̄ + H cuando se implementan las paredes absorbentes, en la figura 4.8 se presenta la

dinámica de la colisión p̄+H cuando se elige una energía de colisión de 1 keV , correspondiente

a una velocidad del antiprotón de v = 0.2 a.u., y donde el parámetro de impacto es b = 1.2 a.u.

Nuevamente, la dinámica se llevó a cabo en 667 unidades atómicas de tiempo y se presentan

seis fotogramas para t1 = 0.0 a.u., t2 = 125 a.u., t3 = 150 a.u., t4 = 186 a.u., t5 = 400 a.u. y

t6 = 667 a.u.

Una vez más, el proyectil es lanzado desde z = −25 a.u. como lo fue en la colisión p +H,

sin embargo, lo que provoca el proceso de ionización (y no el proceso de captura electrónica)

es el hecho de cambiar la carga del proyectil; en este caso, dicha carga es de +1 en unidades

atómicas, por lo que se está tratando con un antiprotón proyectil.

Comparando las figuras 4.6 y 4.8 se observa que los modos normales cuando se introduce la

función de enmascaramiento desaparecen, quedando dentro de la malla solo la función de onda

que describe al átomo de hidrógeno excitado y absorbiendo la función de onda que describe al

proceso de ionización.
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Figura 4.8: Dinámica de la colisión p̄+H para una energía de colisión de 1 keV y un parámetro de
impacto de b = 1.2 a.u. en una malla con paredes absorbentes.
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4.5.1. Probabilidad de ionización

Cuando se calcula la norma de la función de onda en la colisión p + H, el método de Crank-

Nicolson asegura que ésta permanece inalterada, es decir, siempre vale 1; sin embargo, al tra-

bajar con la colisión p̄ + H e implementar funciones de enmascaramiento para tener paredes

absorbentes, la norma de la función de onda irá decreciendo a medida que la nube electrónica

procedente del proceso de ionización llega a las fronteras.

Dependiendo de la energía de la colisión (y por ende, de la velocidad del proyectil), la

densidad de probabilidad para la ionización será absorbida por las paredes absorbentes en un

rango de tiempo distinto; entre más lento se mueva el proyectil, más tardará en ser absorbida

la densidad de probabilidad de ionización. Es por ello que se busca que la norma disminuya

hasta un valor en donde casi se vuelve constante. Puede que dicha norma siga presentando

una disminución muy pequeña a pesar de que el tiempo se haga muy grande, pero bastará con

que se mantenga constante en los primeros tres dígitos. De esta manera, para cada energía de

colisión, habrá que tomar en cuenta que nuestra norma disminuida se debe de mantener después

de cierto tiempo en un valor constante en, por lo menos, los primeros tres decimales.

Una vez se haya estabilizado la norma de la función de onda electrónica, ya podemos calcu-

lar la probabilidad de ionización. Como la nueva norma disminuida de la función de onda que

sobrevive dentro de nuestra malla representa a la nube electrónica que no llegó a las fronteras

absorbentes, se puede entender que esta es la probabilidad de que el proceso de ionización no

ocurra; por ello, basta con restarle a 1 esta norma disminuida para obtener la probabilidad de

que el proceso de ionización suceda.

Es importante aclarar que el tiempo que se define para que la dinámica se lleve a cabo,

puede ser lo suficientemente grande como para que nuestro proyectil se salga de la malla. Por

ejemplo, en la figura 4.9 se muestra como la norma decae de 1 a un cierto valor que se vuelve

casi constante cuando la energía de colisión es de 1 keV . Aquí se utilizó una malla que va desde

−30.2 a.u. hasta 30.2 a.u. en el eje z, por lo que hay un total de 60.4 a.u. para que el proyectil

se mueva dentro de la malla, pero el tiempo que se corrió la dinámica fue de t = 666.67 a.u.,

64



Colisiones atómicas con trayectorias rectilíneas

 0.2

 0.3

 0.4

 0.5

 0.6

 0.7

 0.8

 0.9

 1

 0  200  400  600  800  1000

N
or

m
a

t (a.u.)

b=0.4
b=0.8
b=1.2
b=1.6
b=2.0
b=2.4
b=2.8
b=3.2
b=3.6
b=4.0

Figura 4.9: Norma de la función de onda para distintos parámetros de impacto para una energía de
colisión de 1 keV para la colisión p̄+H.

por lo que si la energía de colisión fue de 1 keV (equivalente a una velocidad del antiprotón de

v = 0.2 a.u.), entonces la distancia que recorre es de d = 133.33 a.u.. Es claro que el proyectil

saldrá de la malla, pero esto no altera en nada a la función de onda electrónica, por lo que

esto será una buena forma de asegurar que nuestras paredes absorbentes cumplen con su función.

Por otra parte, en la figura 4.10 se muestran los rangos del parámetro de impacto y de

las energías de colisión en donde se alcanza un máximo para el valor de bP (b). En este caso,

[0, 3]b × [0.1, 100]E es la región que presenta la mayor probabilidad de ionización.

En especial, se observa un máximo alrededor de b = 1.0 a.u., con una energía de aproxima-

damente E = 1 keV . Este máximo se localiza alrededor de b = 1.0 a.u. porque el antiprotón

está colisionando de forma completamente frontal al electrón, el cuál se encuentra con mayor
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Figura 4.10: Mapa de densidad de bP (b) para la probabilidad de ionización en función del
parámetro de impacto y la energía de colisión para la colisión p̄+H.

probabilidad a un radio de Bohr del núcleo, es decir, a a0 = b = 1.0 a.u.; cuánticamente el

electrón debe de ser descrito como una nube electrónica la cuál tiene su máximo a una unidad

atómica del núcleo; por ello, si el antiprotón es lanzado con un parámetro de impacto igual a

una unidad atómica, es más probable que el antiprotón y el electrón del átomo de hidrógeno

choquen frontalmente y se genere una ionización más notable.

Por último, la sección eficaz total de ionización calculada con el método de diferencias finitas

se compara con resultados experimentales de Knudsen et. al. [19] y con los modelos teóricos

de Schutz et. al. [2], Tong et. al. [3] y Wells et. al. [20] en la figura 4.11. La sección eficaz

total de ionización comienza a crecer a medida que aumenta la energía de colisión, alcanza un

máximo a 25 keV y después decae exponencialmente. Esta sección eficaz total de ionización,

que representa la sección transversal efectiva vista por el proyectil al aproximarse al blanco en

donde se genera la ionización, nos permite inferir que a muy bajas energías, el antiprotón no
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lleva la suficiente energía como para mandar al electrón del átomo de hidrógeno al continuo,

pero conforme la energía empieza a crecer y llega a 25 keV , el antiprotón alcanza la energía

óptima para provocar ionización en el átomo de hidrógeno; después de esta energía de colisión,

el antiprotón alcanza una velocidad muy grande y la interacción entre este y el átomo de

hidrógeno es tan rápida que la ionización comienza a decrecer exponencialmente a medida que

aumenta la energía.
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Figura 4.11: Sección eficaz total de ionización para la colisión p̄+H a distintas energías de colisión
calculada con diferencias finitas (DF) y comparada con los modelos teóricos de Schultz et. al. [2],

Tong et. al. [3], Wells et. al. [20] y el experimento de Knudsen et. al. [19]
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4.6. Colisión entre un antiprotón y un átomo de posi-

tronio

La colisión entre un antiprotón y un átomo de positronio puede resultar en tres canales posibles

p̄+ Ps→ p̄+ Ps El sistema no se transforma

p̄+ Ps→ p̄+ e+ + e− Fragmentación o ionización

p̄+ Ps→ H̄ + e− Captura

Utilizando trayectorias rectilíneas, el antiprotón proyectil lleva una velocidad constante, el

núcleo del átomo de positronio se encuentra fijo en el origen del sistema y dicho átomo será

tratado como un átomo hidrogenoide con ciertas limitaciones.

El hecho de que nuestro átomo blanco sea un átomo exótico formado por un electrón y un

positrón nos obliga a trabajar con la masa reducida de este sistema, el cual es me/2 (o 0.5 en

unidades atómicas); debido a que ambas partículas tienen la misma masa, lo conveniente es

trabajar a ambas como partículas cuánticas, sin embargo, omitamos este detalle por el momento

(se hablará más de esto en las conclusiones).

Inicialmente, sabemos que el radio de Bohr para un átomo hidrogenoide va como el inverso

de la masa de dicho átomo, por lo que para este caso, el radio para la primera órbita de Bohr

será el doble del radio del átomo de hidrógeno. Es por ello que se trabajará con una malla más

grande que la utilizada en las colisiones anteriores.

Tomando una malla de [−30.2, 30.2]x × [−30.2, 30.2]y × [−70.2, 70.2]z, con un tamaño de

paso de ∆x = ∆y = ∆z = 0.4 a.u., se obtuvo la densidad de probabilidad electrónica proyec-

tada sobre el eje z que se muestra en la figura 4.12; dicha densidad electrónica se compara con

la densidad electrónica que se espera teóricamente para el átomo de positronio, considerando

a este como un átomo hidrogenoide con masa reducida me/2. Aquí, la energía del estado base

obtenida con el método de tiempo imaginario para dicho átomo fue de −0.24756643 a.u.

68



Colisiones atómicas con trayectorias rectilíneas

 0

 0.05

 0.1

 0.15

 0.2

 0.25

 0.3

−10 −5  0  5  10

ρ z

z (a.u.)

∆=0.4 a.u.
Solución analítica

Figura 4.12: Densidad de probabilidad electrónica del estado base del átomo de positronio en una
malla uniforme ∆x = ∆y = ∆z = 0.4 a.u. (∆ = 0.4 a.u.) comparada con la densidad de probabilidad

electrónica analítica.

La energía del estado base del átomo de positronio con esta malla es muy cercana a la

energía esperada teóricamente (EPs = −0.25 a.u.), obteniéndose un error de 0.97%.

Es importante notar que para la formación de antihidrógeno, el positrón debe de poder li-

garse con el antiprotón proyectil. Como el objetivo es la formación de antihidrógeno, se debe de

tener en mente que las investigaciones relacionadas con la antimateria se realizan típicamente

a bajas energías [21], pero con trayectorias rectilíneas no es posible la formación de este tipo de

átomo debido a que el núcleo (el positrón) del átomo inicial se mantiene fijo en el origen; este

proceso no es viable usando trayectorias rectilíneas. De esta manera, conviene implementar una

teoría más completa para obtener trayectorias más realistas.
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Capítulo 5

Dinamica electrón-núcleo

Describir la dinámica de una colisión usando trayectorias rectilíneas, como se ha presentado

hasta ahora, da buenos resultados para altas energías de colisión; sin embargo, para bajas ener-

gías, dicho tipo de trayectorias ya no son tan buena aproximación para un tratamiento cuántico.

Es por ello que en lo que sigue, se trabajará con la dinámica de nuestro sistema considerando

un electrón puramente cuántico interaccionando con N núcleos con cierta carga cada uno, que

generarán un campo promedio con el que dicho electrón estará interaccionando. Los núcleos

serán tratados como un paquete de ondas gaussiano, pero dichas partículas serán clásicas.

Vamos a proponer una función de onda que sea un producto entre la función de onda

electrónica y la función de onda nuclear

|Ψ⟩ = |Ψe⟩|ϕn⟩ , (5.1)

donde la parte nuclear estará descrita por

|ϕn⟩ =
N∏
i=1

e−
Miω

2ℏ (xi−Ri)
2+ i

ℏP·(xi−Ri) . (5.2)

Aquí Ri es el vector de posición del i-ésimo núcleo y Pi es el momento del i-ésimo núcleo.

Para describir la dinámica del sistema, vamos a emplear el principio de mínima acción
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δA = 0, donde la acción viene dada por

A =

∫ t2

t1

L (Ψ,Ψ∗, t) dt (5.3)

y donde el lagrangiano cuántico viene dado por

L = ⟨Ψ|
(
iℏ
∂

∂t
−H

)
|Ψ⟩ . (5.4)

Entonces, como queremos obtener el lagrangiano cuántico, lo primero que hay que calcular es

∂

∂t
|Ψ⟩ = ∂|Ψe⟩

∂t
|ϕn⟩+ |Ψe⟩

∂|ϕn⟩
∂t

. (5.5)

De esta manera, al proyectar el ket de la derivada parcial de la función de onda respecto del

tiempo sobre el bra de esta misma función de onda, se tiene que

〈
Ψ

∣∣∣∣∂Ψ∂t
〉

= ⟨ϕn|ϕn⟩
〈
Ψe

∣∣∣∣∂Ψe

∂t

〉
+ ⟨Ψe|Ψe⟩

〈
ϕn|

∂ϕn
∂t

〉
=

〈
Ψe

∣∣∣∣∂Ψe

∂t

〉
+

〈
ϕn

∣∣∣∣∂ϕn∂t
〉

. (5.6)

Notemos que, si tomamos αi = −Miω
2ℏ (xi −Ri)

2+ i
ℏP · (xi −Ri), tendremos que la derivada

parcial respecto del tiempo de la función de onda nuclear es

∂|ϕn⟩
∂t

=

∣∣∣∣∂ϕn∂t
〉

=
∂

∂t

{
N∏
i=1

e−
Miω

2ℏ (xi−Ri)
2+ i

ℏP·(xi−Ri)

}

=
1

ℏ

[
M1ω (x1 −R1) · Ṙ1 + iṖ1 · (x1 −R1)− iP1 · Ṙ1

]
eα1

N∏
i=2

ei

+ eα1
∂

∂t

[
N∏
i=2

eαi

]

=
N∑
i=1

1

ℏ

[
Miω (xi −Ri) · Ṙi + iṖi · (xi −Ri)− iPi · Ṙi

]
|ϕn⟩ ,

es decir

∂|ϕn⟩
∂t

=
1

ℏ

N∑
i=1

[
Miω (xi −Ri) · Ṙi + iṖi · (xi −Ri)− iPi · Ṙi

]
|ϕn⟩ . (5.7)
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Más aún, el valor esperado de la variable cuántica del i-ésimo núcleo xi para los estados

nucleares es Ri, por lo que ⟨ϕn|xi|ϕn⟩ = Ri, de donde se sigue que

〈
ϕn

∣∣∣∣∂ϕn∂t
〉

=
1

ℏ

N∑
i=1

⟨ϕn|
[
Miω (xi −Ri) · Ṙi + iṖi · (xi −Ri)− iPi · Ṙi

]
|ϕn⟩

=
1

ℏ

N∑
i=1

[
Miω⟨ϕn| (xi −Ri) · Ṙi|ϕn⟩+ i⟨ϕn|Ṗi · (xi −Ri) |ϕn⟩ − i⟨ϕn|P · Ṙi|ϕn⟩

]

=
1

ℏ

N∑
i=1

MiωṘi ·������
(Ri −Ri) + iṖi ·������

(Ri −Ri)− iP · Ṙi ⟨ϕn|ϕn⟩︸ ︷︷ ︸
=1

 .

Por lo tanto, la proyección del ket de la derivada parcial de la función de onda nuclear respecto

del tiempo sobre el bra de la misma función de onda nuclear nos da

〈
ϕn

∣∣∣∣∂ϕn∂t
〉

= − i

ℏ

N∑
i=1

Pi · Ṙi . (5.8)

De esta manera, el lagrangiano cuántico nos queda

L = iℏ
〈
Ψ

∣∣∣∣∂Ψ∂t
〉
− ⟨Ψ|H|Ψ⟩

= iℏ
〈
Ψe

∣∣∣∣∂Ψe

∂t

〉
+

N∑
i=1

Pi · Ṙi − ⟨Ψ|H|Ψ⟩ . (5.9)

Por otra parte, el hamiltoniano de nuestro sistema debe de considerar la energía cinética

del electrón, la energía cinética de los N núcleos, el potencial coulombiano entre el electrón y

cada uno de los núcleos, y el potencial coulombiano entre los núcleos; es decir

H = − ℏ2

2me

∇2 −
N∑
i=1

ℏ2

2Mi

∇2
xi
− 1

4πε0

N∑
i=1

Zie
2

|ri −Ri|
+

1

4πε0

N∑
i>j

ZiZje
2

|Ri −Rj|
. (5.10)
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Entonces, calculando el valor esperado del hamiltoniano de nuestro sistema, se tiene

⟨Ψ|H|Ψ⟩ = ⟨Ψe|

(
− ℏ2

2me

∇2 − 1

4πε0

N∑
i=1

Zie
2

|ri −Ri|

)
|Ψe⟩

+ ⟨ϕn|

(
−

N∑
i=1

ℏ2

2Mi

∇2
xi
+

1

4πε0

N∑
i>j

ZiZje
2

|Ri −Rj|

)
|ϕn⟩

= ⟨Ψe|

(
− ℏ2

2me

∇2 − 1

4πε0

N∑
i=1

Zie
2

|ri −Ri|

)
|Ψe⟩

+ ⟨ϕn|

(
−

N∑
i=1

ℏ2

2Mi

∇2
xi

)
|ϕn⟩+

1

4πε0

N∑
i>j

ZiZje
2

|Ri −Rj|
. (5.11)

Así, calculemos el valor esperado de la energía cinética de los núcleos sobre los estados nucleares:

⟨ϕn|

(
−

N∑
i=1

ℏ2

2Mi

∇2
xi

)
|ϕn⟩ = −

N∑
i=1

ℏ2

2Mi

⟨ϕn|∇2
xi
|ϕn⟩

= −
N∑
i=1

ℏ2

2Mi

[
⟨ϕn|

∂

∂x2
i

N∏
j=1

eαj

]

= −
N∑
i=1

ℏ2

2Mi

{
⟨ϕn|

∂

∂xi

[(
−Miω

ℏ
(xi −Ri) +

i

ℏ
Pi

) N∏
j=1

eαj

]}

= −
N∑
i=1

ℏ2

2Mi

{
⟨ϕn|

[
−Miω

ℏ
|ϕn⟩+

(
−Miω

ℏ
(xi −Ri) +

i

ℏ
Pi

)2

|ϕn⟩

]}

= −
N∑
i=1

ℏ2

2Mi

[
−Miω

ℏ
− 1

ℏ2
P2
i

]
.

De donde se sigue que

⟨ϕn|

(
−

N∑
i=1

ℏ2

2Mi

∇2
xi

)
|ϕn⟩ =

N∑
i=1

[
P2
i

2Mi

+
ℏω
2

]
. (5.12)

Notemos que nos queda la energía cinética clásica de cada uno de los núcleos con masa Mi,

más un término de energía cuántica que es específicamente la energía del estado base del osci-

lador armónico cuántico. Sin embargo, como queremos que los núcleos sean partículas clásicas,

ignoremos el término de la energía del oscilador armónico cuántico, lo que equivale a considerar

ω → 0, es decir, consideremos un paquete de ondas con una anchura muy pequeña, de tal forma

que los núcleos queden descritos por una función delta.
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Con esta aproximación, tenemos finalmente que

⟨ϕn|

(
−

N∑
i=1

ℏ2

2Mi

∇2
xi

)
|ϕn⟩ =

N∑
i=1

P2
i

2Mi

. (5.13)

Sustituyendo el valor esperado de la energía cinética de los N núcleos clásicos (5.13) en el

valor esperado del hamiltoniano (5.11), tenemos:

⟨Ψ|H|Ψ⟩ = ⟨Ψe|

(
− ℏ2

2me

∇2 − 1

4πε0

N∑
i=1

Zie
2

|ri −Ri|

)
|Ψe⟩+

N∑
i=1

P2
i

2Mi

+
1

4πε0

N∑
i>j

ZiZje
2

|Ri −Rj|
.

(5.14)

Así, el lagrangiano descrito por la ecuación (5.9) está dado por

L = iℏ
〈
Ψe

∣∣∣∣∂Ψe

∂t

〉
+

N∑
i=1

Pi · Ṙi − ⟨Ψe|

(
− ℏ2

2me

∇2 − 1

4πε0

N∑
i=1

Zie
2

|ri −Ri|

)
|Ψe⟩

−
N∑
i=1

P2
i

2Mi

− 1

4πε0

N∑
i>j

ZiZje
2

|Ri −Rj|
. (5.15)

El siguiente paso es construir las ecuaciones de movimiento a partir de la ecuación de Euler-

Lagrange
d

dt

(
∂L
∂q̇

)
− ∂L
∂q

= 0 , (5.16)

donde las coordenadas generalizadas q para nuestro caso serán q = ⟨Ψe|,Ri,Pi.

Primero, calculemos la ecuación de movimiento para la parte electrónica q = ⟨Ψe| notando

que

q̇ =
∂q

∂t
=

∂

∂t
⟨Ψe| =

〈
∂Ψe

∂t

∣∣∣∣ . (5.17)

Pero L para nuestro caso, no contiene al bra ⟨∂Ψe

∂t
|. Entonces

d

dt

(
∂L
⟨∂Ψe

∂t
|

)
− ∂L
∂⟨Ψe|

= 0 =⇒ ∂L
∂⟨Ψe|

= 0 . (5.18)
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Derivando el lagrangiano parcialmente respecto de ⟨Ψe|, obtenemos

iℏ
∂

∂t
|Ψe⟩ −

[
− ℏ2

2me

∇2 − 1

4πε0

N∑
i=1

Zie
2

|ri −Ri|

]
|Ψe⟩ = 0 .

Es decir [
− ℏ2

2me

∇2 − 1

4πε0

N∑
i=1

Zie
2

|ri −Ri|

]
|Ψe⟩ = iℏ

∂

∂t
|Ψe⟩ , (5.19)

la cual es la ecuación de Schrödinger del electrón interatuando con los N núcleos.

Por otro lado, para la coordenada q = Ri, se tiene que q̇ = ∂q
∂t

= ∂Ri

∂t
= Ṙi, pero

∂L
∂Ṙi

= Pi =⇒ d

dt

(
∂L
∂Ṙi

)
= Ṗi . (5.20)

Más aún

∂L
∂Ri

=
∂

∂Ri

[
−⟨Ψe|

(
− 1

4πε0

N∑
k=1

Zke
2

|rk −Rk|

)
|Ψe⟩ −

1

4πε0

N∑
k>j

ZkZje
2

|Rk −Rj|

]

= −⟨Ψe|

(
− 1

4πε0

N∑
k=1

Zke
2 ∂

∂Ri

1

|rk −Rk|

)
|Ψe⟩ −

1

4πε0

N∑
k>j

ZkZje
2 ∂

∂Ri

1

|Rk −Rj|

= ⟨Ψe|
(

1

4πε0
Zie

2 (r−Ri)

|ri −Ri|3

)
|Ψe⟩+

1

4πε0

N∑
k>j

ZkZje
2

|Rk −Rj|3

[
(Rk −Rj) δik − (Rk −Rj) δij

]
.

(5.21)

De donde se sigue que

Ṗi = ⟨Ψe|
(

1

4πε0
Zie

2 (r−Ri)

|ri −Ri|3

)
|Ψe⟩+

1

4πε0

N∑
k>j

ZkZje
2

|Rk −Rj|3

[
(Rk −Rj) δik−(Rk −Rj) δij

]
.

(5.22)

Esta segunda ecuación de movimiento describe la fuerza del i-ésimo núcleo que hay entre el

electrón y dicho núcleo (es decir, la interacción del i-ésimo núcleo interactuando con el campo

promedio generado por el electrón cuántico), así como las fuerzas entre dicho núcleo con los

demás.
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Por último, cuando q = Pi, se tiene que q̇ = ∂q
∂t

= ∂Pi

∂t
= Ṗi, pero el lagrangiano no depende

de Ṗi, por lo que
∂L
∂Ṗi

= 0 =⇒ ∂L
∂Pi

= 0 . (5.23)

Además

∂L
∂Pi

=
∂

∂Pi

[
N∑
k=1

Pk · Ṙk −
N∑
k=1

P2
i

2Mi

]

= Ṙi −
Pi

Mi

. (5.24)

Entonces, comparando las ecuaciones (5.23) y (5.24), obtenemos

Pi =MiṘi . (5.25)

Esta última ecuación de movimiento es simplemente el momento lineal del i-ésimo núcleo.

De esta manera, se tienen las siguientes ecuaciones de movimiento para la dinámica de un

sistema de un electrón cuántico con N núcleos clásicos:

[
− ℏ2

2me

∇2 − 1

4πε0

N∑
i=1

Zie
2

|ri −Ri|

]
|Ψe⟩ = iℏ

∂

∂t
|Ψe⟩ (5.26)

Pi =MiṘi (5.27)

Ṗi = ⟨Ψe|
(

1

4πε0
Zie

2 (r−Ri)

|ri −Ri|3

)
|Ψe⟩+

1

4πε0

N∑
k>j

ZkZje
2 (Rk −Rj)

|Rk −Rj|3
(δik − δij) (5.28)

Estas tres ecuaciones de movimiento están acopladas, por lo que se tendrán que resolver

simultáneamente con algún método computacional que permita resolver sistemas de ecuaciones

diferenciales acopladas, como lo es el método de Runge-Kutta de cuarto orden.
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Conclusiones

En la presente tesis se utilizó el método de diferencias finitas y el método de Crank-Nicolson

como método computacional para resolver la ecuación de Schrödinger en diferentes problemas

de mecánica cuántica, como lo es el oscilador armónico, la parte radial del átomo de hidró-

geno y los coeficientes de reflexión y transmisión en el efecto Ramsauer-Townsend; este tipo

de problemas que tienen soluciones analíticas permitieron comparar estas con los resultados

numéricos, obteniendo una muy buena precisión que dependía del tamaño de paso en la malla;

entre mayor sea ∆x, mayor será el error obtenido en los resultados numéricos. Así mismo, entre

más pequeño sea ∆x, los resultados numéricos se aproximarán más a los analíticos.

Por otra parte, al implementar estos métodos para la dinámica de las colisiones p + H y

p̄+H, se obtuvieron muchos resultados importantes y que estuvieron de acuerdo con los datos

experimentales. En primer lugar, al obtener el estado 1s del átomo de hidrógeno mediante la

ecuación de Schrödinger en tiempo imaginario, se observó la misma dependencia en el tamaño

de paso ∆x; además, al cambiar el tamaño de paso en la parte temporal, se observa que este

cambio solo hará que la función de onda converja más rápido al estado base siempre que ∆t no

sean bastante grande. Más aún, la condición de que ∆t/4∆x2 sea menor que uno nos permite

asegurar que la propagación de la función de onda no sea inestable. Para obtener los mejores

resultados, se debe de cumplir esta condición de estabilidad, pero también se debe de considerar

si vale la pena tener un tiempo de computo muy grande; así que a la hora de definir la malla, es

importante analizar qué tanta precisión se quiere tener, y cual es el tiempo de cómputo acep-

table para nuestras corridas, considerando que el tiempo de cómputo crece como N5, donde N
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es el número de puntos que hay en la malla.

Para las colisiones planteadas, se decidió correr energías de colisión que estén en los ran-

gos de los datos experimentales, y se notó que para bajas energías de colisión, los resultados

obtenidos para trayectorias rectilíneas no son tan buena aproximación ya que, desde un punto

de vista más realista, el proyectil debe de reajustar su trayectoria debido a que este último y

el blanco tienen más tiempo para interactuar, y entonces la interacción entre partículas genera

más efectos unas sobre otras. Como el proyectil, para trayectorias rectilíneas, lo estamos for-

zando a viajar a una velocidad constante, estamos agregando fuerzas físicamente inexistentes

que neutralizan a las fuerzas de repulsión o atracción coulombiana que surgen de la interacción

entre proyectil y blanco. La aceleración que sufrirá el proyectil dependerá de la energía de co-

lisión (y por ende, de la velocidad del proyectil en estos casos donde el blanco está fijo), pero

al obligar al proyectil a viajar con velocidad constante, estamos insertando fuerzas en el sis-

tema de tal forma que la fuerza total sobre el proyectil sea cero, generando una aceleración nula.

Además, el hecho de que supongamos que el núcleo esté fijo, no permite que para bajas

energías dicho átomo sea desplazado debido a la interacciones de repulsión entre núcleo y pro-

yectil, o entre electrón y proyectil, dependiendo de qué tipo de colisión se esté tratando. A bajas

energías en la colisión antiprotón-hidrógeno es donde se presenta la formación de protonio, por

lo que se tiene que recurrir a la dinámica electrón-núcleo para permitirle a todas las partículas

moverse desde un enfoque semiclásico.

Otro punto importante que se debe de mencionar es que las colisiones protón-hidrógeno

tienen como canal dominante al proceso de captura electrónica, sin embargo, como la mecánica

cuántica nos impone un enfoque probabilístico, los procesos de ionización también son posi-

bles. Aquí habrá que decidir el tamaño de la malla adecuado para que en ella estén incluidos

los estados resultantes después de la colisión; por ejemplo, para ciertas energías de colisión se

observa que un posible canal después de la colisión p + H es un átomo excitado descrito por

orbitales p, lo que nos lleva a definir una malla más grande que la utilizada cuando solo se tiene

el estado base; una vez más, será importante decidir qué tan grande se hace la malla para que

los canales resultantes estén dentro de la malla, pero que esta no alargue el tiempo de cómputo
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demasiado.

A pesar de que el código empleado para las colisiones con trayectorias rectilíneas funciona

para cualquier átomo hidrogenoide como blanco y cualquier partícula cargada como proyectil,

se decidió no trabajar con este la dinámica de la colisión entre un átomo de positronio con un

antiprotón por varias razones. La primera es que, al tener al núcleo fijo, la formación de anti-

hidrógeno no sería posible, a menos que el proyectil (el antiprotón) se detenga completamente

y se mantenga ligado al positrón (el cual podríamos considerar, en primera instancia, como el

núcleo del átomo de positronio), pero esto no podría ser posible a menos que se trabajara a muy

bajas energías de colisión (incluso así se tendría problemas con la conservación del momento);

sin embargo, esto nos trae de vuelta al problema de que en realidad, ninguno de estos procesos

cuánticos pueden ser tratados con partículas clásicas fijas. De hecho, la dificultad fundamental

de este proceso es el hecho de que el átomo de positronio que debe de ser colocado inicialmente,

es un átomo exótico que consiste de dos partículas de masas iguales; dichas partículas deberán

ser tratadas como partículas cuánticas, por lo que el estado del átomo tendrá que ser descrito

a través de dos funciones de onda, una para el electrón y otra para el positrón.

En el capítulo 4 se trabajó al positronio a través de una sola función de onda, suponiendo

una masa reducida de me/2, y se omitió el hecho de que ambas partículas deben de ser tratadas

cuánticamente. Sin embargo, utilizar la masa reducida nos permite trabajar el problema de dos

cuerpos como si fuese un solo cuerpo orbitando un sistema de referencia anclado en el centro de

masas de los dos cuerpos iniciales. Esto tiene la limitación de que los cuerpos tratados deben

de ser clásicos, pero nuestras dos partículas que componen el átomo de positronio forzosamente

tienen que describirse desde un punto de vista cuántico.

Incluso con el formalismo de la dinámica electrón-núcleo mostrado en el capitulo 5, la forma-

ción de antihidrógeno no podría ser tratada con una precisión aceptable ya que las ecuaciones

de movimiento de DEN mostradas anteriormente suponen núcleos clásicos que se pueden mover

bajo las reglas de la mecánica clásica, es decir, no son núcleos cuánticos; pero el positronio debe

de ser tratado como un sistema de dos partículas cuánticas ligadas con cargas de signos opuestos.
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Debido a lo anterior, la formación de antihidrógeno no es conveniente trabajarla bajo estos

métodos, a menos de que desarrollemos las ecuaciones de movimiento de DEN para el antiprotón

proyectil (considerando a este una partícula clásica) y el positronio de manera simultánea, pero

considerando al electrón y al positrón como partículas cuánticas. Es por ello que se optó por

obtener primero resultados teóricos de las colisiones p+H y p̄+H con trayectorias rectilíneas,

y así comparar estos con los datos experimentales. Gracias a esto, se concluye que los métodos

utilizados son de gran utilidad en procesos cuánticos como lo son las colisiones anteriormente

mencionadas, además de que conllevan a una buena precisión, siempre y cuando se respeten las

condiciones de convergencia. En el futuro se intentará implementar la dinámica electrón-núcleo

en los códigos trabajados hasta ahora para describir trayectorias más realistas y, con ello, poder

obtener la formación de antihidrógeno que se planteó inicialmente.
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