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Resumen

Estudiamos un problema de calendarizacién para una sola maquina con dos tiempos de liberacién
permitidos y dos tiempos de entrega permitidos. Este es un caso especial del problema general
de calendarizaciéon NP-duro en sentido estricto con una sola maquina, en donde se cuenta con un
nimero arbitrario de tiempos de liberaciéon y un nimero arbitrario de tiempos de entrega, con el
objetivo de minimizar el maximo tiempo de completez total. Nuestro problema resulta ser méas
transparente y accesible que la version general, por lo que podemos realizar un analisis y obtener
algunas propiedades de manera simple y que sean eficientes para solucionarlo.

El caso restringido sigue siendo til para algunas aplicaciones de la vida real y es 1til para analizar
el problema general sobre la base de las propiedades aqui establecidas.

Las condiciones de optimalidad que obtenemos para dos tiempos de liberacion y dos tiempos de
entrega, podrian generalizarse a un nimero constante de tiempos de liberacion y tiempos de entrega.
Los criterios de optimalidad establecidos son condiciones explicitas bajo las cuales, el problema
restringido se puede resolver de manera 6ptima en tiempo O(nlog(n)). Normalmente se puede
esperar que, para un problema NP-duro, tales condiciones deberian ser muy restrictivas; pero por el
contrario, nuestro extenso estudio computacional ha demostrado que estas condiciones, utilizadas
de manera combinada, cubren préacticamente todos los casos probleméaticos que pueden surgir en la
practica.

Nuestro algoritmo tiene un rendimiento préctico sobresaliente debido a su complejidad O(nlog(n)),
el cual invoca cinco heuristicas diferentes que se ejecutan realizando varias combinaciones entre
estas para cada entrada (la salida de cada algoritmo heuristico es una solucién factible). El resultado
para 50 millones de instancias generadas aleatoriamente, muestran que al menos una heuristica ha
satisfecho al menos una de nuestras condiciones de optimalidad.

También abordamos la posibilidad (teérica) de que ninguna de nuestras condiciones se cumpla,
por lo que mostramos como un algoritmo de programaciéon dindmica que resuelve el problema de
SUMA DE SUBCONJUNTOS (SUBSET SUM), puede usarse para la solucién del problema de
calendarizacién en tiempo pseudo-polinomial. En una parte considerable de las instancias probadas,
uno de los cinco calendarios obtenidos por cada una de nuestras heuristicas, también fue resuelta
de manera 6ptima por SUBSET SUM.
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Abstract

We study a single-machine scheduling problem with two allowable job release and delivery times.
This special case of a strongly NP-hard single-machine scheduling problem with an arbitrary
number of job release and delivery times and with the objective to minimize the maximum job
completion time remains NP-hard. Nevertheless, it is more transparent and accessible than the
general version so that some nice properties, yielding simple and efficient solution of the problem,
can be established. The restricted setting still remains useful for some real-life applications. No less
importantly, the study of the restricted setting is helpful to analyze the general problem on the
basis of the properties established here. In particular, the optimality conditions that we obtain for
two job release and delivery times might potentially be generalized to a constant number of job
release and delivery times. The established optimality criteria are explicit conditions under which
the restricted problem can be solved optimally in time O(nlogn). One may normally expect that,
for an NP-hard problem, such conditions should be somewhat very restrictive. But in contrary,
our extensive computational study has shown that these conditions, used in a combined fashion,
cover virtually all problem instances that may arise in practice. We report an outstanding practical
performance of an O(nlogn)-time procedure of our algorithm. It invokes five different heuristics
that run in consecutive fashion for every input (the output of each heuristic algorithm being a
feasible solution). For 50 million of randomly generated problem instances, the output of at least of
the heuristics has satisfied at least one of our optimality conditions (so all these problem instances
were solved optimally). We also address a (theoretical) possibility that none of our conditions is
satisfied, and show how a known dynamic programming algorithm for SUBSET SUM problem can
be used for the solution of the scheduling problem in pseudo-polynomial time. For a considerable
part of the tested instances, one of the five scheduling heuristics has solved optimally also SUBSET
SUM problem.
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Capitulo 1

Introduccion

Dado un conjunto J de n trabajos con tiempos de liberacion, tiempos de procesamiento y tiempos de
entrega. Los trabajos del conjunto J deben ser calendarizados en una sola maquina. Las siguientes
restricciones deben cumplirse: %) El trabajo 7 no se puede calendarizar antes de su tiempo de
liberacién r;, 44) necesita un tiempo de procesamiento continuo p; en la maquina; y, 44¢) Una vez
completado un trabajo en la maquina, necesita un tiempo de entrega adicional ¢; para su completez
total (la entrega del trabajo j es independiente de la méquina y no requiere mas recursos, ya que lo
realiza un agente independiente).

Un calendario factible S asigna cada trabajo j a la mdquina en el intervalo de tiempo [t;(5),¢;(S)+p;)
en ejes de tiempo no negativos, de tal forma que t;(S) > r; y este intervalo no tiene interseccién
con el intervalo de ningiin otro trabajo (consideramos intervalos de tiempo medio abiertos), donde
t;j(S) > r; es el tiempo de inicio del trabajo j y ¢;(S) = t;(S) + p; es el tiempo de completez del
trabajo j en el calendario S. El tiempo de completez total del trabajo j en el calendario S esta dado
por C;(S) = ¢;(S) + ¢;. Para un calendario factible S, el makespan Cpsx(S) = méx; C;(S) es el
maximo tiempo de completez total de todos los trabajos en el conjunto J. El objetivo es encontrar
un calendario dptimo Sep, €l cual estd dado por un calendario factible con el minimo tiempo de
completez total Chax(Sept) = ming Ciax(5).

El problema, convencionalmente abreviado como 1|7, ¢j|Cisx (la notacién de tres barras introducida
por Graham et al. [5]), es bien conocido por ser NP-duro en sentido estricto (Garey y Johnson
[3]). La versién con restricciones 1|r; € {r',7?}, ¢ € {q", ¢*}|Cinazr que nosotros estudiamos aqui,
con solo dos posibles tiempos de liberacién r!,r? (r! < r?) y dos posibles tiempos de entrega ¢', ¢*
(¢' < ¢*) permanece (ligeramente) NP-duro (Chinos y Vakhania) [2].

1.1. Nuestra contribucion

Nuestra contribucion es doble. Por un lado, mostramos cémo un problema de calendarizacién para
una sola maquina NP-duro 1|r; € {r', 7?2}, ¢; € {q', ¢°}|Crnaz se puede resolver, en la practica, en un
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tiempo O(nlogn) con un probabilidad muy cercana a 1, gracias a las condiciones de optimalidad y
las heuristicas que proponemos aqui. En particular, nuestro estudio empirico demostré que para un
numero extremadamente grande de instancias, al menos uno de los cinco algoritmos que proponemos,
ofrece una solucién que es Optima en al menos una de las seis condiciones de optimalidad que
derivamos. Por otro lado, nuestro estudio para el caso restringido 1|r; € {r*,r*}, ¢ € {¢", *}|Crnaz
con dos tiempos de liberacién y dos tiempos de entrega, revela buenas propiedades estructurales
para el caso general 1|r;, ¢;|Cax, en particular, permite la generalizacién del método propuesto
para un numero constante de tiempos de liberacion y tiempos de entrega. La generalizacion de las
heuristicas propuestas y las condiciones de optimalidad para ese entorno es posible y requeriré el
estudio de nuevos casos que surgirian con tres o més tiempos de liberacién y de entrega (consulte
la Seccién Conclusién para obtener més detalles). Otra contribucion tedrica para nuestro problema
1r; € {r',7*}, ¢ € {q", ¢°}|Cinaz se refiere a una propiedad para las instancias donde ninguna de
nuestras heuristicas crea una solucion que cumpla al menos una de las condiciones de optimaliad
derivadas(que es muy poco probable que ocurra en la practica). Al establecer vinculos estrechos
con el problema SUBSET SUM, mostramos cémo un algoritmo pseudo-polinomial para resolver
SUBSET SUM también se puede utilizar para resolver nuestro problema de calendarizacién.

Nuestros criterios de optimalidad son condiciones explicitas bajo las cuales el problema restringido
1r; € {r',7?}, ¢ € {¢*, ¢*}|Crae se puede resolver de manera éptima en un tiempo O(nlogn).
Estas condiciones se verifican en una subrutina de tiempo O(nlogn) la cual invoca a una, dos o a
las cinco heuristicas para que estas se ejecuten de manera consecutiva. La salida de cada algoritmo
heuristico es una solucién factible obtenida en el tiempo O(nlogn). La entrada (la instancia del
problema correspondiente) se resuelve de manera éptima si la salida (la solucién factible construida)
de al menos una de las heuristicas satisface al menos una de nuestras condiciones de optimalidad.

Cada una de las cinco heuristicas propuestas es una variacién de la heuristica LDT (Long Delivery
Time) estandar, que consiste en programar un trabajo con el mayor tiempo de entrega de aquellos
que estan disponibles, y estan especialmente disenadas para nuestro problema de calendarizacién
con dos tiempos de liberacién y dos tiempos de entrega (y se pueden ampliar para tres o més
tiempos de liberacién y de entrega). En general, la misma condicién de optimalidad puede ser vélida
para cada una de las soluciones entregadas por las diferentes heuristicas. Aunque en la practica, el
rendimiento de cada heuristica es diferente, la frecuencia con la que se satisface una condicién de
optimalidad dada y las caracteristicas de las instancias del problemas, dependen de las heuristicas
por las cuales se gener6 la solucién correspondiente (observe que las condiciones de optimalidad se
verifican en las soluciones creadas por la heuristica).

En esta investigacion:

= Hemos probado las condiciones de optimalidad para nuestras heuristicas individualmente y
las hemos clasificado segun su rendimiento préctico (la solucién generada por la heuristica es
optima si al menos una de las condiciones se cumple para esa soluciéon. En la practica sin
embargo, dos o mas condiciones fueron simultdneamente verificadas).

= Hemos combinado a la heuristica con el mejor comportamiento practico con el resto de las
cuatro heuristicas en cuatro pares diferentes (duetos) para verificar nuestras seis condiciones
de optimalidad de manera combinada.
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= Hemos llevado a cabo los experimentos para estos cuatro duetos y luego para las cinco
heuristicas juntas (el quinteto) verificando las seis condiciones de optimalidad para las
soluciones generadas por estas heuristicas.

= Hemos generado 50 millones de instancias para cada una de las 10 combinaciones anteriores
para probar la eficiencia de nuestras condiciones heuristicas y de optimalidad (las instancias
se generaron aleatoriamente, para un nimero diferente de trabajos y rangos diferentes a partir
de los cuales los tiempos de procesamiento, liberacién y entrega fueron derivado).

Nuestros resultados experimentales para el quinteto resultaron ser extremadamente fuertes en la
practica:

= Se verifico optimalidad para todas las 50 millones de instancias probadas.

» Para las heuristicas individuales, al menos una de nuestras seis condiciones se cumplié en casi
el 87 % para la peor de las heuristicas, y en méas del 99 % para la mejor de las heuristicas.

» Para los duetos, la eficiencia del peor par ha alcanzado ya mas del 99.9 % (para cada grupo,
estas estadisticas se derivaron para los 50 millones de instancias correspondientes).

Por lo tanto, para todos los efectos practicos, nuestras condiciones de optalidad “cubren” todas
las instancias de este problema que puedan surgir en la practica. Sin embargo, téoricamente es
posible que exista una instancia del problema para la cual nuestra subrutina de tiempo polinomial
no garantice una solucién éptima (es decir, ninguna de nuestras condiciones se cumple). Para esos
posibles casos, mostramos como un conocido algoritmo de programacién dindmica para resolver
el problema de SUBSET SUM (débilmente NP-duro), puede usarse para obtener la solucién del
problema de calendarizacién en tiempo pseudo-polinomial.

Nuestra subrutina pseudopolinomial resuelve una instancia especialmente derivada del problema
SUBSET SUM con complejidad O(nB); donde B es el valor objetivo correspondiente (ver Garey
y Johnson [3]). La subrutina crea una solucién para el problema de calendarizacién gracias a
las propiedades estructurales derivadas del problema de calendarizacion y la estrecha relacién
establecida de ese problema con el problema SUBSET SUM.

Nuestros experimentos computacionales han arrojado un resultado secundario practico para el
problema SUBSET SUM. Una de las versiones propuestas de la heuristica LDT ha resuelto de
manera Optima, las instancias correspondientes del problema SUBSET SUM para al menos el 21 %
de todas las instancias de calendarizacion probadas; mientras que para las instancias con una gran
cantidad de trabajos (750 y 1000 trabajos), esto sucedi6 en al menos el 32 % de las instancias. El
resultado se entregd instantdneamente para las instancias resueltas de manera éptima. En todos los
500 millones de instancias probadas, el tiempo de ejecucion de la computadora para los 10 grupos
de 50 millones de instancias varié desde 1 hora hasta un poco menos de 8 horas (incluidas instancias
que no fueron resueltas de manera éptima por ninguna de nuestras condiciones de optimalidad, es
decir , para las cuales se invocé la subrutina pseudo-polinomial para el problema SUBSET SUM).



CAPITULO 1. INTRODUCCION 4

1.2. Posibles aplicaciones

El problema de calendarizacién 1|r; € {r',7?}, ¢; € {q', ¢*}|Cmaz puede tener algunas aplicaciones
directas de la vida real. Por ejemplo: tomamos una fabrica de acabado de piezas de repuesto recibidas
de dos proveedores diferentes. Las piezas de repuesto (sin terminar) del proveedor 1 (proveedor
2, respectivamente) llegan al tiempo r! (12, respectivamente) y deben procesarse (terminarse)
en la maquina. Hay dos clientes a los que se deben entregar las piezas terminadas. El tiempo
de entrega del cliente 1 (cliente 2, respectivamente) es ¢! (¢*, respectivamente). El objetivo es
minimizar el tiempo en el que todos los productos terminados se entregan a ambos clientes, de
manera equivalente, para encontrar un calendario factible que minimice el tiempo maximo de
completez total de un producto.

1.3. Coémo esta organizado este documento

La siguiente subseccién contiene una breve descripcién de algunos trabajos relacionados. En el
capitulo 2 describimos nuestras cinco heuristicas. En el capitulo 3 damos algunos conceptos basicos
y propiedades conocidas anteriormente que usaremos mas adelante. En el capitulo 4 establecemos
nuestras condiciones de optimalidad. En el capitulo 5 describimos la subrutina pseudo-polinomial
que se puede aplicar si no se cumple ninguna de las condiciones del capitulo 4. En el capitulo
6 describimos detalladamente los datos que hemos utilizados para construir las instancias de
nuestro problema, también analizamos el rendimiento de nuestras heuristicas y de las condiciones
de optimalidad para estas instancias. el capitulo 7 contiene nuestras observaciones finales. En el
Apéndice, especificamos los datos estadisticos detallados y los resultados experimentales para las
instancias probadas.

1.4. Algunos trabajos relacionados

Algunos resultados conocidos relacionados con el problema 1|7}, ¢j|Cias ¥ SUs casos especiales son
los siguientes:

1.4.1. Resultados de aproximabilidad para el caso general 1|r;, ¢;|Chx

La heuristica de LDT proporciona una solucién de 2 aproximaciones (una solucién, como maximo
es dos veces peor que una 6ptima). Esta heuristica, descrita por primera vez por Schrage [11], es
una extension del algoritmo heuristico propuesto anteriormente por Jackson [7] para el caso sin
tiempos de liberacién.

Potts [10] demostré que mediante la aplicacién repetitiva de la heuristica LDT O(n) veces la

relacién de aproximacion se puede mejorar a %
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Hall y Shmoys [6] han sugerido una modificacién de la heuristica LDT, que resulta en una relacién
de aproximacién de % al aplicarla simultaneamente a las versiones hacia adelante y hacia atras del
problema. Nowicki y Smutnicki [8] justificaron la idea de la utilidad de la aplicacién simultdnea de
la heuristica LDT en las modas hacia adelante y hacia atras.

En [15], la magnitud , no mayor que el valor objetivo éptimo, dividido por el tiempo de procesa-
miento del trabajo especialmente determinado, se utiliza para obtener una relacién de aproximacién
precisa en el peor de los casos de 1 + % para la heuristica LDT. El valor del parametro x puede
determinarse brutalmente en un tiempo O(nlogn) usando un limite inferior facilmente calculable
en el valor objetivo 6ptimo en lugar de usar el valor objetivo éptimo en si mismo.

1.4.2. Casos especiales solucionables en tiempo polinomial para el pro-
blema P 1|r;, ¢;|Chaa

Si todos los tiempos de liberacién o de entrega son iguales o el tiempo de procesamiento de todos los
trabajos es 1 (y los tiempos de liberacién de trabajos son enteros), entonces el algoritmo heuristico
de [7] encuentra una solucién éptima.

Si se pueden ordenar los trabajos de modo que d; < --- < d,ydi—ar;—pBp; > --- > d,—ar,— Bp,,
por algunos « € [0, +00) y € [0, 1], entonces el problema puede resolverse en tiempo polinémico
Lazarev y Arkhipov [9] (este resultado se indica para una versién equivalente de el problema en el
que el tiempo de entrega g; de cada trabajo j se reemplaza por sus fechas de vencimiento d; y la
tardanza méxima del trabajo Lys, se minimiza, ver, por ejemplo, [1] para la equivalencia).

Supongamos que cualquier par de trabajos jeiconr; >r;yd; <d;, dj —r; —p; <d; =1 —Dp;, ¥y
st r; + pi > 1; + pj, luego d; > d;. Entonces el problema sigue siendo polinomial [16].

Cuando se impone una restriccion solo en los tiempos de procesamiento del trabajo, Garey et al.
[4] ha resuelto eficientemente la versién de factibilidad si todos los trabajos tienen el mismo tiempo
de procesamiento. En [13] este resultado se generalizé para la versién de minimizacién con dos
tiempos de procesamiento de trabajo posibles, y recientemente, el resultado posterior se generalizo
aun mas para los tiempos de procesamiento de trabajo mutuamente divisibles [17].
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Las cinco heuristicas

En esta seccion describimos nuestras cinco heuristicas. Antes de eso, necesitamos introducir algunas
notaciones. Denotamos por J(r’, ¢’) el conjunto de trabajos con tiempos de liberacién y entrega 7'
v ¢’, respectivamente, y por J(r;) (J(g;), respectivamente) el conjunto de trabajos con tiempo de
liberacién r; (tiempo de entrega g¢;, respectivamente), ¢, 7 = 1,2. Dado un conjunto de trabajos A,
definimos P(A) como la suma de los tiempos de procesamiento de todos los trabajos del conjunto

A.

Sin pérdida de generalidad, supongamos que J(r!, ¢') # 0y J(r?, ¢*) # () caso contrario el calendario
LDT o es 6ptimo (vea Lema 1 en la siguiente seccién). Notemos que, mientras se calendarizan
los trabajos del conjunto J(r!), los trabajos del conjunto J(r!, ¢*) pueden ser asignados antes de
los trabajos del conjunto J(r!, ¢') ( demostramos esta propiedad bdsica que cumple un calendario
6ptimo para el problema 1 | r; €{r',r*}, ¢ € {¢',¢*} | Chaz en Lema 2 de la siguiente seccién).

Las cuatro variaciones de la heuristica LDT y la heuristica LTD estandar tienen partes en comun; las
diferencias entre estas surgen basicamente en la forma en que los trabajos se asignan alrededor del
tiempo r2. Primero describimos las partes comunes y las diferencias y luego damos una descripcién
formal de cada una de las heuristicas. A continuacién especificamos las partes que son similares en
las diferentes heuristicas y dénde se produce las diferencias.

Las cinco heuristicas consisten en dos fases; la primera fase se ocupa de los trabajos del conjunto
J(r!), y la segunda fase se ocupa de los trabajos del conjunto J(7?) y algunos de los trabajos
que puedieron no ser calendarizados del conjunto J(r!,¢'). La segunda fase es basicamente la
misma para todas las heuristicas. Las cinco heuristicas comienzan con la primera fase asignando los
trabajos del conjunto J(r!, ¢?) apartir del tiempo r! de forma continua en cualquier orden pero sin
crear ningin hueco entre ellos. En seguida, algunos trabajos del conjunto J(r!, ¢*) son asignados
consecutivamente hasta dejar un pequefio hueco antes del tiempo 72, de esta forma un solo trabajo del
conjunto J(r!, q') es completado después o al tiempo r* (dado que r' + P(J(r!, ¢*)) < r?. ver Lema
2 en la siguiente seccién); luego, utilizando la regla LDT, todos los trabajos del conjunto J(r?, ¢%)
son asignados continuamente(recordamos que ¢? > ¢'), finalmente, todos los trabajos del conjunto
J(r% q') son asignados junto con el resto de los trabajos del conjunto J(r', ¢') de forma continua.
El caso vt + P(J(r',¢*)) > r? es facilmente tratable (consulte la siguiente seccién). La diferencia
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entre las heuristicas se produce en el conjunto J(r!,¢') a partir del tiempo ' + P(J(r!, ¢?)).

Comenzamos con la descripcién estandar de la heuristica LDT que hemos adoptado para el problema
L re{rt,r?}y, ¢ €1{¢",¢*} | Chas- La heuristica LDT procede con n asignaciones. La primera
parte de la fase uno comienza asignando apartir del tiempo r! los trabajos del conjunto J(r!, ¢*)
de forma continua. La segunda parte de la fase uno consiste en asignar iterativamente a la tarea
del conjunto J(r!,¢') con el mayor tiempo de procesamiento, de tal forma que la tltima tarea del
conjunto J(r!, ¢') en ser asignada comience su procesamiento antes del tiempo r? y sea completada
después o al tiempo r2. La primera parte de la fase dos consiste en asignar inmediatamente a las
tareas del conjunto J(r?,¢*) (no importa el orden) después de que la tltima tarea del conjunto
J(rt, ¢*) haya terminado su procesamiento, note que si todas las tareas del conjunto J(r!) terminan
su procesamiento antes del tiempo 72, la primera parte de la fase dos comienza al tiempo 2. La
segunda parte de la fase dos asigna al resto de los trabajos con tiempo de entrega ¢! inmediatamente
después de los trabajos del conjunto J(r?, ¢?), note que esta iltima parte puede contener trabajos
tanto de J(r!, ¢') como trabajos de J(r?,¢').

Note que, dado que la heuristica siempre asigna un trabajo lo més temprano posible cada vez que

la méquina queda inactiva, no crea ningin hueco (tiempo en el que la méquina queda inactividad)
que se pueda evitar. El pseudocodigo del nivel de implementacion es el siguiente.

ALGORITHM LDT {returns LDT-schedule S}
(1,1) t:=rl;
WHILE (J(r!,¢?) # 0) DO { schedule jobs of set J(r!,¢?) }
schedule any j € J(r!,¢?) at time tjs =t
J(rt,¢?) = J(rt, ¢*)\ {j}:
t=1+p;
END
(1,2) WHILE (J(r',q') # 0) DO { schedule jobs of set J(r',q') }
Find job j € J(r!,¢') with the largest processing time Dj
IF t < r? THEN:
schedule j at time t]S =t
J(rt,qt) = J(rt, ¢\ {j}:

t=1+p;
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ELSE:
J(rt,q") = J(r', ¢ )\ {j};
J(r*,q") = J(r%q") U{j}
END
(2,1) t:=méax{t,r?} { t <72 only if all jobs from J(r!) are scheduled }
WHILE (J(r?, ¢*) # 0) DO { schedule jobs of set J(r?,¢*) }
schedule any j € J(r?, ¢%) at time tf =t
J(r?,q*) = J(r*, )\ {j};
t=1+p;
END
(2,2) WHILE (J(r?,¢") # 0) DO { schedule the remaining jobs }
schedule any j € J(r?, ¢') at time tf =t
J(r?,q") = J(r*,¢)\ {j};
t=1t+p;
END
RETURN S.

La heuristica se ejecuta en un tiempo O(nlogn) ya que en cada una de las n asignaciones al
calendario, se lleva a cabo la bisqueda de un elemento en una lista ordenada.

Considere el tiempo de finalizacién 7' + P(J(r!, ¢?)) del tltimo trabajo calendarizado del conjunto
J(rt,¢*) . Como se senialé anteriormente, el caso r* + P(J(r!, ¢*)) > r? es facilmente tratable y la
salida de las cinco heuristicas (makespan), en este caso, es la misma (en ninguna de ellas se crea un
desplazamiento de las tareas mds urgentes). Por otro lado, en el caso r'+P(J(r!, ¢*))+P(J(r, ¢)) <
r? las cinco heurfsticas asignan a todos los trabajos del conjunto J(r!, ¢!) continuamente apartir
del tiempo r! + P(J(r',¢*)) y su salida (makespan) de nuevo es la misma para las cinco versiones.
En ambos casos, la salida de todas las cinco heuristicas es éptima (consulte la siguiente seccién).

Ahora describimos cémo cada una de las cuatro variaciones procede a partir del tiempo r' +
P(J(r', %)) en la segunda parte de la fase uno para el caso cuando r*+ P(J(r!, ¢*))+ P(J(rt, ¢*)) >
72 (el caso contrario lo veremos mds adelante). Sea L = (ji, ..., jx) una lista con los trabajos del



CAPITULO 2. LAS CINCO HEURISTICAS 9

conjunto J(r!, ¢') de tal forma que estos trabajos estan ordenados de manera no crecientemente
con base a sus tiempos de procesamiento.

En la primera variacién, la heuristica LDTG, deja un espacio (posiblemente de longitud 0) antes
del tiempo 2. Tterativamente, si el proximo trabajo j de la lista L verifica que ¢ +p; < 72, entonces
J es asignado al tiempo t y actualizamos a ¢ =t + p;. De lo contrario el trabajo j es reubicado al
conjunto J(r? ¢'). El siguiente trabajo (el més largo) de la lista (que se convierte en el trabajo j
actual) se trata de manera similar, hasta que se consideren todos los trabajos de la lista L.
ALGORITHM LDTG {returns LDTG-schedule S}
(1,1) t:=rl;
WHILE (J(r!,¢?) # 0) DO { schedule jobs of set J(r!,¢?) }
schedule any j € J(r!,¢?) at time th =t
J(rt,q*) = J(r', ¢*) \ {j};
t=1+p;j
END
(1,2) WHILE (J(r',q') # 0) DO { schedule jobs of set J(r',q') }
Find job j € J(r!,¢') with the largest processing time Dj
IF ¢ + p; < r* THEN:
schedule j at time t]S =t
J(rt,q") = J(rt d" )\ {j}s
t=1+p;j
ELSE:
J(rt,q") = J(r' ¢ )\ {j}s
J(r?,qt) = J(r?,q") U{j};
END
(2,1) t:= max{t,r%}

WHILE (J(r2,¢?) # () DO { schedule jobs of set J(r?,¢%) }
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schedule any j € J(r?,¢?) at time 5 = t;
J(r2, %) = J(r*, ¢*) \ {i};
t=1+p;j
END
(2,2) WHILE (J(r%,¢') # 0) DO { schedule the remaining jobs }
schedule any j € J(r?,¢') at time tf =
J(r?,q") == J(r*, ¢\ {7}
t=1+p;j
END
RETURN &.

La segunda variacion, la heuristica LDTN, es similar a la version estandar con la diferencia de
que genera un ‘pequeno’ desplazamiento para el primer trabajo del conjunto J(r?, ¢%) (el siguiente
trabajo que sera asignado justo en el momento de finalizacién del ltimo trabajo del conjunto
J(r, ¢')). Tterativamente, los trabajos de la lista L se asignan de manera similar hasta que el
siguiente trabajo j; de la lista se complete en el momento r? o después. Si el siguiente trabajo se
completa al tiempo 72, es asignado y se completa la fase 1 de la heuristica LDTN (en este caso
Ji es el ultimo trabajo asignado en la fase 1). Si el siguiente trabajo j; de la lista L se completa
después del tiempo r2, entonces uno de los trabajos j;, jit1, ..., jr Se asigna antes del tiempo
r?(inmediatamente después del trabajo j;_;). En particular, el trabajo j;, 1 <1 < k, con el indice
méximo [ (note que nos referimos al trabajo con el menor tiempo de procesamiento que termine su
procesamiento después o al tiempo 72 ) tal que ¢(j;_1) + p;, > r? serd asignado al tiempo c(j;_1).
Tal trabajo definido como j; serd el ultimo trabajo calendarizado en la fase 1 (sin embargo, los
trabajos que atun no han sido asignados de la lista L se pospondran).

ALGORITHM LDTN {returns LDTN-schedule S}
(1,1) t:=7rl;
WHILE (J(r!,¢?) # 0) DO { schedule jobs of set J(r!,¢?) }
schedule any j € J(r!, ¢?) at time tf =t
J(rt,¢?) = J(r!, ¢*)\ {j}:
t=1+p;j

END
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(1,2) WHILE (J(r',¢") # 0) DO { schedule or postpone jobs of set J(r!, q') }

Find job j € J(r!,¢') with the largest processing time Dj
IF ¢t + p; < r? THEN:
schedule j at time t]S =t
J(rt,qt) = J(rt q) \ i}
t=1+p;j
ELSE:
Find job j € J(r',¢') with the shortest processing time Dj
IF t +p; <72 or t > r? THEN:
J(rt,qt) = J(rt ¢\ {j}k:
J(r?,q") = J(r* q") U {j}
ELSE:
schedule j at time tf =t
J(rtqt) = It a) \ i}
t=1+p;j
END
(2,1) t:=max{t,r?}; { t < r? only if all jobs from J(r!) are scheduled }
WHILE (J(r2,¢?) # () DO { schedule jobs of set J(r?,¢%) }
schedule any j € J(r2,¢?) at time tf =t;
J(r?,q%) = J(r?, ¢*) \ {i};
t=1+p;
END
(2,2) WHILE (J(r2,¢') # 0) DO { schedule jobs of set J(r%, ¢") }

schedule any j € J(r?,¢') at time tf = t;

11
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J(r?,q") = J(r?,¢")\ {j}:
t=1+p;
END
RETURN S.
En la tercera versién de la heuristica LDT, la heuristica LDTA, los trabajos largos(con el mayor
tiempo de procesamiento) de la lista L se posponen, de la siguiente manera. Iterativamente,
consideramos el trabajo j; y la desigualdad r' + P(J(r',¢*)) + P(L) — r* — z > pj;,, donde
inicialmente, z := 0. Si se satisface esta desigualdad, entonces el trabajo j; se pospone y z := z +p;,;
de lo contrario, el trabajo j; se asigna a la hora de finalizacién del trabajo asignado previamente.
La fase 1 se completa con la iteracién del ultimo trabajo en la lista L:
ALGORITHM LDTA {returns LDTA-schedule S}
(1,1) t:=rl z:=rt+ P(J(r!)) — %
WHILE (J(r!,¢?) # 0) DO { schedule jobs of set J(r!,¢?) }
schedule any j € J(r!, ¢?) at time t;-q =t
J(rt,¢?) = J(rt, ¢*)\ {j}:
t=1+p;j
END
(1,2) WHILE (J(r',q') # 0) DO { schedule jobs of set J(r',q') }
Find job j € J(r!,¢"') with the largest processing time Dj
IF p; > z THEN:
schedule j at time t]S =t;
J(rt,qt) = J(rt, ¢\ {j}:
t=1+p;
ELSE:
J(rt,qt) = J(rt, ¢\ {j}:

J(r?q") = J(r% ") U{j};
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=2 = pj
END
(2,1) t:=méx{t,r?} { t < r? only if all jobs from J(r!) are scheduled }
WHILE (J(r2, %) # 0) DO { schedule jobs of set J(r2,¢*) }

schedule any j € J(r?,¢%) at time tjs =t
J(r?,q%) = J(r*,¢*) \ {j};
t=1+p;j
END
(2,2) WHILE (J(r%,¢') # 0) DO { schedule the remaining jobs }

schedule any j € J(r?, ¢!) at time tjs =t;

J(r?,q") = J(r% ¢")\ {j};
t=1+p;

END

RETURN S.

En la cuarta versién de la heuristica LDT, la heuristica LDTYV, el trabajo j; se define como en la
descripcién de la heumstzca LD TN anterior Es decir, 1 — 1 es el indice del trabajo maximo en la lista
L tal que 7'+ P(J(r', ¢*)) + S i—1 pj, < r* (entonces r +P(J(T1, q2)) +37_, pj, > 1?). Los trabajos
J1y- -y Jim1 S€ 1ncluyen desde el momento de tiempo r!'+ P(J(r', ¢*)), de forma similar a las heuristi—
cas descrltas anteriormente, de igual forma la fase uno se completa si '+ P(J (1", ¢2))+ Y1y pj, = 72

Ahora, supongamos que ' + P(J(r',¢?)) + Si_1 p;, < r?. Definamos el tiempo de calendari-
zacion t como el tiempo de completez del tiltimo trabajo del conjunto J(r!) calendarizado antes del
tiempo 72. Sea U un conjunto temporal que contendrs algunos de los trabajos atin no asignados
de la lista L, Inicialmente, U := (). De tal forma que ¢t + P(U) < r%. Sea z un trabajo temporal,
inicialmente vacio. Si el siguiente trabajo j, (t =14,..., k) verifica que ¢t + P(U) + pj;, < r?, entonces
agregamos al trabajo j, al conjunto U. Caso contrario los trabajos del conjunto U son calendarizados
desde el momento ¢ y el trabajo x se pospone (se remueve del conjunto J(r!,¢') y se anade al
conjunto J(r?, q")), y actualizamos t :=t + P(U), U := () y actualizamos a x := j,

Observemos que el iltimo trabajo ji de la lista L ya sea (1) se incluye en el conjunto U o
(2) se convierte en el trabajo x. En el caso (1), todos los trabajos del conjunto U se posponen para la
fase 2 (al conjunto J(r?, ¢')) y la fase 1 se completa calendarizando el trabajo x en el momento ¢. Pa-
ra el caso (2), el trabajo actual en z se pospone al conjunto J(r?, ¢'), los trabajos del conjunto U son
calendarizado a partir del tiempo ¢ y el trabajo j, = x es calendarizado inmediatamente después del
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ultimo trabajo del conjunto U (t+ P(U)). La descripcién del nivel de implementacién es la siguiente:

ALGORITHM LDTV {returns LDTV-schedule S}
(1,1) z:=null z:=0U :={} t:=rl;
WHILE (J(r!,¢?) # 0) DO { schedule jobs of set J(r!,¢?) }
schedule any j € J(r!,¢?) at time tf =t
J(rt,q*) = J(r', ¢*) \ {j};
t=1+p;j
END
(1,2) Find job j € J(r!,q') with the largest processing time p;
WHILE (¢ + p; < r%) DO { schedule or posponer jobs of set J(r!,¢") }
schedule j at time tf =t
J(rt,q") = J(r' d" )\ {5}
t=1+p;j
Find job j € J(r!,q') with the largest processing time Dj
END
(1,3) WHILE (J(r!,q') # 0) DO { schedule or posponer jobs of set J(r!,q') }
Find job j € J(r!, ¢') with the largest processing time p;
IFt+p;j+2 > 12 THEN:

IF 2 = null THEN:
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r:=7;2:=0
WHILE (U # 0) DO { schedule jobs of set U }

schedule any ¢ € U at time tZS =t

U=U\ ik
t=t+p;
END
ELSE:
U:=UU{j}

T0q') = T g\ ()
z =z + pj;
END
schedule x at time t5 = t;
t=1+ps
WHILE (U # 0) DO { postpone jobs of set U }
find any i € U;
J(r?,q") = J(r*,q") U{i};
U:=U\{i};
END
(2,1) t:=méx{t,r%}; { t < r? only if all jobs from J(r') are scheduled }
WHILE (J(r2,¢?) # () DO { schedule jobs of set J(r?,¢%) }
schedule any j € J(r?,¢?) at time tf =t
J(r?,¢?) = J(r?,¢*)\ {j}:
t=1+p;

END

15
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(2,2) WHILE (J(r%,q') # 0) DO { schedule jobs of set J(r?,q') }
schedule any j € J(r?, ¢') at time tf =1
J(r%.q") = J(r%, ¢\ {7}
t=t+p;
END
RETURN S.

Tenga en cuenta que en la fase dos, el calendario parcial de la fase uno se extiende a un calendario
completo factible con los trabajos restantes atin no calendarizados y que la fase dos es la misma
para todas las heuristicas, excepto en las heuristicas LDT, LDTN, LDTA y LDTV, donde los
trabajos del conjunto J(r?) se incluyen a partir del tiempo de completez del tiltimo trabajo asignado
del conjunto J(r!,q'), mientras que en la heuristica LDTG los trabajos del conjunto J(r?) son
calendarizados a partir del tiempo 72 (justo después de un hueco que ocurre antes del tiempo r?).
Denotamos por o (6, oV, 04 y oV, respectivamente) el calendario completo de LDT creado por la
heuristica LDT (heuristica LDTG, heuristica LDTN, heuristica LDTA y heuristica LDTV, respecti-
vamente). Es facil ver que todas las heuristicas descritas anteriormente se pueden implementar en
un tiempo O(nlogn). Mas adelante en la Seccién 6, informamos nuestro estudio empirico de la
frecuencia con la que las condiciones de optimalidad que damos en la Seccién 4 son vélidas para las
soluciones entregadas por cada una de nuestras heuristicas (en la préactica, las soluciones obtenidas
por las cuatro variaciones que proponemos dominan las obtenidas por la heuristica LDT estdndar).



Capitulo 3

Algunas definiciones y propiedades
basicas

Ahora definimos algunos conceptos auxiliares que son ttiles para comprender la estructura basica
de los calendarios LDT (la terminologia utilizada aqui se introdujo en [12] y [13], aunque algunos
conceptos se conocian antes con diferentes nombres )

En un calendario LDT, podemos distinguir uno o mas bloques: un bloque es la secuencia mas larga
de trabajos calendarizados consecutivamente sin ningin hueco entre ellos.

Un overflow job es el trabajo o en el calendario o con C,(0) > C;(0),Vj € J, es decir, es el trabajo
que genera el mayor tiempo de completez total en el calendario . Denotaremos al overflow job por
o(o). El blogque critico B(o) en el calendario o es el bloque que contiene al overflow job o(o).

El trabajo e es un trabajo emergente en el calendario o si e € B(0) ¥ ¢e < ¢o(») (alternativamente,
un trabajo emergente se conoce como el trabajo critico o de interferencia en la literatura).

El kernel del calendario o, K (o) es la secuencia de trabajos calendarizados en el calendario o entre
el dltimo trabajo emergente (el anterior al o(c)) y el o(¢), incluyendo al trabajo o(o) pero sin
incluir el trabajo emergente (alternativamente, un kernel se conoce como una secuencia critica en
la literatura). Observamos facilmente que el tiempo de entrega de cualquier trabajo en K (o) no es
menor que el del trabajo o(o).

Se deduce que cada kernel esta contenido en algin bloque en ¢, y el nimero de ntcleos en o es
igual al nimero de overflow job en él. Tenga en cuenta que si el calendario ¢ no tiene trabajos
emergentes, entonces tampoco tendra kernel; entonces el overflow job en el calendario o no sera
parte de ningiin kernel. El siguiente lema es una extensién de un resultado anterior conocido para
el caso general 1|1}, ¢j|Cmax para la heuristica LDT o (por ejemplo, vea [2]).

Lema 1 Sea S cualquiera de los calendarios o, o™¥, 04 o oV. Si q; > qo(s),  para cada trabajo
j € B(S), es decir, no eziste un trabajo emergente en el calendario S, entonces S es dptimo.

17
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Demostracién. El lema resulta trivial si el trabajo o(.S) comienza al momento 74(g) en el calendario
S, esto se debe a que el makespan no puede reducirse. Caso contrario, consideramos un calendario
donde el trabajo o(S) no comience al tiempo r,gy, luego cualquier reorganizacion que involucre a
un trabajo del bloque B(S) que haya sido asignado antes del trabajo o(S) y que sea reasignado
después del trabajo o(S) no puede llevar a un makepan menor (recordemos que q; > go(s)). Note
que esta es la tnica forma en que el o(S) puede comenzar antes del tiempo #(s)(S). Luego, si
después de reorganizar algunos trabajos en B(S), el trabajo o(S) comienza no antes del momento
to(s)(S)(comienza igual o después), entonces el lema es claro. 0

Del lema anterior podemos observar que el calendario 6 no esta incluido, esto se debe a que el
calendario ¢ en su construccién genera huecos de manera intencional, de esta forma, podemos
deducir que el bloque generado a partir del tiempo r? siempre cumplird las condiciones del lema
1(por la forma en como se asignan los trabajos). En la siguiente seccién exploraremos el caso en
el que el lema 1 no aplica para el calendario ¢ y el caso para el que el lema 1 si aplica para el
calendario &

Fact 1 Sea S cualquiera de los calendarios o, o™, o o o, si J(rt,¢') = 0 o J(r?,¢*) = 0,
entonces S es optimo

Demostracién. Es facil ver que puede no existir un trabajo emergente en el calendario S si
J(rt,¢') =00 J(r* ¢*) = 0 y, por lo tanto, el calendario S es éptimo por Lema 1. 0O

Analizando el resultado anterior, podemos deducir que si el conjunto J(r!,¢') = @), entonces el
calendario ¢ es 6ptimo, ya que el hueco que se podria genera seria inevitable. Por otro lado, si el
conjunto J(72,¢*) = (), entonces el calendario & no es necesariamente éptimo, en particular, si el
calendario & contiene un hueco antes del tiempo r%(un hueco innecesario), entonces éste no sera
optimo

Dado un subconjunto A C J(r!, ¢'), sea o(A) el calendario LDT en el que los trabajos del conjunto
J(r',q?) se incluyen en el intervalo de tiempo [r,r! + P(J(r',¢*))] seguido de los trabajos del
conjunto A, de tal forma que el resto de los trabajos en J(r!,¢') \ A son pospuestos para la fase
dos (son removidos del conjunto J(r!,¢') y agregados al conjunto J(r?, ¢')). Dado un subconjunto
D C J(r',¢%), sea o(A, D) al calendario LDT que resulta de la reasignacién de las tareas del
subconjunto D en el calendario o(A) para la fase dos (las tareas del subconjunto D son removidas
del conjunto J(r', ¢*) y agregadas al conjunto J(r?, ¢?)).

Sea
8(a(A)) =rt + P(J(r',¢*)) + P(A) —r?
y sea

d(0(A, D)) = 6(a(A)) — P(D),

respectivamente, el desplazamiento forzado del kernel en el calendario o(A) y en el calendario
o(A, D), respectivamente.
La definicién anterior hace referencia al tamano del intervalo de tiempo en el calendario o(A) y
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o(A, D) a partir del tiempo r? en el que los trabajo del conjunto J(r?) deben esperar para poder
ser calendarizados. Notemos que los trabajos de este conjunto comienzan su procesamiento no antes
del tiempo r?

Para el siguiente lema, asumiremos que r* + P(J(r',¢?*)) < r?, caso contrario es 6ptimo.(ver lema

3)

Lema 2 Eziste un calendario 6ptimo en el cual los trabajos del conjunto J(r',q*) ocupan el
intervalo de tiempo [r',r' + P(J(r', ¢*))].

Demostracién. Considere cualquier subconjunto A C J(r!,¢), D C J(r',¢*) y un calendario
(A, D) como se definié anteriormente. Notamos que en el calendario o(A, D) las tareas del
conjunto D utilizan en total un intervalo de tiempo en el calendario de longitud P(D) (este
intervalo se encuentra antes del tiempo %) el cual es reasignado para después del tiempo r? al
momento de posponer los trabajos del conjunto D (por la construccién del calendario o(A, D)),
luego, los trabajos del conjunto A comenzaran P(D) unidades de tiempo antes (se cubrira el
intervalo de tiempo que tomaba procesar los trabajos del conjunto D que fueron pospuestos). De
esta forma el calendario o(A, D) ya sea (i) contiene un hueco o (ii) no (observemos que en el
calendario (A, D) las tinicas tareas que pueden comenzar su procesamiento antes del tiempo 72
son las del conjunto Ay J(r',¢?)\ D)

En el caso (ii), el tiempo de completez total del ltimo trabajo calendarizado (note que este es el
trabajo que realiza el mayor tiempo de completez total de todas las tareas del conjunto J(q')) en
el calendario o(A) es

r? 4+ 0(a(A) + P(J(r*)) + P(J(r',q") \ A) + ¢,
y el tiempo de completez total del dltimo trabajo calendarizado en la calendario o(A, D) es
r? +6(o(A, D)) + P(D) + P(J(r*)) + P(J(r',q") \ A) +¢".

Por lo tanto, el tiempo de completez total del tltimo trabajo calendarizado en ambos calendarios
0(A) y o(A, D) es lo mismo. En el mismo tiempo, el tiempo de completez total del ultimo trabajo
calendarizado del conjunto J(q?) en el calendario o(A) es

r? +6(a(A) + P(J(r*, ¢*) + ¢°
y el tiempo completez total del tltimo trabajo calendarizado en el calendario o(A, D) es
r* +0(c(A, D)) + P(D) + P(J(r*,¢*) + ¢* = r* + 8(c(A)) — P(D) + P(D) + P(J(r*,¢*)) + ¢*.
Entonces se deduce que Cia2(0(A)) = Craz(0(A, D)).

En el caso (i), un hueco antes del tiempo 72 en el calendario o(A, D) surge solo si P(D) > §(c(A)).

Entonces, el tiempo de completez total del tltimo trabajo calendarizado del conjunto J(¢?) en
calendario o(A, D) es
r+ P(D)+ P(J(r*, ¢) + ¢,
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y en el calendario o(A) es
rf+0(0(A)) + P(J(r*, ")) + ¢*.

Al mismo tiempo, el tiempo de completez total del iltimo trabajo calendarizado del conjunto J(q!)
en el calendario o(A, D) es

r* 4+ P(D)+ P(J(r*) + P(J(r',¢") \ A) + ¢',
y en el calendario o(A) es
r? +6(a(A) + P(J(r?) + P(J(rt, ¢\ A) + ¢
Tomando en cuenta que P(D) > §(c(A)), obtenemos que Craz(0(A)) < Crnae(0(A, D)) .

Hemos demostrado que Cpz(0(A)) < Chaz(0(A, D), es decir, el calendario o(A) domina el
calendario o(A, D). Luego, el lema esta obviamente demostrado ya que escogimos cualquier par de
conjuntos A y D. O



Capitulo 4

Condiciones de optimalidad para el
problema 1|r; E{rl,TQ},qi - {ql,q2} | Crmax

En la seccién anterior, dimos nuestras dos primeras condiciones cuando los calendarios o, ¥,

o y oV son éptimos. En esta seccién, explorando méas de cerca el problema 1 | r; €{r!,r?},
¢ € {¢*,¢*} | Ciaz, derivando otras condiciones de optimalidad. En particular, demostraremos que
si se cumplen ciertas propiedades para un calendario generado por cualquiera de nuestras heuristicas,
entonces ese calendario es 6ptimo. Dado que es suficiente con crear un calendario-LDT (o alguna
de sus variantes anteriores) para verificar estas condiciones, la verificacién de estas condiciones de
optimalidad lleva tiempo O(nlogn). Nuestros criterios de optimalidad son condiciones explicitas
bajo las cuales el problema restringido 1 | r; €{r’,r?}, ¢ € {¢*,¢*} | Chas se puede resolver de
manera 6ptima en el tiempo O(nlogn). Estas condiciones se verifican en una subrutina de tiempo
O(nlogn) la cual invoca a una, dos o a las cinco heuristicas para que estds que se ejecutan de
manera consecutiva. La salida de cada algoritmo heuristico es una solucién factible obtenida en el
tiempo O(nlogn). La entrada (la instancia del problema correspondiente) se resuelve de manera
6ptima si la salida (la solucién factible construida) de al menos una de las heuristicas satisface al
menos una de nuestras condiciones de optimalidad. Para empezar, mostramos que el Lema 1 de la
seccion anterior es valido también para la salida de las otras heuristicas si alguna de las condiciones
de los dos Lemas siguientes 3 y 4 se satisface.

Lema 3 Cualquiera de las cinco heuristicas, LDT, LDT-G, LDT-N, LDT-A y LDT-V obtiene una
solucion optima si
rt+ P(J(r, ¢%)) > r?.

Demostracién. Por la condicion en el lema, es facil ver que todas las soluciones generadas por las
cinco heuristicas tienen el mismo makespan. Por lo tanto, se puede deducir que si una de ellas
es Optima, las cuatro soluciones restantes también seran éptimas. Dada la condicién del lema,
observe que en un calendario LDT (o alguna de las variaciones) todos los trabajos del conjunto
J(¢%) se completan antes que todos los trabajos del conjunto J(g'). Luego, la condicién de Lema 1
se mantiene y el calendario es 6ptimo. 0
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Lema 4 Cualquiera de las cinco heuristicas obtiene una solucion optima si

rt+ P(J(rY)) <2

Demostracién. Como en el lema anterior, facilmente observamos que, por la condicién en el lema,
las soluciones generadas por cualquiera de las cinco heuristicas obtienen el mismo makespan.
Nuevamente, si una de ellas, digamos .S, es éptima, las cuatro soluciones restantes también seran
optimas. Por la condicién del lema, el overflow job en el calendario .S serd un trabajo del conjunto
J(r?), y el bloque critico B(S) comenzard al tiempo r2. Por la naturaleza de los calendarios LDT,
todos los trabajos del conjunto J(r?, ¢*) se completaran antes que todos los trabajos del conjunto
J(r?,¢") en el bloque B(S). Entonces la condicién de Lema 1 nuevamente se mantiene y el calendario
S es 6ptimo. 0

Por los Lemas 3 y 4, el calendario S generado por cualquiera de las 5 heuristicas puede no ser
6ptimo si y solo si
'+ P(J0r, ¢%) < r? <t + P(J(Y)). (4.1)

Por tanto, de ahora en adelante, solo consideremos las instancias del problema 1|r; €{r!,r*},q; €
{¢*, ¢*} 1 C\ae en las cuales la expresion 4.1 se satisface.

Lema 5 FEl calendario S generado por cualquiera de las heuristicas, LDT, LDT-N, LDT-A y
LDT-V es optimo si o(S) € J(q").

Prueba. Por la condicién 4.1, 7' + P(J(r')) > r? y por el hecho de que S es un calendario LDT (un
calendario generado por cualquiera de los cuatro heuristica anteriores), el tltimo trabajo asignado
en ese calendario es del conjunto J(g'). Entonces, claramente, dado que o(S) € J(¢'), o(S) debe ser
el dltimo trabajo asignado en el calendario S. Dada a la condicién r! 4+ P(J(r!)) > r?, el calendario
S no contiene ningin hueco (todo el calendario consta de un solo bloque). Ademds, ¢; > go(s), para
todo i € B(S), y el calendario S es éptimo debido al Lema 1. O

Sea C'1(S) el tiempo méaximo de completez total de los trabajos con tiempo de entrega ¢ en el
calendario S (por lo tanto, C' (S) 0 C () es igual a Cy(s)(S)). Sea j el primer trabajo programado
del conjunto J(r?,¢*) en un calendario LDT S y sea

3(8) = t(5) —1°
el desplazamiento forzado del kernel K (S) en el calendario S (tenga en cuenta que (&) siempre es
0).
Corolario 1 El calendario S generado por cualquiera de las cuatro heuristicas, LDT, LDT-N,
LDT-A y LDT-V es optimo si

0<6(S) < C?(S)—r* = P(J(r% ¢%) — ¢
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Demostracién. Dado que ! + P(J(r!,¢*)) < r? (condicién 4.1), no hay trabajos del conjunto
J(r', ¢*) calendarizados después del tiempo r? en el calendario S. Por lo tanto,

CT(S) =12+ 8(5) + P(J(r*, ¢%) + ¢

luego, por la condicién del corolario deducimos que C4°(S) < C9'(S). Es decir, o(S) € J(q') y el
calendario S es 6ptimo segun el Lemal 5. 0

A continuacién, también ofrecemos algunas condiciones de optimalidad para el calendario 7.
Lema 6 El calendario 6 es dptimo si o(6) € J(r?, ¢?).

Demostracién. Observamos que el bloque critico B(¢) siempre comienza al tiempo r?, luego,
¢ > Qo(s) Para todo ¢ € B(¢) incluido antes del trabajo o(¢). Aplicando un razonamiento, similar a
la demostracién del Lema 1 a los trabajos del bloque B(&), obtenemos facilmente que el calendario
o es 6ptimo. 0

Sea ¢(S) la longitud del hueco generado antes del tiempo 7% en el calendario S obtenido por la
heuristica LDT-G.

Corolario 2 FEl calendario ¢ es optimo st

0<g(6) < CT () —rt = P(J) = ¢

Demostracion. Primero tenga en cuenta que el dltimo trabajo asignado en el calendario ¢ es del
conjunto J(q"), luego, C? (6) = r* 4 (&) + P(J) + ¢ . Por la condicién del corolario deducimos
que C7(5) < C7(6), por lo tanto o(d) € J(r?,¢%) y el calendario & es éptimo segin el Lema 6.

Lema 7 El calendario S generado por cualquiera de las cinco heuristicas es dptimo si 0(S) =0y

g(S) =0.

Demostracion: Observe que por las condiciones del lema, el calendario S consta de un solo bloque
y que algtn trabajo del conjunto J(r!, ¢') termina su procesamiento exactamente al tiempo r2.
Dado que S es un calendario LDT, apartir del tiempo 72 todos los trabajos del conjunto J(g*) son
asignados antes que los trabajos del conjunto J(q'). Luego, la demostracién procede de manera
similar a la del Lema 1. . 0

Resumimos la relacién entre nuestras heuristicas y condiciones en la siguiente tabla (H/C representa
Heuristica/Condicién). Observamos que el calendario S creado por nuestras heuristicas es uno de
los siguientes tres tipos: (1) S contiene un espacio antes del tiempo 72, es decir, 6(S) = 0 pero
g(S) > 0 (por ejemplo, &), (2) g(S) = 0 pero §(S) > 0 (por ejemplo, o , oV, 04 y V) vy (3)
3(S) =01y g(S) =0 (el lema anterior). Ademds, siempre existe un calendario éptimo de alguno de
estos tres tipos (ver Teorema 1 en la siguiente seccion).
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H/C Lemal Lema3 Lema4 Lemab Lema6 Lema?7
LDT X X X X X
LDTG X X X X X
LDTA X X X X X
LDTN X X X X X
LDTV X X X X X




Capitulo 5

Subrutina pseudopolinomial usando
SUBSET SUM

Nuestra subrutina pseudopolinomial resuelve una instancia especialmente derivada del problema
SUBSET SUM. La subrutina crea una solucién al problema de calendarizacién gracias a las
propiedades estructurales derivadas del problema de calendarizacion y la estrecha relacién establecida
con el problema SUBSET SUM. Usaremos un algoritmo de programaciéon dindmica estandar
pseudopolinomial con tiempo O(nB) para resolver el problema de SUBSET SUM, donde B es el
valor objetivo correspondiente (ver Garey y Johnson [3]).

A lo largo de esta seccién, solo consideramos instancias de nuestro problema de calendarizacion
11 rme{rt, 7}, ¢ € {¢",¢*} | Cha para el cual no se cumple ninguna de las condiciones de
optimalidad de las dos secciones anteriores.

Mostraremos cémo se puede usar un algoritmo de tiempo pseudopolinomial de programacién
dindmica para el problema SUBSET SUM (ver Seccién 4.2 en Garey y Johnson [3]) para la solucién
de nuestro problema de calendarizacién. En el problema SUBSET SUM se nos da un conjunto

k
finito de nidmeros enteros N = {ny,na,...,ng}, y un nimero entero B < > n,;. SUBSET SUM es
i=1
si existe un subconjunto del conjunto N que suma

7

un problema de decisién con una respuesta “ si

[13 7

B (la respuesta es “no ” en caso contrario).

Dada una instancia de nuestro problema de calendarizacion, la instancia correspondiente de SUBSET
SUM se define de la siguiente manera. Los tiempos de procesamiento de los trabajos del conjunto
J(r',q") son los k niimeros enteros para el problema de SUBSET SUM (k < n). Definimos a B
como la longitud del intervalo [r! + P(J(r!, ¢*),7* + §(0)].

En esta seccién usaremos nuevamente el calendario auxiliar o(A) (A C J(r!, ¢')). Recuerde que
en el calendario o(A) los trabajos del conjunto J(r!, ¢*) ocupan el intervalo de tiempo [r!, 7! +
P(J(r',q?))], y estos trabajos son seguidos por los trabajos del conjunto A de modo que el intervalo
[+ P(J(r', %)), 7] queda reservado unicamente para los trabajos del conjunto A. Debido a
nuestras suposiciones, tal conjunto A existe ya que, de lo contrario, el bloque critico en el calendario
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o comenzard en el momento r? y o sera 6ptimo segin Lema 1.

Al resolver SUBSET SUM, consideramos diferentes subconjuntos posibles A, asumiendo implici-
tamente, que en el calendario 6ptimo que pretendemos crear, los trabajos del conjunto J(r!, ¢?)
ocupan el intervalo de tiempo [r!,r! + P(J(r', ¢*))]. Esta suposicién es vélida debido al Lema 2.

Considere el subconjunto A del conjunto J(r!, ¢'), similar al conjunto A, tal que
'+ P(J(r' ¢%) + P(A) <%

es decir, el ultimo trabajo asignado del conjunto A se completa antes o al tiempo 72 en el calendario
o(A).

Como veremos més adelante, serd suficiente considerar calendarios de la forma o(A) y 6(A),
para todas las posibles opciones apropiadas de subconjuntos A y A. Usamos el algoritmo de
programacién dinamica mencionado anteriormente para el problema de SUBSET SUM para generar
estos conjuntos.

De hecho, trataremos sélo con dos posibles subconjuntos A y /AlA que potencialmente pueden producir
una solucién éptima. Llamamos a estos subconjuntos A,y y Agpt, respectivamente, y los definimos
de la siguiente manera.

Sea Ay C J(r', ¢) la solucién de la instancia derivada anterior de SUBSET SUM tal que

P(Aoe) = 7% =1' = P(J(r', ¢))

P(Ayp) = mgn P(A).
De manera similar, sea Ay, C J(r',¢") la solucién de SUBSET SUM tal que

P(flopt) <r?_pl - P(J(rl, q2))

P(Ayp) = max P(A),
A

En otras palabras, A,y es el subconjunto mas pequeno de tal forma que no se genera ningin hueco
en el calendario o(A) (es decir, que produce el menor desplazamiento para los trabajos del kernel),

mientras que A,y es el subconjunto més grande que deja un espacio en el calendario 6(A) (es decir,
que produce el espacio més pequeiio posible antes del tiempo 72 ).

En los dos lemas siguientes mostramos que, entre todos los subconjuntos posibles A y A, respecti-
vamente, los subconjuntos A, y Agp, respectivamente, producen el menor makespan posible en

~

los calendarios o(A) y 6(A), respectivamente.

Lema 8 Si P(A) > P(Ayp), entonces Cpap(0(A)) > Criaa(0(Aopt)), para todo A C J(rt, q").
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Demostracién. Sin pérdida de generalidad, suponga que el maximo makespan en el calendario
o(Aop) se logra mediante un trabajo del conjunto J(g?), ya que de lo contrario (A,y) es éptimo
por el Lema 5 y por lo tanto Ca(0(A)) > Chugz(0(Aopt))-

De lo contrario, dado que

50 (Aon) =+ PLI(, @) + P(Aop) =17

§(ac(A)) =rt + P(J(r,¢%) + P(A) —r?

obtenemos que

0(a(A)) 2 6(0(Aopt))

Ahora, como
Crnaz(0(Aopr)) = 17 + 0(0(Aop)) + P(J (1%, ¢°)) + ¢

Crnaz(0(A)) =12+ §(a(A) + P(J(r*,¢%)) + ¢,
obtenemos que Ciaz(0(A)) > Crnaz(0(Aopt))- O

Lema 9 Si P(A) < P(Ayy), entonces Cinaz(6(A)) > Crian(6(Agp)), para todo A C J(r', ¢").

Demostracién. Sin pérdida de generalidad, suponga que el maximo makespan en el calendario

~

6 (Aopt) se obtiene mediante un trabajo del conjunto J(¢'), ya que de lo contrario 6(A,,) es ptimo

~ A

por Lema 6 y por lo tanto Chuu.(6(A)) > Cruaw(6(Aopt))-

Dado que P(/Al) < P(Aopt)7

~

P(J(rt,q" )\ A) 2 P(J(r' ¢") \ Aop)

Ahora, como

~

Crnaa (9 (Agpt)) = 12 + P(J (%)) + P(J(r',4") \ Agye) + ¢

Corolario 3 C,(0(Aopt)) < Cra(0(A, D)), para cualquier calendario o(A) y cualquier D C
J(r' ¢?).

Demostracién. Por el Lema 8, Chuaz(0(Aopt)) < Crnaz(0(A)), para cualquier o(A), y por el Lema
2, Craz(0(A)) < Chaz(o(A, D)), para cualquier D C J(r',¢*), por lo tanto Crup(0(Agp)) <
Craz(0(A, D)). 0O
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~

Corolario 4 Crap(6(Aopt)) < Crmaz(6(A, D)), para cualquier calendario 6(A) y cualquier D C
J(r', ¢?).

Demostracién. Por el Lema 9, Crap(6(Aopt)) < Crnaz(6(A)). Al mismo tiempo, Croaz(6(A))
Cmaz(6(A, D)), ya que, obviamente, el hueco antes del tiempo r? en el calendario & ( , D)) es
més larga que en el calendario 6(A). De estas dos desigualdades obtenemos, Ciuuq(6(Aopt)) <

Crnaz(6(A, D)).

IN

O

Teorema 1 Cualquiera de los calendarios o(Aoy) 0/y 6(Agy) es dptimo.

Demostracién. Primero mostramos que si Caz(0(Agpt)) < Crnaz(6(Agp))  entonces el calendario
0(Agp) domina cualquier calendario (A, D) y cualquier calendario 6(A, D). De hecho, por el

~

Corolario 3, Caa(0(Aopt)) < Craz(0(A, D)), y por Corolario 4, Cyuay (0 (Aopt)) < C’max((r(fl, D)) .

De Omar<U(Aopt>) < Cmar(a-(A;pt)), obtenemos que

~ A

Omax(U(Aopt)) S Omax(a-<Aopt)> S Cmaz(a-(Aa D))

Por 1o tanto, Cruas(0(Aopt)) < Conaz(5(A, D)) ¥ Crnaz(0(Agpt)) < Crmaz(0(A, D)), para cualquier
(A), 6(A)y D C J(r',¢%).

De manera andloga, ahora mostramos que si Cruaz(0(Agpt)) > Crnaz(6(Agp)), entonces el calendario
&(Aup) domina cualquier calendario (A, D) y cualquier calendario a( D). De hecho, por el
Corolario 3, Cpaz(0(Agpt)) < Conae(0(A, D)), y por el Corolario 4, Coae(5(Agpt)) < Crmaz(6(A, D))
. De Cmax(&(A;pt)) S Cmax(0<Aopt))v obtenemos que

Cmam(a'(Aopt)) < Cmaz( (Aopt)) < Cmax(U<A7 D))

Por lo tanto, C,. (6 (Aopt>)
cualquier o(A), 6(A) y D C

A

Para concluir la demostracién, mostramos que o(A, D) o 6(A, D) domina cualquier otro
calendario factible. Sea S cualquier calendario factible. Podemos transformar el calendario S en uno
de los calendarios o(A,D) o &(A, D) sin aumentar la amplitud. Utilizaremos un calendario
o(A, D) cuando S no contiene huecos innecesarios antes del tiempo 72, caso contrario usaremos
un calendario 6(A, D)(esto es debido a la estructura de los calendarios) De hecho, definamos los
conjuntos A y D de manera similar a como antes, es decir, el conjunto A consta de los trabajos del
conjunto J(r!, ¢') asignados antes de la hora 72 en el calendario S, y D es el conjunto de trabajos
del conjunto J(r!, ¢?) asignados después del tiempo 7% en el calendario S. Dado que, a diferencia
del calendario S, el calendario (A, D) no contiene ningtin hueco evitable, §(S) > d(c(A, D)) o
g(S) > g(6(A, D)), donde g(s) es la longitud total del o de los espacios en el calendario S antes del
tiempo 2. Si §(S) > d(o(A, D)), entonces Cyar(0(A, D)) < Crngr(S). Ahora, Si g(S) > g(6(A, D)),
entonces Cra.(0)(A, D) < Craz(S).
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Por lo tanto, mostramos que el calendario o(A, D) o el calendario &(A, D) domina cualquier
calendario factible y se demuestra el teorema. 0



Capitulo 6

Experimentos computacionales

Nuestro programa fue codificado en lenguaje C bajo el sistema operativo Linux para 32 bits en una
computadora con procesador Intel Core i7-4790 (3.6 GHz) y 16 GB en RAM DDR3 para ejecutar
el codigo.

Para verificar la eficacia practica de nuestras condiciones de optimalidad y el rendimiento de
nuestras heuristicas; los pardmetros del trabajo (tiempos de liberacién, tiempos de procesamiento y
tiempos de entrega) se generaron aleatoriamente de la siguiente manera:

» Los tiempos de liberacién y entrega 7', 7% | ¢* y ¢* se generaron con la funcién rand () de
C, con los rangos (0, 10n), (0,20n), (0,30n), (0,50n) y (0,100n), donde n es el nimero de

trabajos en cada instancia.

= Para determinar el tiempo de liberacién y entrega de cada trabajo individual j, generamos
aleatoriamente dos nimeros enteros 0 6 1 con la misma probabilidad % en una prueba. En
cada trabajo j establecemos r; = r! si el primer nimero correspondiente es 0 y r; = r* en
caso contrario. Logramos una operacion similar para determinar g;.

» Los tiempos de procesamiento del trabajo se generaron a partir de los intervalos [1, 10], [1, 20],
[1,30], [1,50] y [1,100].

El programa tiene un procedimiento separado para cada una de las cinco heuristicas (como se
describieron en el Capitulo 2). Cada una de las cinco heuristicas (LDT, LDT-G, LDT-N, LDT-A
y LDT-V) se probaron individualmente, también de forma combinada como duetos (un par de
heuristicas, LDT-G combinada con las cuatro heuristicas restantes ) y como quinteto (las cinco
heuristicas juntas).

Para el caso de los duetos y el quinteto, la subrutina pseudo-polinomial solo es llamada cuando

ninguna de las heuristicas satisface alguna de nuestras condiciones de optimalidad. Para cada una
de estas 10 combinaciones, hay una subrutina de tiempo O(n log(n)) que incluye los procedimientos

30
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que implementan las heuristicas en si y un procedimiento auxiliar que verifica las condiciones de
optimalidad para los programas creados por la heuristica correspondiente.

Hemos probado nuestras seis condiciones de optimalidad, primero, para un niimero moderado de
casos de problemas. Sorprendidos con los resultados, hemos aumentado gradualmente la cantidad
de instancias terminando con una cantidad extremadamente grande de instancias probadas. Hemos
probado las condiciones de optimalidad para nuestras heuristicas individuales y las hemos clasificado
de acuerdo con su desempeno practico (la solucién generada por las heuristicas es éptima si al
menos una de las condiciones se satisface para esa solucion; en la practica, sin embargo, dos o
mas condiciones estan simultdneamente satisfechas). Hemos combinado las heuristicas con el mejor
comportamiento practico con el resto de las cuatro heuristicas en cuatro pares diferentes (dios)
de heuristicas para verificar nuestras seis condiciones de optimalidad de forma combinada. Hemos
realizado los experimentos para estos cuatro dios y luego para las cinco heuristicas juntas (el
quinteto) verificando las seis condiciones de optimalidad para las soluciones generadas por estas
heuristicas.

Hemos generado 50 millones de instancias del problemas para cada una de las 10 combinaciones
anteriores para probar la eficiencia de nuestras heuristicas y la eficiencia de nuestras condiciones
de optimalidad (las instancias se generaron aleatoriamente, para diferentes ntimeros de trabajos
y diferentes rangos desde los cuales se generan los tiempos de prosamiento, liberacién y entrega).
Nuestros resultados experimentales para el quinteto resultaron ser extremadamente sélidos en
la practica: estuvo satisfecho para todas las 50 millones de instancias probadas. Incluso para las
heuristicas individuales, al menos una de nuestras seis condiciones se cumplié en casi el 87 % para
la peor de las heuristicas, y en mas del 99 % para la mejor de las heuristicas; para los dtos, la
eficiencia del peor par ya ha alcanzado mas del 99,9 % (para cada grupo, estas estadisticas se
derivaron de los correspondientes 50 millones de casos de problemas).

Asi, para todos los propésitos practicos, el problema de calendarizacién se puede resolver en un
tiempo polinomial de bajo grado. En el caso tedricamente posible de que ninguno de los dos o cinco
calendarios LDT satisfaga ninguna de las seis condiciones de optimalidad, el programa principal
llama a la subrutina pseudopolinomial que deriva la instancia SUBSET SUM correspondiente
e invoca el algoritmo de programacion dinamica mencionado anteriormente para esa instancia.
Nuestros experimentos computacionales han producido un resultado colateral practico para el
problema SUBSET SUM. Una de las versiones propuestas de la heuristica LDT ha resuelto de
manera Optima las instancias correspondientes del problema SUBSET SUM para més del 21 %
de todas las instancias probadas, mientras que para las instancias con una gran cantidad de
trabajos (750 y 1000 trabajos) esto sucedi6é en mas del 32 % de los casos. El resultado se entregd
instantdneamente para las instancias resueltas de manera optima.

En todas las 500 millones de instancias del problemas probadas, el tiempo de ejecucion de la
computadora para los 10 grupos de 50 millones de instancias de problemas varié desde 1 hora hasta
un poco menos de 8 horas (estas incluyen las instancias que no se resolvieron de manera éptima
por ninguna de nuestras condiciones de optimalidad, es decir, para lo cual se invocé la subrutina
pseudopolinomial para el problema SUBSET SUM).

Hemos creado nuestras instancias de problema para 10, 20, 30, 50, 100, 200, 300, 500, 750 y 1000
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trabajos. Para un nimero determinado de trabajos, consideramos cinco intervalos de tiempo, a
partir de los cuales se obtuvieron los tiempos de liberacién y los tiempos de entrega (como se
mencioné anteriormente).

En las tablas del Apéndice, con cada linea se asocia el nimero de trabajos y el intervalo de
tiempo correspondiente. Dado que hay cinco intervalos de tiempo para cada nimero de trabajos y
hay 10 cantidades posibles para el nimero de trabajos, cada tabla contiene 50 lineas. Para cada
linea (que representa una combinacién particular del niimero de trabajos y el intervalo de tiempo
correspondiente), se genera un millén de instancias del problema. No hubo una diferencia notable
en las estadisticas de un millén a un ntimero mayor de instancias para cada linea y, debido a la
limitacion de espacio, nuestros resultados se informan para un millén de instancias.

Asi, para cada uno de los 10 escenarios descritos anteriormente (heuristica individual, los diios y
el quinteto) se generaron 50 millones de instancias. Hay 10 tablas, una para cada configuracién
anterior (tablas 12-16 para configuraciones individuales, tablas 17-20 para los dios y tabla 21 para
el quinteto). Asi que tenemos 10 grupos independientes de casos de problemas (cada grupo contiene
50 millones de casos).

En las breves Tablas 1-11 que se muestran a continuacién (las Tablas detalladas 12-21 en el Apéndice,
respectivamente), la primera columna de cada tabla, etiquetada con T indica, para cada grupo de
un millén de instancias, el tiempo total transcurrido en resolver estas. Hay una columna separada
para cada una de las seis condiciones de optimalidad; las entradas de las columnas L1, L3, L4, L5,
L6 y L7 indican el porcentaje de instancias resueltas de manera 6ptima por el lema correspondiente
(es decir, para las que el calendario formado por las heuristicas correspondientes fue éptimo debido a
ese lema). Las entradas de las columnas etiquetadas con S g representan el porcentaje de instancias
que no podrian haberse resuelto usando ninguna de las condiciones de optimalidad, por lo tanto, se
invoco la subrutina pseudopolinomial para SUBSET SUM. Las entradas de las columnas etiquetadas
con oopr, GorT, Odprs Topr ¥ 06 pr Tepresentan el porcentaje de instancias éptimas que obtuvo
el calendario correspondiente.

_ : - N
Las columnas marcadas con S = S_S, donde S puede ser uno de los calendarios copr, Goprr, 0ppr,
o8 pr 0 04 pr, Tepresentan el porcentaje de las instancias para las cuales el calendario S obtuvo la
solucién éptima pero ninguna de nuestras condiciones de optimalidad pudo verificarlo y tuvo que
ejecutarse la subrutina pseudopolinomial

En las tablas para los pares de heuristicas, la iltima columna representa el porcentaje de instancias
para las que el calendario creado fue éptimo por al menos una de las dos heuristicas.

En las Tablas detalladas 12-21 del Apéndice, n representa el numero de trabajos en cada grupo de
un millén de instancias, y p; (r;, g, respectivamente) es el intervalo a partir del cual los tiempos de
procesamiento (tiempos de liberacién y entrega, respectivamente) se generaron para estos casos
(indicamos solo el limite superior de cada intervalo ya que el limite inferior siempre es 0). En
algunas columnas hay 0 en el resultado si la condiciéon correspondiente no se aplica a las heuristicas
correspondientes (por ejemplo, el Lema 6 se aplica solo a las heuristicas LDT-G, mientras que el
Lema 5 no se aplica a esas heuristicas).
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A continuacién, en las breves Tablas 1-11, damos las estadisticas promedio para cada uno de los 10
grupos (5 heuristicas individuales, 4 duetos y un quinteto) para los 50 millones de casos de problemas
correspondientes. Observamos que si se satisface el Lema 3 o el Lema 4, entonces, obviamente, el
Lema 1 también se satisface; Los lemas 4 y 5, y los lemas 4 y 6 pueden satisfacerse simultaneamente,
y el lema 7 y cualquiera de los lemas anteriores pueden satisfacerse simultaneamente.

T L1 L3 L4 L5 L6
5905.916 86.960 26.262 52.279 34.722 0

15.464 3.915 96.084 0.101

Tabla 6.1: Estadisticas de la heuristica LDT-A

T L1 L3 L4 L5
3439.323  78.539 26.263 52.275 0

L6 L7 SS  Goprr
65.207 21.600 0.000002 99.999

dorr =55
0.000002

Tabla 6.2: Estadisticas de la heuristica LDT-G

S-S obpr
13.059 86.940

T L1
26844.923

L3
86.940 26.271

L4 L5 L6
52.268 34.706 0

L7
0.140

oppr = S-S
0.115

Tabla 6.3: Estadisticas de la heuristica LDT-V

T L1
26967.208

L3 L4 L5 L6
86.777 26.269 52.275 34.537 O

L7
0.158

oopr =SS
1.119

S-S oopPT
13.212 86.787

Tabla 6.4: Estadisticas de la heuristica LDT

T L1
25068.734

L3 L4 L5 L6
86.939 26.279 52.266 34.697 O

L7
1.672

oopr = S-S
0.103

S-S oopPT
12.055 87.944

Tabla 6.5: Estadisticas de la heuristica LDT-N

T Ll L3 L4 L5 L6 LTSS adpy 0opp=S5S Gopr Gopr=95S 0hppordopr
ASTLOGS 86.957 26.271 52264 34711 65308 21547 0.000076 96.214  0.000022  99.938  0.000020 99.999

Tabla 6.6: Estadisticas de las heuristicas LDT-A y LDT-G

T L1 L3 [4 L5 L6 L7
13546.320 86.938 26.277 52273 34.699 65.292 21.591

S-S O'ng UgPT:S,S (TOAPT &OPT:S—S ngT or &OPT
0 87.979 0 100 0 100

Tabla 6.7: Estadisticas de las heuristicas LDT-N y LDT-G

T L1 L3 [4 L5 L6 L7 5SS oopr

dopr =55 Oopr  Oopr =55 Gopr OF Gopr

4664.669 86.779 26.275 52.272 34.526 65.310 21.428 0.000694 86.832

0.000068  99.942  0.000026 99.999

Tabla 6.8: Estadisticas de las heuristicas LDT y LDT-G
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4809.631 86.944 26.279 52.268 34.719 65276 21.428 0.000102 86.944  0.000020  99.938  0.000026 99.999

Tabla 6.9: Estadisticas de las heuristicas LDT-V y LDT-G

T L1 L3 L4 L5 L6 L7 S-S OOPT OopPT — S_S

5999.562 86.986 26.260 52.279 34.748 65.295 21.600 0  86.907 0

Tabla 6.10: Estadisticas de las cinco heuristical LDT (parte 1)

1 N - S N N _ 7 v _ I N - 7
Oopr  Oppr =9-S Gopr  Oopr =S-S5 Oopp Oopp=95-S Obpr Oppp=5-S 0hpp OL Gopr OF Ggpp OF Gopy OF G)py

96.194 0 99.999 0 87.937 0 86.938 0 100

Tabla 6.11: Estadisticas de las cinco heuristicas LDT (parte 2)



Capitulo 7

Conclusién y trabajos futuros

En este documento se ha realizado un estudio de un problema NP-Duro del problema de calendari-
zacién con dos tiempos de liberacién y dos tiempos de entrega en una mdquina 1|r; € {r',7?},¢; €

{q', ¢*}Crnaa-

Utilizando nuestras condiciones de optimalidad, que resultaron ser extremadamente eficientes, el
problema de calendarizacion puede resolverse en la practica, en un tiempo casi instantaneo en
una computadora personal moderada; ya que en méas de 500 millones de instancias probadas,
99.999998 % se resolvieron de manera Optima, mientras que los 50 millones de casos probados en
el quinteto (el décimo grupo) se resolvieron de manera éptima. Asi, para todos los propositos
practicos, el problema de calendarizacion obtiene una solucién rapida en tiempo polinomial.

Como hemos visto, la eficiencia practica de nuestras condiciones de optimalidad para diferentes
heuristicas es diferente (aunque todas resultan ser muy fuertes). La heuristica LDT result6 ser
la menos eficiente entre las cinco heuristicas y (sorprendentemente) la heuristica LDT-V, la més
complicada entre las cinco heuristicas, resulté ser la menos eficiente entre las cuatro heuristicas
restantes.

Al analizar las propiedades estructurales del problema, hemos establecido vinculos entre nuestro
problema de calendarizacion y el problema SUBSET SUM. En particular, para un posible evento
tedrico en el que una instancia de nuestro problema de calendarizaciéon no cumpla con ninguna
de las condiciones de optimalidad, hemos descrito como se puede reducir el problema en tiempo
polinomial, a un problema SUBSET SUM mejor estudiado, que al ser resuelto, se obtiene una
solucion 6ptima para nuestro problema de calendarizacion, en tiempo pseudo-polinomial.

En la prueba de la dureza NP del problema de calendarizacién 1|r; € {r',7?}, ¢ € {¢*, ¢*}Crnas,
para una instancia de SUBSET SUM, se construye la instancia de calendarizacién correspondiente
(consulte la Seccién 4 en [2]) . Se puede verificar facilmente que, para este caso, no se cumplen
las condiciones de optimalidad de los Lemas 1-4, lo que por supuesto, es algo que se esperaba
naturalmente. Aunque los problemas de calendarizacién y SUBSET SUM son NP-Duro, el problema
de calendarizacion obtiene una solucién mas facil mediante nuestra subrutina de tiempo polinomial
que emplea las heuristicas propuestas.

35
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Mediante un simple anélisis de nuestro estudio experimental, podemos estimar la eficiencia de las
heuristicas propuestas para la soluciéon del problema SUBSET SUM. Con este fin, observamos
que las condiciones del Lema 7 del capitulo 3 vinculan el problema de calendarizacién 1|r; €
{rtr?}, ¢ € {¢*, ¢*}|Cpnae con el problema SUBSET SUM.

Como podemos ver en las tablas (columna L7), la heuristica LDT-G ha mostrado el mejor
rendimiento practico para el problema SUBSET SUM (se garantizé que al menos mas del 21 % de
las instancias se resolvieron de manera 6ptima, y el niimero correspondiente para instancias con

750 y 1000 trabajos fue 32 %).

Nuestro enfoque para el caso especial con dos tiempos de liberacion y dos tiempos de entrega puede
extenderse para las configuraciones con més de dos tiempos de liberacién y dos tiempos de entrega
(las heuristicas en si mismas y las condiciones de optimalidad también).

Para generalizar las heuristicas propuestas y las condiciones de optimalidad para el escenario
extendido, serd necesario el estudio de otros sub-casos que surjan con tres o mas tiempos de
liberacion y tiempos de entrega. El niimero de fases en las heuristicas extendidas dependera del
numero de tiempos de liberacién (recuerde que las heuristicas propuestas aqui consisten en dos
fases que, aproximadamente, funcionan antes y después del tiempo r?).

Dado un numero constante k de tiempos de liberacién y tiempos de entrega en la heuristica
extendida, en lugar de cuatro grupos de trabajos, se distinguira el numero correspondiente de los
grupos (con diferentes combinaciones de tiempos de liberacién y tiempos de entrega), y en lugar de
uno (en nuestro caso fue r?), pueden existir hasta k — 1 tiempos de liberacién “criticos 7.

En cuanto a nuestras condiciones de optimalidad, podemos notar por ejemplo, que:

= El Lema 2 se mantendra para la configuracion generalizada con k tiempos de liberacion y
tiempos de entrega.

» Los Lemas 3 y 4 no se mantendran pero se pueden generalizar.

= El Lema 5 se mantiene y se puede establecer un lema similar para los proximos tiempos de
entrega ¢, . .. g~

= El lema 6, en general, no permanece verdadero pero se puede generalizar si una condicién
similar se cumple para conjuntos J(r?,¢%),..., J(r*, ¢*).

» También podemos generalizar la nocién de §(S) para tiempos de liberacién r2, ... rk=1 y

luego el Lema 7 se puede generalizar respectivamente.

= Las condiciones de optimalidad extendidas podrian incorporarse en una subrutina de tiempo
polinomial que, en la practica, también puede ser eficiente.

Para las configuraciones extendidas, nuestra subrutina de tiempo pseudopolinomial es inaplicable,
ya que los vinculos con el problema SUBSET SUM no son més evidentes (ya que podria ser
necesario tratar con dos o mas nicleos; para tal escenario, hay vinculos similares con el problema

BIN PACKING, consulte [17]).
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7.1. Appendix
n D, r;, q;  seconds L1 L3 L4 L5 L6 L7 S-S obpr  Oopr =SS
10 10 100 3.434 87.740 25.713 54.353 33.719 0 9.202 7.448 92.551 0.645
20 10 200 5.879  87.127 25.695 53.525 33.798 0 13.066 5.154 94.845 0.082
30 10 300 7.724  86.835 25.591 53.237 33.730 0 15.967 3.473 96.526 0.020
50 10 500 10.793 86.605 25.588 52.903 33.838 0 19.217 1.559 98.440 0.001
100 10 1000 19.689 86.429 25.582 52.703 33.861 0 21.423 0.260 99.739 0
200 10 2000 43.607 86.372 25.628 52.688 33.717 0 21.731 0.016 99.983 0
300 10 3000  69.471 86.331 25.708 52.385 33.963 0 21.953 0.001 99.998 0
500 10 5000 118.474 86.233 25.775 52.220 33.975 0 22.032 0 100 0
750 10 7500  190.588 86.498 25.794 52.650 33.864 0 21.575 0 100 0
1000 10 10000 293.159 86.642 25.725 53.037 33.608 0 21.249 0 100 0
10 20 200 6.484 87.317 24.217 55.842 31.669 0 5.252  9.799 90.200 0.834
20 20 400 9.984  86.938 24.382 55.115 31.897 O 8.056  8.124 91.875 0.114
30 20 600 16.718 86.754 24.471 54.810 31.988 0 10.690 6.505 93.494 0.024
50 20 1000 22.639 86.654 24.484 54.629 32.062 0 14.524 4.090 95.910 0.002
100 20 2000  33.591 86.577 24.536 54.528 32.037 0 18.856 1.350 98.649 0.0003
200 20 4000 52.403 86.658 24.438 54.851 31.782 0 20.449 0.183 99.816 0
300 20 6000  85.884 86.424 24.611 54.276 32.089 0 21.080 0.033 99.966 0
500 20 10000 129.976 86.801 24.664 54.901 31.979 0 20.442 0.0009 99.999 0
750 20 15000 201.689 &87.089 24.475 55.635 31.464 0 19.898 0 100 0
1000 20 20000 293.964 86.036 26.515 50.741 35.349 0 22.750 0 100 0
10 30 300 5.156  87.184 23.689 56.372 30.954 O 3.768 10.687 89.312 0.893
20 30 600 10.327 86.858 23.923 55.658 31.263 O 5.797  9.537 90.462 0.125
30 30 900 16.546 86.785 23.998 55490 31.363 O 7.904 8.160 91.839 0.026
50 30 1500  24.358 86.621 24.144 55.098 31.599 0 11.579 5.929 94.070 0.002
100 30 3000 36.341  86.547 24.247 54904 31.618 0 16.699 2.685 97.314 0
200 30 6000  59.121 86.661 24.253 55.022 31.660 0 19.797 0.593 99.406 0
300 30 9000 83.775 86.329 24.609 54.037 32.311 0 21.113 0.160 99.839 0
500 30 15000 142.115 87.174 24.176 56.240 30.905 0 19.566 0.016 99.983 0
750 30 22500 216.392 86.601 26.599 51.743 34.824 0 21.660 0.001 99.998 0
1000 30 30000 276.840 87.195 23.596 57.012 30.257 0 19.396 0.0001 99.999 0
10 50 500 5.890 86.980 23.276 56.674 30.448 O 2.447 11.592 88.407 0.970
20 50 1000 12.843 86.824 23.615 56.080 30.859 0 3.699 10.855 89.144 0.126
30 50 1500 17.5630 86.683 23.758 55.719 30.956 O 5.297  9.908 90.091 0.031
50 50 2500  30.404 86.716 23.602 55.963 30.776 0 8.061 8.039 91.960 0.003
100 50 5000 84.479 86.621 23.941 55406 31.292 0 13.184 4.821 95.178 0
200 50 10000 154.145 86.973 24.041 56.007 30.932 0 17.249 1.746 98.253 0
300 50 15000 241.015 87.213 23.878 56.668 30.606 0 18378 0.710 99.290 0
500 50 25000 173.441 87.268 25.761 54.062 33.251 0 19.985 0.123 99.876 0
750 50 37500 202.455 86.145 27.062 50.160 35.796 0 22.745 0.021 99.978 0
1000 50 50000 266.012 86.226 35.091 37.344 48862 0 27.558 0.003 99.996 0
10 100 1000 18.218 86.964 23.086 56.940 30.069 O 1.449 12.155 87.844 1.001
20 100 2000  39.450 86.870 23.352 56.548 30.358 0 1.940 11.899 88.100 0.140
30 100 3000 63.230 86.716 23.561 56.024 30.716 O 2.874 11.423 88.576 0.034
50 100 5000 95.728 86.603 23.577 55.882 30.794 O 4.669 10.347 89.652 0.003
100 100 10000 150.771 87.014 23.700 56.431 30.551 O 8.205 7.602 92.397 0
200 100 20000 290.574 86.272 25.629 52.415 33.760 0 14.374 4.726 95.274 0
300 100 30000 344.039 87.293 23.126 57.819 29.465 0 15.082 2.644 97.355 0
500 100 50000 582.116 86.219 34.693 37.861 48.465 0 25.268 1.076 98.923 0
750 100 75000 355.710 89.752 49.396 17.968 T71.747 0 31.822 0.246 99.753 0
1000 100 100000 290.745 94.630 62.145 5.360 89.263 0 32.209 0.043 99.956 0

Tabla 7.1: Estadisticas para la heuristica LDT-A
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n Dj Tj, qj seconds L1 L3 L4 L5 L6 L7 SS oopr Gopr=5S.5
10 10 100 1.547 80.048 25.750 54.298 0 67.208 21.393 0  99.999 0
20 10 200 3.249 79.184 25.671 53.513 0 66.826 21.545 0 100 0
30 10 300 5.312 78.862 25.607 53.254 0 66.746 21.608 O 100 0
50 10 500 8.890 78.584 25.680 52904 0 66.576 21.700 O 100 0
100 10 1000 19.608 78.286 25.686 52.599 0 66.255 21.858 0O 100 0
200 10 2000 42.466 78.392 25.659 52.733 0 66.409 21.679 O 100 0

300 10 3000 66.401 78.138 25.712 52425 0 66.195 21.910 O 100 0
500 10 5000 118.864 78.102 25.783 52.319 0 66.049 21.929 0 100 0
750 10 7500 189.905 78.504 25.680 52.823 0 66.137 21.512 0 100 0
1000 10 10000 238.459 78.844 25.716 53.128 0 66.501 21.169 O 100 0
10 20 200 1.688 80.010 24.237 55.773 0 68.195 20.715 0 100 0
20 20 400 3.078 79.492 24.437 55.054 0 68.172 20.865 0 100 0
30 20 600 4.812 79.335 24.462 54.872 0 68.197 20.903 O 100 0
50 20 1000 9.780 79.115 24.508 54.607 0 68.089 21.029 O 100 0
100 20 2000 19.296 79.111 24.535 54.575 0 68.105 20.966 O 100 0
200 20 4000 40.856  79.223 24.406 54.817 0 68.252 20.815 0 100 0
300 20 6000 67.808 78.918 24.606 54.312 0 67.804 21.106 O 100 0
500 20 10000 118.476 79.459 24.616 54.842 0 68.050 20.554 O 100 0
750 20 15000 188.190 80.076 24.290 55.785 0 68.492 19.931 0 100 0
1000 20 20000 250.498 77.320 26.591 50.728 0 64.656 22.686 0 100 0
10 30 300 1.860 80.020 23.726 56.293 0 68.601 20.469 O 100 0
20 30 600 3.828 79.567 24.022 55.545 0 68.657 20.674 O 100 0
30 30 900 6.218 79.492 23.981 55.511 0 68.703 20.665 0 100 0
50 30 1500 9.452 79.193 24.187 55.0056 0 68.477 20.901 0 100 0
100 30 3000 19.843 79.140 24.262 54.878 0 68.449 20.907 O 100 0
200 30 6000 43.512  79.210 24.227 54.983 0 68.418 20.815 0 100 0
300 30 9000 66.105 78.749 24.719 54.029 0 67.749 21.268 O 100 0
500 30 15000 120.523 80.291 24.161 56.129 0 69.098 19.719 0 100 0
750 30 22500 176.363 78.111 26.387 51.723 0 65.251 21.894 O 100 0
1000 30 30000 242.170 80.575 23.637 56.937 0 69.816 19.429 O 100 0
10 50 500 1.469 80.005 23.351 56.653 0 68.874 20.285 0 100 0
20 50 1000 3.141 79.639 23.599 56.039 0 69.019 20.509 O 100 0
30 50 1500 5.015 79.566 23.730 55.835 0 69.007 20.530 O 100 0
50 50 2500 9.124 79.589 23.654 55.935 0 69.232 20.471 0 100 0
100 50 5000 19.014 79.376 23.931 55.444 0 68.828 20.652 0 100 0
200 50 10000 43.982 79.961 23.915 56.045 0 68.988 20.053 O 100 0
300 50 15000 68.089 80.503 23.828 56.675 0 69.430 19.505 0 100 0
500 50 25000 115.508 79.807 25.726 54.081 0 66.780 20.197 O 100 0
750 50 37500 170.145 77.133 26.895 50.238 0 63.950 22.869 O 100 0
1000 50 50000 234.624 72.474 35.120 37.354 0 51.065 27.529 0 100 0
10 100 1000 1.484 80.034 23.022 57.011 0 69.039 20.113 O 100 0
20 100 2000 3.125 79.914 23.259 56.654 0 69.476 20.158 O 100 0
30 100 3000 4.781 79.591 23.550 56.041 0 69.235 20.457 O 100 0
50 100 5000 8.405 79.534 23.658 55.876 0 69.148 20.493 O 100 0
100 100 10000 18.592 80.135 23.696 56.438 0 69.361 19.876 O 100 0
200 100 20000 39.701 77.921 25.649 52.272 0 66.199 22.086 O 100 0
300 100 30000 62.823 80.879 23.212 57.666 0 70.477 19.124 O 100 0
500 100 50000 111.977 72.649 34.790 37.858 0 51.651 27.354 O 100 0
750 100 75000 181.269 67.407 49.534 17.872 0 28.214 32594 O 100 0
1000 100 100000 247.998 67.471 62.087 5.384 0 10.763 32530 O 100 0

Tabla 7.2: Estadisticas para la heuristica LDT-G
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n pj  rj,q;  seconds L1 L3 L4 L5 L6 L7 S-S odpr  Odpr=S-S
10 10 100 3.968  87.593 25.717 54.323 33.593 0 3.952 10.855 89.144 0.843
20 10 200 8.641  86.922 25.608 53.476 33.627 0 3.871 11.060 88.939 0.098
30 10 300 13.419  86.719 25.635 53.174 33.625 0 3.851 11.070 88.929 0.018
50 10 500 25.662  86.558 25.705 52.857 33.696 0 3.823 11.103 88.896 0.001
100 10 1000  104.649 86.411 25.653 52.654 33.827 0 3.870 11.133 88.866 0
200 10 2000  256.864 86.360 25.629 52.712 33.609 0 3.811 11.165 88.834 0
300 10 3000  221.063 86.348 25.703 52.475 33.860 0 3.891 11.109 88.890 0
500 10 5000  378.090 86.304 25.787 52.291 34.049 0 3.882 11.163 88.836 0
750 10 7500  644.659 86.449 25.767 52.698 33.796 0 3.797 11.040 88.959 0
1000 10 10000 1107.158 86.690 25.767 53.085 33.623 0 3.710 10.863 89.136 0
10 20 200 13.624  87.227 24.218 55.841 31.556 0 2.046 11.941 88.058 0.888
20 20 400 28.060  86.788 24.415 55.070 31.837 0 1.911 12.170 87.830 0.111
30 20 600 45.091  86.732 24.391 54.886 31.931 0 1.932 12.132 87.867 0.022
50 20 1000 69.479  86.598 24.511 54.555 32.058 0 1.960 12.182 87.817 0.002
100 20 2000  132.835 86.545 24.542 54.534 31.969 0 1.936 12.198 87.802 0
200 20 4000  259.841 86.710 24.485 54.867 31.766 0 1.919 12.010 87.989 0
300 20 6000  444.204 86.508 24.614 54.295 32.245 0 1.975 12.168 87.831 0
500 20 10000  896.798 86.781 24.561 54.902 31.872 0 1.921 11.925 88.074 0
750 20 15000 1755.051 87.151 24.555 55.588 31.508 0 1.838 11.601 88.398 0
1000 20 20000 1601.076 86.108 26.632 50.716 35.321 0 2.082 12.541 87.458 0
10 30 300 5.593  87.077 23.708 56.362 30.865 0 1.369 12.353 87.646 0.915
20 30 600 10.968  86.790 23.953 55.652 31.202 0 1.303 12.490 87.509 0.106
30 30 900 17.280  86.764 23.955 55.551 31.280 0O 1.279 12479 87.520 0.021
50 30 1500  44.935 86.618 24.122 55.143 31.530 0 1.297 12.569 87.430 0.002
100 30 3000  204.579 86.493 24.191 54.922 31.592 0 1.305 12.649 87.350 0
200 30 6000  261.561 86.552 24.311 54.888 31.695 0 1.310 12.566 87.433 0
300 30 9000  390.738 86.359 24.667 54.039 32.236 0 1.336 12.752 87.247 0
500 30 15000 828.130 87.202 24.191 56.217 30.979 0 1.236 11.951 88.048 0
750 30 22500 1862.168 86.568 26.488 51.756 34.759 0 1.354 12.552 87.447 0
1000 30 30000 1830.126 87.139 23.708 56.815 30.355 0 1.234 12.009 87.990 0
10 50 500 6.437  87.073 23.362 56.759 30.400 0 0.863 12.561 87.439 0.901
20 50 1000 13.374  86.788 23.696 56.037 30.752 0 0.762 12.790 87.209 0.111
30 50 1500 20.874  86.675 23.641 55.714 31.150 O 0.782 12.858 87.141 0.023
50 50 2500 36.934  86.698 23.696 55.958 30.743 0 0.782 12.805 87.194 0.003
100 50 5000 82.339  86.577 23.967 55.348 31.165 O 0.791 12.906 87.093 0
200 50 10000  195.673 86.919 23.971 55.997 30.886 0 0.766 12.568 87.431 0
300 50 15000 346.351 87.199 23.901 56.622 30.527 0 0.748 12.295 87.704 0
500 50 25000  745.152 87.328 25.861 54.047 33.332 0 0.745 12.185 87.815 0
750 50 37500 1580.734 86.117 27.047 50.151 35971 0 0.872 13.320 86.680 0
1000 50 50000 2485.359 86.294 35.139 37.285 48950 0 1.020 13.157 86.842 0
10 100 1000 7.328  86.908 23.063 56.910 30.036 0 0.465 12.890 87.109 0.945
20 100 2000 15.499  86.789 23.302 56.533 30.314 0 0.387 12.994 87.005 0.106
30 100 3000 24.264  86.736 23.611 56.096 30.618 0 0.391 13.026 86.973 0.022
50 100 5000 44.247  86.672 23.674 55.895 30.772 0 0.394 13.073 86.926 0.003
100 100 10000  101.821 87.036 23.683 56.499 30.541 0 0.381 12.711 87.288 0
200 100 20000 286.840 86.190 25.612 52.330 33.825 0 0.424 13.527 86.472 0
300 100 30000 498.309 87.262 23.241 57.657 29.519 0 0.363 12.484 87.515 0
500 100 50000 1242.805 86.223 34.754 37.836 48383 0 0.514 13.496 86.503 0
750 100 75000 1961.536 89.745 49.386 17.905 71.863 0 0.599 10.035 89.964 0
1000 100 100000 1906.555 94.635 62.133 5.387 89.264 0 0.546 5.246 94.753 0

Tabla 7.3: Estadisticas para la heuristica LDT-N
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n Pj T, G5 seconds L1 L3 L4 L5 L6 L7 S-S copr Ooopr =S58
10 10 100 4.890 87.027 25.675 54.381 32969 0 1.798 12.776 &87.223 2.386
20 10 200 11.947  86.480 25.564 53.502 33.231 0 0.724 13.519 86.480 2.261
30 10 300 17.877  86.421 25.623 53.216 33.374 0 0.472 13.578 86.421 2.293
50 10 500 57.637 86.354 25.585 52.956 33.446 0 0.286 13.645 86.354 2.429
100 10 1000 172.423 86.308 25.624 52.676 33.716 0 0.144 13.691 &86.308 2.507
200 10 2000 196.999 86.328 25.608 52.757 33.521 0 0.068 13.671 86.328 2.490
300 10 3000 271.657 86.271 25.684 52.450 33.879 0 0.048 13.728 86.271 2.535
500 10 5000 490.137 86.273 25.857 52.256 33.930 0 0.029 13.726 86.273 2.549
750 10 7500 849.629 86.448 25.746 52.690 33.774 0 0.021 13.551 86.448 2.510
1000 10 10000 1992.472 86.727 25.741 53.179 33.607 0 0.014 13.272 86.727 2.442
10 20 200 12.718  86.771 24.278 55.773 31.119 0 0.933 13.115 &86.885 1.665
20 20 400 26.295  86.456 24.369 55.103 31.529 0 0.369 13.543 86.456 1.226
30 20 600 40.700  86.457 24.425 54.887 31.629 0 0.242 13.542 86.457 1.222
50 20 1000 62.715 86.410 24.465 54.659 31.884 0 0.151 13.589 86.410 1.265
100 20 2000 133.537 86.499 24.438 54.632 31.873 0 0.074 13.500 &86.499 1.279
200 20 4000 270.310 86.561 24.473 54.816 31.725 0 0.034 13.438 86.561 1.290
300 20 6000 628.769 86.473 24.735 54.240 32.198 0 0.022 13.526 86.473 1.302
500 20 10000 1052.755 86.778 24.654 54.889 31.884 0 0.015 13.221 86.778 1.269
750 20 15000 1165.357 &87.116 24.513 55.602 31.503 0O 0.008 12.883 &87.116 1.254
1000 20 20000 2089.887 85.991 26.582 50.678 35.209 0 0.008 14.008 85.991 1.364
10 30 300 14.968  86.672 23.758 56.345 30.473 0 0.630 13.246 &86.753 1.444
20 30 600 28.482  86.462 23.930 55.723 30.804 0 0.255 13.537 86.462 0.838
30 30 900 45.637  86.459 24.040 55.462 31.044 0 0.166 13.540 86.459 0.823
50 30 1500 85.291  86.419 24.193 55.079 31.283 0 0.095 13.580 86.419 0.841
100 30 3000 167.395 86.461 24.216 54.944 31.592 0 0.048 13.538 &86.461 0.874
200 30 6000 343.679 86.543 24.296 54.934 31.639 0 0.023 13.456 86.543 0.878
300 30 9000 549.900 86.281 24.619 54.070 32.270 0 0.017 13.718 86.281 0.894
500 30 15000 907.666 87.133 24.138 56.202 30.980 0 0.008 12.866 87.133 0.859
750 30 22500 1324.198 86.552 26.500 51.730 34.792 0 0.005 13.448 86.552 0.869
1000 30 30000 1846.779 87.130 23.680 56.891 30.216 0 0.005 12.869 87.130 0.833
10 50 500 7.218 86.567 23.310 56.715 29.891 0 0.393 13.373 86.626 1.225
20 50 1000 14.874  86.371 23.583 56.050 30.440 0 0.151 13.628 &86.371 0.540
30 50 1500 23.076  86.408 23.743 55.752 30.763 0 0.097 13.591 86.408 0.500
50 50 2500 40.451  86.559 23.726 55.887 30.645 0 0.056 13.440 86.559 0.517
100 50 5000 89.853  86.504 23.931 55.436 31.112 0 0.031 13.495 86.504 0.528
200 50 10000  211.501 86.842 23.985 55.969 30.851 0 0.016 13.157 86.842 0.507
300 50 15000 370.522 87.147 23.841 56.682 30.497 0 0.007 12.852 87.147 0.501
500 50 25000 793.882 87.244 25.819 54.012 33.229 0 0.005 12.755 87.244 0.496
750 50 37500 1659.573 86.119 27.044 50.160 35.947 0 0.004 13.880 &86.119 0.557
1000 50 50000 2606.335 86.228 35.077 37.344 48.834 0 0.003 13.771 86.228 0.573
10 100 1000 7.796 86.489 23.063 56.952 29.556 0 0.235 13.462 86.537 1.051
20 100 2000 16.499 86.416 23.288 56.531 29.865 0 0.073 13.583 &86.416 0.323
30 100 3000 25.873  86.430 23.597 56.048 30.354 0 0.053 13.569 86.430 0.266
50 100 5000 46.919  86.490 23.724 55.836 30.618 0 0.031 13.509 86.490 0.266
100 100 10000  107.898 86.897 23.714 56.407 30.600 O 0.015 13.102 86.897 0.252
200 100 20000  302.526 86.132 25.588 52.318 33.777 0 0.008 13.867 86.132 0.278
300 100 30000 520.902 87.232 23.145 57.764 29.434 0 0.004 12.767 87.232 0.258
500 100 50000 1292.223 86.228 34.790 37.888 48.320 0 0.003 13.771 86.228 0.277
750 100 75000 2041.686 &89.693 49.357 17.932 71.792 0 0.002 10.306 &89.693 0.216
1000 100 100000 1924.894 94.606 62.129 5.363 &89.219 0 0.001 5.393 94.606 0.123

Tabla 7.4: Estadisticas para la heuristica LDT
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n Pj T, G5 seconds L1 L3 L4 L5 L6 L7 S_S oopr  opr = S-S
10 10 100 6.577 87.639 25.736 54.386 33.659 0 1.449 12.360 87.639 0.953
20 10 200 17.421  86.929 25.664 53.494 33.711 0 0.723 13.070 86.929 0.120
30 10 300 36.013  86.757 25.678 53.205 33.642 0 0476 13.242 86.757 0.025
50 10 500 75.961 86.586 25.644 52919 33.765 0 0.283 13.413 86.586 0.003
100 10 1000 163.833 86.359 25.675 52.576 33.798 0 0.146 13.640 86.359 0
200 10 2000 158.704 86.402 25.625 52.754 33.657 0 0.067 13.597 86.402 0
300 10 3000 254.595 86.340 25.759 52.411 33.915 0 0.046 13.659 86.340 0
500 10 5000 466.812 86.224 25.736 52.272 33.996 0 0.028 13.775 86.224 0
750 10 7500 806.944 86.442 25.703 52.755 33.723 0 0.019 13.558 86.442 0
1000 10 10000 1848.575 86.755 25.718 53.231 33.447 0 0.013 13.244 86.755 0
10 20 200 12.983  87.244 24.174 55.784 31.643 0 0.736 12.755 87.244 0.998
20 20 400 25.671 86.863 24.401 55.083 31.896 0 0.368 13.136 86.863 0.128
30 20 600 39.138  86.748 24.418 54.886 31.873 0 0.236 13.251 86.748 0.025
50 20 1000 61.527 86.544 24.450 54.573 32.080 0 0.149 13.455 86.544 0.003
100 20 2000 140.318 86.536 24.458 54.641 31.926 0 0.073 13.463 86.536 0
200 20 4000 292.808 86.590 24.442 54.836 31.747 0 0.036 13.409 86.590 0
300 20 6000 531.417 86.471 24.688 54.192 32204 0 0.025 13.528 86.471 0
500 20 10000 1114.735 86.903 24.610 54.997 31.994 0 0.015 13.096 86.903 0
750 20 15000 1267.788 86.989 24.597 55.394 31.549 0 0.008 13.010 86.989 0
1000 20 20000 2028.220 86.043 26.520 50.738 35.356 0 0.007 13.956 86.043 0
10 30 300 9.781 87.235 23.673 56.385 31.025 0 0.487 12.764 87.235 0.990
20 30 600 22.201 86.846 23.952 55.712 31.252 0 0.245 13.153 86.846 0.131
30 30 900 33.560 86.679 24.035 55.405 31.258 0 0.165 13.320 86.679 0.028
50 30 1500 57.762  86.602 24.021 55.219 31.414 0 0.100 13.397 86.602 0.004
100 30 3000 160.536 86.566 24.304 54.905 31.638 0 0.049 13.433 86.566 0
200 30 6000 393.019 86.588 24.246 54.959 31.619 0 0.023 13.411 86.588 0
300 30 9000 561.227 86.374 24.675 54.034 32325 0 0.017 13.625 86.374 0
500 30 15000 938.420 87.161 24.183 56.173 30.968 0 0.010 12.838 87.161 0
750 30 22500 1365.893 86.542 26.485 51.677 34.893 0 0.006 13.457 86.542 0
1000 30 30000 1799.110 87.172 23.692 56.875 30.305 0 0.004 12.827 87.172 0
10 50 500 7.265 87.124 23.326 56.708 30.524 0 0.295 12.875 87.124 0.995
20 50 1000 15.092  86.727 23.720 55.874 30.840 0 0.148 13.272 86.727 0.137
30 50 1500 23.764  86.625 23.754 55.711 30.952 0 0.099 13.374 86.625 0.032
50 50 2500 41.201  86.725 23.699 55.953 30.733 0 0.056 13.274 86.725 0.003
100 50 5000 91.400 86.619 23.963 55412 31.171 0 0.030 13.380 86.619 0
200 50 10000  213.579 86.938 23.990 55.965 30.985 0 0.015 13.061 86.938 0
300 50 15000 370.943 87.240 23.803 56.770 30.559 0 0.010 12.759 87.240 0
500 50 25000  781.024 87.323 25.871 53.996 33.324 0 0.004 12.676 87.323 0
750 50 37500 1615.653 86.273 27.375 50.087 36.034 0 0.002 13.726 86.273 0
1000 50 50000 2641.802 86.279 35.031 37.419 48.868 0 0.003 13.720 86.279 0
10 100 1000 7.812 87.025 23.149 56.856 30.107 0 0.145 12.974 87.025 1.010
20 100 2000 16.545 86.793 23.360 56.541 30.266 0 0.069 13.206 86.793 0.139
30 100 3000 26.373  86.693 23.549 56.064 30.642 0 0.046 13.306 86.693 0.031
50 100 5000 47.482  86.645 23.577 55.922 30.843 0 0.031 13.354 86.645 0.003
100 100 10000 108.758 86.928 23.710 56.350 30.506 0 0.013 13.071 86.928 0
200 100 20000  303.369 86.171 25.566 52.385 33.867 0O 0.008 13.828 86.171 0
300 100 30000 523.948 87.262 23.156 57.731 29.503 0 0.004 12.738 87.262 0
500 100 50000 1300.785 86.263 34.728 37.927 48304 0 0.003 13.736 86.263 0
750 100 75000 2086.309 89.632 49.125 17.871 71.775 0 0.001 10.367 89.632 0
1000 100 100000 1930.272 94.594 62.150 5.385 89.216 0 0.001 5.405 94.594 0

Tabla 7.5: Estadisticas para la heuristica LDT-V
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n p; r;q seconds Ll L3 L4 L5 L6 L7 SS  odpr 0bpr=5S 6opr Gopr=2S-S
10 10 100 1.843  87.720 25.706 54.329 33.711 67.142 21430 0  93.490 0 100 0
20 10 200 3.750  87.137 25.793 53.417 33.816 66.852 21.510 0  94.851 0 100 0
30 10 300 5879  86.861 25.652 53.231 33.734 66.805 21.507 0.001 96.571 0 99.936 0
50 10 500  11.889 86.590 25.511 53.018 33.716 66.635 21.767 0  98.433 0 100 0
100 10 1000  25.951 86.429 25.674 52.618 33.792 66.383 21.852 0 = 99.747 0 100 0

200 10 2000 55.635 86.366 25.673 52.678 33.655 66.440 21.720 0  99.984 0 99.995 0
300 10 3000 92.588 86.289 25.749 52.332 33.882 66.175 21.964 0  99.998 0 99.999 0
500 10 5000 170.247 86.274 25.787 52.285 33.937 66.095 21.955 0 100 0 100 0
750 10 7500 246.921 86.498 25.700 52.701 33.768 66.256 21.616 O 100 0 100 0
1000 10 10000 333.072 86.661 25.646 53.208 33.458 66.560 21.159 0 100 0 100 0
10 20 200 2.718 87.325 24.234 55.809 31.694 68.169 20.681 0  91.439 0 100 0
20 20 400 4937 86.913 24.459 ©55.025 31.893 68250 20874 0  91.886 0 99.995 0
30 20 600 7.984  86.830 24.448 54.867 32.010 68.177 20940 0  93.503 0 100 0
50 20 1000 12.874 86.623 24.534 54.550 32.121 68.035 21.057 0  95.885 0 100 0
100 20 2000  29.545 86.592 24.522 54.530 32.041 68.047 21.020 0  98.674 0 100 0
200 20 4000 60.074 86.624 24.374 54.936 31.695 68.345 20.701 0  99.812 0 99.947 0
300 20 6000  95.541 86.490 24.631 54.268 32.296 67.731 21.124 0 99.965 0 99.991 0
500 20 10000 160.458 86.767 24.722 54.795 31.884 68.133 20496 0  99.997 0 100 0
750 20 15000 243.265 87.124 24.501 55.604 31.509 68.501 19.902 0 100 0 100 0
1000 20 20000 343.868 86.073 26.586 50.715 35.323 64.686 22.707 0 100 0 100 0
10 30 300 2.593 87.141 23.774 56.283 30.908 68.633 20.429 0  90.580 0 100 0
20 30 600 5172 86.856 23.961 55.620 31.293 68.676 20.652 0  90.466 0 99.994 0
30 30 900 7.515  86.810 24.053 55.526 31.291 68.777 20.585 0  91.867 0 100 0
50 30 1500 14.186 86.669 24.153 55.085 31.576 68.511 20.858 0  94.096 0 100 0
100 30 3000  29.889 86.559 24.221 54.962 31.621 68.435 20.864 0  97.341 0 100 0
200 30 6000  61.090 86.589 24.340 54.868 31.673 68.356 20.719 0  99.400 0 99.846 0
300 30 9000 95.946 86.291 24.557 54.037 32.408 67.612 21.400 0  99.846 0 99.947 0
500 30 15000 159.755 87.179 24.249 56.100 30.952 69.059 19.658 0  99.984 0 99.995 0
750 30 22500 251.265 86.541 26.520 51.711 34.839 65.169 21.774 0  99.998 0 100 0
1000 30 30000 334.212 87.130 23.670 56.830 30.290 69.715 19.504 0  99.999 0 99.999 0
10 50 500 2.500 87.056 23.284 56.758 30.427 68.821 20.254 0  89.896 0 100 0
20 50 1000  4.609 86.830 23.630 56.040 30.842 68.985 20.458 0  89.169 0 99.989 0
30 50 1500  7.906 86.704 23.726 55.787 30.934 69.034 20.589 0  90.097 0 100 0
50 50 2500 14.045 86.724 23.693 55.928 30.800 69.223 20436 0 = 91.967 0 100 0
100 50 5000 28.186 86.563 23.899 55.382 31.146 68.882 20.745 0  95.170 0 99.999 0
200 50 10000 59.746 86.930 23.970 55.986 30.916 69.098 19.683 0 = 98.228 0 99.581 0
300 50 15000 92.212 87.194 23.829 56.694 30.496 69.514 19.305 0  99.305 0 99.706 0
500 50 25000 161.615 87.301 25.795 54.075 33.194 66.811 20.127 0  99.883 0 99.980 0
750 50 37500 256.217 86.141 26.993 50.199 35.983 64.020 22.811 0  99.981 0 100 0
1000 50 50000 363.116 86.284 35.041 37.360 48.944 51.060 27.600 0  99.996 0 99.997 0
10 100 1000  2.453 86.936 23.031 56.961 30.082 68.981 20.156 0  89.275 0 100 0
20 100 2000  5.062 86.777 23.259 56.542 30.339 69.394 20.234 0  88.006 0 99.986 0
30 100 3000  7.828 86.727 23.549 56.072 30.651 69.252 20428 0  88.589 0 100 0
50 100 5000  13.171 86.675 23.726 55.826 30.775 69.209 20.477 0  89.713 0 100 0
100 100 10000 28.592 86.982 23.700 56.386 30.612 69.395 19.924 0  92.350 0 99.999 0
200 100 20000 62.417 86.152 25.520 52.418 33.792 66.212 21.181 0  95.251 0 99.288 0
300 100 30000 94.104 87.270 23211 57.733 29.445 70.559 17.882 0  97.383 0 98.886 0
500 100 50000 173.879 86.304 34.817 37.820 48.397 51.608 27.365 0  98.920 0 99.999 0
750 100 75000 280.303 89.756 49.368 17.896 71.781 28.223 32.737 0  99.745 0 100 0
1000 100 100000 342.446 94.579 62.092 5.379 89.225 10.777 32514 0  99.954 0 99.872 0

Tabla 7.6: Estadisticas para las

heuristicas LDT-A and LDT-G
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n p;j T ¢  seconds L1 L3 L4 L5 L6 L7 SS UJOVPT agPT =S5.5 o6opr Gopr=25.5
10 10 100 10.046  87.626 25.729 54.396 33.575 67.143 21.314 0 89.458 0 100 0
20 10 200 22,521  86.899 25.712 53.372 33.632 66.884 21.639 0  88.920 0 100 0
30 10 300 29.940  86.730 25.644 53.204 33.657 66.743 21.650 0  88.916 0 100 0
50 10 500 46.895  86.553 25.660 52.925 33.721 66.561 21.704 0  88.901 0 100 0
100 10 1000 95.079  86.439 25.639 52.673 33.793 66.362 21.836 0  88.938 0 100 0
200 10 2000 190.167 86.406 25.575 52.749 33.713 66.363 21.748 0  88.902 0 100 0
300 10 3000  291.952 86.334 25.747 52.378 33.976 66.074 21.922 0  88.852 0 100 0
500 10 5000  468.367 86.253 25.805 52.278 34.019 66.013 21.946 0 88.801 0 100 0
750 10 7500  655.387 86.550 25.836 52.718 33.911 66.110 21.464 0  89.062 0 100 0
1000 10 10000  881.396 86.733 25.775 53.131 33.623 66.392 21.106 0 89.176 0 100 0
10 20 200 10.590  87.279 24.303 55.788 31.641 68.150 20.649 0  88.447 0 100 0
20 20 400 18.389  86.816 24.470 55.022 31.811 68.240 20.868 0  87.868 0 100 0
30 20 600 26.399  86.717 24.491 54.811 31.940 68.192 20.965 0 87.854 0 100 0
50 20 1000 45.244  86.538 24.436 54.590 31.987 68.120 21.132 0 87.769 0 100 0
100 20 2000 89.052  86.568 24.440 54.664 31.986 68.079 20.975 0 87.833 0 100 0
200 20 4000 177.116 86.614 24.355 54.926 31.775 68.262 20.751 0  87.889 0 100 0
300 20 6000  274.459 86.502 24.641 54.345 32.166 67.861 21.037 0 87.809 0 100 0
500 20 10000 421.897 86.822 24.691 54.824 31.938 68.075 20.499 0 88.085 0 100 0
750 20 15000 598.981 87.141 24.558 55.613 31.481 68.528 19.837 0  88.388 0 100 0
1000 20 20000 891.741 86.047 26.545 50.763 35.312 64.697 22.697 0  87.406 0 100 0
10 30 300 10.061  87.102 23.738 56.259 30.955 68.532 20.495 0 88.017 0 100 0
20 30 600 17.939  86.814 23.982 55.642 31.257 68.659 20.621 0 87.516 0 100 0
30 30 900 25.922  86.725 24.055 55.480 31.253 68.748 20.629 0 87.504 0 100 0
50 30 1500 42.455  86.630 24.096 55.178 31.497 68.555 20.827 0 87.451 0 100 0
100 30 3000 83.716  86.543 24.185 55.021 31.552 68.488 20.840 0 87.386 0 100 0
200 30 6000 167.983 86.550 24.240 54.963 31.597 68.428 20.819 0 87.413 0 100 0
300 30 9000  257.905 86.361 24.653 54.076 32.288 67.727 21.287 0  87.258 0 100 0
500 30 15000 394.199 87.150 24.160 56.178 30.918 69.091 19.671 0 87.977 0 100 0
750 30 22500 668.485 86.594 26.468 51.776 34.919 65.086 21.760 0 87.464 0 100 0
1000 30 30000 841.008 87.139 23.725 56.839 30.171 69.834 19.440 0 87.964 0 100 0
10 50 500 10.126  86.999 23.351 56.721 30.328 68.882 20.213 0 87.723 0 100 0
20 50 1000 18.357  86.751 23.564 56.065 30.771 69.000 20.518 0 87.201 0 100 0
30 50 1500 27.214  86.684 23.717 55.800 30.964 68.965 20.583 0  87.153 0 100 0
50 50 2500 44.241  86.714 23.668 55.994 30.783 69.214 20.395 0 87.197 0 100 0
100 50 5000 88.566  86.543 23.958 55.335 31.208 68.808 20.735 0  87.064 0 100 0
200 50 10000 162.614 86.935 23.988 55.964 30.975 69.036 20.062 0  87.448 0 100 0
300 50 15000 238.656 87.194 23.972 56.574 30.533 69.477 19.462 0 87.701 0 100 0
500 50 25000 398.250 87.322 25.805 54.074 33.263 66.743 20.125 0 87.824 0 100 0
750 50 37500  656.487 86.187 27.034 50.145 36.015 63.989 22.823 0  86.749 0 100 0
1000 50 50000 1024.197 86.247 35.078 37.317 48.903 51.099 27.608 0  86.806 0 100 0
10 100 1000 0.843  86.891 23.048 56.930 29.982 69.034 20.173 0 87.468 0 100 0
20 100 2000 17.421  86.803 23.409 56.455 30.361 69.317 20210 0 87.029 0 100 0
30 100 3000 25.389  86.641 23.523 56.068 30.613 69.250 20.460 0  86.875 0 100 0
50 100 5000 41.279  86.628 23.657 55.808 30.799 69.163 20.564 0  86.876 0 100 0
100 100 10000  79.368  86.995 23.641 56.462 30.565 69.436 19.911 0 87.251 0 100 0
200 100 20000 171.489 86.292 25.588 52.441 33.914 66.090 21.978 0 86.572 0 100 0
300 100 30000 232.719 87.268 23.274 57.662 29.549 70.454 19.067 0 87.513 0 100 0
500 100 50000 500.826 86.271 34.742 37.915 48.391 51.612 27.347 0 86.563 0 100 0
750 100 75000  876.347 89.737 49.382 17.915 71.744 28.258 32.704 0  89.956 0 100 0
1000 100 100000 1167.641 94.628 62.106 5.404 89.222 10.779 32491 0 94.742 0 100 0

Tabla 7.7: Estadisticas para las heuristicas LDT-N y LDT-G
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n Dj Tj,q;  seconds L1 L3 L4 L5 L6 L7 S.S ocopr Oopr Oopr OOPT
10 10 100 2.091 86.939 25.617 54.364 32.983 67.111 21.490 0 87.920 0 99.999 0
20 10 200 4.638 86.508 25.669 53.410 33.238 66.876 21.636 0 86.508 0 100 0
30 10 300 6.968 86.493 25.612 53.275 33.321 66.794 21.424 0.004 86.493 0.001 99.943 0
50 10 500 12.124 86.384 25.682 52.939 33.403 66.670 21.663 0 86.384 0 100 0
100 10 1000 26.137 86.264 25.660 52.604 33.692 66.351 21.874 0 86.264 0 100 0
200 10 2000 55.043 86.315 25.550 52.781 33.600 66.424 21.724 0 86.315 0 99.996 0
300 10 3000 90.807 86.216 25.722 52.383 33.895 66.118 21.940 0 86.216 0 100 0
500 10 5000 162.826 86.284 25.745 52.300 33.963 66.042 21.983 0 86.284 0 100 0
750 10 7500  233.453 86.513 25.746 52.802 33.771 66.231 21.469 0 86.513 0 100 0
1000 10 10000 317.354 86.684 25.806 53.053 33.582 66.420 21.152 0 86.684 0 100 0
10 20 200 2.359  86.752 24.180 55.865 31.117 68.169 20.702 0 87.334 0 100 0
20 20 400 4.609 86.507 24.384 55.094 31.477 68.225 20.893 0 86.507 0 99.999 0
30 20 600 7.218  86.455 24.443 54.886 31.622 68.214 20.907 0 86.455 0 100 0
50 20 1000 12.468 86.438 24.489 54.617 31.881 68.041 21.039 0 86.438 0 100 0
100 20 2000 27.077 86.499 24.556 54.555 31.908 68.050 20.960 0 86.499 0 99.999 0
200 20 4000 56.730 86.584 24.431 54.855 31.766 68.213 20.620 0 86.584 0 99.958 0
300 20 6000 91.447 86.461 24.590 54.390 32.180 67.809 21.018 0 86.461 0 99.993 0
500 20 10000 151.537 86.799 24.633 54.950 31.858 68.137 20.431 0 86.799 0 100 0
750 20 15000 234.328 87.047 24.518 55.587 31.489 68.508 19.902 0 87.047 0 100 0
1000 20 20000 323.947 86.050 26.630 50.697 35.288 64.707 22.677 0 86.050 0 100 0
10 30 300 2.641  86.686 23.791 56.305 30.457 68.564 20.398 0 87.154 0 100 0
20 30 600 4.718 86.447 24.025 55.579 30.803 68.752 20.639 0 86.447 0 99.997 0
30 30 900 7.281 86.426 23.964 55.486 30.969 68.765 20.716 0 86.426 0 100 0
50 30 1500 13.218 86.444 24.154 55.138 31.311 68.542 20.808 0 86.444 0 100 0
100 30 3000 26.857 86.458 24.277 54.923 31.458 68.477 20.846 0 86.458 0 99.999 0
200 30 6000 57.684 86.417 24.189 54.948 31.453 68.518 20.465 0.002 86.417 0 99.855 0
300 30 9000 89.682 86.274 24.631 54.026 32.235 67.745 21.258 0 86.274 0 99.966 0
500 30 15000 152.506 87.123 24.238 56.107 30.987 69.005 19.665 0 87.123 0 100 0
750 30 22500 236.531 86.498 26.484 51.735 34.789 65.201 21.786 0 86.498 0 100 0
1000 30 30000 314.744 87.122 23.738 56.825 30.221 69.772 19.440 0 87.122 0 100 0
10 50 500 2.485  86.605 23.374 56.707 29.975 68.834 20.219 0 86.964 0 99.999 0
20 50 1000 4.749 86.416 23.634 56.033 30.354 69.091 20.475 0 86.416 0 99.997 0
30 50 1500 7.219  86.390 23.768 55.726 30.701 68.955 20.223 0.008 86.390 0 99.863 0
50 50 2500 12.733  86.545 23.677 55.963 30.589 69.231 20.418 0 86.545 0 100 0
100 50 5000 27.780 86.496 23.999 55.331 31.165 68.749 20.696 0 86.496 0 100 0
200 50 10000  59.027 86.818 23.819 56.080 30.865 69.099 18.862 0.003 86.818 0 99.571 0
300 50 15000 89.338 87.163 23.866 56.625 30.468 69.506 19.063 0.001 &87.163 0 99.848 0
500 50 25000 152.646 87.244 25.824 54.039 33.091 66.892 20.141 0 87.244 0 100 0
750 50 37500 243.562 86.134 27.045 50.185 35.907 64.078 22.752 0 86.134 0 99.993 0
1000 50 50000 342.180 86.358 35.065 37.411 48.917 51.065 27.522 0 86.358 0 99.997 0
10 100 1000 2.531  86.584 23.148 56.955 29.627 69.010 20.046 0 86.864 0 99.999 0
20 100 2000 4.750 86.433 23.343 56.480 29.886 69.481 20.245 0 86.433 0 99.997 0
30 100 3000 7.374  86.442 23.589 56.077 30.382 69.219 20.383 0 86.442 0 100 0
50 100 5000 12.312  86.506 23.705 55.871 30.618 69.159 20.455 0 86.506 0 100 0
100 100 10000 26.420 86.870 23.700 56.411 30.423 69.480 19.902 0 86.870 0 99.998 0
200 100 20000 58.418 86.110 25.573 52.360 33.817 66.127 19.382 0.008 86.110 0 98.990 0
300 100 30000 87.807 87.212 23.142 57.747 29.442 70.530 16.488 0.004 87.212 0 99.138 0
500 100 50000 164.598 86.156 34.699 37.886 48.271 51.693 27.414 0 86.156 0 99.998 0
750 100 75000 267.310 89.746 49.457 17.819 71.861 28.100 32.726 0 89.746 0 99.999 0
1000 100 100000 362.408 94.618 62.146 5.404 89.242 10.735 32.450 0 94.618 0 99.999 0

Tabla 7.8: Estadisticas para las heuristicas LDT y LDT-G




BIBLIOGRAFIA 47
n p; r;q seconds Ll L3 L4 L5 L6 L7 SS  obpr bpr=95-S Gopr Gopr=25-S
10 10 100 2406 87.619 25.749 54.322 33.637 67.046 21.382 0  87.619 0 99.999 0
20 10 200 4421 86.949 25.701 53.527 33.631 66.836 21.499 0  86.949 0 100 0
30 10 300 6.828  86.728 25.669 53.229 33.626 66.750 21.412 0.002 86.728 0 99.926 0
50 10 500  11.780 86.573 25.603 52.954 33.805 66.471 21.726 0  86.573 0 100 0
100 10 1000  26.575 86.375 25.666 52.592 33.858 66.290 21.884 0  86.375 0 100 0

200 10 2000 56.059 86.356 25.643 52.684 33.636 66.442 21.731 0  86.356 0 99.996 0
300 10 3000 92.993 86.313 25.826 52.343 33.900 66.151 21.876 0  86.313 0 100 0
500 10 5000 166.482 86.336 25.878 52.249 34.067 65.960 21.901 0  86.336 0 100 0
750 10 7500 243.875 86.416 25.722 52.629 33.827 66.192 21.667 0  86.416 0 100 0
1000 10 10000 328.728 86.736 25.702 53.149 33.612 66.402 21.164 0  86.736 0 100 0
10 20 200 2.547  87.347 24.279 55.846 31.653 68.199 20.606 0  87.347 0 100 0
20 20 400 4.859  86.835 24.466 ©55.066 31.825 68216 20826 0  86.835 0 99.998 0
30 20 600 8202 86.740 24.462 54.894 31.918 68.178 20911 0  86.740 0 100 0
50 20 1000  12.562 86.579 24.489 54.552 32.110 67.999 21.104 0  86.579 0 100 0
100 20 2000  28.482 86.554 24.481 54.618 31.904 68.160 20.978 0  86.554 0 99.999 0
200 20 4000 60.340 86.690 24.377 54.950 31.735 68.304 20.580 0  86.690 0 99.957 0
300 20 6000  93.228 86.545 24.686 54.298 32.241 67.781 21.017 0  86.545 0 99.992 0
500 20 10000 159.818 86.849 24.660 54.886 32.001 68.011 20.465 0  86.849 0 100 0
750 20 15000 242.733 87.095 24.511 55.596 31.496 68.511 19.900 0  87.095 0 100 0
1000 20 20000 332.822 86.061 26.593 50.700 35.366 64.642 22.713 0  86.061 0 100 0
10 30 300 2.594 87.197 23.753 56.285 31.006 68.542 20.451 0  87.197 0 100 0
20 30 600 4796 86.811 23.982 ©55.634 31.354 68.546 20.632 0  86.811 0 99.997 0
30 30 900 7.671 86.671 24.053 55.381 31.311 68.687 20.738 0  86.671 0 100 0
50 30 1500 13.218 86.576 24.142 55.096 31.506 68.548 20.862 0  86.576 0 100 0
100 30 3000  27.545 86.534 24.238 54.905 31.593 68.448 20.906 0  86.534 0 100 0
200 30 6000  60.075 86.499 24.357 54.826 31.676 68.348 20.395 0  86.499 0 99.845 0
300 30 9000 92931 86.325 24.636 54.014 32.313 67.704 21.229 0  86.325 0 99.955 0
500 30 15000 158.239 87.196 24.178 56.199 31.034 68.975 19.631 0  87.196 0 100 0
750 30 22500 246.296 86.558 26.446 51.759 34.801 65.207 21.801 0  86.558 0 100 0
1000 30 30000 324.526 87.181 23.658 56.926 30.267 69.737 19419 0  87.181 0 100 0
10 50 500 2343 87.120 23.294 56.774 30.439 68.894 20.230 0  87.120 0 100 0
20 50 1000  4.922 86.765 23.704 56.044 30.677 69.097 20.377 0  86.765 0 99.993 0
30 50 1500  7.765 86.670 23.794 55.753 30.952 68.972 20.561 0  86.670 0 100 0
50 50 2500  13.483 86.743 23.650 56.040 30.793 69.206 20.372 0 = 86.743 0 100 0
100 50 5000  27.795 86.596 23.998 ©55.335 31.257 68.761 20.697 0  86.596 0 100 0
200 50 10000 59.590 86.910 23.995 55.954 30.920 69.093 18.802 0  86.910 0 99.572 0
300 50 15000 93.056 87.191 23.851 56.679 30.530 69.477 18.946 0  87.191 0 99.820 0
500 50 25000 157.334 87.274 25.719 54.079 33.244 66.760 20.207 0  87.274 0 100 0
750 50 37500 255.420 86.144 26.996 50.244 35.956 64.048 22.763 0  86.144 0 100 0
1000 50 50000 356.945 86.237 35.058 37.353 48.862 51.141 27.587 0  86.237 0 99.999 0
10 100 1000  2.547 87.077 23.093 56.909 30.260 68.894 20.148 0  87.077 0 100 0
20 100 2000  4.921 86.737 23.343 56.489 30.269 69.411 20.231 0  86.737 0 99.995 0
30 100 3000  8.047 86.676 23.497 56.089 30.677 69.184 20466 0  86.676 0 100 0
50 100 5000  13.717 86.699 23.677 55.866 30.803 69.158 20.487 0 = 86.699 0 100 0
100 100 10000 28.154 87.028 23.709 56.458 30.650 69.348 19.847 0  87.028 0 100 0
200 100 20000 60.403 86.179 25.539 52.364 33.878 66.125 18.549 0.001 86.179 0 98.668 0
300 100 30000 89.400 87.263 23.166 57.680 29.549 70.454 17.528 0  87.263 0 99.456 0
500 100 50000 172.270 86.256 34.750 37.872 48.423 51.580 27.379 0  86.256 0 99.999 0
750 100 75000 274.997 89.747 49.413 17.905 71.855 28.147 32.378 0  89.747 0 99.797 0
1000 100 100000 352.892 94.638 62.110 5.393 89.246 10.756 32428 0  94.638 0 99.942 0

Tabla 7.9: Estadisticas para las heuristicas LDT-V y LDT-G
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Tabla 7.10: Estadisticas para las cinco heuristicas LDT(parte 1)



49

BIBLIOGRAFIA

IS ISsIsSsIsaalgssgssshn s |ls=s s =

s
> | = S = (=S o =
SN S =T IS aaEEmEm, s =S R = |50 = | =
r— (= |c= — |r= |r= |c= |c= — = = (= |5 | [ =
O [ =) (s =) O O [ =) [ =) O O O [ =) (s =) O O [ =)

YT o0 T T -
55 g p=55 oy Ogm=59

m 0
00
00
00
00
00
00
00
00
m 0
00
00
00
00
00

(
(
(
(
0
(
(
(
0
(
(
(
(
0
(

2D v oo | (= oo o | = | = |o | | | —
1S | oD = |0 = D (oo O (o e = (oo B = | ==
S sl R R N N N el s e =l N = ]
= = = == (== D (o = = = | = |
S| D S| S (o ([ o o S S S S| S | S

oSS Topr UOPT:S,S ngT USPT:S*S 6OPT 60PT
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0

A0 86344 2468 33970 32349 67669 2036 0 860

f

f— f=— > G (= =

= =a — IS B R RS

reo reo> — r— | — | —

=> => —a o (= | =

o = T = | = |=

= = | = = (D e | =

e = |=> | = |o> S | = |— | &3 | &3

— == = = | == = D D oS [ =

& D | &> | &> | o> &> |5 |aD | = >

roo oo | = — | = 2> | — | =

r D > = —a |3 roo o (= (a3 | —

== oD = | — = |2 S [ = a2 =

=R R r DS D s | = | = | = |[r=

Pl e A S [ i (2o [ oD [ae

r— oo oo — | oo | = [r2 |[E= | =

s (iD= — | = S =\ | = (=

o= S | [ — | =2 = (oo = | = =

— oD oD |2 oD oD oD (a3 D = 2D [

G |[ca (&G (&G (&G (&G |&a (&G |ca ca (o5 [ &a

o (o === oo oo (o2 == = o2 |

— = =S = = |ea B | B2 B o2 = | Ee= | =F

= — | |oo |F= [F—= |y |[oo |[ca &5 |~/ |3 |—

| I e I R I e T R T el I el R R Y e

O oo (OO (oD (oD (oD | (oo (oo (oD | oo
o oo — oo oo [roD | =

= = e = s e R s =S e = ==

= NG o SR IE RN | s — =

S| = | = |=S [— | B = P = == = S =3 = (2=
S| —= |3 | |= | A R A A R B R T R ]
S— — = | = == = = | =

o e R R R R e = = I = = = = = =

L =E S e s =EEEE s DS =S e ==
S =R | | =2 = | NS B = e e = =
=— — o | oo - = — — 3 | oD [y

— e (= = = = e = e o e = s = = | =
= oD [ | | [r©o (2o |2 2o (2o [ 2fo [afo 2o [aEo [ ao
— —

— = | = = e = = | =

= = | <= oD =R S ERE == =S e ==

&> i | | = i A I I B RS T IR I I S

5963
5.0
04602

5.8
%473
04719

100
100
100
100

8363
80.6%
0340
0107
%9

Tabla 7.11: Estadisticas para las cinco heuristicas LDT (parte 2)
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Autdénoma del Estado de Morelos.
Presente.

Por medio de la presente le informamos que después de revisar la version escrita de la tesis que
realizé el C. REYNOSO GOMEZ ALEJANDRO con nimero de matricula 20154011922 cuyo titulo
es:

“CASOS SOLUBLES EN TIEMPO POLINOMIAL PARA EL PROBLEMA 1|r; € {r!, 7%}, ¢ € {¢", ¢*}|Crmax Y LA
REDUCCION AL PROBLEMA SUBSET SUM"

Consideramos que Sl reune los méritos que son necesarios para continuar los tramites para
obtener el titulo de LICENCIADO EN CIENCIAS AREA TERMINAL EN CIENCIAS
COMPUTACIONALES Y COMPUTACION CIENTIFICA.

Cuernavaca, Mor a 12 de mayo de 2022

Atentamente
Por una universidad culta
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LARISSA VIACHESLAVOVNA SBITNEVA | Fecha:2022-05-12 13:14:31 | Firmante
pgbXM6VNnuSKkGxiQt5FVWYuuzZNsfUVrpVYtLaW1oX6iVd7NTrc8m6bFGCb4iDRKK5VEcKzu5hgGgsPvXjgO6sodogYDeKPSSduGedx3+UJAUOKIWeDZ3noR3gMSQEOWK+Iu/
C7QIWm7rleF1iGRJIuBOgybh20cbJAQIYyVIZRxyfRT+a2F6r9TqqVuUUKZp1KebGJIBucbkXXHCtVEFYd/ZyEY4hHjzbzWj8hSw9227dbt66hiljinSCW3LnaEbaGhRZHoB3lu2wcl6M
KENd92bflIRb7ZbGZhr74RfYxnhrowc2+Sx632TJoFIcVCpl6d7jopF3c9ESKPXCRrUORs6IQ==

JOSE ALBERTO HERNANDEZ AGUILAR | Fecha:2022-05-12 15:22:33 | Firmante
Eks3x+Kg78vefKI3gxSSIPyQ1Bsi8fePXGNkGViO6r7SYNJQNPTN30kF9jGn8JIB+D+walpzNOgXOIFpdKFoluwvh1HIjOBHVMI9d3k+37h7lirXhSPo3hEvG/qzTipJ27BUz/hz5dyAJFb
6y/SQabaUXgyzrwQJTWclwAIZu39r4rBEM3yptL8Fe4QuHcskl4AMvVUYesi5FBtySHIdcxEk1sfIljfVTRjpRN]3jzz4BzLuSLPz6ZY ZpFudWkmD6AJLDs0x7gjmaHE+j1bKXW8BSTLN
noZd/fgZcG9DaeKuQIVHEQ901+PPHrLso1JBigjO/Y SwIJ6IMGUADXN4QRJg==

JOSE CRISPIN ZAVALA DIAZ | Fecha:2022-05-12 20:46:27 | Firmante

NoBIlul5hOXwa0S9045dVT+UQYWjo3qYBaOFIdOEYZ5m+8tfSq3MIUkFwyWFC8ab6 AAFWHOE4swJCITc63fgwgkRB6DauKbnPPTkPaCOHW7165Yt8VuzmODVv4mYFYu3snB
EOEA45juAC3tfAXBk6+eECCcYJ/gmk07nGPuwjgWrA2WgyClrzyvBzHrEVAEj2pOaClfmvOmWigGV VI TMXNC1fUhugsnz4+NSIG8LV7EstauO9+1vt/2a/PQo9xzagulgwcZ+Cfkrm+et
25QsKx+BA8zoWIn22qtvaWPxrql20zEVDVPkwzngRqGPKveNQ1ZFyKJIvOJbGQn2SUG/Dui9Q==

FEDERICO ALONSO PECINA | Fecha:2022-05-12 20:49:10 | Firmante
eiL6jl/2Zycnei5U4YE330XxRxSRTpc4jaxyiRgberXrIDLjtiTBCn4FDnYoLmgQJQ+XmOXpawW/VndDKt8VjG4tyMVxVAIDUrBfY14w/ZHalknfCUWIQAEjfb6A4/1QvZQ8F 7t/vzIh2AiH
rOyL/CdbYSVOgu3yku3oxYrk3E+4ghFHabYz2CzJkIVIrPBtINGwWAD1bcniAvlSbeho3yw7Vywr/qWGsMzgoXoEHMXI2Rp/zBIOWLQYyHHkXAO04Lp/ul8FwxHr+dJOObDFr28+FOtA
VLOJK3bS6QfNyLbgEbGOTgNaudUxRdzOPnkOcGOTHUCIRvW65QLLoOWIlrWtQ==

NODARI VAKHANIA MAISURADZE | Fecha:2022-05-13 19:20:17 | Firmante
pOuScgLNVg+4YwedzVSkt7cXVOgOh5nxufHQTANOTF3CFcF+EkYhhPUgNdRgJ5ex1zBUMjXvdEUMHHG6ZW6u7Pr6V6PptM8T2rlbDbYCeY njsnOImxjhD95EOEViIF967vu+pY/on
OGbOowG0tqO9iYNZKLNn8Mpr53Bk3uJLxudwQ+MsX+UCET5GUx9p6Wo0/q3kgbUwPLLdIMIe1399609FZJpEycwzPtVd02hGvnpUUKWCT8CwWUQXZ90omiTf7Y421JLOstutkYD
WIwbgIMLZf26Y09t1kTtFs749/5wIShiluZQBmeATdJzw9lD22n7ObXIHi0+f67xMwhDBdoOilw==

Puede verificar la autenticidad del documento en la siguiente direccién electrénica o
escaneando el cédigo QR ingresando la siguiente clave:

R1JbQWIPs

https://efirma.uaem. mx/noRepudlo/r?anzQJlLF8HAeLknoBOJop0|rI1CSJ
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