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Índice general

Introducción 1

1. Preliminares 5

1.1. Superficie anudada y diagramas . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

1.2. Diagramas de superficies anudadas y Movidas de Roseman . . 10

1.3. 2-Nudos Cubulados . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

1.3.1. Movidas cubuladas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
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Introducción

A pesar de que la humanidad ha hecho uso de nudos desde el comienzo de

nuestra existencia, el estudio matemático de éstos es relativamente joven,

teniendo sus inicios hace aproximadamente 200 años. La teoŕıa de nudos es

la rama de la topoloǵıa que se encarga de estudiar al objeto matemático que

abstrae la noción cotidiana de nudo.

Un nudo es una curva cerrada, simple en el espacio; o de forma más precisa,

es un encaje de la circunferencia en R3 o en S3. Poder diferenciar y clasificar

nudos en dimensión 3 ha sido una tarea compleja para la cual ya contamos

con una serie de invariantes. Por otro lado, en dimensión cuatro, cualquier

circunferencia anudada es equivalente al nudo trivial. Sin embargo, la teoŕıa

de nudos se puede generalizar a encajes de subvariedades en variedades, por

ejemplo, una 2-esfera encajada en una 4-esfera, este tipo de encajes se les

denomina 2-nudos, y serán el objeto de estudio a lo largo de este trabajo.

A principios de la década de 1960 se inició el estudio de poĺıgonos en la cubu-

lación canónica de R3. Desde entonces, ha habido muchos estudios teóricos

y simulaciones dedicadas a este tema (ver [5]). Existen muchas preguntas in-

teresantes sobre el comportamiento topológico de tales poĺıgonos, por ejem-

plo: ¿Cúal es la longitud mı́nima de un poĺıgono en la cubulación canónica de

R3 que se requiere para que esté anudado? Dada una clase de nudo, ¿cuál es

1



2 INTRODUCCIÓN

la longitud mı́nima necesaria para que un poĺıgono en la cubulación canóni-

ca de R3 sea un nudo de la misma clase dada? Y. Diao probó en [5] que

la longitud mı́nima para que un poĺıgono en la ret́ıcula de R3 este anuda-

do es 24. Estamos ahora interesados en estas preguntas para 2-nudos cúbicos.

M. Boege, G. Hinojosa y A. Verjovsky [2] mostraron el siguiente resultado.

Teorema A. Todo n-nudo suave Kn : Sn ↪→ Rn+2 puede deformarse isotópi-

camente en el n-esqueleto de la cubulación canónica de Rn+2.

Esta copia isotópica es llamado un n-nudo cúbico o cubulado. En particu-

lar, todo 1-nudo o 2-nudo suave Sn ⊂ Rn+2 (n = 1, 2) es isotópico a un nudo

cúbico de la dimensión correspondiente.

Hay dos tipos de “movidas cubuladas” elementales ([11]) para 1-nudos. El

primer movimiento (M1) se obtiene dividiendo cada cubo de la cubulación

canónica de R3 en m3 cubos, lo que significa que cada arista del 1-nudo se

subdivide en m segmentos iguales. El segundo movimiento (M2) consiste en

intercambiar un conjunto conexo de aristas en una cara de la cubulación o

una subdivisión de la cubulación por las aristas complementarias en esa cara.

Si dos 1-nudos cúbicos K1 y K2 son tales que podemos convertir K1 en K2

usando una sucesión finita de movidas cubuladas, entonces decimos que son

equivalentes v́ıa movidas cubuladas y lo denotamos por K1
c∼ K2.

El siguiente resultado se probó por G. Hinojosa, A. Verjovsky y C. Verjovsky

en [11].

Teorema B. Dados dos 1-nudos cúbicos K1 y K2 en R3, éstos son isotópicos

si y sólo si K1 es equivalente a K2 por medio de una sucesión finita de

movidas cubuladas; es decir, K1 ∼ K2 ⇐⇒ K1
c∼ K2.
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El resultado anterior es análogo a las movidas de Reidemeister para 1-nudos

mansos cubulados.

Las movidas cubuladas se pueden extender a los 2-nudos cúbicos de manera

natural ([6]): El primer movimiento (M1) se obtiene dividiendo cada hiper-

cubo de la cubulación canónica de R4 en m4 hipercubos, y el segundo (M2)

consiste en intercambiar un conjunto conexo de caras cuadradas homeomor-

fas a un disco D2 en un cubo de la cubulación por las caras complementarias

en ese cubo. Esto lo veremos con mayor detalle en la sección 1.3.1.

El estudio de 2-nudos en R4 ha sido considerado por varios autores, por ejem-

plo en [3], [4], [12] y [14].

Observemos que un 2-nudo cúbico K2 es la unión de m(K2) cuadrados uni-

tarios, por lo que decimos que m(K2) es el área de K2. Un 2-nudo cúbico

que consiste de n cuadrados se denota por K2(n) y surgen las siguientes

preguntas: ¿Cuál es el área mı́nima para que una 2-esfera en la cubulación

canónica de R4 esté anudado? Dada una clase de nudos cúbicos, ¿cuál es el

área mı́nima necesaria para que un 2-nudo cúbico en la cubulación canónica

de R4 pertenezca a la clase dada?

En esta tesis abordaremos los conceptos necesarios para estudiar 2-nudos cu-

bulados, definimos un nuevo invariante y utilizaremos la combinatoria de la

cubulación para discretizar los 2-nudos. Utilizando esta discretización dare-

mos un algoritmo para calcular el grupo fundamental de 2-nudos cubulados.

Aśı mismo, mostramos que el área mı́nima del spin del nudo trébol es 256.

El contenido de esta tesis está dividido en tres caṕıtulos que se describen a

continuación.
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En el Caṕıtulo 1, presentamos los conceptos básicos de la teoŕıa de 2-nudos,

como son las movidas de Roseman, e introducimos las definiciones básicas de

2-nudos cubulados.

En el Caṕıtulo 2, construimos y presentamos dos invariantes para los 2-nudos

cubulados: el área minimal débil, el área mı́nima, y calculamos ambos inva-

riantes para el spin del nudo trébol cubulado.

En el Caṕıtulo 3, damos una descripción discreta de 2-nudos cúbicos y pre-

sentamos un algoritmo para calcular el grupo fundamental de los mismos.



Caṕıtulo 1

Preliminares

En este caṕıtulo introduciremos algunos conceptos básicos de la teoŕıa de

2-nudos, que nos serán de mucha utilidad a lo largo de esta tesis.

1.1. Superficie anudada y diagramas

El tema principal de este trabajo son los 2-nudos en dimensión cuatro. Lla-

mamos a un encaje K : F → R4 de una superficie cerrada F (conexa, com-

pacta, sin frontera) una superficie anudada. Cuando la superficie F es

homeomorfa a la 2-esfera, es llamada un nudo 2-dimensional, un 2-nudo

o un S2-nudo.

Si dos superficies anudadas F y F ′ son isotópicas en R4, decimos que F y F ′

son equivalentes y lo denotamos por F ∼= F ′. La clase de equivalencia de

F , es decir, la clase de isotópia de F , es llamada la clase de F .

Antes de poder definir el diagrama de una superficie anudada será necesario

revisar algunas definiciones previas.

Definición 1.1.1. Sea F una superficie cerrada (conexa, compacta sin fron-

5
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tera). Decimos que una transformación suave f : F → R3 denota una super-

ficie genérica si para cada punto x ∈ F existe una vecindad (de hecho una

3-bola) N(y) que contiene a y = f(x), tal que la pareja (N(y), f(F ) ∩N(y))

es difeomorfa a:

(B3, la intersección de i planos coordenados), donde B3 es una 3-bola

que contiene al origen, i = 1, 2, 3.

(B3, el cono en una figura 8), donde la curva de la figura 8 está en la

frontera de N(y).

Un nudo K es usualmente representado por medio de una proyección P (K),

por ejemplo, la figura 1.1 muestra imágenes proyectadas del nudo trébol y el

nudo ocho, respectivamente.

Figura 1.1: Diagrama nudo trébol y nudo ocho

Definición 1.1.2. Un punto p en la imagen de P (K) es llamado un punto

múltiple si la imagen inversa P−1(p) contiene más de un punto de K. El

orden de p ∈ P (K) es la cardinalidad de P−1(p) ∩ K. Por lo tanto, un

punto doble es un punto múltiple de orden 2, un punto triple es un punto

de orden 3, y aśı sucesivamente.
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Sea f : F → R3 una superficie genérica dada. Consideremos y ∈ R3 un punto

singular de f(F ); entonces el punto y es un punto doble, un punto triple o un

punto de ramificación de la transformación. Sea N(y) una vecindad de y. Un

diagrama local de superficie quebrada cerca de y se forma al reemplazar

la intersección f(F )∩N(y) por una superficie cuya frontera posee una de las

siguientes formas:

Si y es un punto doble, reemplazamos f(F ) ∩ N(y) por tres discos

encajados al remover una vecindad tubular abierta del arco 2-cubriente

en una de las hojas que forman el conjunto de puntos dobles.

Si y es un punto triple, reemplazamos la intersección por siete discos

encajados.

Y si y es un punto de ramificación, reemplazamos la intersección por

un solo disco encajado con y en su frontera.

Definición 1.1.3. Un diagrama de superficie quebrada consiste en una

superficie genérica en R3, donde cada punto singular tiene una vecindad que

tiene un diagrama local de superficie quebrada.

A continuación construiremos el diagrama de una superficie anudada. Sea

F una superficie suave encajada en R4. Elegimos un vector unitario v en el

espacio tetra dimensional y un hiperplano tridimensional P en R4 tales que

F y P son disjuntos y la proyección π de F en la dirección v sobre P es

una superficie genérica. Denotemos por g : F → P a esta superficie genérica

(g = π|F ). (Estrictamente hablando, una superficie anudada se define por el

encaje de una superficie suave K : F → R4, pero aqúı solo consideramos la

imagen de F que denotaremos también por F para simplificar notación.)

Para cada punto doble de g, podemos calcular la distancia en R4 de P a los

dos puntos correspondientes en F ; sean x1 y x2 los puntos en F que se pro-
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yectan al mismo punto en P y sea x2 el punto más alejado de P . Entonces,

para obtener el diagrama local de superficie quebrada de F en una vecindad

de g(x1) = g(x2), eliminamos de g(F ) la imagen de una pequeña vecindad

abierta de x2 en F . Ver la figura 1.1 inciso (A).

Para cada punto triple de g, realizamos la construcción análoga. Sean x1, x2

y x3 tres puntos en F con la misma imagen bajo g; supongamos que x1 es el

más cercano de los tres puntos en cuestión. El diagrama en una vecindad del

punto triple g(x1) = g(x2) = g(x3) se obtiene al eliminar de g(F ) la imagen

de pequeñas vecindades de x2 y x3. Ver figura 1.1 inciso (B).

Para puntos de ramificación, podemos usar la misma construcción. Elimi-

namos una vecindad abierta en una de las hojas que involucra un punto de

ramificación. Ver figura 1.1 inciso (C).

Figura 1.2: Diagrama de superficie anudada

Definición 1.1.4. Un diagrama de una superficie anudada se obtiene

al eliminar pequeñas vecindades abiertas para cada punto doble, triple y de

ramificación en la imagen de la transformación genérica.
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Consideremos a R4 como el producto R3×R de los espacios eucĺıdeos R3 y R.

Consideremos que R es el parámetro tiempo. Una superficie anudada puede

ser descrita dando sus secciones transversales en cada t ∈ R. Este método es

llamado la peĺıcula.

Figura 1.3: Una peĺıcula de un 2-nudo spin del nudo trébol.

Sea F una superficie anudada. Sea h : F → R la restricción de la proyección

pr : R4 → R a F . Llamamos a h : F → R la función altura de F (con

respecto a la cuarta coordenada de R4).

Para una superficie suave F , los puntos regulares y cŕıticos de h : F → R se

definen utilizando diferenciales. Para superficies PL anudadas F , los puntos

regulares y cŕıticos se definen de la siguiente manera.

Definición 1.1.5. Sea K un complejo simplicial F = |K|. Sea p un punto de

F y sea D el poliedro estrella (la unión de todos los simplejos que contienen a

p y todas sus caras en p). Entonces D es un 2-disco encajado en R4. Cuando

h−1(h(p)) ∩D es un arco de D y h(D) es un intervalo que contiene a h(p).

Entonces decimos que p es un punto regular de h, en otro caso es un punto

cŕıtico.

Definición 1.1.6. Sea p ∈ F un punto cŕıtico de h : F → R. Existe un

sistema de coordenadas locales (x1, x2) de F en p con p = (0, 0), tal que la

función altura se escribe localmente alrededor de p de alguna de las siguientes

maneras:
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a. x2
1 + x2

2 + h(p)

b. x2
1 − x2

2 + h(p)

c. -x2
1 − x2

2 + h(p)

Llamamos a p un punto minimal, un punto silla o un punto maximal

respectivamente.

La figura 1.4 muestra las peĺıculas alrededor de p

Figura 1.4: Una peĺıcula de un punto minimal, un punto silla y un punto

maximal, respectivamente

1.2. Diagramas de superficies anudadas y Mo-

vidas de Roseman

En la teoŕıa clásica de nudos, un subconjunto K de un espacio X = Rn o X =

Sn es un nudo si K es homeomorfo a una esfera p-dimensional Sp encajada

en el espacio euclideano n-dimensional Rn o la n-esfera Sn = Rn ∪ {∞},
donde p = n − 2. Dos nudos K1, K2 son equivalentes o isotópicos si

existe un homeomorfismo h : X ↪→ X tal que h(K1) = K2; denotado por

(X,K1) ∼= (X,K2). Equivalentemente, un nudo K se define como un encaje

K : Sp ↪→ Sn ∼= Rn∪{∞} (ver [?], [13]). Por lo tanto, en ocasiones, usaremos
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el mismo śımbolo para denotar la transformación K o su imagen K(Sp) en

Sn.

Una superficie anudada es una superficie conexa, cerrada y orientada enca-

jada en R4. Sea π : R4 → R3 la proyección definida por π(x1, x2, x3, x4) =

(x1, x2, x3). Una proyección de una superficie anudada en R3 es genérica si

cada punto es, ya sea un punto regular, un punto doble, triple o un punto

de ramificación. Una proyección genérica de una superficie anudada F con

la información de los cruces, es llamada un diagrama de la superficie y lo

denotamos por DF . Dos superfices anudadas F1 y F2 son equivalentes si exis-

te una isotoṕıa entre ellas. Para superficies anudadas equivalentes F1 y F2,

sus diagramas DF1 y DF2 se dice que son equivalentes. Roseman [14] obtuvo

siete tipos de deformaciones locales para diagramas de superficies anudadas,

generalizando aśı las movidas de Reidemeister en la teoŕıa clasica de nudos.

Tales deformaciones se conocen como Movidas de Roseman.

Lema 1.2.1 (D. Roseman). Sean F1 y F2 superficies anudadas equivalentes

y sean DF1 y DF2 sus diagramas de superficie respectivamente. Existe una

sucesión finita de siete tipos de deformaciones locales tales que deforman

DF1 en DF2.

La figura 1.5 muestra los 7 tipos de movidas de Roseman en diagramas de

superficies.

1.3. 2-Nudos Cubulados

La cubulación canónica C de R4 es su descomposición en hipercubos que son

las imágenes del hipercubo o 4-cubo unitario.

I4 = [0, 1]4 = {(x1, x2, x3, x4) ∈ R4 | 0 ≤ xi ≤ 1}

por traslaciones v́ıa vectores con coeficientes enteros. Por lo que todos los

vértices de C tienen coordenadas enteras.
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Figura 1.5: Movidas de Roseman.

En general, la cubulación hipercúbica regular, cuyo śımbolo de Schläfli es

{4, 3, 3, 4}, es llamado una cubulación de R4. En otras palabras, una cubu-

lación de R4 es una descomposición en una colección de hipercubos de 4

dimensiones en ángulo recto {4, 3, 3} llamadas celdas tales que cualesquiera

dos son disjuntos o tienen por intersección una k-cara común de dimensión

k. Esto proporciona a R4 la estructura de un complejo cúbico cuya categoŕıa

es similar a la categoŕıa simiplicial PL.

La estructura combinatoria de la cubulación euclidiana regular {4, 3, 3, 4} es

la siguiente: alrededor de cada vértice hay 8 aristas, 24 cuadrados, 32 cu-

bos y 16 hipercubos. Alrededor de cada arista hay 6 cuadrados, 12 cubos y

8 hipercubos. Alrededor de cada cuadrado hay 4 cubos y 4 hipercubos. Fi-

nalmente alrededor de cada cubo hay 2 hipercubos (ver por ejemplo [6] y [7]).
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Toda cubulación de R4 se obtiene de la cubulación canónica aplicando una

transformación conforme. Recordemos que una transformación conforme es

de la forma x 7→ λA(x) + a, donde λ 6= 0, a ∈ R4, A ∈ SO(4).

Definición 1.3.1. El k-esqueleto de C, denotado por Sk, consiste de la

unión de los k-esqueletos de los hipercubos en C, es decir, la unión de todos los

cubos de dimensión k contenidos en las caras de los 4-cubos en C. Llamaremos

al 2-esqueleto S2 de C el 2-esqueleto canónico de R4.

Notemos que todas las definiciones anteriores se pueden extender de manera

natural a Rn+2.

Definición 1.3.2. Una superficie cuadriculada S en S2 de C en R4, es

una superficie lineal por pedazos tal que cada pieza es un cuadrado unitario

con vértices en la ret́ıcula Z4 de R4 (ver [7]).

Definición 1.3.3. Sea K2 un nudo 2-dimensional en R4. Si K2 está conte-

nido en el 2-esqueleto canónico S2, decimos que K2 es un 2-nudo cúbico

o un 2-nudo cubulado.

1.3.1. Movidas cubuladas

Sea C la cubulación canónica de R4.

Definición 1.3.4. Las siguientes son las movidas cubuladas permitidas.

M1 Subdivisión: Dado un entero m > 1, consideremos la subcubulación

Cm de C subdividiendo cada celda k-dimensional de C en mk k-celdas

congruentes en Cm, en particular, cada hipercubo en C se subdivide en

m4 hipercubos congruentes en Cm. Además, como un complejo cúbico,

cada cara k-dimensional del 2-nudo K2 se subdivide en mk k-caras con-

gruentes. Dado que C ⊂ Cm, entonces K2 está contenido en el andamio

S2
m (el 2-esqueleto) de Cm.
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M2 Movimiento de frontera: Supongamos que K2 está contenido en alguna

subcubulación Cm de la cubulación canónica C de R4. Sea Q4 ∈ Cm un

4-cubo tal que A2 = K2 ∩ Q4 contiene una 2-cara. Podemos asumir,

aplicando el movimiento elemental M1 si es necesario, que A2 consiste

en uno, dos o tres cuadrados de manera que sea una superficie conexa

y está contenido en la frontera de un 3-cubo F 3 ⊂ Q4; en otras palabras

A2 es un disco cúbico contenido en la frontera de F 3. La frontera ∂F 3

está dividida por ∂A2 en dos superficies cubuladas, una de ellas es A2 y

denotaremos a la otra por B2. Observemos que las dos superficies cubu-

ladas comparten un ćırculo frontera común. El movimiento de frontera

consiste en reemplazar A2 por B2 (ver figura 1.6). Existen cuatro tipos

de movimientos de frontera dependiendo del número de 2-caras en A2

y B2. Si A2 tiene p cuadrados, entonces B2 tiene 6− p cuadrados.

Figura 1.6: Los cuatro tipos de movimientos de frontera.

Observación 1.3.5. La subdivisión (M1) es necesaria para garantizar que

no creamos singularidades. Se puede mostrar fácilmente que el movimiento

(M2) puede extenderse a una isotoṕıa ambiente de R4.
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Definición 1.3.6. Consideremos dos 2-nudos cúbicos K2
1 y K2

2 en R4. De-

cimos que K2
1 es equivalente a K2

2 v́ıa movidas cubuladas, denotado por

K2
1

c∼ K2
2 , si podemos transformar K2

1 en K2
2 por un número finito de movi-

das cubuladas.

En [6] se probó el siguiente teorema para 2-nudos en R4.

Teorema C. Dados dos 2-nudos cúbicos K2
1 y K2

2 en R4, son isotópicos si y

sólo si K2
1 es equivalente a K2

2 por medio de una sucesión finita de movidas

cubuladas; es decir, K2
1 ∼ K2

2 ⇐⇒ K2
1

c∼ K2
2 .

Este teorema es análogo a las movidas de Roseman en el caso de 2-nudos

cúbicos mansos clásicos.

Figura 1.7: Dos nudos isotópicos son equivalentes via movidas cubuladas.
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Caṕıtulo 2

El invariante área para 2-nudos

cubulados

Recordemos que un 2-nudo cúbico K2 es un encaje de la 2-esfera en el 2-

esqueleto de la cubulación canónica de R4, por lo que K2 es la unión de

m(K2) cuadrados unitarios, por lo que su área es m(K2). Diremos que m(K2)

es el área de K2.

Un 2-nudo cúbico que consta de n cuadrados lo denotaremos por K2(n).

Definición 2.0.7. Un 2-nudo cúbico K2 es llamado reducible si existe un

2-nudo cúbico con menor área que es isotópico, a K2.

Definición 2.0.8. Definimos el área mı́nima del 2-nudo cúbico K2, deno-

tado por A(K2), de la siguiente manera

A(K2) = mı́n{m(T 2) : T 2 es un 2-nudo cúbico isotópico a K2}.

Definición 2.0.9. Un 2-nudo cúbico K2 es llamado minimal si el área de

K2 no se reduce por medio de una sucesión de movidas cubuladas.

Definición 2.0.10. Un 2-nudo cúbico K2 es llamado minimal débil si el

área de K2 no se reduce por medio de un solo tipo de movida cubulada.

17
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Observaciones 2.0.11. .

a. Por definición, si un 2-nudo cúbico es minimal, entonces es minimal

débil.

b. Por el Teorema C, tenemos que A(K2) es un invariante.

c. El Teorema A nos permite definir el área mı́nima de un 2-nudo

suave K̃2, denotado por A(K̃2), como

A(K̃2) = mı́n{m(K2) : K2 es un nudo cúbico isotópico a K̃2}.

Notemos que A(K̃2) es también un invariante.

d. Podemos extender nuestra definición de área a cualquier superficie

cuadriculada de la misma manera.

Ejemplos 2.0.12. a. El área mı́nima de la 2-esfera es 6 (ver Figura 2.1).

Figura 2.1: La 2-esfera con área mı́nima.

b. El área mı́nima del toro es 32 (ver figura 2.2).

Nuestro objetivo en este caṕıtulo es demostrar que el área minimal débil del

spin del nudo trébol es 256. Para hacer esto, iniciaremos por construir un

2-nudo cúbico K2 isotópico al spin del trébol, de forma que K2 sea minimal
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Figura 2.2: El toro cubulado con área mı́nima.

débil. En esta construcción usaremos fuertemente que la longitud (mı́nimo

número de aristas) del nudo trébol en R3 es 24 (ver [5]).

2.1. Construcción del spin del nudo trébol

cubulado

Artin [1] construyó por primera vez ejemplos de nudos de dimensión mayor

(ver también [13] p.85) usando el método spin de nudos, en español se conoce

como 2-nudos en revolución, pero a lo largo de este trabajo conservaremos

la notación usual en la literatura. La construcción de estas superficies, a

grandes rasgos, es de la siguiente manera: La mitad superior del espacio

tridimensional R3
+ = {(x, y, z, 0) ∈ R4 : z ≥ 0} se rota alrededor de su

frontera R2 = {x, y, 0, 0} enviando un punto x = (x, y, z, 0) al conjunto

xθ = (x, y, z cos θ, z sin θ). Consideremos un arco A (posiblemente anudado)

que está contenido en R3
+ con sus puntos extremos en R2 (ver figura 2.3). El

spin de A es el conjunto



20 CAPTULO 2. EL INVARIANTE ÁREA

A∗ = {xθ : x ∈ A, θ ∈ [0, 2π]}.

Cuando un nudo K se elige de manera que un segmento no anudado de K

está contenido en el plano (x, y, 0, 0) y el resto del nudo K es el arco A en

R3
+, entonces llamamos a A∗ el spin del nudo K. El spin del nudo K tiene

muchas de las propiedades que tiene K. En particular sus grupos fundamen-

tales son isotópicos (ver [3]).

Figura 2.3: Esquema del spin de un nudo trébol.

Ahora vamos a contruir el spin del nudo trébol. Consideremos el arco cúbico

del trébol T en R3
+ representado en la figura 2.4. Aśı, sus puntos extremos

están en el plano R2 × {0} ⊂ R3
+. Observemos que la longitud de T es 21 y

si agregamos las tres aristas punteadas que están en R2×{0}, obtenemos un

nudo trébol cuya longitud es 24, la longitud mı́nima necesaria para que un

poĺıgono en la cubulación canónica de R3 este anudado (ver [5]).

Existe un arco suave T̃ isotópico a T tal que T̃ es C0-arbitrariamente cer-

ca a T . Ésto es consecuencia de que podemos redondear las esquinas en

los vértices de T en vecindades arbitrariamente pequeñas de ellos (ver [8]).

Ahora, aplicaremos la transformación ψ : R3
+ → R4 dada por (x, y, z, 0) 7→

(x, y, z cos θ, z sin θ) para obtener el spin de T̃ , spin(T̃ ), en R4.
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Figura 2.4: Arco trébol con longitud mı́nima.

Observemos que spin(T̃ ) es un 2-nudo suave. En [2] se probó el siguiente

resultado.

Teorema 2.1.1. Sea C la cubulación canónica de Rn+2. Sea K ⊂ Rn+2 un

nudo suave de dimensión n. Dada cualquier vecindad tubular cerrada V (K)

de K existe una isotoṕıa ambiente ft : Rn+2 → Rn+2 con soporte en V (K) y

t ∈ [0, 1], tal que f0 = Id y f1(K) := K está contenido en el n-esqueleto de

la subcubulación Cm para algún entero m. De hecho, K está contenido en la

frontera de los cubos de Cm que están contenidos en V (K) e intersectan K.

En particular, usando la homotecia hm(x) = mx vemos que existe un nudo

K̃ isotópico a K, el cual está contenido en el n-esqueleto de la cubulación

canónica C de Rn+2.

Este teorema implica que spin(T̃ ) es isotópico a un 2-nudo cúbico T 2. Nues-

tra estrategia es obtener T 2 por pasos.

Paso 1. Consideremos la arista l1 del arco T que va de (1,−2, 0, 0) a (1,−2, 1, 0)

y a (1,−2, 2, 0) (ver figura 2.4). Entonces las coordenadas de ψ(l1) cumplen
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que x = 1, y = −2 and z ∈ [0, 2], lo que significa que ψ(l1) es un ćırculo

centrado en (1,−2, 0, 0) y radio 2. Observemos que el mı́nimo número de

cuadrados que necesitamos para cubular este ćırculo es 16 (ver figura 2.5).

Figura 2.5: Paso 1. Necesitamos 16 cuadrados para cubular ψ(l1).

Paso 2. Consideremos la arista l2 de T que va de (1,−2, 2, 0) a (1,−1, 2, 0).

Entonces, las coordenadas de ψ(l2) cumplen que x = 1, y ∈ [−1,−2] y z = 2,

por lo tanto obtenemos un cilindro con altura de -2 a -1 y radio 2. Notemos

que el mı́nimo número de cuadrados para cubular este cilindro es 16 (ver

figura 2.6).

Figura 2.6: Paso 2. Necesitamos 16 cuadrados para cubular ψ(l2).

Paso 3. Consideremos la arista l3 de T que va de (1,−1, 2, 0) a (1,−1, 3, 0).

Entonces las coordenadas de ψ(l3) cumplen que x = 1, y = −1, z ∈ [2, 3],



2.1 CONSTRUCCIÓN DEL SPIN DEL NUDO TRÉBOL 23

por lo que tenemos ahora un anillo de radio menor 2 y radio mayor 3. Esto

implica que el mı́nimo número de cuadrados que se necesitan para cubular

ψ(l3) es 20 (ver figura 2.7).

Figura 2.7: Paso 3. Necesitamos 20 cuadrados para cubular ψ(l3).

Paso 4. Tomemos la arista l4 de T que va de (1,−1, 3, 0) a (0,−1, 3, 0) y a

(−1,−1, 3, 0). Por lo tanto los puntos de ψ(l4) satisfacen que x ∈ [−1, 1],

y = −1 y z = 3, por lo que tenemos un cilindro de altura 2 y radio 3. Aśı el

mı́nimo número de cuadrados que necesitamos para cubularlo es 48 (ver fi-

gura 2.8).

Figura 2.8: Paso 4. Necesitamos 48 cuadrados para cubular ψ(l4).

Paso 5. Tomemos la arista l5 de T que va de (−1,−1, 3, 0) a (−1,−1, 2, 0)

a (−1,−1, 1, 0). Aśı, los puntos de ψ(l5) cumplen que x = −1, y = −1 y
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z ∈ [1, 3], por lo tanto tenemos un anillo con radio menor 1 y radio mayor 3.

Entonces el mı́nimo número de cuadrados que necesitamos para cubular este

anillo es 32 (ver figura 2.9).

Figura 2.9: Paso 5. Necesitamos 32 cuadrados para cubular ψ(l5).

Paso 6. Tomemos la arista l6 de T que va de (−1,−1, 1, 0) a (0,−1, 1, 0) a

(1,−1, 1, 0) a (2,−1, 1, 0). Entonces las coordenadas de ψ(l6) satisfacen que

x ∈ [−1, 1], y = −1 y z = 1. Por lo tanto tenemos un cilindro con altura 3 y

radio 1. El mı́nimo número de cuadrados necesarios para cubular ψ(l6) es 24

(ver figura 2.10).

Figura 2.10: Paso 6. Necesitamos 24 cuadrados para cubular ψ(l6).

Paso 7. Consideremos la arista l7 de T que va de (2,−1, 1, 0) a (2,−2, 1, 0)

a (2,−3, 1, 0). Tenemos que ψ(l7) satisface que x = 2, y ∈ [−3,−1] y z = 1,

entonces tenemos un cilindro con altura 2 y radio 1. El mı́nimo número de
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cuadrados que se necesitan para cubular este cilindro es 16 (ver figura 2.11).

Figura 2.11: Paso 7. Necesitamos 16 cuadrados para cubular ψ(l7).

Paso 8. Tomemos la arista l8 de T que va de (2,−3, 1, 0) a (1,−3, 1, 0) a

(0,−3, 1, 0). Tenemos que las coordenadas de ψ(l8) cumplen que x ∈ [0, 2],

y = −3 y z = 1, entonces obtenemos un cilindro de altura 2 y radio 1. El

mı́nimo número de cuadrados necesarios para cubular este cilindro es 16 (ver

figura 2.12).

Figura 2.12: Paso 8. Necesitamos 16 cuadrados para cubular ψ(l8).

Paso 9. Consideremos la arista l9 de T que va de (0,−3, 1, 0) a (0,−2, 1, 0).

Tenemos que las coordenadas de ψ(l9) satisfacen que x = 0, y ∈ [−3,−2] y

z = 1 por lo que obtenemos un cilindro de altura 1 y radio 1. Entonces el

mı́nimo número de cuadrados necesarios para cubular ψ(l9) es 8 (ver figura

2.13).
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Figura 2.13: Paso 9. Necesitamos 8 cuadrados para cubular ψ(l9).

Paso 10. Tomemos la arista l10 de T que va de (0,−2, 1, 0) a (0,−2, 2, 0). Te-

nemos que las coordenadas de ψ(l10) cumplen con x = 0, y = −1 y z ∈ [1, 2],

por lo que obtenemos un anillo con radio menor 1 y radio mayor 2. Entonces

el mı́nimo número de cuadrados necesarios para cubular ψ(l10) es 12 (ver

figura 2.14).

Figura 2.14: Paso 10. Necesitamos 12 cuadrados para cubular ψ(l10).

Paso 11. Tomemos la arista l11 de T que va de (0,−2, 2, 0) a (0,−1, 2, 0)

a (0, 0, 2, 0). Tenemos que las coordenadas de ψ(l11) satisfacen que x = 0,

y ∈ [−2, 0] y z = 2, por lo que tenemos un cilindro con altura 2 y radios 2.

El mı́nimo número de cuadrados necesarios para cubular este cilindro es 32

(ver figura 2.15).
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Figura 2.15: Paso 11. Necesitamos 32 cuadrados para cubular ψ(l11).

Paso 12. Consideremos la arista l12 de T que va de (0, 0, 2, 0) a (0, 0, 1, 0)

a (0, 0, 0, 0). Tenemos que las coordenadas de ψ(l12) satisfacen que x = 0,

y = 0 y z ∈ [0, 2], por lo que obtenemos un ćırculo centrado en (0, 0, 0, 0) y

radio 2. El mı́nimo número de cuadrados necesarios para cubular este ćırculo

es 16 (ver figura 2.16).

Figura 2.16: Paso 12. Necesitamos 16 cuadrados para cubular ψ(l12).

Observemos que cada paso de nuestra construcción es compatible con el paso

anterior. Por lo tanto, hemos cubulado el 2-nudo spin(T̃ ) en R4 para obtener

el 2-nudo cúbico T 2. Es fácil ver que el área de T 2 es 256. En la siguiente

sección, vamos a probar que T 2 es minimal débil.
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2.2. Área minimal débil del spin del nudo

trébol

En esta sección probaremos lo siguiente

Teorema 2.2.1. El área minimal débil del spin del nudo trébol es 256.

Demostración. Supongamos que nuestro 2-nudo cúbico T 2 no es minimal

débil. Notemos que si aplicamos un movimiento (M1) a T 2, por construc-

ción, su área aumentará; de hecho, para poder reducir el área, debemos usar

el movimiento inverso a (M1), pero debido a los pasos 6, 9 y 10 de nuestra

construcción, es imposible, ya que habŕıa autointersecciones, por lo cual no

podemos disminuir el área con el inverso a (M1). Ahora aplicaremos el mo-

vimiento (M2).

Consideremos el diagrama de la figura 2.17, donde podemos observar todos

los cuadrados de la cubulación canónica C contenidos en nuestro 2-nudo cúbi-

co T 2. Notemos que tenemos arcos trébol cubulados Ti (i = 1, . . . , 4) en los

cuatro ejes de nuestro diagrama, donde cada Ti es una copia de nuestro arco

trébol cúbico original T ⊂ R3
+. Además Ti (i = 1, . . . , 4) está contenido en

una copia de R3
+, digamos R3

+,i, la cual tiene una cubulación canónica Ci dada

por la restricción de la cubulación canónica C de R4 a ésta.

Para reducir el área de T 2, debemos aplicar movidas del tipo (M2) en cubos

de C que contengan al menos tres cuadrados de T 2.

Por ejemplo, podemos aplicar movidas (M2) en los cubos que se intersectan

(o comparten) una arista dada, digamos e, de T 2 tal que cada extremo de

e pertenece a tres cuadrados de T 2 (ver figura 2.18). De hecho, sean p1 y

p2 los extremos de e y ordenamos todos los cubos Q1, Q2, . . . , Qn de C que

intersectan a e de tal forma que p1 ∈ Q1, p2 ∈ Qn y Qi ∩ Qi+1 consiste de
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Figura 2.17: Diagrama de nuestro (T 2) cubulado.
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una 2-cara. Observemos que Qi ∩ T 2 (i = 1, n), consiste de tres cuadrados

y Qi ∩ T 2, (i = 2, n − 1) consiste de dos cuadrados. Ahora, aplicamos una

movida (M2) en Q1 para que los tres cuadrados de T 2 sean reemplazados por

los tres cuadrados restantes de Q1 obteniendo un nuevo 2-nudo cúbico T 2
1 ,

isotópico a T 2 tales que sus áreas son iguales, i.e., m(T 2
1 ) = m(T 2). Ahora Q2

contiene tres cuadrados de T 2
1 , aśı que aplicamos una movida (M2) enQ2 para

obtener un nuevo 2-nudo cúbico T 2
2 isotópico a T2 tal que m(T 2

2 ) = m(T 2).

Continuamos con este proceso y el último cubo Qn contiene cuatro cuadrados

del 2-nudo cúbico T 2
n−1, por lo tanto aplicamos una movida (M2) en Qn para

obtener un nuevo 2-nudo cúbico T 2
n isotópico a T2 pero m(T 2

n) = m(T 2)− 2.

Notemos que la arista e se elimina, en otras palabras e 6⊂ T 2
n .

Figura 2.18: Una sucesión de movidas (M2) aplicadas a cubos que comparten

una arista de T 2.

Por construcción de T 2, tenemos que si un cubo Q de C cumple que Q ∩
T 2 6= ∅, entonces Q ∩ T 2 puede ser un vértice, una arista , un cuadrado, dos

cuadrados o tres cuadrados. Por lo tanto, la única manera en la que podemos

reducir su área es removiendo una, o algunas aristas de él de la manera

descrita anteriormente. Ahora, analizaremos todos los posibles casos.

Caso 1. La arista e está contenida en algún arco trébol cubulado Ti. Sea C

un cuadrado de Ti tal que C ∩ e 6= ∅ y supongamos que hemos aplicado

una movida (M2) a T 2 para obtener un nuevo 2-nudo cúbico F tal que

C ∩ e es eliminado. Esto implica que el arco trébol cubulado Ti ha sido

reemplazado por un arco trébol cubulado Ai.
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Notemos que la longitud de Ai (l(Ai)) debe ser mayor o igual a la lon-

gitud de Ti (l(Ti)), esto es por construcción, ya que Ti es de longitud

mı́nima. De hecho, cada Ti es un arco cúbico contenido en el 1-esqueleto

de la cubulación canónica Ci de R3
+,i, aśı podemos agregar tres aristas

a Ti que estén contenidas en ∂R3
+,i, de manera que obtenemos un nudo

trébol cúbico en R3
+,i con longitud 24, y por [5] esta es la mı́nima longi-

tud del nudo trébol en R3. Por lo tanto si removemos un cuadrado que

contiene una arista de Ti, entonces este cuadrado debe ser reemplazado

por al menos un cuadrado de manera que la longitud del nuevo arco

Ai = F ∩ R3
+,i es mayor o igual a l(Ti). Claramente, si l(Ai) > l(Ti)

entonces m(F ) ≥ m(T 2).

Observemos que la igualdad l(Ai) = l(Ti) se cumple si aplicamos una

movida (M2) en un cubo Q que contiene dos aristas adyacentes de Ti,

puesto que son reemplazadas por las dos aristas restantes. Sin embargo,

nos gustaŕıa señalar que dado que T 2 no debe auto-intersectarse, esto

sólo sucede en los siguientes casos, los cuales por simplicidad describi-

remos en el arco trébol cúbico T , pero se aplica a cada Ti (ver figura

2.19).

a) Las dos aristas adyacentes de T , γ1 de (1,−2, 2, 0) a (1,−1, 2, 0)

y γ2 de (1,−1, 2, 0) a (1,−1, 3, 0) son reemplazadas por las dos

aristas adyacentes en A, γ̃1 de (1,−2, 2, 0) a (1,−2, 3, 0) y γ̃2 de

(1,−2, 3, 0) a (1,−1, 3, 0)

b) La unión de cuatro aristas (o algunas de ellas) de T que va por

los vértices (2,−1, 1, 0), (2,−2, 1, 0), (2,−3, 1, 0), (1,−3, 1, 0),

(0,−3, 1, 0), (0,−2, 1, 0) y (0,−2, 2, 0) es reemplazada v́ıa una su-

cesión de movidas (M2) en la unión de cuatro aristas (o las co-

rrespondientes aristas) en A que van de (2,−1, 1, 0) a (2,−1, 2, 0) a

(2,−2, 2, 0) a (2,−3, 2, 0) a (1,−3, 2, 0) a (0,−3, 2, 0) a (0,−2, 2, 0).
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Figura 2.19: Una sucesión de movidas (M2) aplicadas al arco trébol T man-

teniendo su número de aristas.

En cada caso, obtenemos un 2-nudo cúbico F isotópico al spin(A) cuya

área es mayor al área de T 2. Esto es debido a la fórmula de spin(A), ya

que la distancia de al menos una de las aristas reemplazadas al plano xy

es mayor que la distancia de la arista original, por lo tanto necesitamos

más cuadrados para cubular F .

Observaciones 2.2.2. .

Notemos que otras aristas de interés podŕıan ser las dos aristas

que unen (1,−1, 0, 0) a (1, 0, 0, 0) a (0, 0, 0, 0) y reemplazarlas por

las dos aristas que unen (1,−1, 0, 0) a (0,−1, 0, 0) a (0, 0, 0, 0),

pero niguna de estas aristas forman parte del arco trébol T , ya

que se encuentran en el plano xy, sobre el cual estamos rotando

para construir el spin del nudo trébol.

Más aún, uno podŕıa explorar la idea de cambiar el plano de ro-

tación al notar este posible movimiento, en vez de rotar sobre el
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plano xy que contiene las dos aristas que no forman parte de T

arriba mencionadas, rotar sobre el plano xz que contiene a las dos

aristas que unen (1, 0, 0, 0) a (0, 0, 0, 0) a (0, 0, 1, 0) a (0, 0, 2, 0),

pero dada la simetŕıa de nuestro trébol, salvo una rotación, ob-

tendŕıamos el mismo arco trébol inicial.

Caso 2. La intersección e ∩ Ti consiste en un vértice vi. Como mencionamos

anteriormente, si aplicamos una movida (M2) en T 2 para reemplazar el

vértice vi, obtenemos un nuevo arco Ai con longitud mayor o igual a la

longitud de Ti, por lo tanto la única posibilidad para reducir el área de

T 2 es cuando l(Ai) = l(Ti). Como discutimos en el Caso 1(a), esta igual-

dad se cumple solo cuando reemplazamos el vértice (1,−1, 2, 0) ∈ T (o

el correspondiente en Ti) por el vértice (1,−2, 3, 0) (o el correspondiente

en R3
+,i) ya que si aplicamos una movida (M2) en T 2 para reemplazar

otro vértice tal que l(Ai) = l(Ti), el arco Ai se intersecta a si mismo

(ver Figura 2.19). En cualquier caso, obtenemos un 2-nudo cúbico F

isotópico a spin(A) cuya área es mayor al área de T 2.

Caso 3. La intersección e ∩ Ti es vaćıa. Notemos que e debe ser paralelo a

una arista ei de Ti. Si la distancia entre e y ei es uno, entonces no

podemos aplicar una movida (M2) para eliminar ei, ya que el nuevo 2-

nudo cúbico F tendŕıa auto-intersecciones. Entonces, la distancia entre

e y ei debe ser 2 o 3. Aśı, solo podemos remover cuadrados que se

encuentren en cualquier diagonal del diagrama en la figura 2.17. Debido

a la simetŕıa en nuestra construcción, solamente consideraremos un

cuadrante (ver figura 2.20). Tenemos los siguientes casos.

a) La arista ea que va de (1,−2, 2,−2) a (1,−1, 2,−2) descrita en la

cubulación de ψ(l2) (paso 2). Para reducir el área de T 2, debe-

mos reemplazar ea v́ıa movidas (M2) por e′a de (1,−2, 1,−1) a
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Figura 2.20: Un cuadrante de nuestro diagrama.

(1,−1, 1,−1), pero el nuevo 2-nudo cubulado se intersecta a si

mismo, ya que e′a intersecta ψ(l6) cúbica en el punto (1,−1, 1, 1)

(un punto del cuadrante I de nuestro diagrama).

b) La arista eb que pasa por los vértices (1,−1, 3,−3), (0,−1, 3,−3),

(−1,−1, 3,−3) descrita en la cubulación de ψ(l4) (paso 4). Para

reducir el área de T 2, debemos reemplazar eb v́ıa movidas (M2)

por e′b que va de (1,−1, 2,−2) to (0,−1, 2,−2) to (−1,−1, 2,−2),

pero el nuevo 2-nudo cúbico se auto-intersecta, ya que e′b intersecta

ψ(l11) cúbica en el punto (0,−1, 2,−2) (un punto del cuadrante II
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de nuestro diagrama).

c) La arista ec que pasa por los vértices (1,−1, 3,−2), (0,−1, 3,−2),

(−1,−1, 3,−2) descrita en la cubulación de ψ(l4) (paso 4). La

única manera de reemplazar ec es aplicar movidas (M2) en los

cubos que intersectan esta arista, pero algunos de éstos también

intersectan la arista eb. Por lo tanto para reducir el área de T 2, es

necesario primero remover la arista eb; sin embargo, como men-

cionamos anteriormente, no es posible.

d) La arista ed que pasa por (0,−2, 2,−2), (0,−1, 2,−2) y (0, 0, 2,−2)

descrita en la cubulación de ψ(l11) (paso 11). Para reducir el área

de T 2, debemos reemplazar ed v́ıa movidas (M2) por e′d que une a

(0,−2, 1,−1) con (0,−1, 1,−1) y con (0, 0, 1,−1), pero el nuevo 2-

nudo cúbico se auto-intersecta, ya que e′d intersecta la cubulación

de ψ(l6) en el punto (0,−1, 1,−1) (un punto del cuadrante II de

nuestro diagrama).

En todo caso, obtenemos un 2-nudo cúbico F isotópico a T 2 cuya área es

mayor al área de T 2. Por lo tanto, T 2 es minimal débil. �

2.3. Área mı́nima del spin del nudo trébol

Como ya lo hemos mencionado, Diao [5] probó que el mı́nimo número de

aristas requeridas para un encaje del nudo trébol en la cubulación canónica

de R3 es 24, y ésto lo obtuvo probando primero que el siguiente diagrama del

nuedo trébol en el plano del nudo trébol, minimiza su longitud.

Como podemos observar, este diagrama es simétrico con respecto a la recta

x = y y el número de aristas paralelas al vector canońico e1 es igual al número

de aristas paralelas al véctor canónico e2 (ver figura 2.21). Nuestro objetivo
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Figura 2.21: Diagrama del nudo trébol.

es probar que el área del spin del trébol es 256, por lo que iniciaremos con

algunos resultados preliminares.

Afirmación 2.3.1. La longitud mı́nima del arco trébol en R3
+ es 21.

En efecto, consideremos el diagrama del nudo trébol anterior (figura 2.21).

Notemos que para eliminar los tres cruces, necesitamos en cada dirección

coordenada, segmentos del nudo formados por al menos tres aristas. Esto

implica que el mı́nimo número de aristas que podemos remover del nudo

trébol cubulado para obtener el arco trébol, y que estén contenidas en una

misma dirección canónica, es tres.

Observación 2.3.2. La afirmación anterior sigue siendo cierta si considera-

mos R4, en el sentido de minimizar el número de aristas requeridas para que

a partir del diagrama de la figura 2.21, se remuevan los cruces y se obtenga

el nudo trébol.

Teorema 2.3.3. El área del spin del nudo trébol es 256.

Demostración. Probaremos que la cota inferior para el área del spin del nu-

do trébol es 256, misma que es realizada por el encaje utilizado en la sec-

ción anterior. Sea L un 2-nudo isotópico al spin del nudo trébol, entonces
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L : S1 × A → R4, donde A es un arco trébol A : [0, 1] → R3
+. Notemos que

para cada e2πiθ0 ∈ S1, el encaje L(e2πiθ0 , t) t ∈ [0, 1], es una copia del arco

trébol contenido en L, de aqúı que este arco está cubulado. Además, tenemos

que para cada t0 fijo, Lt0 : S1 → R4 es homeomorfo a un ćırculo, por lo que

debe estar conformado por al menos 4 segmentos rectiĺıneos.

Por lo anterior, podemos escoger cuatro arcos tréboles disjuntos L1, L2, L3

y L4 ⊂ L, de tal forma que Li ∩ Lt0 es un punto para i = 1, 2, 3, 4, y estos

cuatro puntos se encuentran en diferentes aristas de Lt0 , t0 ∈ S1. Más aún,

podemos escoger Li ∩Lt0 en el 1-esqueleto de la cubulación C4. Notemos que

Li es un arco trébol cubulado, por lo tanto, por la afirmación anterior, su

longitud l(Li) ≥ 21.

Con el fin de minimizar el área de L, asumiremos que l(Li) = 21, i = 1, . . . , 4.

Observemos que podemos enumerar cada arista de Li usando la orientación

del arco A. Además, podemos asumir que Lt0 está orientado en sentido an-

tihorario. Notemos que Li ∪ Li+1 ⊂ L es la frontera de un disco anudado

Di ⊂ L.

A continuación probaremos que el disco Di tiene área mı́nima si el arco trébol

Li es congruente al arco trébol Li+1; i.e., Li se puede transformar en Li+1

por medio de movidas cubuladas en R4. Sean Li =
⋃21
k=1 vk y Li+1 =

⋃21
k=1wk

donde vk y wk son aristas contenidas en el 1-esqueleto de la cubulación

canónica C4 de R4. Consideremos un “camino” Ck uniendo los correspon-

dientes segmentos vk y wk, consistente de 2-caras Fi en Di. Más precisamen-

te, Ck = ∪F l
km

, donde Flm ∈ Di y vk ∈ F l
k1

, wk ∈ F l
kmk

, F l
kt
∩ F l

kt+1
es una

arista que pertenece al 1-esqueleto de C4 y Fkt ∩ Fkr = {∅ o a un vértice}, si

r 6= t+ 1.
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De esta forma, para minimizar el área de Di necesitamos que cada camino

Ck sea de la menor longitud posible, donde la longitud de Ck, l(Ck), se define

como el número de caras que lo conforman. Notemos que dados dos caminos

α y β entre las aristas vk y wk contenidos en Di, si α realiza más cambios de

dirección que β, entonces la longitud de α (l(α)) es mayor a la longitud del

camino β (l(β)).

Esto implica que para que l(Ck) sea lo más pequeña posible requerimos

minimizar su número de cambios de dirección. Observemos que por cons-

trucción el mı́nimo número de cambios de direcciones que cada camino Ck,

k ∈ {2, . . . , 20} puede realizar es 1. Para k = 1 y 21, el mı́nimo número de

cambios que el correspondiente camino Ck puede realizar es 0 y su longitud

mı́nima es 1.

También requerimos que la intersección de dos caminos distintos Cj y Ck

esté contenida en el 1-esqueleto de C4. De esta forma Di = ∪Ck y el área de

Di será igual a
∑
l(Ck), donde l(Ck) denota el número de caras Fkm que lo

conforman.

Esto lo logramos de dos maneras.

a. El camino Ck está contenido en el mismo plano.

b. El camino Ck está contenido en dos planos ortogonales.

En ambos casos, la longitud de Ck se reduce si la longitud del camino antes

y después del cambio de dirección coinciden.

Vamos a comparar Li y Li+1. Usando movidas cubuladas podemos hacer

coincidir v1 con w1, obteniendo un arco L′i. Notemos que L′i también está con-

tenido en el 1-esqueleto de la cubulación C4. Aśı, si L′i no coincide con Li+1
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Figura 2.22: Opciones de cambios de dirección.

tenemos que L′i ∪ Li+1 es la frontera de un número finito de 2-discos conte-

nidos en el 2-esqueleto de C4; por lo tanto, si queremos minimizar el área de

Di, necesitamos que L′i coincida con Li+1. Veamos esta afirmación con más

detalle.

Notemos que por el Teorema B podemos transformar Li en Li+1 por medio

de movidas cubuladas. Dado que los dos arcos tienen la misma longitud, y

la única movida cubulada que preserva longitud es aquella que intercambia

dos aristas adyacentes A de la frontera de una cara F ∈ C4, por las dos

aristas restantes de F ; hemos reducido el número de posibles arcos tréboles

cubulados de longitud 21 a un total de 10 (ver figura 2.23). Los incisos a) y

b) nos muestras dos arcos equivalentes via una movida cubulada, y el inciso

c) nos muestra los 10 posibles arcos a través de las ĺıneas punteadas.

Notemos que estos tres arcos coinciden en las primeras 4 aristas. Vamos a

probar que el arco que minimiza el área es el arco K cuyo diagrama es el

(inciso a) de la figura 2.23, por lo que analizaremos los “posibles” caminos Ci

y veremos que el camino Ci determina el siguiente camino Ci+1. Sin pérdida

de generalidad, asumiremos que el arco K posee las coordenadas señaladas

en la figura 2.4.
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Figura 2.23: Posibilidades de arco trébol.

Consideremos de nuevo, nuestros cuatro arcos preferenciales Li, cuyos vérti-

ces están dados por eij para i = 1, 2, 3, 4 y j = 0, . . . , 21. Siendo e1
0 = ei0 y

e1
21 = ei21, para i ∈ {2, 3, 4}. Supondremos que L1 coincide con el arco trébol

K en los primeros cinco ı́ndices j y veremos que para minimizar el área de L,

el sexto vértice de L1 coincide con el correspondiente de K. De esta forma,

tenemos que e2
0 = (0, 0, 0, 0) y e2

21 = (1,−2, 0, 0); además sabemos que se

puede transformar L1 en L2 por medio de movidas cubuladas, minimizando

área y respetando que L es una superficie conexa. Para esto conectaremos

cada e1
j con su correspondiente e2

j , por medio del camino Cj.

Paso 1. Sabemos que ei0 = (0, 0, 0, 0) y ei21 = (1,−2, 0, 0) para i = 1, 2, 3, 4.

Vamos a construir ahora el disco D1, buscando minimizar la longitud de los

Ci y por tanto minimizar el área de L.

Existen 8 vértices a longitud uno (longitud mı́nima) del vértice ei0 en la cu-

bulación canónica, los cuatro vértices ei1 deben estar en el mismo plano (ya

que provienen de una rotación). Tenemos ahora tres posibles combinaciones

para los dos vértices restantes: (1, 0, 0, 0), (0, 1, 0, 0), (0, 0, 0, 1) y sus corres-

pondientes negativos. Digamos que e2
1 = (0, 0, 0, 1), notemos que cualquiera

de las otras dos opciones son posibles, fijamos una de manera aleatoria pa-
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Figura 2.24: Arcos L1 y L2.

ra facilitar los cálculos, ya que utilizar alguna de las otras dos opciones nos

llevaŕıa al mismo resultado final (salvo rotación) pasando por otras coorde-

nadas.

Dado que L es una superficie cubulada y conexa, debemos unir los puntos

e1
1 y e2

1 por medio de aristas contenidas en la cubulación canónica. De esta

forma, para que el camino C1 sea de longitud mı́nima (y que por tanto mini-

mice el área) requerimos que pase por el vértice (0, 0, 1, 1), obteniendo aśı un

único cuadrado (ver figura 2.25).

Paso 2. Para cada ı́ndice j, tenemos que eij (i = 1, 2) están en el mismo

plano, los vértices a longitud uno de e2
1 son {(0, 0, 0, 0), (0, 0, 0, 2), (0, 0, 1, 1),

(0, 0,−1, 1)}, aśı, tenemos cuatro opciones para nuestro siguiente vértice y
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Figura 2.25: Paso 1. Arcos L1 y L2.

claramente el origen no es una opción. Veamos ahora las otras posibilidades.

Vértice (0,0,1,1): Este vértice ya lo utilizamos en el paso anterior para

formar C1, utilizarlo como e2
2 aumenta el número de aristas de L2, lo

cual no es posible ya que sabemos que L2 consiste de 21 aristas, por lo

que este vértice no es una opción.

Vértice (0,0,-1,1): El camino con longitud mı́nima al punto e1
2 es 4, pero

nos obliga a pasar por al menos un vértice que ya utilizamos antes, el

siguiente camino más corto tiene longitud 6.

Vértice (0,0,0,2): El camino con longitud mı́nima al punto e1
2 es 4 y

no pasamos por ningún vértice utilizado previamente. Este es nuestro

vértice e2
2.

Como l(C2) = 4 requerimos 3 vértices más para formar este camino, los

cuáles aparecen de manera natural al respetar las coordenadas de los vérti-

ces ya dados. Aśı C2 está formado por e1
2, (0, 0, 2, 1), (0, 0, 2, 2), (0, 0, 1, 2) y

e2
2. Tenemos entonces tres cuadrados en este nivel (ver figura 2.26).

Paso 3. Contruiremos el camino C3, para esto necesitamos encontrar las

coordenadas de e2
3, para lo cual notemos que de manera natural se forma un
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Figura 2.26: Paso 2. Arcos L1 y L2.

cuadrado con los vértices e1
2, e

1
3 y (0, 0, 2, 1), por lo que el vértice (0,−1, 2, 1)

también forma parte de L, aśı como el vértice (0,−1, 2, 2), por lo que los

vértices en C3 tiene coordenadas del tipo (0,−1, a, b). Existen 8 puntos a

distancia 1 de e2
2, pero sólo uno cumple la caracteŕıstica anterior, por lo

que e2
3 = (0,−1, 0, 2). Aśı, C3 está formado por e1

3, (0,−1, 2, 1), (0,−1, 2, 2),

(0,−1, 1, 2) y e2
3. Tenemos entonces cuatro cuadrados en este nivel (ver figura

2.27).

Figura 2.27: Paso 3. Arcos L1 y L2.

Paso 4. Construiremos el camino C4. De nuevo, notemos que C3 y e1
4 forman

un cuadrado con el vértice (0,−2, 2, 1), de la misma manera se forma otro

cuadrado con el vértice (0,−2, 2, 2). Aśı, C4 tiene vértices con coordenadas

del tipo (0,−2, a, b). Sólo un vértice de los ocho que se encuentran a distancia
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uno de e2
3 lo cumple, por lo que e2

4 = (0,−2, 0, 2). Por lo que C4 está formado

por e1
4, (0,−2, 2, 1), (0,−2, 2, 2), (0,−2, 1, 2) y e2

4. Tenemos cuatro cuadrados

en este nivel (ver figura 2.28).

Figura 2.28: Paso 4. Arcos L1 y L2.

Paso 5. Construiremos el camino C5. Tenemos dos opciones, supongamos

primero que e1
5 = (0,−2, 2, 0), luego tenemos que C4 y e1

5 forman un cuadra-

do con el vértice (0,−2, 1, 1). Notemos que este vértice está a distancia uno

del vértice (0,−2, 1, 2) ∈ C4, por lo que de manera natural se completa otro

cuadrado. De los 8 vértices a distancia uno de e2
4, el que minimiza longitud

para llegar a (0,−2, 1, 1) es (0,−2, 0, 1), a este vértice llamaremos e2
5; aśı, C5

está formado por los vértices e1
5, (0,−2, 1, 1) y e2

5. Tenemos tres cuadrados

en este nivel (ver figura 2.29).

Figura 2.29: Paso 5. Arcos L1 y L2.
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Consideremos ahora que e1
5 = (0,−3, 2, 0). Luego, a partir de C4, se forma

un cuadrado con e1
5 y el vértice (0,−3, 2, 1), de la misma manera se forma

otro cuadrado con el vértice (0,−3, 2, 2). De está forma, C5 tiene vértices con

coordenadas del tipo (0,−3, a, b). Sólo un vértice de los ocho que se encuen-

tran a distancia uno de e2
4 lo cumple, por lo que e2

5 = (0,−3, 0, 2). Aśı, C5

está formado por e1
5, (0,−3, 2, 1), (0,−3, 2, 2), (0,−3, 1, 2) y e2

5, por lo que

tenemos cinco cuadrados en este nivel (ver figura 2.29). Lo anterior, implica

que si e1
5 = (0,−3, 2, 0) entonces el número de cuadrados que conforman L

es mayor; por lo que elegimos e1
5 = (0,−2, 2, 0) con el fin de minimizar el

área. Esto implica que los vértices de L1 coinciden con el arco trébol K en

los ı́ndices j = 0, 1, 2, . . . , 17.

Paso 6. Construiremos el camino C6. Recordemos que e1
6 = (0,−3, 1, 0). De

manera natural se completa un cuadrado con el vértice (0,−3, 1, 1) y este

vértice está a distancia uno de una de las 8 opciones a distancia uno de e2
5,

por lo que e2
6 = (0,−3, 0, 1). Tenemos dos cuadrados en este nivel (ver figura

2.30).

Figura 2.30: Paso 6. Arcos L1 y L2.

Paso 7 al 13. Estos pasos son análogos al Paso 6, con un sólo vértice se obtie-

ne el correspondiente e2
i al tener una única opción que minimiza la longitud



46 CAPTULO 2. EL INVARIANTE ÁREA

de los respectivos caminos. Aśı tenemos e2
7 = (1,−3, 1, 1), e2

8 = (2,−3, 0, 1),

e2
9 = (2,−2, 0, 1), e2

10 = (2,−1, 0, 1), e2
11 = (1,−1, 0, 1), e2

12 = (0,−1, 0, 1),

e2
13 = (−1,−1, 1, 1). Tenemos catorce cuadrados en estos niveles (ver figura

2.31).

Figura 2.31: Paso 13. Arcos L1 y L2.

Paso 14. Construiremos el camino C14. Tenemos que e1
14 = (−1,−1, 2, 0).

Utilizando C13 y el vértice e1
14 completamos un cuadrado con el vértice

(−1,−1, 2, 1). A continuación, consideremos los ocho vértices que se en-

cuentran a distancia uno de e2
13: (−1,−1, 0, 0), (−1,−1, 0, 2), (−1,−1,−1, 1),

(−1,−1, 1, 1), (−1,−2, 0, 1), (−1, 0, 0, 1), (−2,−1, 0, 1), (0,−1, 0, 1). Tres de

estos vértices ya se utilizaron en pasos anteriores, por lo que restan cin-

co posibilidades, mismas que se encuentran a distancia tres del vértice

(-1,-1,2,1), por lo que debe haber dos vértices más en C14. Sabemos entonces

que l(C14) = 4, por lo que en este paso se deben generar tres cuadrados; por

lo tanto e2
14 debe estar a distancia dos del vértice (−1,−1, 1, 1), pero todas

las opciones restantes cumplen esta condición, por ahora no tenemos más
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información (ver figura 2.32).

Figura 2.32: Paso 14. Arcos L1 y L2.

En los siguientes pasos, procederemos a completar los cuadrados del lado

izquiero de nuestros diagramas para obtener más información sobre los e2
i ’s

restantes, pero ahora iniciaremos con el vértice final e1
21 = (1,−2, 0, 0). Note-

mos que los arcos L1 y K coinciden en los vértices cuyos ı́ndices son j = 19, 20

y 21.

Paso 15. Construcción del camino C20. Consideremos el vértice e1
21

= (1,−2, 0, 0), el cual debe ser vértice de un cuadrado, por la misma razón

que e1
0 lo es. Aśı, obtenemos el valor de e2

20 = (1,−2, 0, 1), ya que e1
20 =

(1,−2, 1, 0) (ver figura 2.33).

Paso 16. Construcción del camino C19. Tomemos el vértice e1
19 = (1,−2, 2, 0).

Luego los vértices a longitud uno de e2
20 que se encuentran en el mismo

plano son: (1,−2, 0, 0), (1,−2, 0, 2), (1,−2,−1, 1), (1,−2, 1, 1). Recordemos
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Figura 2.33: Paso 15. Arcos L1 y L2.

que esta última opción ya se utilizó en un paso anterior. Analizemos ahora

las otras posibilidades.

Vértice (1,−2,−1, 1). Por la simetŕıa de la construcción, este vértice es

utilizado de forma análoga al vertice (1,−2, 1, 1) en el paso 16, pero en

el disco D3 cuya frontera es la unión de los arcos L3 y L4, por lo que

no es una opción.

Vértice (1,−2, 0, 0). En este caso, el camino con longitud mı́nima al

punto e1
19 tiene longitud cuatro, pero nos obliga a pasar por al menos

un vértice que ya utilizamos antes, y el siguiente camino tiene longitud

seis, por lo que no es una opción.

Vértice (1,−2, 0, 2). La longitud mı́nima al punto e1
19 = (1,−2, 2, 0) es

cuatro y no pasamos por ningún vértice utilizado previamente. Por lo

tanto, este es nuestro vértice e2
19.

Como l(C19) = 4, sabemos que requerimos dos vértices más para formar

este camino, los cuales aparecen de manera natural al respetar las coorde-

nadas de los vértices ya dados. Aśı C19 está formado por (e1
19), (1,−2, 2, 1),

(1,−2, 2, 2), (1,−2, 1, 2), e2
19. Tenemos entonces tres cuadrados en este nivel
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(ver figura 2.34).

Figura 2.34: Paso 16. Arcos L1 y L2.

Paso 17. Vamos a formar ahora C18, para lo cual requerimos encontrar las

coordenadas de e2
18. Consideremos primero que e1

18 = (1,−1, 2, 0) y notemos

que de manera natural los vértices (1,−1, 2, 1), (1,−2, 2, 1), (1,−2, 2, 2) de

pasos anteriores, forman un cuadrado por lo que el vértice (1,−1, 2, 2) res-

tante también debe pertenecer a L. Existen ocho vértices a distancia uno de

e2
19, de los cuales sólo dos están a longitud dos del vértice (1,−1, 2, 2), los

otros seis vértices están a distancia cuatro, por lo cual no los consideraremos.

Las dos opciones restantes son los vértices (1,−2, 1, 2) y (1,−1, 0, 2), la pri-

mer opción ya la utilizamos en el paso anterior, por lo que e2
18 = (1,−1, 0, 2).

Completamos C18 con el vértice (1,−1, 1, 2) y de esta forma tenemos cuatro

cuadrados en este nivel.

Consideremos ahora que e1
18 = (1,−2, 3, 0). Notemos que los vértices e21 =

(1,−2, 0, 0), e2
20 = (1,−2, 0, 1) y e2

19 = (1,−2, 0, 2) se encuentran en el mismo

segmento de recta b; de la misma manera que los vértices e21 = (1,−2, 0, 0),

e1
20 = (1,−2, 1, 0), e1

19 = (1,−2, 2, 0) y e1
18 = (1,−2, 3, 0) se encuentran en
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Figura 2.35: Paso 17. Arcos L1 y L2.

el segmento a de tal manera que si rotamos a noventa grados, através del

vértice e21, tenemos que el vértice e1
20 coincide con e2

20, de manera análoga

e1
19 coincide e1

19; esto nos lleva a que e1
18 debe coincidir con e2

18; por lo que

seŕıa igual a (1,−2, 0, 3). Esto implica que, el camino C18 consistirá de 5

cuadrados, incrementando con ello el área de L. Por lo que elegimos como

e2
18 = (1,−1, 0, 2) (ver figura 2.35).

Paso 18. Vamos a construir el camino C17 a partir del vértice e1
17 = (1,−1, 3, 0).

Las coordenadas en este camino son del tipo (1,−1, a, b), y podemos comple-

tar un cuadrado con el vértice (1,−1, 3, 2). Revisamos ahora las ocho opciones

que tenemos para el vértice e2
17, sólo cuatro opciones cumplen con la condi-

ción anterior. De éstos, dos vértices ya fueron utilizados en pasos anteriores,

sólo restan (1,−1, 0, 1) y (1,−1, 0, 3). A continuación, buscaremos el vértice

tal que el camino al vértice (1,−1, 3, 2) sea lo mas pequeño posible, y no

pase por vértices que hemos utilizado antes; por lo que e2
17 = (1,−1, 0, 3) se

encuentra a distancia cuatro de (1,−1, 3, 2) (la menor posible), necesitamos

agregar tres vértices para obtener C17; (1,−1, 3, 3), (1,−1, 2, 3) y (1,−1, 1, 3).

Por lo que tenemos cinco cuadrados en este nivel (ver figura 2.36).
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Figura 2.36: Paso 18. Arcos L1 y L2.

Paso 19. Para construir C16 a partir del vértice e1
16 = (0,−1, 3, 0), consi-

deramos los ocho vértices que se encuentran a distancia uno de e2
17, y de

estas ocho posibilidades trazamos el camino más corto que los una a e1
16.

Encontramos que la longitud de cinco de estos caminos es 8, y los otros tres

caminos tienen longitud 6, por lo que los vértices con caminos de longitud

8 no son una opción que minimice el área. En las tres opciones restantes,

dos son vértices que ya han sido utilizado, por lo que e2
16 = (0,−1, 0, 3),

y requerimos cuatro vértices más para formar C16, cuyas coordenadas se

obtienen de manera natural al completar los cuadrados con C17, por lo que

(0,−1, 3, 2), (0,−1, 3, 3), (0,−1, 2, 3), (0,−1, 1, 3) ∈ C16. Tenemos, por lo tan-

to 6 cuadrados en este nivel (ver figura 2.37).

Paso 20. Para construir el camino C15, una vez más revisamos las opciones

de vértices que se encuentran a distancia uno de e2
16 y encontramos el camino

más corto que lo une a e1
15 = (−1,−1, 3, 0). Como en el caso anterior, cinco

caminos tienen longitud ocho y no son una opción que minimice el área.

Revisamos las otras tres opciones con longitud seis:
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Figura 2.37: Paso 19. Arcos L1 y L2.

Opción (0,−1, 0, 2): Este vértice es e2
3 .

Opción (0,−1, 1, 3): Este vértice pertenece a C16.

Opción (−1,−1, 0, 3): Minimiza la longitud de C15 y no ha sido utilizado

en otro paso.

Aśı e2
15 = (−1,−1, 0, 3). Dado que l(C15) = 6, necesitmos agregar cuatro

vértices más, los cuales surgen de manera natural al completar cuadrados

con C16. Aśı {(−1, 1, 3, 2), (−1,−1, 3, 3), (−1,−1, 2, 3), (−1,−1, 1, 3)} ∈ C15.

Tenemos 6 cuadrados en este nivel (ver figura 2.38).

Paso 21. Como paso final nos resta encontrar C14, para esto necesitamos

encontrar e2
14, una vez más consideramos todos los vértices que se encuen-

tren a distancia uno de e2
15, pero esta vez, simultáneamente debe estar a

distancia uno de e2
13. Sólo un vértice cumple con estas condiciones, por lo

que e2
14 = (−1,−1, 0, 2). Resta completar los correspondientes cuadrados con

los vértices (−1,−1, 2, 2) y (−1,−1, 1, 2). Por lo que tenemos 5 cuadrados en

este nivel (ver figura 2.39).
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Figura 2.38: Paso 20. Arcos L1 y L2.

Por lo tanto el área del disco Di es mayor o igual a 64, lo que implica que el

área de L es mayor o igual a 256. Por lo tanto, el resultado se sigue. �
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Figura 2.39: Paso 21. Arcos L1 y L2.



Caṕıtulo 3

Discretización de 2-nudos

cubulados

En este caṕıtulo vamos a usar el hecho de que todo nudo es isotópico a un

nudo cúbico para desarrollar una versión discreta del nudo. Empezamos re-

visando el caso de 1-nudos. Ya que un 1-nudo cubulado está descrito por una

sucesión de aristas cuyas fronteras están en la ret́ıcula canónica de puntos

con coeficientes enteros en R3, i.e., en el grupo abeliano Z3, de esta forma,

cada 1-nudo cúbico está completamente descrito por una permutación ćıclica

(a1, . . . , an) (con algunas restricciones) con ai ∈ Z3. Se puede describir un

diagrama regular de un 1-nudo cubulado en términos de estas permutacio-

nes ćıclicas proyectando en un plano P , tal que dicha proyección es inyectiva

cuando se restringe a la Z3-ret́ıcula y la imagen de la Z3-ret́ıcula, ΛP es densa

en P [11]. De manera más precisa, la proyección de cada 1-nudo cubulado

está determinada por una permutación ćıclica (w1, . . . , wn) (con algunas res-

tricciones), wi ∈ ΛP .

En el caso de 2-nudos, un 2-nudo cúbico está dado por una sucesión de caras

cuyas fronteras son aristas con extremos en la ret́ıcula canónica de puntos

55
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con coeficientes enteros en R4, i.e., en el grupo Z4. En este caso, cada cara

está determinada por cuatro puntos en la ret́ıcula canónica, por lo que utili-

zar permutaciones como en el caso 1 dimensional no es tan sencillo, y surge

la necesidad de buscar otra forma de discretizar a los 2-nudos.

Más precisamente, sea C la cubulación canónica de R4 y sea S2 el corres-

pondiente 2-esqueleto de C, el cual por definición está determinado por los

vértices en la ret́ıcula Z4, que consiste de puntos con coeficientes enteros, por

aristas que están contenidas en ĺıneas rectas paralelas a los ejes coordenados

y que pasan por puntos en la ret́ıcula Z4, y por caras que están contenidas

en planos paralelos a los planos coordenados y que pasan por puntos en la

ret́ıcula. Estas ĺıneas rectas pertenecen a cuatro familias de ĺıneas paralelas:

la familia F1
1 de ĺıneas paralelas al eje x, la familia F1

2 de ĺıneas paralelas

al eje y, la familia F1
3 de ĺıneas paralelas al eje z y la familia F1

4 de ĺıneas

paralelas al eje t. Las caras pertenecen a seis familias de planos paralelos: la

familia F2
1 de planos paralelos al plano xy, la familia F2

2 de planos paralelos

al plano xz, la familia F2
3 de planos paralelos al plano xt, la familia F2

4 de

planos paralelos al plano yz, la familia F2
5 de planos paralelos al plano yt y

la familia F2
6 de planos paralelos al plano zt. Notemos que en las familias F

el supeŕındice hace referencia a la dimensión de las familias (una recta o un

plano) mientras que el sub́ındice hace referencia al orden en el que tomamos

los ejes y planos.

A lo largo de este caṕıtulo usaremos la siguiente notación:

a := π6 + 1, b := π6 + π4 + 1, c := π6 + π4 + π2 + 1

Donde π es el conocido número transcendental.
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3.1. Descripción discreta de 2-nudos cubula-

dos.

Dado que cualquier 2-nudo cúbico está definido por una sucesión de caras, las

cuales están determinadas por 4 puntos en la ret́ıcula canónica Z4 de puntos

con coeficientes enteros en R4, es posible describir estas caras por medio de

sus baricentros, con lo que disminuimos el número de puntos necesarios para

poder reproducir el 2-nudo. Todo cuadrado de la ret́ıcula está definido por su

baricentro, aśı podemos dar una lista “ordenada” de todos los baricentros

que forman el 2-nudos cúbico.

Tenemos un “orden parcial” para estos baricentros, primero damos todos los

baricentros de la familia F2
1 , seguimos con la familia F2

2 , F2
3 , . . . ,F2

6 .

Sea {b1, b2, b3, b4, b5, b6} una familia de seis baricentros de caras de un hipercu-

bo con vértices en Z4, donde cada bi tiene coordenadas bi = (bi1, bi2, bi3, bi4),

i ∈ [1, 6].

Las familias {bi}, i ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6} que están en el mismo cubo cumplen lo

siguiente:

Tienen una entrada bij ∈ Z constante, i ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6}, j ∈ {1, 2, 3, 4}
fijo.

Tienen dos entradas del tipo qk
2
, qk ∈ Z, k ∈ {1, 2, 3}.
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La entrada restante, sea bmn, es entera, m ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6}, n ∈ {1, 2,
3, 4}, n 6= m.

• Más aún, sea F la cara cuyo baricentro es bmn. Aśı bmn satisface

que |bmn − bpn| = 1
2

para caras F ′ adyacentes a F con p 6= m, p ∈
[1, 6] y |bmn − bpn| = 1 sólo cuando F ′ es opuesta a F .

Figura 3.1: 8 vértices y 6 baricentros en el cubo.

Figura 3.2: 16 vértices y 24 baricentros en el hipercubo.

De esta forma, podemos representar a un 2-nudo K como una sucesión de

puntos K = (b1, b1, . . . , bm) acorde al orden parcial de las familias de bari-

centros.
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3.2. Movidas cubuladas en baricentros

Reescribimos las movidas cubuladas para 2-nudos cúbicos en términos de

baricentros.

M1 Subdivisión: Dado un entero m > 1, consideramos la subcubulación

Cm de C. Sea b = (b1, b2, b3, b4) un baricentro, la subdivisión permite

cambiar las entradas (bi, bj), i, j ∈ [1, 2, 3, 4], i 6= j del tipo
(
p
2
, q

2

)
por{(

p−1
2

+ 2r+1
2m

, q−1
2

+ 2s+1
2m

)}
, con r, s ∈ [0, . . . ,m− 1]. Denotaremos este

cambio como
(
p
2
, q

2

)
�
{(

p−1
2

+ 2r+1
2m

, q−1
2

+ 2s+1
2m

)}
r,s∈Π

.

Por ejemplo, si el baricentro es
(
2, 1

2
, 1

2
, 3
)

y m=2 obtenemos el siguiente

cambio.

(
2,

1

2
,
1

2
, 3

)
�

{(
2,

1

4
,
1

4
, 3

)
,

(
2,

3

4
,
3

4
, 3

)
,

(
2,

1

4
,
3

4
, 3

)
,

(
2,

3

4
,
1

4
, 3

)}
.

M2 Movimientos de frontera: Consiste en intercambiar baricentros de un

conjunto conexo de caras cuadradas homeomorfo a un disco D2 en un

cubo C de la cubulación por las caras complementarias de C. Existen

tres tipos de movidas M2.

• Movimiento 1 � 5

Sea F una cara del cubo C con baricentro bi = (bi1, bi2, bi3, bi4), i ∈
[1, 6], existen cinco baricentros en el mismo cubo C, bj, j ∈ [1, 6],

i 6= j tales que bik = bjk, para algún k ∈ {1, 2, 3, 4} (esto pasa ya

que los cinco baricentros que están en el mismo cubo C). El mo-

vimiento 1 � 5 consiste en cambiar el baricentro bi por la familia

de baricentros bj.
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Figura 3.3: Movimiento 1 � 5.

• Movimiento 2 � 4.

Sean Fi y Fj dos caras adyacentes del cubo C, sean bi y bj sus

respectivos baricentros. Entonces |bik − bjk| = 1
2

para dos k′s ∈
{1, 2, 3, 4}. El movimiento 2 � 4 consiste en cambiar los baricen-

tros bi y bj por el resto de los baricentros en C.

Figura 3.4: Movimiento 2 � 4.

• Movimiento 3 � 3.

Sean Fi, Fj, Fk tres caras adyacentes del cubo C, sean bi, bj, bk sus

respectivos baricentros. El movimiento 3 � 3 consiste en cambiar

los baricentros bi, bj, bk por el resto de los baricentros en C. En

este tipo de movimineto tenemos dos opciones:

◦ Las tres caras Fi, Fj, Fk son adyacentes entre si.

◦ La cara Fi es adyacente a las caras Fj, Fk y estas son caras

opuestas entre si.
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Figura 3.5: Movimiento 3 � 3.

Figura 3.6: Movimiento 3 � 3.

3.3. Descripción de una proyección genérica

para 2-nudos cubulados.

Muchos invariantes de nudos se calculan usando proyecciones genéricas, en

particular el grupo fundamental. Empezaremos mostrando que para cualquier

2-nudo cúbico K = (b1, b2, . . . , bn), existe una proyección genérica p sobre un

hiperplano fijo adecuado P . Después, representaremos K̂ = p(K) como una

lista de puntos (w1, w2, . . . , wn), donde wi = p(bi).

Proposición 3.3.1. Existe un hiperplano P ∈ R4 tal que la proyección or-

togonal p : R4 → P es inyectiva en los vértices de S2 (la ret́ıcula Z4) y

también es inyectiva en cada una de las familias F1
i y F2

j , i = 1, 2, 3, 4,

j = 1, 2, 3, 4, 5, 6.

Demostración. Sea N = (1, π, π2, π3), donde π es el conocido número trans-

cendental. Sea P el hiperplano que pasa por el origen en R4 y es ortogonal

a N . Vamos a mostrar que p : R4 → P es inyectiva cuando lo restringimos

a la ret́ıcula Z4. Sea (x0, y0, z0, t0) un punto en P y L = {t(1, π, π2, π3) +

(x0, y0, z0, t0) : t ∈ R} sea la ĺınea que es ortogonal a P y pasa por el pun-

to (x0, y0, z0, t0). Supongamos que L contiene dos puntos con coeficientes
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enteros P1 = (M,N,R, S) = (x0 + t1, y0 + π(t1), z0 + π2(t1), t0 + π3(t1)) y

P2 = (M ′, N ′, R′, S ′) = (x0 + t2, y0 + π(t2), z0 + π2(t2), t0 + π3(t2)). Si consi-

dereamos el punto P1−P2 que pertenece a L, debemos obtener que P1 = P2

ya que de otra forma π, π2 y π3 seŕıan números algebráicos. Por lo tanto p

restringido a la ret́ıcula Z4 es inyectivo. Ahora vamos a probar que la pro-

yección restringida a la familia F1
i , i = 1, 2, 3, 4 es inyectiva. Primero vamos

a considerar el caso i = 1. Sean l y l′ dos rectas que pertenecen a F1
1 . Supon-

gamos que p(l) = p(l′). Sea Q el plano en R4 que contiene a l y l′. Dado que

p restringido a los planos coordenados es inyectivo, podemos asumir que Q

no es paralelo a un plano coordenado. Por lo tanto, un vector normal a Q es

de la forma (0, a, b, c) con a, b y c 6= 0. Además p(Q) es la recta p(l) = p(l′).

Esto significa que Q contiene una traslación del vector (1, π, π2, π3) normal

a P . Esto es, (1, π, π2, π3) + x pertenece a Q (aqúı x es un punto en Q). Por

lo tanto el producto interno de (1, π, π2, π3) con (0, a, b, c) es cero, lo que es

imposible, ya que eso significaŕıa que π es la suma de un número racional y

un múltiplo racional de π2. Por un argumento similar p restringido a cada

una de las familias F1
2 ,F1

3 y F1
4 es también inyectiva. �

Matriz de proyección

Sea M es la matriz de proyección de R4 sobre el hiperplano P , donde P

está dado por la ecuación x+ πy+ π2z+ π3t = 0, es decir, el hiperplano que

pasa por el origen y es normal a N = (1, π, π2, π3).

M =


−π3
√
a

0 0 1√
a

−π2
√
ab

0
√

a
b
−π5
√
ab

−π√
bc

√
b
c
−π3
√
bc

−π4
√
bc
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3.4. Proyección de los ejes y planos coorde-

nados de R4 en P .

A continuación se muestran las ecuaciones de la proyección de los ejes coor-

denados de R4 en P

x(1, 0, 0, 0)→
(
−π3

√
a
,
−π2

√
ab
,
−π√
bc

)

y(0, 1, 0, 0)→

(
0, 0,

√
b

c

)

z(0, 0, 1, 0)→
(

0,

√
a

b
,
−π3

√
bc

)

t(0, 0, 0, 1)→
(

1√
a
,
−π5

√
ab
,
−π4

√
bc

)
.

Ahora, las ecuaciones de la proyección de los planos coordenados de R4 en R3.

xy → x− π
√
by = 0

xz →
√
bx− π5y − π2

√
acz = 0

xt→
√
ay − π

√
cz = 0

yz → x = 0

yt→ π5x+
√
by = 0

zt→ π4
√
bx+ π3y +

√
acz = 0



64 CAPTULO 3. DISCRETIZACIÓN DE 2-NUDOS CUBULADOS

Figura 3.7: Proyección de los seis planos coordenados en R4.

En la figura 3.7, el plano rojo representa la proyección del plano xy, el plano

verde la proyección del plano xz, el plano azul la proyección del plano xt, el

plano naranja la proyección del plano yz, el plano morado la proyección del

plano yt y el plano amarillo la proyección del plano zt. Esta asignación de

colores se respeta a lo largo del resto del trabajo.

3.5. Ecuaciones de los planos paralelos a los

planos coordenados.

Ahora mostramos las ecuaciones de la proyección de los planos paralelos a

los planos coordenados.
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Ecuaciones de planos paralelos al xy

• Generado por xy moviendo z = k1, donde k1 ∈ Z

x− π
√
by + k1π

√
a = 0,

• Generado por xy moviendo t = k2, donde k2 ∈ Z

x− π
√
by + k2

√
a = 0.

De donde es claro que estas dos familias de planos nunca se intersectan,

ya que para que se intersecten debeŕıamos tener k1π = k2 lo cual es

imposible, ya que k1, k2 ∈ Z. No hay intersección en la proyección de

planos paralelos al xy.

Figura 3.8: Proyección de planos paralelos a xy y xz.

Ecuaciones de planos paralelos al xz

• Generado por xz moviendo y = k1, donde k1 ∈ Z

√
bx− π5y − π2

√
ac+ k1π

2
√
ab = 0,



66 CAPTULO 3. DISCRETIZACIÓN DE 2-NUDOS CUBULADOS

• Generado por xz moviendo t = k2, donde k2 ∈ Z
√
bx− π5y − π2

√
ac+ k2

√
ab = 0.

De donde, una vez más, es claro que estas dos familias de planos nunca

se intersectan. No hay intersección en la proyección de planos paralelos

al xz.

Ecuaciones de planos paralelos al xt

• Generado por xt moviendo y = k1, donde k1 ∈ Z

√
ay − π

√
cz + k1π

√
b = 0,

• Generado por xt moviendo z = k2, donde k2 ∈ Z

√
ay − π

√
cz − k2

√
b = 0.

De donde, una vez más, es claro que estas dos familias de planos nunca

se intersectan. No hay intersección en la proyección de planos paralelos

al xt.

Figura 3.9: Proyección de planos paralelos a xt y yz.
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Ecuaciones de planos paralelos al yz

• Generado por yz moviendo x = k1, donde k1 ∈ Z
√
ax+ k1π

3 = 0,

• Generado por yz moviendo t = k2, donde k2 ∈ Z
√
ax− k2 = 0.

De donde es claro que estas dos familias de planos nunca se intersectan.

No hay intersección en la proyección de planos paralelos al yz.

Ecuaciones de planos paralelos al yt

• Generado por yt moviendo x = k1, donde k1 ∈ Z

π5x+
√
by + k1π

2
√
a = 0

• Generado por yt moviendo z = k2, donde k2 ∈ Z es una constante

π5x+
√
by − k2

√
a = 0

De donde, una vez más, es claro que estas dos familias de planos nunca

se intersectan. No hay intersección en la proyección de planos paralelos

al yt.

Ecuaciones de planos paralelos al zt

• Generado por zt moviendo x = k1, donde k1 ∈ Z

π4
√
bx+ π3y +

√
acz + k1π

√
ab = 0,

• Generado por zt moviendo y = k2, donde k2 es una constante

π4
√
bx+ π3y +

√
acz − k2

√
ab = 0.

De donde, una vez más, es claro que estas dos familias de planos nunca

se intersectan. No hay intersección en la proyección de planos paralelos

al yt.
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Figura 3.10: Proyección de planos paralelos a yt y zt.

3.6. Algoritmo para calcular el grupo funda-

mental de 2-nudos cubulados.

En esta sección desarrollaremos un algoritmo para calcular el grupo funda-

mental de un 2-nudo cúbico K utilizando su representación discreta, que

aplicaremos al método descrito por Fox, “secciones transversales por hiper-

planos” (ver [9]). A groso modo, este método consiste en colocar a K en

posición general en R4 e intersectarlo con la familia de hiperplanos paralelos

R3
t , −∞ < t <∞, perpendicular a una dirección apropiadamente elegida. Si

R3
t intersecta a K, esta intersección generalmente será un nudo o un enlace

cubulado en R3
t . Notemos que existe un número finito de valores de t para los

cuales R3
t intersecta a K, por lo que sabemos que nuestro proceso (algoritmo)

es finito. Los hiperplanos dividen a R4 en secciones, por lo que el grupo del

complemento de K en cada uno de estos cortes es el grupo fundamental del

nudo o enlace que se encuentra en la sección representativa del hiperplano

(a no ser que el hiperplano no intersecte a K). El grupo fundamental de K

en R4 se obtiene pegando estos cortes y aplicando el teorema de Van Kampen.
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El método de Fox consiste en lo siguiente: Sea K un 2-nudo contenido en

S4, tal que sus puntos cŕıticos ocurren en t ∈ {s1, s2, s3, . . . , sn} tal que

s1 < s2 < · · · < sn. Entonces el grupo fundamental Π(S4 − K) se puede

calcular de la siguiente manera.

a. Calcular la presentación de Wirtinger W de una sección de K que sea

un nudo L = R3
t ∩K.

b. Avanzar en la dirección negativa de t en el nudo K hasta llegar a un

punto cŕıtico p y aplicar uno de los siguientes cambios.

a) Si p es un máximo o p es un mı́nimo, no hay ningún cambio.

b) Si p es un punto silla, agregar la relación α1 = α2 a W ; donde α1 y

α2 son expresiones en W para caminos alrededor de dos elementos

a1 y a2 que se unen en un punto silla.

c. Repetir el paso anterior hasta llegar al último valor de t.

d. Avanzar en la dirección positiva de t en el nudo hasta que llegue a un

punto cŕıtico p y aplicar uno de los siguientes cambios en W .

a) Si p es un máximo o p es un mı́nimo, no hay ningún cambio.

b) Si p es un punto silla agrega una relación como en el paso 2 b).

Consideremos un 2-nudo cubulado K orientado. Entonces K está completa-

mente determinado por sus vértices; en particular, está completamente de-

terminado por los baricentros de las caras que lo conforman. A continuación

aplicaremos el método de Fox para obtener su grupo fundamental, por lo que

iniciaremos con el estudio de sus secciones transversales, mismas que están

dadas por coordenadas del tipo w = (x, y, z, t), donde t toma un número

finito de valores.
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Observemos que los puntos cŕıticos en nudos cubulados se localizan para t

enteros; en cuyo caso, los puntos cŕıticos consisten de uniones de caras que

conforman componentes conexas. Sea P una componente cŕıtica en t = sj,

cuya frontera consiste de segmentos rectilineos lP , aśı P es un máximo si to-

dos estos segmentos son aristas de caras de K cuyos baricentros se encuentran

en el hiperplano R3
t con t = sj− 1

2
. P es un mı́nimo si lP esta conformado por

aristas de caras de K cuyos baricentros se encuentran en R3
t para t = sj + 1

2
,

y es punto silla si lP está conformado por aristas que son comúnes a caras

de K tal que algunos de sus baricentros se encuentran en R3
t , con t = sj − 1

2

y los restantes en R3
t , con t = sj + 1

2
. Sin pérdida de generalidad, podemos

considerar nudos cuya última coodenada sea positiva.

Figura 3.11: Esquema de un punto mı́nimo, un punto silla y un punto máxi-

mo.

Paso 1. Obtenemos los baricentros correspondientes a cada sección tranver-

sal, aśı como el rango de valores que puede tomar t.

Algoritmo 1: Coordenadas de las secciones transversales de K

Require: Lista de baricentros de K en R4, L[w1, w2, .., wn], wj = (aj, bj, cj, dj).
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state m→ mı́n{dj}, M → máx{dj}
m+ j → tj, donde j ∈ {k−1

2
, | k = 1, 2, . . . , 2(M −m) + 1}

Create lists

for all j

Lj[wj1 , wj2 , . . . wjmj
], donde wjs = (ajs , bjs , cjs , tj)

print Sección transversal en el nivel j, Lj[wj1 , wj2 , . . . wjmj
]

Paso 2. Ordenamos los baricentros de cada sección transversal Lj de tal

forma que baricentros consecutivos corresponden a 2-caras consecutivas de

K. De esta forma particionamos el conjunto Lj en componentes conexas Cj.

Consideramos Lj[wj1 , wj2 , . . . wjmj
]. A cada baricentro wjs = (ajs , bjs , cjs , tj)

le asociamos Wjs : los cuatro vértices de la 2-cara correspondiente.

for all s

if ajs − [ajs ] = 1
2

and bjs − [bjs ] = 1
2

then

Wjs = {(ajs − 1
2
, bjs − 1

2
, cjs , tj), (ajs + 1

2
, bjs − 1

2
, cjs , tj),

(ajs − 1
2
, bjs + 1

2
, cjs , tj), (ajs + 1

2
, bjs + 1

2
, cjs , tj)}

if ajs − [ajs ] = 1
2

and cjs − [cjs ] = 1
2

then

Wjs = {(ajs − 1
2
, bjs , cjs − 1

2
, tj), (ajs + 1

2
, bjs , cjs − 1

2
, tj), (ajs − 1

2
, bjs , cjs +

1
2
, tj), (ajs + 1

2
, bjs , cjs + 1

2
, tj)}

if ajs − [ajs ] = 1
2

and tj − [tj] = 1
2

then

Wjs = {(ajs − 1
2
, bjs , cjs , tj − 1

2
), (ajs + 1

2
, bjs , cjs , tj − 1

2
), (ajs − 1

2
, bjs , cjs , tj +

1
2
), (ajs + 1

2
, bjs , cjs , tj + 1

2
)}

if bjs − [bjs ] = 1
2

and cjs − [cjs ] = 1
2

then

Wjs = {(ajs , bjs − 1
2
, cjs − 1

2
, tj), (ajs , bjs + 1

2
, cjs − 1

2
, tj), (ajs , bjs − 1

2
, cjs +
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1
2
, tj), (ajs , bjs + 1

2
, cjs + 1

2
, tj)}

if bjs − [bjs ] = 1
2

and tj − [tj] = 1
2

then

Wjs = {(ajs , bjs − 1
2
, cjs , tj − 1

2
), (ajs , bjs + 1

2
, cjs , tj − 1

2
), (ajs , bjs − 1

2
, cjs , tj +

1
2
), (ajs , bjs + 1

2
, cjs , tj + 1

2
)}

if cjs − [cjs ] = 1
2

and tj − [tj] = 1
2

then

Wjs = {(ajs , bjs , cjs − 1
2
, tj − 1

2
), (ajs , bjs , cjs + 1

2
, tj − 1

2
), (ajs , bjs , cjs − 1

2
, tj +

1
2
), (ajs , bjs , cjs + 1

2
, tj + 1

2
)}

Seleccionamos un primer baricentro y ordenamos los restantes. Notemos que

dos baricentros wji y wjk son consecutivos si Wji ∩Wjk = 2

Algoritmo 2: Sección transversal de K con baricentros ordenados.

Require Lista de baricentros de la sección en el nivel j, Lj[wj1 , wj2 , . . . , wjm ],

donde wjs = (ajs , bjs , cjs , tj)

Require Lista de los cuatro vértices asociados a la 2-cara wjs correspondiente,

LWj
[Wj1 ,Wj2 , . . . ,Wjm ]

state wj1 = vj1 , Lj1 = [vj1 ]

for all s do

for all r do

Wjr ∩Wjs until # (Wjr ∩Wjs) = 2

then wjr = vjs+1 y agregar vjs+1 a Lj1 ,

if Lj1 [vj1 , vj2 , . . . vjmj
]− Lj[wj1 , wj2 , . . . wjmj

] = ∅ then

print Sección transversal en el nivel j, Lj1 [vj1 , vj2 , . . . vjmj
], donde

vjs = (ajs , bjs , cjs , tj)

else Consider Lj2 = Lj[wj1 , wj2 , . . . wjmj
]− Lj1 [vj1 , vj2 , . . . vjmj

] and repeat
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Create lists

Lj1 , Lj2 , . . ., Ljc

state jc → Cj

print Secciones transversales en el nivel j, Lj1 , Lj2 , . . . Ljc

Paso 3: Encontramos el primer Ci = 1 con m+ i− [m+ i] = 1
2

y aplicamos

el algoritmo para calcular el grupo fundamental al 1-nudo L̃i1 [ṽi1 , ṽi2 , . . . ṽimi
]

descrito en [10]. En esta parte debemos considerar los vértices correspondien-

tes a cada baricentro ṽis .

Algoritmo 3: [10] Cálculo del grupo fundamental para el 1-nudo

L̃i1 [ṽi1 , ṽi2 , . . . ṽimi
] donde ṽis se obtiene de vis = (asj , bsj , csj , ts) suprimiendo

la última coordenada, ésto es ṽis = (asj , bsj , csj).

Buscar Ci tal que Ci = 1 y Ck > 1, para k < i con m + i − [m + i] = 1
2
, y

m+ k − [m+ k] = 1
2
, donde [•] denota la función parte entera.

Proyección y Cruces

Require: L̃i[ṽ1, ṽ2, .., ṽmi
] lista de puntos en R3, donde ṽi = (ai, bi, ci).

A cada baricentro ṽis le asociamos sus vértices, para obtener Li[v1, v2, .., vn].

Lista de puntos en R2, I es un conjunto vaćıo, A =
√
π2 + 1,

B =
√

2π2 + 2π4 + π6 + 1

for all vs ∈ L
ws ← (asπ

A
, asπ

2+bsπ3−cs−csπ2

B
)

for all wi, wj ∈ L1

Crear una matriz, donde ws = (xs, ys) y ws − wr = (xs − xr, ys − yr)
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M =

[
(wi+1 − wj)
(wj+1 − wj)

]
N =

[
(wi − wj)

(wj+1 − wj)

]

O =

[
(wj − wi)

(wi+1 − wi)

]
P =

[
(wj+1 − wi)
(wi+1 − wi)

]

if (det(M) ∗ det(N) < 0) y (det(O) ∗ det(P ) < 0)

if (i, j) /∈ I y (j, i) /∈ I
add (i, j) to I.

Criterio para cruces

Require: I[(i1, j1), (i2, j2)...(ik, jk)] puntos de intersección, L[v1, v2, .., vn] lista

de puntos en R3, donde vi = (ai, bi, ci)

for all (i, j) ∈ I
donde us = vs+1 − vs = (xs, ys, zs)

ui ← vi+1 − vi
uj ← vj+1 − vj
if xi = xj

if ai < aj

print wiwi + 1 cruza por debajo

else

print wjwj + 1 cruza por debajo

if yi = yj

if bi < bj

print wiwi + 1 cruza por debajo

else

print wjwj + 1 cruza por debajo
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if zi = zj

if ci < cj

print wiwi + 1 cruza por debajo

else

print wjwj + 1 cruza por debajo

Grupo Fundamental

Require: L[(i1, j1), (i2, j2)...(ik, jk)] puntos de intersección

Crear listas

γ1 = (i1 + 1, i1 + 2, ..., i2)

γ2 = (i2 + 1, i2 + 2, ..., i3)

...

γk = (ik + 1, ik + 2, ..., i1)

for all is, js ∈ L
Buscar r y l tal que js ∈ γr y is ∈ γl.
Crear una matriz, donde wis = (x, y) y wis+1 − wis = (x1 − x2, y1 − y2)

A =

[
(wis+1 - wis)

(wjs+1 - wjs)

]

if det(A) < 0

print αrαl = αl+1αr

else

print αlαr = αrαl+1

Paso 4: A continuación determinaremos los puntos silla. Notemos que di-

chos puntos ocurren cuando la última coordenada t es entera, en cuyo caso

la sección Rt ∪K posee caras, el número de componentes Ct− 1
2

es distinto al
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número Ct+ 1
2
.

Algoritmo 4: Encontrar los puntos silla de K.

Require: Lista de baricentros de K en R4, L[w1, w2, .., wn], wi = (ai, bi, ci, di)

y di − [di] = 0, donde [•] denota parte entera.

state m→ mı́n{dj}, M → máx{dj}
Create lists

for all tj tal que m ≤ tj ≤M con tj entero

Lj[wj1 , wj2 , . . . wjmj
], donde wjs = (ajs , bjs , cjs , tj)

print Sección transversal en el nivel j, Lj[wj1 , wj2 , . . . wjmj
]

for all j 6= i entero do

if Cj− 1
2
− Cj+ 1

2
6= 0 then K tiene posiblemente un punto silla en el nivel j

Determinar el posible punto cŕıtico Pj de K en el nivel j.

Consideramos Lj[wj1 , wj2 , . . . wjmj
]. A cada baricentro wjs = (ajs , bjs , cjs , tj)

le asociamos los cuatro vértices de la 2-cara correspondiente.

if ajs − [ajs ] = 1
2

and bjs − [bjs ] = 1
2

then

Wjs = {(ajs− 1
2
, bjs− 1

2
, cjs , tj), (ajs + 1

2
, bjs− 1

2
, cjs , tj), (ajs− 1

2
, bjs + 1

2
, cjs , tj),

(ajs + 1
2
, bjs + 1

2
, cjs , tj)}

if ajs − [ajs ] = 1
2

and cjs − [cjs ] = 1
2

then

Wjs = {(ajs − 1
2
, bjs , cjs − 1

2
, tj), (ajs + 1

2
, bjs , cjs − 1

2
, tj), (ajs − 1

2
, bjs , cjs +

1
2
, tj), (ajs + 1

2
, bjs , cjs + 1

2
, tj)}

if ajs − [ajs ] = 1
2

and tj − [tj] = 1
2

then
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Wjs = {(ajs − 1
2
, bjs , cjs , tj − 1

2
), (ajs + 1

2
, bjs , cjs , tj − 1

2
), (ajs − 1

2
, bjs , cjs , tj +

1
2
), (ajs + 1

2
, bjs , cjs , tj + 1

2
)}

if bjs − [bjs ] = 1
2

and cjs − [cjs ] = 1
2

then

Wjs = {(ajs , bjs − 1
2
, cjs − 1

2
, tj), (ajs , bjs + 1

2
, cjs − 1

2
, tj), (ajs , bjs − 1

2
, cjs +

1
2
, tj), (ajs , bjs + 1

2
, cjs + 1

2
, tj)}

if bjs − [bjs ] = 1
2

and tj − [tj] = 1
2

then

Wjs = {(ajs , bjs − 1
2
, cjs , tj − 1

2
), (ajs , bjs + 1

2
, cjs , tj − 1

2
), (ajs , bjs − 1

2
, cjs , tj +

1
2
), (ajs , bjs + 1

2
, cjs , tj + 1

2
)}

if cjs − [cjs ] = 1
2

and tj − [tj] = 1
2

then

Wjs = {(ajs , bjs , cjs − 1
2
, tj − 1

2
), (ajs , bjs , cjs + 1

2
, tj − 1

2
), (ajs , bjs , cjs − 1

2
, tj +

1
2
), (ajs , bjs , cjs + 1

2
, tj + 1

2
)}

state Pj = Wj1

for all s do

if # (Pj ∩Wjs) = 2 then Pj ∪Wjs → Pj

Verificar que Pj sea un punto silla

state j − 1
2
→ j−

Require Lj− [wj−1
, wj−2

, . . . wj−m
j−

]. A cada baricentro wj−s
= (aj−s

, bj−s
, cj−s

,

tj−) le asociamos los dos vértices de la 2-cara correspondiente cuya última

coordenada es tj.

if aj−s
− [aj−s

] = 1
2

then

Wj−s
= {(aj−s

− 1
2
, bj−s

, cj−s
, tj), (aj−s

+ 1
2
, bj−s

, cj−s
, tj)}
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if bj−s
− [bj−s

] = 1
2

then

Wj−s
= {(aj−s

, b−js − 1
2
, cj−s

, tj), (aj−s
, bj+s

+ 1
2
, cj−s

, tj)}

if cj−s
− [cj−s

] = 1
2

then

Wj−s
= {(aj−s

, bj−s
, cj−s

− 1
2
, tj), (aj−s

, bj−s
, cj−s

+ 1
2
, tj)}

for all s do

state BJ− = ∪Wj−s

state j + 1
2
→ j+

Require Lj+ [wj+1
, wj+2

, . . . wj+m
j+

]. A cada baricentro wj+s
= (aj+s

, bj+s
, cj+s

,

tj+) le asociamos los dos vértices de la 2-cara correspondiente cuya última

coordenada es tj.

if aj+s
− [aj+s

] = 1
2

then

Wj+s
= {(aj+s

− 1
2
, bj+s

, cj+s
, tj), (aj+s

+ 1
2
, bj+s

, cj+s
, tj)}

if bj+s
− [bj+s

] = 1
2

then

Wj+s
= {(aj+s

, b+js − 1
2
, cj+s

, tj), (aj+s
, bj+s

+ 1
2
, cj+s

, tj)}

if cj+s
− [cj+s

] = 1
2

then

Wj+s
= {(aj+s

, bj+s
, cj+s

− 1
2
, tj), (aj+s

, bj+s
, cj+s

+ 1
2
, tj)}

for all s do

state BJ+ = ∪Wj+s

if Pj ∩BJ− 6= ∅ and Pj ∩BJ+ 6= ∅ print Pj es un punto silla.

Paso 5: Obtener las nuevas relaciones entre los generados del grupo funda-



3.6. ALGORITMO PARA CALCULAR EL GRUPO FUNDAMENTAL 79

mental obtenido en el paso 3, que provienen de los caminos que se unen en

cada punto silla Pj ; y con ello, obtener el grupo fundamental del nudo K.

Algoritmo 5: Encontrar las relaciones adicionales que corresponden a cada

punto silla

Require: Lista de baricentros de K en R4, L[w1, w2, .., wn], wj = (aj, bj, cj, dj).

state m→ mı́n{dj}, M → máx{dj}.
m+ j → tj, donde j ∈ {k+1

2
, | k = 0, 1, . . . , 2(M −m)− 1}

Create lists

for all j

Lj[wj1 , wj2 , . . . wjmj
], donde wjs = (ajs , bjs , cjs , tj)

state wjs ←→ Wjs donde Wjs es el conjunto de vértices correspondientes a

2-cara respectiva.

start Ci

search j tal que j < i y Pj ⊂ K ∩ R3
tj

es un punto silla

for all j ≤ r ≤ i

Nj = Pj

for all 1 ≤ s ≤ mr

if #(Wjs ∩Nr−1) = 2 then Nr ∪Wjs → Nr

Determinar los generadores que corresponden a los dos caminos que se in-

tersectan en Pj.

state A cada camino γs de la sección Grupo Fundamental le asociamos los

vértices de las 2-caras correspondientes de K y lo denotamos por Γs
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search r y l tal que Γr ∩Ni 6= ∅ y Γl ∩Ni 6= ∅

print αr = αl.

repeat para j tal que j > i

Ejemplo.- Consideremos una vez más a T 2 el 2-nudo cúbico istotópico al spin

del nudo trébol. Los hiperplanos paralelos R3
t son de la forma {(x, y, z, t)|t ∈

(−3, 3)}. Notemos que es suficiente trabajar con t ∈ Z ya que al tener un 2-

nudo cubulado, no puede haber ningún cambio en el diagrama en algún punto

p /∈ Z. Utilizaremos el algoritmo anterior para calcular su grupo fundamental.

La sección central (t = 0) es el nudo cubulado que se muetra en la figura

3.12.

Figura 3.12: Sección central del spin del nudo trébol

Al calcular su grupo fundamental obtenemos las siguientes relaciones y gene-

radores (a, b, f : aba = bab, afa = faf). Este será nuestro grupo fundamental

base. Después mientras vamos moviendonos en la dirección negativa encon-

tramos un punto silla en los cuales los arcos b y f se cruzan. Esta identidad

simplifica nuestro grupo fundamental a sólo dos generadores y una relación:
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(a, b : aba = bab). Mientras continuamos en la dirección negativa, las dos

componentes desaparecen. Este mı́nimo no tiene efecto en el grupo funda-

mental, de acuerdo con el algoritmo.

Ahora nos movemos en la dirección positiva desde t = 0, de nuevo nos en-

contramos con un punto silla en donde los arcos b y f se cruzan. La relación

b = f ya se hab́ıa agregado a nuestra presentación; nuestro grupo fundamen-

tal no cambiará. Finalmente, las dos componentes desaparecen en la parte

superior de nuestro nudo. Cuando avanzamos en la dirección positiva en la

dirección t, el máximo no tiene efecto en el grupo fundamental. Por lo que el

gurpo fundamental del spin del nudo trébol es

(a, b : aba = bab)

Este grupo es el mismo que el grupo fundamental del nudo trébol en dimen-

sión 3.
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Apéndice

Ejemplo de un 2-nudo en su presentación discreta en baricentros.

La siguiente lista de baricentros son los necesarios para poder reproducir un

diagrama del spin del nudo trébol.

Cuadrado Baricentro

1 (0,0,0,0),(0,0,1,0),(0,0,1,1),(0,0,0,1) (0,0,1/2,1/2)

2 (0,0,1,0),(0,0,2,0),(0,0,2,1),(0,0,1,1) (0,0,3/2,1/2)

3 (0,0,1,1),(0,0,2,1),(0,0,2,2),(0,0,1,2) (0,0,3/2,3/2)

4 (0,0,1,2),(0,0,0,2),(0,0,0,1),(0,0,1,1) (0,0,1/2,3/2)

5 (0,0,2,0),(0,-1,2,0),(0,-1,2,1),(0,0,2,1) (0,-1/2,2,1/2)

6 (0,0,2,1),(0,-1,2,1),(0,-1,2,2),(0,0,2,2) (0,-1/2,2,3/2)

7 (0,-1,2,2),(0,-1,1,2),(0,0,1,2),(0,0,2,2) (0,-1/2,3/2,2)

8 (0,-1,1,2),(0,-1,0,2),(0,0,0,2),(0,0,1,2) (0,-1/2,1/2,2)

9 (0,-1,2,0),(0,-2,2,0),(0,-2,2,1),(0,-1,2,1) (0,-3/2,2,1/2)

10 (0,-1,2,1),(0,-2,2,1),(0,-2,2,2),(0,-1,2,2) (0,-3/2,2,3/2)

11 (0,-2,2,2),(0,-2,1,2),(0,-1,1,2),(0,-1,2,2) (0,-3/2,3/2,2)

12 (0,-2,1,2),(0,-2,0,2),(0,-1,0,2),(0,-1,1,2) (0,-3/2,1/2,2)

13 (0,-2,2,0),(0,-2,1,0),(0,-2,1,1),(0,-2,2,1) (0,-2,3/2,1/2)

14 (0,-2,2,1),(0,-2,1,1),(0,-2,1,2),(0,-2,2,2) (0,-2,3/2,3/2)

.
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Cuadrado Baricentro

15 (0,-2,1,1),(0,-2,0,1),(0,-2,0,2),(0,-2,1,2) (0,-2,1/2,3/2)

16 (0,-2,1,0),(0,-3,1,0),(0,-3,1,1),(0,-2,1,1) (0,-5/2,1,1/2)

17 (0,-3,1,1),(0,-3,0,1),(0,-2,0,1),(0,-2,1,1) (0,-5/2,1/2,1)

18 (0,-3,1,0),(1,-3,1,0),(1,-3,1,1),(0,-3,1,1) (1/2,-3,1,1/2)

19 (1,-3,1,1),(1,-3,0,1),(0,-3,0,1),(0,-3,1,1) (1/2,-3,1/2,1)

20 (1,-3,1,0),(2,-3,1,0),(2,-3,1,1),(1,-3,1,1) (3/2,-3,1,1/2)

21 (2,-3,1,1),(2,-3,0,1),(1,-3,0,1),(1,-3,1,1) (1/2,-3,1/2,1)

22 (2,-3,1,0),(2,-2,1,0),(2,-2,1,1),(2,-3,1,1) (2,-5/2,1,1/2)

23 (2,-2,1,1),(2,-2,0,1),(2,-3,0,1),(2,-3,1,1) (2,-5/2,1/2,1)

24 (2,-2,1,0),(2,-1,1,0),(2,-1,1,1),(2,-2,1,1) (2,-3/2,1,1/2)

25 (2,-1,1,1),(2,-1,0,1),(2,-2,0,1),(2,-2,1,1) (2,-3/2,1/2,1)

26 (2,-1,1,0),(1,-1,1,0),(1,-1,1,1),(2,-1,1,1) (3/2,-1,1,1/2)

27 (1,-1,1,1),(1,-1,0,1),(2,-1,0,1),(2,-1,1,1) (3/2,-1,1/2,1)

28 (1,-1,1,0),(0,-1,1,0),(0,-1,1,1),(1,-1,1,1) (1/2,-1,1,1/2)

29 (0,-1,1,1),(0,-1,0,1),(1,-1,0,1),(1,-1,1,1) (1/2,-1,1/2,1)

30 (0,-1,1,0),(-1,-1,1,0),(-1,-1,1,1),(0,-1,1,1) (-1/2,-1,1,1/2)

31 (-1,-1,1,1),(-1,-1,0,1),(0,-1,0,1),(0,-1,1,1) (-1/2,-1,1/2,1)

32 (-1,-1,1,0),(-1,-1,2,0),(-1,-1,2,1),(-1,-1,1,1) (-1,-1,3/2,1/2)

33 (-1,-1,2,1),(-1,-1,2,2),(-1,-1,1,2),(-1,-1,1,1) (-1,-1,3/2,3/2)

34 (-1,-1,1,2),(-1,-1,0,2),(-1,-1,0,1),(-1,-1,1,1) (-1,-1,1/2,3/2)

35 (-1,-1,2,0),(-1,-1,3,0),(-1-1,3,1),(-1,-1,2,1) (-1,-1,5/2,1/2)

36 (-1,-1,2,1),(-1,-1,3,1),(-1,-1,3,2),(-1,-1,2,2) (-1,-1,5/2,3/2)

37 (-1,-1,3,2),(-1,-1,3,3),(-1,-1,2,3),(-1,-1,2,2) (-1,-1,5/2,5/2)

38 (-1,-1,2,3),(-1,-1,1,3),(-1,-1,1,2),(-1,-1,2,2) (-1,-1,3/2,5/2)

39 (-1,-1,1,3),(-1,-1,0,3),(-1,-1,0,2),(-1,-1,1,2) (-1,-1,1/2,5/2)

40 (-1,-1,3,0),(0,-1,3,0),(0,-1,3,1),(-1,-1,3,1) (-1/2,-1,3,1/2)

.
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Cuadrado Baricentro

41 (-1,-1,3,1),(0,-1,3,1),(0,-1,3,2),(-1,-1,3,2) (-1/2,-1,3,3/2)

42 (-1,-1,3,2),(0,-1,3,2),(0,-1,3,3),(-1,-1,3,3) (-1/2,-1,3,5/2)

43 (0,-1,3,3),(0,-1,2,3),(-1,-1,2,3),(-1,-1,3,3) (-1/2,-1,5/2,3)

44 (0,-1,2,3),(0,-1,1,3),(-1,-1,1,3),(-1,-1,2,3) (-1/2,-1,3/2,3)

45 (0,-1,1,3),(0,-1,0,3),(-1,-1,0,3),(-1,-1,1,3) (-1/2,-1,1/2,3)

46 (0,-1,3,0),(1,-1,3,0),(1,-1,3,1),(0,-1,3,1) (1/2,-1,3,1/2)

47 (0,-1,3,1),(1,-1,3,1),(1,-1,3,2),(0,-1,3,2) (1/2,-1,3,3/2)

48 (0,-1,3,2),(1,-1,3,2),(1,-1,3,3),(0,-1,3,3) (1/2,-1,3,5/2)

49 (1,-1,3,3),(1,-1,2,3),(0,-1,2,3),(0,-1,3,3) (1/2,-1,5/2,3)

50 (1,-1,2,3),(1,-1,1,3),(0,-1,1,3),(0,-1,2,3) (1/2,-1,3/2,3)

51 (1,-1,1,3),(1,-1,0,3),(0,-1,0,3),(0,-1,1,3) (1/2,-1,1/2,3)

52 (1,-1,3,0),(1,-1,2,0),(1,-1,2,1),(1,-1,3,1) (1,-1,5/2,1/2)

53 (1,-1,3,1),(1,-1,2,1),(1,-1,2,2),(1,-1,3,2) (1,-1,5/2,3/2)

54 (1,-1,3,2),(1,-1,2,2),(1,-1,2,3),(1,-1,3,3) (1,-1,5/2,5/2)

55 (1,-1,2,2),(1,-1,1,2),(1,-1,1,3),(1,-1,2,3) (1,-1,3/2,5/2)

56 (1,-1,1,2),(1,-1,0,2),(1,-1,0,3),(1,-1,1,3) (1,-1,1/2,5/2)

57 (1,-1,2,0),(1,-2,2,0),(1,-2,2,1),(1,-1,2,1) (1,-3/2,2,1/2)

58 (1,-1,2,1),(1,-2,2,1),(1,-2,2,2),(1,-1,2,2) (1,-3/2,2,3/2)

59 (1,-2,2,2),(1,-2,1,2),(1,-1,1,2),(1,-1,2,2) (1,-3/2,3/2,2)

60 (1,-2,1,2),(1,-2,0,2),(1,-1,0,2),(1,-1,1,2) (1,-3/2,1/2,2)

61 (1,-2,2,0),(1,-2,1,0),(1,-2,1,1),(1,-2,2,1) (1,-2,3/2,1/2)

62 (1,-2,2,1),(1,-2,1,1),(1,-2,1,2),(1,-2,2,2) (1,-2,3/2,3/2)

63 (1,-2,1,1),(1,-2,0,1),(1,-2,0,2),(1,-2,1,2) (1,-2,1/2,3/2)

64 (1,-2,1,0),(1,-2,0,0),(1,-2,0,1),(1,-2,1,1) (1,-2,1/2,1/2)

65 (0,0,0,0),(0,0,1,0),(0,0,1,-1),(0,0,0,-1) (0,0,1/2,-1/2)

66 (0,0,1,-1),(0,0,2,-1),(0,0,2,0),(0,0,1,0) (0,0,3/2,-1/2)

.
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Cuadrado Baricentro

67 (0,0,1,-1),(0,0,1,-2),(0,0,2,-2),(0,0,2,-1) (0,0,3/2,-3/2)

68 (0,0,1,-1),(0,0,0,-1),(0,0,0,-2),(0,0,1,-2) (0,0,1/2,-3/2)

69 (0,0,2,-1),(0,-1,2,-1),(0,-1,2,0),(0,0,2,0) (0,-1/2,2,-1/2)

70 (0,0,2,-2),(0,-1,2,-2),(0,-1,2,-1),(0,0,2,-1) (0,-1/2,2,-3/2)

71 (0,0,2,-2),(0,0,1,-2),(0,-1,1,-2),(0,-1,2,-2) (0,-1/2,3/2,-2)

72 (0,0,1,-2),(0,0,0,-2),(0,-1,0,-2),(0,-1,1,-2) (0,-1/2,1/2,-2)

73 (0,-1,2,-1),(0,-2,2,-1),(0,-2,2,0),(0,-1,2,0) (0,-3/2,2,-1/2)

74 (0,-1,2,-2),(0,-2,2,-2),(0,-2,2,-1),(0,-1,2,-1) (0,-3/2,2,-3/2)

75 (0,-1,2,-2),(0,-1,1,-2),(0,-2,1,-2),(0,-2,2,-2) (0,-3/2,3/2,-2)

76 (0,-1,1,-2),(0,-1,0,-2),(0,-2,0,-2),(0,-2,1,-2) (0,-3/2,1/2,-2)

77 (0,-2,2,-1),(0,-2,1,-1),(0,-2,1,0),(0,-2,2,0) (0,-2,3/2,-1/2)

78 (0,-2,2,-2),(0,-2,1,-2),(0,-2,1,-1),(0,-2,2,-1) (0,-2,3/2,-3/2)

79 (0,-2,1,-2),(0,-2,0,-2),(0,-2,0,-1),(0,-2,1,-1) (0,-2,1/2,-3/2)

80 (0,-2,1,-1),(0,-3,1,-1),(0,-3,1,0),(0,-2,1,0) (0,-5/2,1,-1/2)

81 (0,-2,1,-1),(0,-2,0,-1),(0,-3,0,-1),(0,-3,1,-1) (0,-5/2,1/2,-1)

82 (0,-3,1,-1),(1,-3,1,-1),(1,-3,1,0),(0,-3,1,0) (1/2,-3,1,-1/2)

83 (0,-3,1,-1),(0,-3,0,-1),(1,-3,0,-1),(1,-3,1,-1) (1/2,-3,1/2,-1)

84 (1,-3,1,-1),(2,-3,1,-1),(2,-3,1,0),(1,-3,1,0) (3/2,-3,1,-1/2)

85 (1,-3,1,-1),(1,-3,0,-1),(2,-3,0,-1),(2,-3,1,-1) (3/2,-3,1/2,-1)

86 (2,-3,1,-1),(2,-2,1,-1),(2,-2,1,0),(2,-3,1,0) (2,-5/2,1,-1/2)

87 (2,-3,1,-1),(2,-3,0,-1),(2,-2,0,-1),(2,-2,1,-1) (2,-5/2,1/2,-1)

88 (2,-2,1,-1),(2,-1,1,-1),(2,-1,1,0),(2,-2,1,0) (2,-3/2,1,-1/2)

89 (2,-2,1,-1),(2,-2,0,-1),(2,-1,0,-1),(2,-1,1,-1) (2,-3/2,1/2,-1)

90 (2,-1,1,-1),(1,-1,1,-1),(1,-1,1,0),(2,-1,1,0) (1/2,-1,1,-1/2)

91 (2,-1,1,-1),(2,-1,0,-1),(1,-1,0,-1),(1,-1,1,-1) (3/2,-1,1/2,-1)

92 (1,-1,1,-1),(0,-1,1,-1),(0,-1,1,0),(1,-1,1,0) (1/2,-1,1,-1/2)

.
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Cuadrado Baricentro

93 (1,-1,1,-1),(1,-1,0,-1),(0,-1,0,-1),(0,-1,1,-1) (1/2,-1,1/2,-1)

94 (0,-1,1,-1),(-1,-1,1,-1),(-1,-1,1,0),(0,-1,1,0) (-1/2,-1,1,-1/2)

95 (0,-1,1,-1),(0,-1,0,-1),(-1,-1,0,-1),(-1,-1,1,-1) (-1/2,-1,1/2,-1)

96 (-1,-1,1,-1),(-1,-1,2,-1),(-1,-1,2,0),(-1,-1,1,0) (-1,-1,3/2,-1/2)

97 (-1,-1,1,-1),(-1,-1,1,-2),(-1,-1,2,-2),(-1,-1,2,-1) (-1,-1,3/2,-3/2)

98 (-1,-1,1,-1),(-1,-1,0,-1),(-1,-1,0,-2),(-1,-1,1,-2) (-1,-1,1/2,-3/2)

99 (-1,-1,2,-1),(-1,-1,3,-1),(-1,-1,3,0),(-1,-1,2,0) (-1,-1,5/2,-1/2)

100 (-1,-1,2,-2),(-1,-1,3,-2),(-1,-1,3,-1),(-1,-1,2,-1) (-1,-1,5/2,-3/2)

101 (-1,-1,2,-2),(-1,-1,2,-3),(-1,-1,3,-3),(-1,-1,3,-2) (-1,-1,5/2,-5/2)

102 (-1,-1,2,-2),(-1,-1,1,-2),(-1,-1,1,-3),(-1,-1,2,-3) (-1,-1,3/2,-5/2)

103 (-1,-1,1,-2),(-1,-1,0,-2),(-1,-1,0,-3),(-1,-1,1,-3) (-1,-1,1/2,-5/2)

104 (-1,-1,3,-1),(0,-1,3,-1),(0,-1,3,0),(-1,-1,3,0) (-1/2,-1,3,-1/2)

105 (-1,-1,3,-2),(0,-1,3,-2),(0,-1,3,-1),(-1,-1,3,-1) (-1/2,-1,3,-3/2)

106 (-1,-1,3,-3),(0,-1,3,-3),(0,-1,3,-2),(-1,-1,3,-2) (-1/2,-1,3,-5/2)

107 (-1,-1,3,-3),(-1,-1,2,-3),(0,-1,2,-3),(0,-1,3,-3) (-1/2,-1,5/2,-3)

108 (-1,-1,2,-3),(-1,-1,1,-3),(0,-1,1,-3),(0,-1,2,-3) (-1/2,-1,3/2,-3)

109 (-1,-1,1,-3),(-1,-1,0,-3),(0,-1,0,-3),(0,-1,1,-3) (-1/2,-1,1/2,-3)

110 (0,-1,3,-1),(1,-1,3,-1),(1,-1,3,0),(0,-1,3,0) (1/2,-1,3,-1/2)

111 (0,-1,3,-2),(1,-1,3,-2),(1,-1,3,-1),(0,-1,3,-1) (1/2,-1,3,-3/2)

112 (0,-1,3,-3),(1,-1,3,-3),(1,-1,3,-2),(0,-1,3,-2) (1/2,-1,3,-5/2)

113 (0,-1,3,-3),(0,-1,2,-3),(1,-1,2,-3),(1,-1,3,-3) (1/2,-1,5/2,-3)

114 (0,-1,2,-3),(0,-1,1,-3),(1,-1,1,-3),(1,-1,2,-3) (1/2,-1,3/2,-3)

115 (0,-1,1,-3),(0,-1,0,-3),(1,-1,0,-3),(1,-1,1,-3) (1/2,-1,1/2,-3)

116 (1,-1,3,-1),(1,-1,2,-1),(1,-1,2,0),(1,-1,3,0) (1,-1,5/2,-1/2)

117 (1,-1,3,-2),(1,-1,2,-2),(1,-1,2,-1),(1,-1,3,-1) (1,-1,5/2,-3/2)

118 (1,-1,3,-3),(1,-1,2,-3),(1,-1,2,-2),(1,-1,3,-2) (1,-1,5/2,-5/2)

.
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119 (1,-1,2,-3),(1,-1,1,-3),(1,-1,1,-2),(1,-1,2,-2) (1,-1,3/2,-5/2)

120 (1,-1,1,-3),(1,-1,0,-3),(1,-1,0,-2),(1,-1,1,-2) (1,-1,1/2,-5/2)

121 (1,-1,2,-1),(1,-2,2,-1),(1,-2,2,0),(1,-1,2,0) (1,-3/2,2,-1/2)

122 (1,-1,2,-2),(1,-2,2,-2),(1,-2,2,-1),(1,-1,2,-1) (1,-3/2,2,-3/2)

123 (1,-1,2,-2),(1,-1,1,-2),(1,-2,1,-2),(1,-2,2,-2) (1,-3/2,3/2,-2)

124 (1,-1,1,-2),(1,-1,0,-2),(1,-2,0,-2),(1,-2,1,-2) (1,-3/2,1/2,-2)

125 (1,-2,2,-1),(1,-2,1,-1),(1,-2,1,0),(1,-2,2,0) (1,-2,3/2,-1/2)

126 (1,-2,2,-2),(1,-2,1,-2),(1,-2,1,-1),(1,-2,2,-1) (1,-2,3/2,-3/2)

127 (1,-2,1,-2),(1,-2,0,-2),(1,-2,0,-1),(1,-2,1,-1) (1,-2,1/2,-3/2)

128 (1,-2,1,-1),(1,-2,0,-1),(1,-2,0,0),(1,-2,1,0) (1,-2,1/2,-1/2)

129 (0,0,0,0),(0,0,-1,0),(0,0,-1,-1),(0,0,0,-1) (0,0,-1/2,-1/2)

130 (0,0,0,-1),(0,0,-1,-1),(0,0,-1,-2),(0,0,0,-2) (0,0,-1/2,-3/2)

131 (0,0,-1,-2),(0,0,-1,-1),(0,0,-2,-1),(0,0,-2,-2) (0,0,-3/2,-3/2)

132 (0,0,-2,-1),(0,0,-1,-1),(0,0,-1,0),(0,0,-2,0) (0,0,-3/2,-1/2)

133 (0,0,0,-2),(0,0,-1,-2),(0,-1,-1,-2),(0,-1,0,-2) (0,-1/2,-1/2,-2)

134 (0,0,-1,-2),(0,0,-2,-2),(0,-1,-2,-2),(0,-1,-1,-2) (0,-1/2,-3/2,-2)

135 (0,-1,-2,-2),(0,0,-2,-2),(0,0,-2,-1),(0,-1,-2,-1) (0,-1/2,-2,-3/2)

136 (0,-1,-2,-1),(0,0,-2,-1),(0,0,-2,0),(0,-1,-2,0) (0,-1/2,-2,-1/2)

137 (0,-1,0,-2),(0,-1,-1,-2),(0,-2,-1,-2),(0,-2,0,-2) (0,-3/2,-1/2,-2)

138 (0,-1,-1,-2),(0,-1,-2,-2),(0,-2,-2,-2),(0,-2,-1,-2) (0,-3/2,-3/2,-2)

139 (0,-2,-2,-2),(0,-1,-2,-2),(0,-1,-2,-1),(0,-2,-2,-1) (0,-3/2,-2,-3/2)

140 (0,-2,-2,-1),(0,-1,-2,-1),(0,-1,-2,0),(0,-2,-2,0) (0,-3/2,-2,-1/2)

141 (0,-2,0,-2),(0,-2,-1,-2),(0,-2,-1,-1),(0,-2,0,-1) (0,-2,-1/2,-3/2)

142 (0,-2,-1,-2),(0,-2,-2,-2),(0,-2,-2,-1),(0,-2,-1,-1) (0,-2,-3/2,-3/2)

143 (0,-2,-1,-1),(0,-2,-2,-1),(0,-2,-2,0),(0,-2,-1,0) (0,-2,-3/2,-1/2)

144 (0,-2,0,-1),(0,-2,-1,-1),(0,-3,-1,-1),(0,-3,0,-1) (0,-5/2,-1/2,-1)

.
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145 (0,-3,-1,-1),(0,-2,-1,-1),(0,-2,-1,0),(0,-3,-1,0) (0,-5/2,-1,-1/2)

146 (0,-3,0,-1),(0,-3,-1,-1),(1,-3,-1,-1),(1,-3,0,-1) (1/2,-3,-1/2,-1)

147 (1,-3,-1,-1),(0,-3,-1,-1),(0,-3,-1,0),(1,-3,-1,0) (1/2,-3,-1,-1/2)

148 (1,-3,0,-1),(1,-3,-1,-1),(2,-3,-1,-1),(2,-3,0,-1) (3/2,-3,-1/2,-1)

149 (2,-3,-1,-1),(1,-3,-1,-1),(1,-3,-1,0),(2,-3,-1,0) (3/2,-3,-1,-1/2)

150 (2,-3,0,-1),(2,-3,-1,-1),(2,-2,-1,-1),(2,-2,0,-1) (2,-5/2,-1/2,-1)

151 (2,-2,-1,-1),(2,-3,-1,-1),(2,-3,-1,0),(2,-2,-1,0) (2,-5/2,-1,-1/2)

152 (2,-2,0,-1),(2,-2,-1,-1),(2,-1,-1,-1),(2,-1,0,-1) (2,-3/2,-1/2,-1)

153 (2,-1,-1,-1),(2,-2,-1,-1),(2,-2,-1,0),(2,-1,-1,0) (2,-3/2,-1,-1/2)

154 (2,-1,0,-1),(2,-1,-1,-1),(1,-1,-1,-1),(1,-1,0,-1) (3/2,-1,-1/2,-1)

155 (1,-1,-1,-1),(2,-1,-1,-1),(2,-1,-1,0),(1,-1,-1,0) (3/2,-1,-1,-1/2)

156 (1,-1,0,-1),(1,-1,-1,-1),(0,-1,-1,-1),(0,-1,0,-1) (1/2,-1,-1/2,-1)

157 (0,-1,-1,-1),(1,-1,-1,-1),(1,-1,-1,0),(0,-1,-1,0) (1/2,-1,-1,-1/2)

158 (0,-1,0,-1),(0,-1,-1,-1),(-1,-1,-1,-1),(-1,-1,0,-1) (-1/2,-1,-1/2,-1)

159 (-1,-1,-1,-1),(0,-1,-1,-1),(0,-1,-1,0),(-1,-1,-1,0) (-1/2,-1,-1,-1/2)

160 (-1,-1,0,-1),(-1,-1,-1,-1),(-1,-1,-1,-2),(-1,-1,0,-2) (-1,-1,-1/2,-3/2)

161 (-1,-1,-1,-2),(-1,-1,-1,-1),(-1,-1,-2,-1),(-1,-1,-2,-2) (-1,-1,-3/2,-5/2)

162 (-1,-1,-2,-1),(-1,-1,-1,-1),(-1,-1,-1,0),(-1,-1,-2,0) (-1,-1,-3/2,-1/2)

163 (-1,-1,0,-2),(-1,-1,-1,-2),(-1,-1,-1,-3),(-1,-1,0,-3) (-1,-1,-1/2,-5/2)

164 (-1,-1,-1,-2),(-1,-1,-2,-2),(-1,-1,-2,-3),(-1,-1,-1,-3) (-1,-1,-3/2,-5/2)

165 (-1,-1,-2,-3),(-1,-1,-2,-2),(-1,-1,-3,-2),(-1,-1,-3,-3) (-1,-1,-5/2,-5/2)

166 (-1,-1,-3,-2),(-1,-1,-2,-2),(-1,-1,-2,-1),(-1,-1,-3,-1) (-1,-1,-5/2,-3/2)

167 (-1,-1,-3,-1),(-1,-1,-2,-1),(-1,-1,-2,0),(-1,-1,-3,0) (-1,-1,-5/2,-1/2)

168 (-1,-1,0,-3),(-1,-1,-1,-3),(0,-1,-1,-3),(0,-1,0,-3) (-1/2,-1,-1/2,-3)

169 (-1,-1,-1,-3),(-1,-1,-2,-3),(0,-1,-2,-3),(0,-1,-1,-3) (-1/2,-1,-3/2,-3)

170 (-1,-1,-2,-3),(-1,-1,-3,-3),(0,-1,-3,-3),(0,-1,-2,-3) (-1/2,-1,-5/2,-3)

.
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171 (0,-1,-3,-3),(-1,-1,-3,-3),(-1,-1,-3,-2),(0,-1,-3,-2) (-1/2,-1,-3,-5/2)

172 (0,-1,-3,-2),(-1,-1,-3,-2),(-1,-1,-3,-1),(0,-1,-3,-1) (-1/2,-1,-3,-3/2)

173 (0,-1,-3,-1),(-1,-1,-3,-1),(-1,-1,-3,0),(0,-1,-3,0) (-1/2,-1,-3,-1/2)

174 (0,-1,0,-3),(0,-1,-1,-3),(1,-1,-1,-3),(1,-1,0,-3) (1/2,-1,-1/2,-3)

175 (0,-1,-1,-3),(0,-1,-2,-3),(1,-1,-2,-3),(1,-1,-1,-3) (1/2,-1,-3/2,-3)

176 (0,-1,-2,-3),(0,-1,-3,-3),(1,-1,-3,-3),(1,-1,-2,-3) (1/2,-1,-5/2,-3)

177 (1,-1,-3,-3),(0,-1,-3,-3),(0,-1,-3,-2),(1,-1,-3,-2) (1/2,-1,-3,-5/2)

178 (1,-1,-3,-2),(0,-1,-3,-2),(0,-1,-3,-1),(1,-1,-3,-1) (1/2,-1,-3,-3/2)

179 (1,-1,-3,-1),(0,-1,-3,-1),(0,-1,-3,0),(1,-1,-3,0) (1/2,-1,-3,-1/2)

180 (1,-1,0,-3),(1,-1,-1,-3),(1,-1,-1,-2),(1,-1,0,-2) (1,-1,-1/2,-5/2)

181 (1,-1,-1,-3),(1,-1,-2,-3),(1,-1,-2,-2),(1,-1,-1,-2) (1,-1,-3/2,-5/2)

182 (1,-1,-2,-3),(1,-1,-3,-3),(1,-1,-3,-2),(1,-1,-2,-2) (1,-1,-5/2,-5/2)

183 (1,-1,-2,-2),(1,-1,-3,-2),(1,-1,-3,-1),(1,-1,-2,-1) (1,-1,-5/2,-3/2)

184 (1,-1,-2,-1),(1,-1,-3,-1),(1,-1,-3,0),(1,-1,-2,0) (1,-1,-5/2,-1/2)

185 (1,-1,0,-2),(1,-1,-1,-2),(1,-2,-1,-2),(1,-2,0,-2) (1,-3/2,-1/2,-2)

186 (1,-1,-1,-2),(1,-1,-2,-2),(1,-2,-2,-2),(1,-2,-1,-2) (1,-3/2,-3/2,-2)

187 (1,-2,-2,-2),(1,-1,-2,-2),(1,-1,-2,-1),(1,-2,-2,-1) (1,-3/2,-2,-3/2)

188 (1,-2,-2,-1),(1,-1,-2,-1),(1,-1,-2,0),(1,-2,-2,0) (1,-3/2,-2,-1/2)

189 (1,-2,0,-2),(1,-2,-1,-2),(1,-2,-1,-1),(1,-2,0,-1) (1,-2,-1/2,-3/2)

190 (1,-2,-1,-2),(1,-2,-2,-2),(1,-2,-2,-1),(1,-2,-1,-1) (1,-2,-3/2,-3/2)

191 (1,-2,-1,-1),(1,-2,-2,-1),(1,-2,-2,0),(1,-2,-1,0) (1,-2,-3/2,-1/2)

192 (1,-2,0,-1),(1,-2,-1,-1),(1,-2,-1,0),(1,-2,0,0) (1,-2,-1/2,-1/2)

193 (0,0,-1,0),(0,0,0,0),(0,0,0,1),(0,0,-1,1) (0,0,-1/2,1/2)

194 (0,0,-2,0),(0,0,-1,0),(0,0,-1,1),(0,0,-2,1) (0,0,-3/2,1/2)

195 (0,0,-2,1),(0,0,-1,1),(0,0,-1,2),(0,0,-2,2) (0,0,-3/2,3/2)

196 (0,0,0,2),(0,0,-1,2),(0,0,-1,1),(0,0,0,1) (0,0,-1/2,3/2)

.
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197 (0,-1,-2,0),(0,0,-2,0),(0,0,-2,1),(0,-1,-2,1) (0,-1/2,-2,1/2)

198 (0,-1,-2,1),(0,0,-2,1),(0,0,-2,2),(0,-1,-2,2) (0,-1/2,-2,3/2)

199 (0,-1,-1,2),(0,-1,-2,2),(0,0,-2,2),(0,0,-1,2) (0,-1/2,-3/2,2)

200 (0,-1,0,2),(0,-1,-1,2),(0,0,-1,2),(0,0,0,2) (0,-1/2,-1/2,2)

201 (0,-2,-2,0),(0,-1,-2,0),(0,-1,-2,1),(0,-2,-2,1) (0,-3/2,-2,1/2)

202 (0,-2,-2,1),(0,-1,-2,1),(0,-1,-2,2),(0,-2,-2,2) (0,-3/2,-2,3/2)

203 (0,-2,-1,2),(0,-2,-2,2),(0,-1,-2,2),(0,-1,-1,2) (0,-3/2,-3/2,2)

204 (0,-2,0,2),(0,-2,-1,2),(0,-1,-1,2),(0,-1,0,2) (0,-3/2,-1/2,2)

205 (0,-2,-1,0),(0,-2,-2,0),(0,-2,-2,1),(0,-2,-1,1) (0,-2,-3/2,1/2)

206 (0,-2,-1,1),(0,-2,-2,1),(0,-2,-2,2),(0,-2,-1,2) (0,-2,-3/2,3/2)

207 (0,-2,0,1),(0,-2,-1,1),(0,-2,-1,2),(0,-2,0,2) (0,-2,-1/2,3/2)

208 (0,-3,-1,0),(0,-2,-1,0),(0,-2,-1,1),(0,-3,-1,1) (0,-5/2,-1,1/2)

209 (0,-3,0,1),(0,-3,-1,1),(0,-2,-1,1),(0,-2,0,1) (0,-5/2,-1/2,1)

210 (1,-3,-1,0),(0,-3,-1,0),(0,-3,-1,1),(1-3,-1,1) (1/2,-3,-1,1/2)

211 (1,-3,0,1),(1,-3,-1,1),(0,-3,-1,1),(0,-3,0,1) (1/2,-3,-1/2,1)

212 (2,-3,-1,0),(1,-3,-1,0),(1,-3,-1,1),(2,-3,-1,1) (3/2,-3,-1,1/2)

213 (2,-3,0,1),(2,-3,-1,1),(1,-3,-1,1),(1,-3,0,1) (3/2,-3,-1/2,1)

214 (2,-2,-1,0),(2,-3,-1,0),(2,-3,-1,1),(2,-2,-1,1) (2,-5/2,-1,1/2)

215 (2,-2,0,1),(2,-2,-1,1),(2,-3,-1,1),(2,-3,0,1) (2,-5/2,-1/2,1)

216 (2,-1,-1,0),(2,-2,-1,0),(2,-2,-1,1),(2,-1,-1,1) (2,-3/2,-1,1/2)

217 (2,-1,0,1),(2,-1,-1,1),(2,-2,-1,1),(2,-2,0,1) (2,-3/2,-1/2,1)

218 (1,-1,-1,0),(2,-1,-1,0),(2,-1,-1,1),(1,-1,-1,1) (3/2,-1,-1,1/2)

219 (1,-1,0,1),(1,-1,-1,1),(2,-1,-1,1),(2,-1,0,1) (3/2,-1,-1/2,1)

220 (0,-1,-1,0),(1,-1,-1,0),(1,-1,-1,1),(0,-1,-1,1) (1/2,-1,-1,1/2)

221 (0,-1,0,1),(0,-1,-1,1),(1,-1,-1,1),(1,-1,0,1) (1/2,-1,-1/2,1)

222 (-1,-1,-1,0),(0,-1,-1,0),(0,-1,-1,1),(-1,-1,-1,1) (-1/2,-1,-1,1/2)

.
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223 (-1,-1,0,1),(-1,-1,-1,1),(0,-1,-1,1),(0,-1,0,1) (-1/2,-1,-1/2,1)

224 (-1,-1,-2,0),(-1,-1,-1,0),(-1,-1,-1,1),(-1,-1,-2,1) (-1,-1,-3/2,1/2)

225 (-1,-1,-2,1),(-1,-1,-1,1),(-1,-1,-1,2),(-1,-1,-2,2) (-1,-1,-3/2,3/2)

226 (-1,-1,0,2),(-1,-1,-1,2),(-1,-1,-1,1),(-1,-1,0,1) (-1,-1,1/2,3/2)

227 (-1,-1,-3,0),(-1,-1,-2,0),(-1,-1,-2,1),(-1,-1,-3,1) (-1,-1,-5/2,1/2)

228 (-1,-1,-3,1),(-1,-1,-2,1),(-1,-1,-2,2),(-1,-1,-3,2) (-1,-1,-5/2,3/2)

229 (-1,-1,-3,2),(-1,-1,-2,2),(-1,-1,-2,3),(-1,-1,-3,3) (-1,-1,-5/2,5/2)

230 (-1,-1,-1,3),(-1,-1,-2,3),(-1,-1,-2,2),(-1,-1,-1,2) (-1,-1,-3/2,5/2)

231 (-1,-1,0,3),(-1,-1,-1,3),(-1,-1,-1,2),(-1,-1,0,2) (-1,-1,-1/2,5/2)

232 (0,-1,-3,0),(-1,-1,-3,0),(-1,-1,-3,1),(0,-1,-3,1) (-1/2,-1,-3,1/2)

233 (0,-1,-3,1),(-1,-1,-3,1),(-1,-1,-3,2),(0,-1,-3,2) (-1/2,-1,-3,3/2)

234 (0,-1,-3,2),(-1,-1,-3,2),(-1,-1,-3,3),(0,-1,-3,3) (-1/2,-1,-3,5/2)

235 (0,-1,-2,3),(0,-1,-3,3),(-1,-1,-3,3),(-1,-1,-2,3) (-1/2,-1,-5/2,3)

236 (0,-1,-1,3),(0,-1,-2,3),(-1,-1,-2,3),(-1,-1,-1,3) (-1/2,-1,-3/2,3)

237 (0,-1,0,3),(0,-1,-1,3),(-1,-1,-1,3),(-1,-1,0,3) (-1/2,-1,-1/2,3)

238 (1,-1,-3,0),(0,-1,-3,0),(0,-1,-3,1),(1,-1,-3,1) (1/2,-1,-3,1/2)

239 (1,-1,-3,1),(0,-1,-3,1),(0,-1,-3,2),(1,-1,-3,2) (1/2,-1,-3,3/2)

240 (1,-1,-3,2),(0,-1,-3,2),(0,-1,-3,3),(1,-1,-3,3) (1/2,-1,-3,5/2)

241 (1,-1,-2,3),(1,-1,-3,3),(0,-1,-3,3),(0,-1,-2,3) (1/2,-1,-5/2,3)

242 (1,-1,-1,3),(1,-1,-2,3),(0,-1,-2,3),(0,-1,-1,3) (1/2,-1,-3/2,3)

243 (1,-1,0,3),(1,-1,-1,3),(0,-1,-1,3),(0,-1,0,3) (1/2,-1,-1/2,3)

244 (1,-1,-2,0),(1,-1,-3,0),(1,-1,-3,1),(1,-1,-2,1) (1,-1,-5/2,1/2)

245 (1,-1,-2,1),(1,-1,-3,1),(1,-1,-3,2),(1,-1,-2,2) (1,-1,-5/2,3/2)

246 (1,-1,-2,2),(1,-1,-3,2),(1,-1,-3,3),(1,-1,-2,3) (1,-1,-5/2,5/2)

247 (1,-1,-1,2),(1,-1,-2,2),(1,-1,-2,3),(1,-1,-1,3) (1,-1,-3/2,5/2)

248 (1,-1,0,2),(1,-1,-1,2),(1,-1,-1,3),(1,-1,0,3) (1,-1,-1/2,5/2)

.
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249 (1,-2,-2,0),(1,-1,-2,0),(1,-1,-2,1),(1,-2,-2,1) (1,-3/2,-2,1/2)

250 (1,-2,-2,1),(1,-1,-2,1),(1,-1,-2,2),(1,-2,-2,2) (1,-3/2,-2,3/2)

251 (1,-2,-1,2),(1,-2,-2,2),(1,-1,-2,2),(1,-1,-1,2) (1,-3/2,-3/2,2)

252 (1,-2,0,2),(1,-2,-1,2),(1,-1,-1,2),(1,-1,0,2) (1,-3/2,-1/2,2)

253 (1,-2,-1,0),(1,-2,-2,0),(1,-2,-2,1),(1,-2,-1,1) (1,-2,-3/2,1/2)

254 (1,-2,-1,1),(1,-2,-2,1),(1,-2,-2,2),(1,-2,-1,2) (1,-2,-3/2,3/2)

255 (1,-2,0,1),(1,-2,-1,1),(1,-2,-1,2),(1,-2,0,2) (1,-2,-1/2,3/2)

256 (1,-2,0,0),(1,-2,-1,0),(1,-2,-1,1),(1,-2,0,1) (1,-2,-1/2,1/2)
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