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Resumen

En esta tesis se investigan teóricamente propiedades dependientes de la
fase de la luz emitida espontáneamente por un átomo iluminado por láseres.
Esta luz, denominada �uorescencia resonante, tiene propiedades que requie-
ren un análisis mecánico cuántico. El estudio se enfoca en el aspecto ondula-
torio de la luz más que en el de partícula. Para ello, se emplea la técnica de
detección homodina condicionada desarrollada inicialmente para la detección
de luz débilmente comprimida, donde las �uctuaciones en una cuadratura son
reducidas a expensas de incrementar las �uctuaciones de la otra. La detección
homodina condicionada es una versión mejorada de la detección homodina
balanceada, ya que la primera es independiente de la baja e�ciencia cuánti-
ca de los detectores y de la baja e�ciencia de recolección de la luz (ángulo
sólido) del átomo. Puesto que la compresión en �uorescencia resonante sólo
ocurre si la excitación es débil, con frecuencia se necesita un láser más intenso
para obtener su�ciente �uorescencia. La detección homodina condicionada,
en consecuencia, recoge la no linealidad óptica inducida, la cual se mani�esta
como �uctuaciones no gaussianas, re�ejo de dinámica fuera de equilibrio.

Se tratan tres modelos de átomos de pocos niveles. Primero se tiene un
sistema de dos niveles forzado por un láser de intensidad baja a saturación,
observando la desviación de las �uctuaciones de comprimida a no gaussia-
na. Después, un átomo de tres niveles donde el tercer nivel es metaestable,
causando intermitencia en la �uorescencia de la transición fuerte. Esto se
mani�esta como un pico muy angosto en el espectro de la cuadratura com-
primida. Finalmente, un átomo de tres niveles tipo V forzado por dos láseres
muestra una inusual correlación amplitud-intensidad asimétrica, medida por
la detección homodina condicionada, la cual se debe a la competencia entre
dos transiciones, una fuerte y una débil. Esta asimetría también es una marca
de �uctuaciones no gaussianas.
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Summary

In this thesis the phase-dependent properties of the light emitted sponta-
neously by a laser-driven single atom are theoretically investigated. This light,
called resonance �uorescence, has properties that need a quantum mechani-
cal analysis. The study focuses on the wave aspect of the light rather than
the particle aspect. For this, the method of conditional homodyne detection
technique developed initially for the detection of weak squeezed light is used,
where the �uctuations in one quadrature are reduced at the expense of the
increasing �uctuations in the other. Conditional homodyne detection is an
improved version of balanced homodyne detection that is independent on the
low quantum e�ciency of the detector and the low collection e�ciency (solid
angle) of the light from the atom. Since squeezing in resonance �uorescence
occurs only for weak driving, a stronger laser is often needed to collect enough
�uorescence. Conditional homodyne detection, as a consequence, picks the
induced optical non-linearity, which manifests as non-Gaussian �uctuations,
signature of nonequilibrium dynamics.

Three atomic models of few levels are considered. The �rst one is a two-
level atom driven by a laser of weak to saturating intensity, observing the
deviation of the �uctuations from squeezed to non-Gaussian. Second, a three-
level atom where the third level is metastable, causing the �uorescence of the
strong transition to display intermittency. This is re�ected in a very narrow
peak in the spectrum of the squeezed quadrature. Finally, a V-type three-level
atom driven by two lasers displays an unusual asymmetry in the amplitude-
intensity correlation measured by the conditional homodyne detection sche-
me, that is due to the competition among a strong and a weak transition.
This asymmetry is also a strong signature of non-Gaussian �uctuations.
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Capítulo 1

Introducción

Una forma de conocer las propiedades de un átomo (u otro material) es
mediante su �uorescencia, la luz que emite tras ser excitado a niveles de
mayor energía. La información que se obtiene consiste usualmente en cono-
cer intensidades, frecuencias y anchuras de la �uorescencia del átomo. La
excitación de un átomo por un láser permite la excitación selectiva de una
transición entre dos niveles de energía y, con ello, obtener notables mejoras
en la precisión de las mediciones sobre la transición. A la emisión espontánea1

de luz mientras el átomo es iluminado se le denomina Fluorescencia Reso-
nante (FR). La FR es una de las principales herramientas de diagnóstico en
espectroscopia láser, aplicada en enfriamiento de átomos con láseres, medi-
ciones de alta precisión para relojes atómicos y determinación de constantes
fundamentales, así como en la óptica cuántica, donde es de crucial interés
conocer las propiedades estadísticas de la luz emitida.

La óptica cuántica moderna nace con la invención del láser en 1960, y una
de sus primeras tareas fue determinar las propiedades estadísticas de la luz
del láser y sus mecanismos fundamentales de generación. Uno de los primeros
grandes triunfos de la nueva disciplina fue la Teoría Cuántica de la Coheren-
cia Óptica (TCCO), abanderada por Roy J. Glauber en 1963, y a quien se le
reconoció con el Premio Nobel de Física en 2005 [1], ver Fig. 1.1. Uno de los
elementos centrales de dicha teoría es el estado coherente, el estado cuántico
de la luz más cercano al campo coherente clásico de amplitud y frecuencia �ja
del campo Electromagnético (EM). La TCCO reconoce que todo campo EM

1Emisión espontánea: fotones emitidos en dirección aleatoria y sin relación de fase.
Emisión estimulada: fotones emitidos en la dirección del campo incidente y en fase con él,
la amplitud del campo incidente se suma a la del campo emitido.
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Figura 1.1: Roy J. Glauber (1925-2018) pronunciando su conferencia Nobel en el Aula

Magna de la Universidad de Estocolmo el 8 de diciembre de 2005 [26].

tiene �uctuaciones. El estado coherente, para empezar, es un campo cuyas
�uctuaciones en amplitud y fase son iguales entre sí, y cumplen una relación
de incertidumbre. Además, los campos EMs con otras propiedades estadís-
ticas se describen como superposiciones de estados coherentes. Se sentaban,
entonces, las bases para el estudio de las �uctuaciones de la luz en diferentes
estados producidos por cualquier tipo de emisor.

La TCCO tiene otro elemento crucial: un conjunto de funciones de co-
rrelación del campo EM a diferentes tiempos que permiten distinguir luz de
diferentes fuentes que a primer orden pueden parecer idénticas, tales como la
luz de una lámpara de descarga �ltrada y colimada para tener el mismo ancho
de banda y direccionalidad que un láser [2]. Estas funciones de correlación
están sustentadas en el funcionamiento de los fotodetectores y en las medi-
ciones por coincidencias que ya eran parte de mediciones en astronomía y
otras disciplinas. En astronomía son famosos los experimentos de Hanbury-
Brown y Twiss (HBT). En 1954 desarrollaron un nuevo interferómetro de
intensidad que emplearon para medir diámetros angulares de fuentes de on-
das de radiofrecuencia en el cielo empleando dos antenas [3]. La señal en cada
antena se detecta independientemente y se registra la correlación entre las
salidas de baja frecuencia de los detectores. La fase relativa de las dos señales
de radio se pierde y sólo se mide la correlación de sus �uctuaciones de intensi-
dad. A diferencia del anterior, en el interferómetro de Michelson sólo hay un
detector, las dos señales se combinan antes de la detección y su fase relativa
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se conserva. En 1956 HBT [4] modi�caron su interferómetro de intensidad,
reemplazaron las antenas por dos espejos y los detectores de radiofrecuencia
por dos celdas fotoeléctricas. Midieron, como función de la separación de los
espejos, la correlación entre las �uctuaciones de las corrientes provenientes
de las celdas cuando eran iluminadas por una estrella. Mostraron más allá
de toda duda que los fotones en dos haces coherentes de luz están correla-
cionados. No es que los fotones inter�eran físicamente, son sus amplitudes
de probabilidad las que inter�eren y éstas se pueden de�nir igualmente para
números arbitrarios de fotones.

La segunda generación, por así decirlo, de avances en la óptica cuántica
viene del estudio de las propiedades de la luz que no pueden describirse por
el campo EM ni por la estadística clásica. En 1976 Carmichael y Walls [5]
demostraron teóricamente, y Kimble y Mandel [6] experimentalmente, que un
átomo de dos niveles (posteriormente generalizado a otros sistemas) no puede
emitir dos fotones simultáneamente. Al emitir un fotón el átomo pasa a su
estado base, desde el cual no radia; debe ser excitado nuevamente para emitir
otro fotón. Este efecto se llama anti agrupamiento (antibunching), opuesto a
lo que ocurre con la luz de una fuente térmica (lámpara de descarga) donde
es más probable que se emitan dos fotones a la vez, llamado agrupamiento
(bunching). La luz de un láser, lo más cercano a un estado coherente, es
independiente del intervalo de emisión entre dos fotones, esto es, los fotones
se emiten en forma aleatoria. Este comportamiento se observó en [7] por
medio del conteo de fotones provenientes de diferentes fuentes de luz como
función del tiempo, Fig. 1.2.

La FR de un átomo de dos niveles convertiría a éste en uno de los siste-
mas más simple y no trivial para estudiar propiedades cuánticas de la luz.
Mollow [8] calculó el espectro de potencia de la luz dispersada por un átomo
de 2 niveles, excitado casi en resonancia por un campo eléctrico clásico mo-
nocromático. El espectro de potencia se obtiene de la función de correlación
del momento dipolar atómico a dos tiempos. En el modelo se considera a la
radiación dispersada, como compuesta, además de la monocromática (com-
ponente elástica), de una componente inelástica resultado de las �uctuaciones
cuánticas del dipolo. En el límite de campos de excitación débiles la disper-
sión es casi completamente elástica. Conforme se incrementa la intensidad
del campo excitador la dispersión inelástica empieza a contribuir, llegando
a ser apreciable cuando la frecuencia angular de Rabi Ωe de la transición
atómica inducida llega a ser comparable con la razón de decaimiento γe. En
el límite de campos de excitación fuertes (Ωe � γe) la dispersión inelástica
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Figura 1.2: La luz como partícula. Representación esquemática de series de tiempo de

fotoconteo para luz de una lámpara (agrupamiento), luz coherente de un láser (aleatorio)

y luz de un átomo de dos niveles (anti agrupamiento) [7, Fig. 4].

predomina sobre la dispersión elástica. En este límite el espectro de poten-
cia del campo dispersado, como función de la frecuencia angular ω, tiene un
pico central con máxima amplitud en ω ≡ ωfluorescencia − νe = 0 y dos picos
laterales de menor amplitud ubicados en ω ≡ ωfluorescencia − νe = ±Ωe, con
anchuras proporcionales a la razón de decaimiento γe. Estos picos se conocen
actualmente en el argot de la óptica cuántica como el �triplete de Mollow�.

El siguiente objetivo sería estudiar las propiedades dependientes de la
fase de la luz. En 1981 Walls y Zoller [9] demostraron que esas ocurren en los
llamados estados comprimidos (squeezed), �uctuaciones cuánticas reducidas,
donde por medio de una interacción átomo-láser no lineal, las �uctuaciones
de la fase (amplitud) de la luz se reducen a niveles menores a las de un
estado coherente a expensas de incrementar las �uctuaciones en la amplitud
(fase), y seguir cumpliendo la relación de incertidumbre del estado coherente.
Walls y Zoller sugirieron que para observar dichos estados comprimidos se
podrían realizar mediciones empleando la técnica de detección homodina
balanceada (DHB), que requiere un haz coherente de referencia haciendo
interferencia con la luz de interés. El espectro (transformada de Fourier)
de la señal de un estado comprimido presenta valores negativos en ciertos
intervalos de frecuencia, indicando menor ruido respecto al de un estado
coherente, o bien, al del vacío.

La historia de 30 años, hasta 2015, de los esfuerzos realizados para pro-
ducir los estados comprimidos está relatada por Andersen, et al . [10, y sus
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referencias]. El estudio inicial fue de Slusher, et al . en 1985 cuando obtuvie-
ron la evidencia del estado comprimido en su experimento conceptual inicial
usando el proceso de mezcla de cuatro ondas en un vapor atómico de áto-
mos de sodio. Entre la tecnología de vapores atómicos y un enfoque basado en
explotar la no linealidad tipo Kerr de tercer orden de SiO2, así como el en-
foque basado en la no linealidad de segundo orden de un cristal ferroeléctri-
co, ganaron estas dos últimas tecnologías logrando generar luz comprimida,
Wu en 1986 y Vinet en 2010. Otra tecnología, basada en la supresión del
ruido en la corriente de un láser semiconductor, implementada por Machida
en 1986, también logró observar el fenómeno a la salida de un diodo láser.
Estos cuatro experimentos fueron los primeros que mostraron un verdadero
efecto cuántico dependiente de la fase de la luz.

Sin embargo, la baja e�ciencia de los fotodetectores, así como la poca luz
recolectada en los experimentos mencionados en el párrafo anterior impidió
la observación de la compresión de la luz en la FR. Un sistema óptico que
también presenta una baja producción de compresión, con mucho mejor e�-
ciencia de recolección de fotones , es el de un átomo o átomos en una cavidad
electrodinámica cuántica, QED.2 La baja e�ciencia cuántica3 de fotodetec-
ción es su�ciente para ocultar la compresión. Para resolver el problema, en el
2000, Carmichael, et al . [11] idearon y demostraron el método de Detección
Homodina Condicionada (DHC), en el que el sistema de DHB, necesario pa-
ra la medición dependiente de la fase, reemplaza uno de los detectores del
interferómetro de HBT (ver pág. 2) caracterizado por ser casi inmune a la
(baja) e�ciencia de detección. Esto signi�ca que la detección de un fotón se
mide en coincidencia con la amplitud de una cuadratura de la luz, entonces,
la correlación es de tercer orden en la amplitud del campo.

La observación de compresión del sistema en la cavidad QED, así como
de la FR, se limita al régimen de excitación débil. Sin embargo, para producir
la cantidad de luz su�ciente para su observación hay que excitar al sistema
un poco más fuerte. Esto genera una contribución de tercer orden en la DHC
producto de la no linealidad inducida, mientras que la compresión es de
segundo orden en las �uctuaciones. En el experimento de Foster, et al . [12,
Fig. 3] esta contribución es pequeña, la cual permitía ignorarla en un primer
nivel y poder identi�car el espectro como el de compresión, pero notable

2Del inglés quantum electrodynamics (QED).
3Los fotodetectores se especi�can por su e�ciencia cuántica η, que se de�ne como la

razón del número de fotocuentas al número de fotones incidentes.
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en la asimetría temporal en la correlación. Esta asimetría fue explicada por
Denisov, et al . [13] como un efecto de rompimiento del balance detallado por
ser un sistema fuera de equilibrio, un tópico de gran actualidad. La solución
a un problema llevó a mas preguntas.

Los sistemas de cavidades QED son muy difíciles de explorar analítica-
mente fuera del régimen de excitación débil. La FR es más accesible a cual-
quier régimen, así que la ruta más adecuada para entender las desviaciones
al efecto de compresión y la asimetría de la correlación amplitud-intensidad
de la DHC es trabajar con la FR de sistemas de átomos de dos o más nive-
les. En 2008 Marquina-Cruz y Castro-Beltrán [14] demostraron teóricamente
la asimetría en la correlación amplitud-intensidad de la DHC en un átomo
de tres niveles tipo V, donde dos láseres excitan dos transiciones diferentes
con un estado base en común. Sin embargo, aún había que determinar el
papel de la no linealidad y el grado en que las �uctuaciones se presentan.
Estos estudios se realizaron para el átomo de dos niveles en 2010 por Castro-
Beltrán [15] y en 2015 por Castro-Beltrán, et al . [16]. Para el átomo de tres
niveles tipo V se realizaron en 2014 por Castro-Beltrán, et al . [17] y en 2017
por Gutiérrez, et al . [18]. En 2016 Castro-Beltrán, et al . [19] hicieron dichos
estudios aplicando la DHC a la FR de un átomo de tres niveles tipo Λ.

El autor de esta tesis considera que los artículos citados en el párrafo
anterior constituyen una contribución altamente original y pertinente en la
óptica cuántica. En particular por las propiedades dependientes de la fase de
la FR de átomos de dos o tres niveles, y sus implicaciones en la teoría de la
coherencia en general, así como por las propiedades estadísticas de sistemas
fuera de equilibrio. Esta tesis consta fundamentalmente del trabajo realizado
y reportado en los trabajos citados en el párrafo anterior y particularmente
en los últimos cuatro artículos en los que el autor de esta tesis es coautor.

Esta tesis esta organizada de la siguiente manera. En el Cap. 2 se presen-
tan los principales conceptos de la interacción de un átomo de 2 niveles de
energía con un láser monocromático en espacio libre. Se de�nen la frecuencia
angular de Rabi y la razón de decaimiento de emisión espontánea cuando el
átomo decae a un estado inferior de energía emitiendo un fotón de frecuencia
muy cercana a la de la transición. A partir de la ecuación maestra se obtie-
nen las ecuaciones de Bloch ópticas que describen la evolución del sistema
a todo tiempo, con soluciones analíticas sólo en el caso de desintonía igual
a cero, en resonancia. Sus soluciones en estado estacionario son importantes
porque dan información de cómo se comporta el sistema cuando el tiempo
tiende a in�nito. La intensidad de luz dispersada es proporcional a la po-
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blación en estado estacionario del estado de mayor energía. El concepto de
estado coherente, de�nido en términos de las cuadraturas X1, X2, permite
estudiar un verdadero efecto cuántico de la luz: Los estados comprimidos o
luz comprimida. La huella digital de tales estados está dada por la varianza,
o ruido, de la cuadratura X1 o X2.

El Cap. 3 es un poco matemático porque inicia con el concepto, en general,
de función de correlación en óptica cuántica para pasar a estudiar, por un
lado, la técnica de medición de detección homodina condicionada y, por otro
lado, se de�ne la función de correlación a dos tiempos, la cual está relacionada
con la técnica mencionada. La función de correlación permite el estudio de las
�uctuaciones de la FR emitida por una transición en un átomo. La fórmula
cuántica de regresión es muy importante en óptica cuántica ya que permite
calcular los valores esperados de funciones a dos tiempos. Los cálculos de
dichas funciones y los de las condiciones iniciales que se requieren son temas
que se desarrollan en el capítulo y se complementan en el Apéndice A.

En los Caps. 4, 5 y 6 se presentan los trabajos desarrollados durante el
trabajo de tesis, los cuales se reproducen en el Apéndice C. El Cap. 4 está
dedicado al átomo de dos niveles, el sistema más básico, pero no trivial,
que permite estudiar los conceptos fundamentales de la óptica cuántica. El
Cap. 5 estudia el átomo de tres niveles tipo Λ, el cual presenta el fenómeno de
intermitencia de la FR debido a la presencia del estado metaestable de larga
vida, comparada con la de la transición fuerte. A diferencia de los dos casos
anteriores, el átomo de tres niveles tipo V, en el Cap. 6 se estudia cómo este
átomo presenta una función de correlación asimétrica. En los tres modelos
de átomos se estudian las condiciones óptimas para medir el espectro de la
luz comprimida. En el Cap. 7 se presentan las conclusiones.
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Capítulo 2

Interacción� átomo-láser

En este capítulo se estudia la interacción de un átomo de 2 niveles de
energía con un láser monocromático en espacio libre, uno de los sistemas
cuánticos mas simples pero nada triviales. Con esto, se establecen los con-
ceptos básicos de la óptica cuántica para estudiar otros modelos de átomo
que se tratan en esta tesis, a saber, el átomo de tres niveles tipo Λ y el átomo
de tres niveles tipo V. Que se pueda reducir un sistema atómico a un sistema
de dos niveles se debe principalmente a la monocromaticidad de los láseres,
pudiendo ignorar otras transiciones. En caso que los niveles de energía tengan
degeneración es posible obtener un sistema de dos niveles mediante bombeo
óptico con láseres de polarizaciones apropiadas.

En esta tesis se considera que el láser es un campo perfectamente coheren-
te en el sentido de la óptica clásica: estable en amplitud y monocromático,
ignorando �uctuaciones cuánticas. Esto signi�ca que, junto con la cuanti-
zación de la energía atómica se utiliza la llamada teoría semiclásica de la
electrodinámica. Se ignoran además las �uctuaciones del láser debidas a di-
versas fuentes de ruido. Se considera también que el átomo está �jo en el
espacio. Esto no es problema si se usa un punto cuántico, pero puede serlo
con un ion en una trampa de radio frecuencia o trampa de Paul.1 Sin em-
bargo, es rutinariamente posible con�nar el micro movimiento a un paquete
de onda de tamaño mucho menor que la longitud de onda de la transición.
Estas aproximaciones son comunes en la literatura.

El interés en óptica cuántica es estudiar las propiedades estadísticas de
la luz y la dinámica del sistema que la produce. Las fuentes emiten fotones

1En honor del físico alemán Wolfgang Paul (1913-1993) quien inventó las trampas de
radiofrecuencia. Premio Nobel de Física en 1989.
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que se propagan alejándose de la fuente hasta que son absorbidos por las
paredes del laboratorio o son detectados. Para analizar las propiedades de la
luz se emplean métodos estadísticos cuánticos. Los átomos excitados actúan
como una fuente de radiación a través de emisión espontánea y estimulada.2

Dichas fuentes son sistemas abiertos que se pueden estudiar por medio de
los métodos usados para tratar con disipación en mecánica cuántica. Estos
métodos permiten separar convenientemente entre el tratamiento de la fuen-
te, como un sistema cuántico amortiguado, y el tratamiento de los campos
emitidos. La separación consiste, por un lado, en un sistema S que repre-
senta todo el funcionamiento interno de la fuente, formado por la fuente (el
átomo excitado) y los láseres, y por otro lado, un entorno o recipiente R
que causa la emisión espontánea y que porta los campos emitidos (la �uores-
cencia). En el lenguaje de sistemas disipativos, R describe el ambiente en el
cual la fuente pierde energía. Para fuentes emisoras de fotones la pérdida de
energía es energía útil, aparece en R como campos emitidos que se pueden
observar en un experimento, o se puede reorientar para usarla en otra parte,
Carmichael [20, p. 5].

En este capítulo se estudia el átomo de 2 niveles (A2N) con el propósi-
to de revisar los conceptos fundamentales de la óptica cuántica, sentar las
bases de la nomenclatura y revisar el comportamiento general de una tran-
sición atómica entre dos niveles. Lo anterior, a su vez, sienta las bases para
posteriormente estudiar átomos de 3 niveles.

La Fig. 2.1 es un esquema para el modelo aproximado de un A2N, el cual
se supone que está aislado y �jo en una posición. El átomo está acoplado con
un láser de frecuencia angular νe constante. La frecuencia angular ωe es la
de la transición entre el estado base |g〉 y el estado excitado |e〉, el sistema S
está acoplado a un entorno (R) en el cual la fuente pierde energía emitiendo
espontáneamente fotones a razón γe, cantidad también llamada coe�ciente A
de Einstein.

En la Fig. 2.1, Ωe es la frecuencia angular de Rabi que describe la inten-
sidad del acoplamiento entre al átomo y el láser para la transición entre el
estado base |g〉 y el estado excitado |e〉. La frecuencia angular de Rabi, en
general, está dada por [21, p. 79]

Ωj =
pjgE0

~
, (2.1)

donde pjg es la magnitud del momento dipolar de la transición |j〉 ↔ |g〉 y
2Véase pie de pág. 1
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Figura 2.1: Modelo aproximado de un átomo de 2 niveles. Cuando un láser monocro-

mático de frecuencia angular νe coincide con una de las transiciones ópticas del átomo

se tiene una interacción resonante entre esa transición y el campo de luz, donde ωe es la

frecuencia angular de la transición entre |g〉 y |e〉, Ωe es la frecuencia angular de Rabi y γe
la razón de emisión espontánea del estado excitado.

E0 es la amplitud del campo de luz. En este tratamiento se ignora el hecho
de que usualmente los niveles tienen a su vez subniveles y que todos pueden
contribuir a una transición resonante, lo cual produce complicaciones cuando
en los experimentos se usan átomos multinivel para probar teorías basadas
en la aproximación de un sistema de dos niveles.

2.1. Ecuación maestra

Para estudiar el átomo de 2 niveles se emplean los operadores de pseu-
doespín de Pauli:3 σ+ ≡ σeg, σ− ≡ σge y σz, donde los operadores de transi-
ción están dados por

σeg = |e〉 〈g| , σge = |g〉 〈e| , (2.2)

y corresponden a las transiciones |g〉 → |e〉, |e〉 → |g〉, respectivamente.
A σeg se le llama �operador atómico de ascenso� y a σge �operador atómico
de descenso�. El operador σz se de�ne como

σz = [σeg, σge] = |e〉 〈e| − |g〉 〈g| = σee − σgg, (2.3)

3Las matrices de espín de Pauli en el contexto de transiciones magnéticas en sistemas
de espín 1

2 son σx, σy y σz, donde se de�nen σeg = 1
2 (σx + iσy) y σge = 1

2 (σx − iσy). De
acuerdo a lo anterior, cuando σeg, σge y σz se aplican a un átomo de 2 niveles se les llama
operadores de pseudoespín de Pauli, mismos que ya no están relacionados con los estados
de un espín real [22, pp. 30-31].
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donde se empleó la ortogonalidad de los estados 〈m|n〉 = δmn, con m,n = e, g
y con δmn la delta de Kronecker.

La energía del sistema consiste en dos partes: la energía libre del átomo,
HA = ~ωeσegσge = ~ωeσee y la energía de interacción entre el átomo y el
láser en la aproximación dipolar, HI = −p ·E(r, t), donde p = ed(σ+ + σ−)
es el operador de momento dipolar, qe es la carga del electrón; y E(r, t) =
E(r, 0)(eiνet + e−iνet)/2 es el operador de campo eléctrico del láser en la po-
sición del dipolo r al tiempo t. En el régimen óptico es posible aplicar la
Aproximación de Onda Rotante, que consiste en ignorar los términos con
frecuencias ωe + νe, por lo que se puede escribir el operador de energía como
el Hamiltoniano

H′ = ~ωeσee +
~Ωe

2

(
σege

−iνet + σgee
iνet
)
. (2.4)

Aquí se considera que los operadores σeg y σge tienen la dependencia temporal
implícita, esto es, σeg ≡ σeg (t) = σeg (0) eiωet y σge ≡ σge (t) = σge (0) e−iωet.
Ahora conviene expresar el Hamiltoniano en un marco rotante lento, que
permita reducir la dinámica a las frecuencias lentas dadas por γe y Ωe, que
son del orden de ∼ 106 Hz,. Lo anterior se logra haciendo H = U †H′U , donde
U = e−iνeσee es el operador de transformación, esto es

H = ~∆eσee +
~Ωe

2
(σeg + σge) , (2.5)

donde 4e ≡ ωe − νe es la desintonía átomo-campo, que toma valores desde
cero hasta valores del orden de 106 Hz.

El átomo se describe mediante la función de onda

|ψ〉 = Ce |e〉+ Cg |g〉 , (2.6)

donde |e〉, |g〉 son las funciones propias de cada estado con los varios números
cuánticos (nivel principal, orbital, magnético y espín). La función de onda ψ
obedece la ecuación de Schrödinger

∂

∂t
ψ (r, t) = − i

~
Hψ (r, t) . (2.7)

Otra forma de estudiar un sistema cuántico, además de la ecuación de
Schrödinger, es empleando el operador de densidad ρ de�nido co-
mo ρ = |ψ〉 〈ψ|, donde la barra sobre el proyector |ψ〉 〈ψ| denota promedio
estadístico. Los elementos de matriz de ρ se de�nen como

ρjk ≡ 〈j| ρ |k〉 . (2.8)
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Dado que ρ es una matriz hermitiana o auto adjunta,4 los elementos de matriz
de la diagonal son tales que ρjj ≡ (ρjj)

∗, con
∑

j ρjj = 1, mientras que para
los elementos de matriz fuera de la diagonal (j 6= k) se tiene que ρkj = ρ∗jk.

Sustituyendo la función de onda |ψ〉, Ec. (2.6), en ρ = |ψ〉 〈ψ| y emplean-
do la Ec. (2.8) se tiene que

ρee = |Ce|2 , ρgg = |Cg|2 , ρeg = CeC
∗
g , ρge = ρ∗eg. (2.9)

Se sabe que un átomo en estado excitado decaerá, en ausencia de co-
lisiones u otros procesos, a un estado inferior, fenómeno llamado emisión
espontánea que, si no se ignora, se suele introducir en forma fenomenológica.
Su origen radica en que el átomo se acopla dipolarmente con todos los osci-
ladores de frecuencias ωR del entorno o reservorio (modos del campo EM),
donde el factor de acoplamiento gS es tal que gS ∝

√
ωR/V , con V el volu-

men del entorno. Dada la dependencia inversa del volumen, en espacio libre
(cavidad in�nita) el acoplamiento es muy débil. Este entorno es muy grande
y resolver entonces la ecuación de Schrödinger se vuelve imposible. Sin em-
bargo, no interesa seguir la dinámica de los grados de libertad del entorno. Es
posible �eliminar� este entorno con el procedimiento de Weisskopf y Wigner
que consta de dos aproximaciones: el acoplamiento gS es débil y el entorno
no tiene memoria. El resultado es la emisión espontánea, en la que el átomo
decae a razón γe a un estado inferior emitiendo un fotón de frecuencia muy
cercana a la de la transición. La razón γe está dada, en general [21, p. 344],
por

γj =
1

4πε0

4p2
jgω

3
j

3~c3
=

p2
jgω

3
j

3πε0~c3
, (2.10)

donde, γj se denomina razón de decaimiento de emisión espontánea, pjg =∣∣pjg∣∣ = qedjg es la magnitud del momento dipolar de la transición5 |j〉 ↔ |g〉
y djg es la magnitud del vector de posición del electrón. El tiempo de vida
del estado excitado es 1/γj.

A temperatura �nita el entorno es radiación de cuerpo negro, que ade-
más puede provocar absorción y emisión estimulada. En la región óptica del
campo EM, que es el interés en esta tesis, el número de fotones térmicos del

4Si A es una matriz, la matriz adjunta de A se denota por A† y se de�ne co-
mo A† =

(
AT
)?

= (A?)
T
, donde AT (A?) es la matriz transpuesta (conjugada) de A.

Si además A† = A, se dice que la matriz A es hermitiana o auto adjunta.
5Véase Ec. (2.25)
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entorno es despreciable y entonces no causa absorción y emisión estimula-
das. El término disipativo de la ecuación de Schrödinger para el operador de
densidad es entonces, en general [21, p. 370],

Lρ =
γj
2

(2σgjρσjg − σjgσgjρ− ρσjgσgj) , (2.11)

donde L es el súper operador Liouvilliano actuando sobre el operador de den-
sidad ρ,6 y describe la evolución no hermitiana debido a la interacción del
átomo con su entorno y es el responsable de la disipación irreversible.

La dinámica del átomo se describe por medio de la llamada ecuación
maestra para el operador de densidad ρ del átomo, dada por [21, p. 369]

ρ̇ =
1

i~
[H, ρ] + Lρ. (2.12)

Incorporando en la Ec. (2.12) la expresión para el hamiltoniano H, Ec. (2.5),
y la expresión para Lρ, Ec. (2.11) con σegσge = σee, se obtiene la ecuación
maestra para el átomo de 2 niveles, esto es

ρ̇ = −iΩe

2
[σeg + σge, ρ]− i∆e [σee, ρ] +

γe
2

(2σgeρσeg − σeeρ− ρσee) . (2.13)

Las ecuaciones diferenciales para los elementos de matriz ρjk, Ec. (2.8),
para el átomo de 2 niveles se obtienen de calcular cada una de sus deriva-
das ρ̇jk = 〈j |ρ̇| k〉 con ρ̇ dado por la Ec. (2.13), es decir, en ésta última
ecuación se multiplica, simultáneamente, por la izquierda por 〈j| y por la
derecha por |g〉. Haciendo las operaciones correspondientes se obtiene

ρ̇ee = i
Ωe

2
(ρeg − ρge)− γeρee, (2.14)

ρ̇eg = i
Ωe

2
(ρee − ρgg)−

(γe
2

+ i∆e

)
ρeg, (2.15)

ρ̇ge = −iΩe

2
(ρee − ρgg)−

(γe
2
− i∆e

)
ρge, (2.16)

ρ̇gg = −iΩe

2
(ρeg − ρge) + γeρee. (2.17)

Del hecho que Tr [ρ] = 1 se tienen las siguientes relaciones

ρee + ρgg = 1 ⇒ ρee − ρgg = 2ρee − 1 ⇒ ρ̇gg = −ρ̇ee, (2.18)

6Para preservar la traza del operador de densidad, Tr [ρ] = 1, el término Lρ debe
referirse como de la forma de Lindblad [21, p. 369].
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ecuaciones de las cuales, por un lado, al sustituir ρee − ρgg = 2ρee − 1 en
las Ecs. (2.15, 2.16), éstas toman otra forma. Por otro lado, considerando
que ρ̇gg = −ρ̇ee se puede eliminar la Ec. (2.17).

2.2. Ecuaciones de Bloch ópticas

Las Ecuaciones de Bloch Ópticas (EBO)7 para el átomo de 2 niveles per-
miten conocer y predecir el comportamiento del sistema a todo tiempo. Estas
ecuaciones describen la interacción del átomo con un láser monocromático
en espacio libre y se obtienen a partir de las ecuaciones de los elementos de
matriz de ρ, Ecs. (2.14-2.17), a través de la de�nición del valor esperado de
un operador arbitrario O, esto es

〈O〉 = Tr [Oρ] ⇒
〈
Ȯ
〉

= Tr [Oρ̇] . (2.19)

Sustituyendo O = σjk en la Ec. (2.19) se obtiene

〈σjk〉 = Tr [σjkρ] = ρkj ⇒ 〈σ̇jk〉 = Tr [σjkρ̇] = ρ̇kj. (2.20)

Por ejemplo

〈σee〉 = ρee , 〈σgg〉 = ρgg , 〈σeg〉 = ρge , 〈σge〉 = 〈σeg〉∗ , (2.21)

donde 〈σee〉 (〈σgg〉) es la población o probabilidad de ocupación del estado
excitado (estado base) y es positiva. El valor esperado de σz está dado por

〈σz〉 = 〈σee〉 − 〈σgg〉 = ρee − ρgg, (2.22)

que recibe el nombre de �inversión de población� o simplemente de �inver-
sión�. En forma consistente con las Ecs. (2.18) se tiene para la suma de las
poblaciones que

〈σee〉+ 〈σgg〉 = 1. (2.23)

La polarización atómica promedio está expresada en términos de 〈σeg〉 y
de 〈σge〉 de la siguiente forma

〈qed〉 = deg 〈σeg〉+ dge 〈σge〉 , (2.24)

7En analogía con las ecuaciones de Bloch de una partícula de espín 1/2 en un campo
magnético, Carmichael [22, p. 51].
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donde p = qed es el operador de momento dipolar, qe es la carga del electrón,
d es el operador de la coordenada del electrón ligado y

deg = qe 〈e|d|g〉 = qedeg = peg , dge = (deg)
∗ , (2.25)

son los elementos de matriz del dipolo atómico [22, pp. 30-31].
Sustituyendo las Ecs. (2.18) en la Ec. (2.22) se obtiene

〈σz〉 = 2ρee − 1 ⇒


ρee = 1

2
(1 + 〈σz〉) ⇒ ρ̇ee = 1

2
〈σ̇z〉 ,

ρgg = 1
2

(1− 〈σz〉) ⇒ ρ̇gg = −1
2
〈σ̇z〉 .

(2.26)

Ahora, sustituyendo las Ecs. (2.20, 2.26) en las Ecs. (2.14-2.17) se obtie-
nen �nalmente las EBO para el átomo de 2 niveles, esto es

〈σ̇z〉 = −iΩe (〈σeg〉 − 〈σge〉)− γe (1 + 〈σz〉) , (2.27)

〈σ̇eg〉 = −iΩe

2
〈σz〉 −

(γe
2
− i∆e

)
〈σeg〉 , (2.28)

〈σ̇ge〉 = i
Ωe

2
〈σz〉 −

(γe
2

+ i∆e

)
〈σge〉 . (2.29)

Como se observa, éstas ecuaciones son más simples que las Ecs. (2.14-2.17).
Las �poblaciones� o probabilidades de ocupación de niveles son 〈σee〉 y 〈σgg〉.
Si el átomo se irradia con luz incoherente se tiene que 〈σeg〉 = 〈σeg〉 = 0,
mientras que, por otro lado, si el átomo se irradia con luz coherente, 〈σeg〉 6= 0
y 〈σeg〉 6= 0, y se les llama coherencias, las cuales están relacionadas con la
polarización atómica promedio, Ec. (2.24).

2.2.1. Soluciones en estado estacionario

Previo a resolver las Ecs. (2.27-2.29) conviene obtener las EBO en Estado
Estacionario (EBO-EE), es decir, el estado al que llega el átomo para un
tiempo su�cientemente grande y para el cual sus valores ya no cambian en
el tiempo, esto es

〈σ̇m〉st = 0, entonces ĺım
t→∞
〈σm (t)〉 ≡ 〈σm (0)〉 ≡ 〈σm〉st ≡ αm, (2.30)
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donde m = z, eg, ge. Aplicando las Ecs. (2.30) en cada una de las Ecs. (2.27-
2.29) se obtiene

−iΩe (αeg − αge)− γe (1 + αz) = 0, (2.31)

−iΩe

2
αz −

(γe
2
− i4e

)
αeg = 0, (2.32)

i
Ωe

2
αz −

(γe
2

+ i4e

)
αge = 0, (2.33)

cuyas soluciones están dadas por

αz = − γ2
e + 4∆2

e

γ2
e + 4∆2

e + 2Ω2
e

, (2.34)

αeg = − Ωe (2∆e − iγe)
γ2
e + 4∆2

e + 2Ω2
e

, αge = − Ωe (2∆e + iγe)

γ2
e + 4∆2

e + 2Ω2
e

, (2.35)

donde se observa principalmente que αz < 0.

2.2.2. Soluciones dependientes del tiempo

Las soluciones de las ecuaciones de Bloch se obtienen en forma numérica
para ∆e 6= 0. Soluciones analíticas son posibles solamente si las frecuencias
angulares de la transición y del láser son iguales, esto es, en resonancia,4e ≡
ωe − νe = 0, y son bien conocidas en la literatura de la óptica cuántica.
Dichas soluciones analíticas se obtienen, por ejemplo, aplicando el método
de la transformada de Laplace a las Ecs. (2.27-2.29):

〈σz (t)〉 = − 1

1 + Y 2

{
1 + Y 2e−

3γe
4
t

[
cosh δt+

3γe/4

δ
senh δt

]}
, (2.36)

〈σeg (t)〉 = i
1√
2

(
Y

1 + Y 2

){
1− e−

3γe
4
t

[
cosh δt+

3γe/4

δ
senh δt

]}
+i
√

2Y e−
3γe
4
t

(
γe/4

δ

)
senh δt, (2.37)

〈σge (t)〉 = −i 1√
2

(
Y

1 + Y 2

){
1− e−

3γe
4
t

[
cosh δt+

3γe/4

δ
senh δt

]}
−i
√

2Y e−
3γe
4
t

(
γe/4

δ

)
senh δt, (2.38)
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donde

Y =
√

2
Ωe

γe
y δ =

γe
4

√
1− 8Y 2. (2.39)

Para el presente caso en que ∆e = 0 y siguiendo las de�niciones de la
Ec. (2.30), las soluciones en estado estacionario se obtienen tomando el lí-
mite cuando t→∞ en las Ecs. (2.36-2.38), esto es

αz ≡ ĺım
t→∞
〈σz (t)〉 = − 1

1 + Y 2
, (2.40)

αeg ≡ ĺım
t→∞
〈σeg (t)〉 = i

1√
2

(
Y

1 + Y 2

)
, (2.41)

αge ≡ ĺım
t→∞
〈σge (t)〉 = −i 1√

2

(
Y

1 + Y 2

)
. (2.42)

En relación a las Ecs. (2.37, 2.38, 2.41, 2.42) se observa que 〈σge〉 = 〈σeg〉∗,
αge = α∗eg y que en resonancia

Re [αeg] = Re [αge] = 0. (2.43)

Tres casos son de interés en el estudio de la FR del átomo de 2 niveles.
Un caso es considerar una excitación débil, para el que Y 2 � 1 o Ω2

e � γ2
e .

El segundo corresponde a una excitación con Ωe = γe/4, llamada excitación
crítica, para la cual δ = 1

4

√
γ2
e − 16Ω2

e = 0, Ec. (2.39). Si Ωe < γe/4 ⇒
δ > 0, las soluciones muestran un comportamiento monótono creciente hacia
su valor en estado estacionario. Si Ωe > γe/4 cambia el comportamiento
matemático de las soluciones ya que γ2

e − 16Ω2
e < 0, entonces los términos

con funciones hiperbólicas se convierten en funciones trigonométricas y es
la razón de que se presenten oscilaciones en las soluciones. Cuando ∆e 6= 0
también se presentan oscilaciones sin que se satisfaga que Ωe > γe/4. El
tercer caso de interés es considerar una excitación fuerte con Ωe � γe.

En esta sección se estudian los tres casos mencionados, así como dos
casos de excitaciones intermedias entre la excitación crítica y la excitación
fuerte. Estos cinco casos, con γe = 1, se estudian en resonancia, ∆e = 0,
con una desintonía pequeña, ∆e = 0.1γe, y con una desintonía diez veces
mayor, ∆e = γe.

En la Fig. 2.2 se muestran dos aspectos de la solución analítica de 〈σz (t)〉
para el caso de resonancia, con estado inicial 〈σz (0)〉 = −1, Ec. (2.36), para
diferentes valores de Ωe/γe: (i) excitación débil Ωe = 0.1γe, (ii) excitación
crítica Ωe = 0.25γe, (iii), (iv) dos valores de excitación intermedios Ωe = γe,
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Figura 2.2: Solución analítica de 〈σz (t)〉, Ec. (2.36). (a) γet = [0, 15], Ωe/γe = [0, 3.3] y

4e = 0. (b) (i) Ωe = 0.1γe, (ii) Ωe = 0.25γe, (iii) Ωe = γe, (iv) Ωe = 2γe y (v) Ωe = 3.5γe.

Ωe = 2γe y (v) excitación fuerte Ωe = 3.5γe. En (a), a partir de γet∼ 6 y
Ωe & 0.5γe empieza a aparecer, a insinuarse, el primer máximo. En (i), (ii) de
(b) se aprecia mejor un crecimiento monótono de 〈σz〉 debido a que dominan
las funciones hiperbólicas en las soluciones, mientras que en (iii)− (v), para
valores mayores a la excitación crítica, Ωe = γe/4, se presentan oscilaciones.
El primer máximo indica una mayor probabilidad de que el átomo ocupe el
estado |e〉. A mayor intensidad del campo, más pronto ocurrirá el máximo.

En la Fig. 2.3 se muestra la parte imaginaria de la coherencia 〈σeg (t)〉.
Los valores de Ωe son los mismos que los de la Fig. 2.2. En la Ec. (2.43)
se mostró que en resonancia ocurre que Re 〈σeg (t)〉 = 0. En la �gura se
aprecia en (i), (ii) un crecimiento monótono como el de 〈σz〉 en (i), (ii) de
Fig. 2.2(b). Mientras que en (iii)− (v) se presentan oscilaciones. Recuérdese
que 〈σge (t)〉 = 〈σeg (t)〉∗.

Como se vio en la sección anterior, cuando ∆e 6= 0 las ecuaciones de
Bloch se resuelven en forma numérica. En esta tesis se empleó Mathematica
para tal �n. Las Figs. 2.4 (a) y (b) muestran el comportamiento general
de 〈σz (t)〉 con las condiciones iniciales 〈σeg (0)〉 = 〈σge (0)〉 = 0 y 〈σz (0)〉 =
−1, átomo en estado base. Los valores de Ωe son los mismos que los de la
Fig. 2.2. La Fig. 2.4(a) corresponde a 〈σz (t)〉 con un valor de desintonía
pequeño, ∆e = 0.1γe, y la Fig. 2.4(b) con un valor de desintonía ∆e = γe.
En ambas grá�cas se observa que razonablemente para γet ' 10 se alcanza
el estado estacionario, para el cual 〈σz〉st < 0, consistente con las Ecs. (2.34,
2.40).

18



2.2. ECUACIONES DE BLOCH ÓPTICAS

CAPÍTULO 2. INTERACCIÓN� ÁTOMO-LÁSER

Figura 2.3: Solución analítica de Im 〈σeg (t)〉, Ec. (2.37), con 4e = 0. (i) Ωe = 0.1γe,

(ii) Ωe = 0.25γe, (iii) Ωe = γe, (iv) Ωe = 2γe y (v) Ωe = 3.5γe. La línea punteada

horizontal verde muestra el cero. En resonancia Re 〈σeg (t)〉 = 0, Ec. (2.37).

Figura 2.4: Comportamiento general de 〈σz (t)〉. Su máximo valor en estado estacionario

se indica con la línea punteada horizontal verde. (a) ∆e = 0.1γe y (b) ∆e = γe. En ambos

casos, (i) Ωe = 0.1γe, (ii) Ωe = 0.25γe, (iii) Ωe = γe, (iv) Ωe = 2γe y (v) Ωe = 3.5γe.
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Figura 2.5: Comportamiento general de Re 〈σeg (t)〉 para ∆e 6= 0, Ecs. (2.37). La línea

punteada horizontal verde muestra el cero. (a) ∆e = 0.1γe y (b) ∆e = γe. En ambos

casos, (i) Ωe = 0.1γe, (ii) Ωe = 0.25γe, (iii) Ωe = γe, (iv) Ωe = 2γe y (v) Ωe = 3.5γe.

Se observan más oscilaciones de 〈σz (t)〉 con una desintonía de ∆e = γe
que con ∆e = 0.1γe. Mientras la desintonía aumenta, los valores máximos de
los picos disminuyen, por ejemplo, el máximo para (iv) pasa de positivo a
negativo en γet ∼ 1.4 y para (v) el máximo se hace negativo en γet ∼ 0.85
cuando ∆e & 2.5γe. La Fig. 2.2(b) y la Fig. 2.4(a) se parecen mucho ya que la
desintonía sólo pasó de 0 a 0.1, respectivamente. Por otro lado, la Fig. 2.4(b)
muestra siempre oscilaciones, aunque en (i) y (ii) apenas se notan.

La Fig. 2.5 muestra dos grá�cas de la parte real de la coherencia 〈σeg (t)〉
cuando ∆e 6= 0 y siempre toma valores negativos. Como antes, los valores
de Ωe son los mismos que en la Fig. 2.2. En la Ec. (2.37) se ve que para ∆e =
0 se tiene que Re 〈σeg (t)〉 = 0. Los diferentes valores que se alcanzan en
estado estacionario se obtienen de la Ec. (2.35), donde Re [αeg] < 0. Como se
observa en la �gura, conforme aumenta la desintonía los valores de 〈σeg (t)〉
son mayores y se presentan más oscilaciones en (b) que en (a).

La Fig. 2.6 muestra la parte imaginaria de la coherencia 〈σeg (t)〉 cuan-
do ∆e 6= 0. Los valores de Ωe son los mismos que en la Fig. 2.2. Como en (a)
la desintonía es pequeña, Im 〈σeg (t)〉 muestra un comportamiento muy simi-
lar al caso en resonancia, Fig. 2.3, con amplitudes ligeramente disminuidas.
En (b), la forma general de Im 〈σeg (t)〉 es casi la misma que en (a), con
amplitudes disminuidas y siempre presenta oscilaciones.
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Figura 2.6: Comportamiento general de Im 〈σeg (t)〉 para ∆e 6= 0, Ec. (2.28). La línea

punteada horizontal verde muestra el cero. (a) ∆e = 0.1γe y (b) ∆e = γe. En ambos

casos, (i) Ωe = 0.1γe, (ii) Ωe = 0.25γe, (iii) Ωe = γe, (iv) Ωe = 2γe y (v) Ωe = 3.5γe.

2.3. Intensidad de la luz dispersada

La intensidad de luz dispersada I es proporcional a la población en es-
tado estacionario del estado excitado |j〉, es decir, proporcional a αjj y está
dada por

I = f (r) 〈σjgσgj〉st = f (r) 〈σjj〉st ≡ f (r)αjj, (2.44)

donde r es el vector de posición del átomo y f (r) es un parámetro geométri-
co, Carmichael [22, p. 48], parámetro que aquí se hace igual a uno. El proceso
de emisión es un proceso estadístico-cuántico, por lo que está sujeto a �uc-
tuaciones cuánticas. Entonces, es importante ver cuál es el papel de dichas
�uctuaciones. La intensidad se calcula escribiendo los operadores como la su-
ma de su media, 〈σjk〉st, más �uctuaciones, ∆σjk, esto es, σjk = αjk + ∆σjk.
Sustituyendo este desarrollo en la Ec. (2.44) se obtiene

I = 〈(αjg + ∆σjg) (αgj + ∆σgj)〉
= |αjg|2 + 〈∆σjg∆σgj〉
= Icoh + Iinc , (2.45)

donde se empleó que αjgαgj = |αjg|2 y el hecho de que las �uctuaciones
promedian a cero, 〈∆σjk〉 = 0. En la Ec. (2.45) se identi�can

Icoh = |αjg|2 e Iinc = αjj − Icoh = 〈∆σjg∆σgj〉 = αjj − |αjg|2 , (2.46)
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Figura 2.7: Contribuciones coherente e incoherente a la intensidad de la luz dispersada

para el A2N. Curvas en negro para ∆e = 0, las cuales se cruzan en Ωe = γe/
√

2, excitación

en saturación. Curvas en rojo para ∆e = 2γe. La línea punteada azul indica el límite

asintótico de probabilidad 1/2 al que tiende Iinc.

donde la intensidad coherente, Icoh, se debe al movimiento promedio del di-
polo excitado por el láser y la intensidad incoherente, Iinc, se debe a las
�uctuaciones del dipolo inducidas por el láser.

Para el A2N se hace j = e en las Ecs. (2.46), y de las expresiones para
αz, αeg, αge, Ecs. (2.34, 2.35), con

αee =
1 + αz

2
=

Ω2
e

γ2
e + 4∆2

e + 2Ω2
e

(2.47)

se tiene que

Icoh =
Ω2
e (γ2

e + 4∆2
e)

(γ2
e + 4∆2

e + 2Ω2
e)

2 , (2.48)

Iinc =
2Ω4

e

(γ2
e + 4∆2

e + 2Ω2
e)

2 . (2.49)

La Fig. 2.7 muestra las grá�cas de Icoh e Iinc para dos casos de desinto-
nía. Para ∆e = 0, por un lado, cuando la excitación es muy débil, Ωe � γe,
empieza dominando Icoh y se cruza con Iinc para una excitación de
Ωe = γe/

√
2 (Y = 1), llamada excitación en saturación, mientras que pa-

ra Ωe � γe, Icoh se va a cero y domina Iinc, aumentando en forma asintótica
hacia 1/2. Esto último resulta contra intuitivo, ya que para excitación fuerte
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se esperaría que dominara Icoh ∝ |αeg|2 en este régimen. Es sorprendente
porque mientras se aumenta Ωe para poblar cada vez más el estado |e〉, y
como consecuencia obtener una mayor Icoh dispersada, resulta que ocurre lo
contrario, Icoh tiende a cero. En contraste, la Iinc que proviene de la emisión
espontánea de |e〉 tiene una probabilidad de ocupación de aproximadamen-
te 1/2 para excitación fuerte. En el límite de excitación muy débil, con sólo
decaimiento radiativo, el A2N permanece esencialmente en |g〉, casi sin que
ocurra emisión espontánea. En la Fig. 2.7, para ∆e = 2γe se tiene que para
cualquier valor de excitación Iinc > Icoh y se observan dos hechos, ambos en
relación al caso ∆e = 0, que Icoh decae más lento a cero y que Iinc también
crece asintóticamente hacia 1/2 [21, pp. 390-392].

Una relación importante es el parámetro de saturación Is de�nido como

Is =
Iinc
Icoh

, (2.50)

el cual da la intensidad necesaria del campo excitador para saturar el átomo,
en saturación Iinc > Icoh. Para el A2N, sustituyendo las Ecs. (2.48, 2.49) en
la Ec. (2.50) se obtiene

Is =
αee − |αeg|2

|αeg|2
=

2Ω2
e

γ2 + 4∆2
e

, (2.51)

el cual es una medida adimensional de la intensidad de excitación del láser.
En resonancia y en excitación en saturación se tiene que Is = 1. El concepto
de saturación sirve para explicar el nivel de no linealidad de la interacción.

2.4. Estado coherente y estados comprimidos

Hasta ahora solamente se han tratado �uctuaciones de la intensidad I, es
decir, �uctuaciones en el número de fotones n del campo, I ∼ n. En un trata-
miento completo del campo EM es necesario considerar su comportamiento
como onda y, por lo tanto, sus �uctuaciones. En el Cap. 1 se mencionó cómo
en los inicios de la óptica cuántica jugó un papel fundamental la TCCO,
Glauber [1].

Uno de los elementos centrales de dicha teoría es el estado coherente, |α〉,
el cual es el equivalente mecánico-cuántico de una onda electromagnética
monocromática clásica, con un campo eléctrico dado por E = E0e

iϕ, con E0

su amplitud. El signi�cado de α consiste en considerar un modo polarizado
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linealmente de frecuencia angular ω encerrado en una cavidad de volumen V .
La de�nición de α y las relaciones entre su longitud |α| y fase ϕ están dadas
por [23, pp. 134-136]

α = X1 + iX2 = |α| eiϕ , |α| =
√
X2

1 +X2
2 , (2.52)

X1 = |α| cosϕ , X2 = |α| senϕ, (2.53)

dondeX1,X2 son las cuadraturas adimensionales del campo EM de la luz dis-
persada dentro de la cavidad, relacionadas directamente con las coordenadas
generalizadas de posición q (t) y momento p (t), para las cuales: ∆q∆p ≥ ~/2.
Dichas cuadraturas se de�nen como

X1 (t) =

(
ε0V

4~ω

) 1
2

E0 cosωt =
( ω

2~

) 1
2
q (t) , (2.54)

X2 (t) =

(
ε0V

4~ω

) 1
2

E0 senωt =

(
1

2~ω

) 1
2

p (t) , (2.55)

las cuales satisfacen una relación de incertidumbre cuántica dada por

4X14X2 ≥
1

4
. (2.56)

Las incertidumbres de las cuadraturas para cualquier estado coherente y
para el estado de vacío deben ser idénticas, esto es

4X1 = 4X2 =
1

2
, (2.57)

es decir, las �uctuaciones en fase son iguales en magnitud a las de amplitud.
En la Fig. 2.8(a) se muestra cómo el estado coherente se considera co-

mo un estado de vacío desplazado, con el círculo de incertidumbre de vacío
desplazado del origen por el vector α. El círculo de incertidumbre introdu-
ce a su vez una incertidumbre 4n en el número promedio de fotones n̄,8

Fig. 2.8(b),

4n = |α| =
√
n̄, (2.58)

8La energía clásica está dada por Eclásica = ~ω |α|2 y la energía cuántica por Ecuántica =

n̄~ω + 1
2~ω. De estas expresiones se tiene que |α|

2
= n̄ [23, p. 135].
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Figura 2.8: El estado de vacío se representa con un círculo de incertidumbre cuántica de

diámetro 1/2. (a) Estado coherente |α〉 de longitud |α| =
√
n̄� 1 y fase óptica promedio ϕ.

(b) Incertidumbre en el número de fotones,
√
n̄, e incertidumbre en la fase, 4ϕ.

e incertidumbre en la fase ∆ϕ como

4ϕ =
incertidumbre en el diámetro

|α|
=

1/2√
n̄
, (2.59)

cantidades que satisfacen una relación de incertidumbre cuántica, esto es

4n4ϕ ≥ 1

2
. (2.60)

El estado comprimido, o �uctuaciones cuánticas reducidas, es la reducción
del ruido (�uctuaciones) en una cuadratura del campo por abajo del nivel
de un estado coherente (vacío) a expensas de incrementar el ruido en la otra
cuadratura con tal de que 4X14X2 ≥ 1

4
.

La Fig. 2.9 muestra tres diferentes tipos de estados de cuadratura com-
primida en los que, o se comprime el círculo de incertidumbre de vacío o se
comprime el estado coherente en una elipse de la misma área. La Fig. 2.9(a)
es un estado de vacío comprimido, un estado cuántico de la luz en el cual la
cuadratura 4X1 del círculo de incertidumbre se comprime en una dirección
a expensas de la otra, dando lugar a una elipse. Otras formas de luz com-
primida se dan en las Figs. (b) y (c), en las que el círculo de incertidumbre
del estado coherente de la Fig. 2.8(a) se comprime en una elipse de la misma
área. En la Fig. 2.9(b) el eje mayor de la elipse está alineado con el fasor del
estado coherente para que la incertidumbre en la fase sea menor que la del
estado coherente original. Esta luz comprimida en fase, Ec. (2.60), permite
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Figura 2.9: Estados de cuadratura comprimida, el círculo punteado muestra la incerti-

dumbre en la cuadratura de los estados de vacío/coherente con 4X14X2 = 1
2 . (a) Vacío

comprimido. (b) Luz comprimida en fase. (c) Luz comprimida en amplitud.

mediciones interferométricas con mayor precisión que las obtenidas con un
estado coherente. Por otro lado, en la Fig. 2.9(c) el eje menor de la elipse
es el que está alineado con el fasor del estado coherente para reducir la in-
certidumbre en la amplitud; esta luz comprimida en amplitud da lugar a un
menor ruido en la amplitud que el de un estado coherente.

2.5. Varianza del estado comprimido

La varianza Vφ de una cuadratura del estado comprimido en FR es una
medida del ruido de dicho estado. A diferencia del cálculo de la intensidad
de la luz dispersada, donde se empleó el desarrollo de los operadores como la
suma de su media más �uctuaciones, aquí sólo aparecen las �uctuaciones de
los operadores. La varianza se de�ne como

Vφ =
〈
: (∆σφ)2 :

〉
= Re

[
e−iφ 〈∆σjg∆σφ〉

]
, (2.61)

donde φ es la fase del oscilador local, tema que se trata en la Sec. 3.1, y los
dobles puntos : : dentro del valor esperado denotan ordenamiento normal de
los operadores, véase pie de pág. 35. El operador de �uctuación de cuadratura
del dipolo es ∆σφ = 1

2

(
∆σjge

−iφ + ∆σgje
iφ
)
, y se obtiene

Vφ =
1

2
Re
[
e−iφ

〈
∆σjg

(
∆σgje

iφ + ∆σjge
−iφ)〉] ,

=
1

2
Re
[
〈∆σjg∆σgj〉+ 〈∆σjg∆σjg〉 e−2iφ

]
, (2.62)
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donde a su vez

〈4σjg4σgj〉 = αjj − |αjg|2 y 〈4σjg4σjg〉 = −α2
jg, (2.63)

expresiones que se obtienen en el Apéndice A, Ecs. (A.17, A.18) con ` = j,
m = g. Sustituyendo las Ecs. (2.63) en la Ec. (2.62) se obtiene

Vφ =
1

2
Re
[
αjj − |αjg|2 − α2

jge
−2iφ

]
. (2.64)

La varianza Vφ para A2N se obtiene sustituyendo j = e en la Ec. (2.64),
de donde, para φ = 0 y φ = π

2
se tiene que

V0 =
1

2
Re
[
αee − |αeg|2 − α2

eg

]
, Vπ

2
=

1

2
Re
[
αee − |αeg|2 + α2

eg

]
, (2.65)

con αeg y αee dados en las Ecs. (2.35, 2.47), respectivamente. Sustituyendo
dichos valores en las Ecs. (2.65) se obtiene

V0 =
1

2
Re

[
2Ω4

e + Ω2
e(γe + 2i∆e)

2

(γ2
e + 4∆2

e + 2Ω2
e)

2

]
=
γ2
eΩ

2
e − 4∆2

eΩ
2
e + 2Ω4

e

2 (γ2
e + 4∆2

e + 2Ω2
e)

2 , (2.66)

Vπ
2

=
1

2
Re

[
2Ω4

e − Ω2
e(γe + 2i∆e)

2

(γ2
e + 4∆2

e + 2Ω2
e)

2

]
=
−γ2

eΩ
2
e + 4∆2

eΩ
2
e + 2Ω4

e

2 (γ2
e + 4∆2

e + 2Ω2
e)

2 ,(2.67)

expresiones para las que

ĺım
Ωe→∞

V0 = ĺım
Ωe→∞

Vπ
2

=
1

4
. (2.68)

La huella digital de la presencia del estado comprimido es cuan-
do Vφ < 0. Como se aprecia en la Fig. 2.10(a), en resonancia, ∆e = 0,
V0 no presenta compresión, mientras que para desintonías ∆e > 0 se tiene

que V0 < 0 en el intervalo9 Ωe/γe ∈
[
0,
√

(4∆2
e − 1) /2

]
, con un valor míni-

mo V min
0 ' −0.03. En la Fig. 2.10(b) para la fase φ = π/2 se tiene que sólo en

el intervalo Ωe/γe ∈
[
0,
√

(1− 4∆2
e) /2

]
, con ∆e ≤ γe/2 ocurre que Vπ

2
< 0.

Lo que se quiere es optimizar los parámetros para poder medir la varianza del
estado comprimido. Como se desprende de la expresión del intervalo citado,

9La varianza V0 = 0 ⇒ Ωe ∈
√

(4∆2
e − γ2

e ) /2, Ec. (2.66), y la varianza Vπ
2

= 0 ⇒
Ωe ∈

√
(γ2
e − 4∆2

e) /2, Ec. (2.67).
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Figura 2.10: Varianza, Ecs. (2.66, 2.67), con γe = 1. (a) Para V0: (i) 4e = 0, (ii) 4e =

0.6γe, (iii) 4e = 1.2γe, (iv) 4e = 2.4γe y (v) 4e = 4.2γe. (b) Para Vπ
2
: (i) 4e = 0,

(ii) 4e = 0.2γe, (iii) 4e = 0.4γe y (iv) 4e = 0.6γe. La línea punteada horizontal verde

muestra el cero y la línea punteada horizontal anaranjada muestra el límite de 1/4 al que

tienden las varianzas cuando Ωe
γe
→∞, Ec. (2.68).

el mayor intervalo de valores de excitaciones para las que Vπ
2
<0 corresponde

a ∆e = 0 ⇒ Ωe/γe ∈
[
0, 1/
√

2
]
, justo el intervalo de excitaciones en que

domina la intensidad coherente, Icoh, Fig. 2.7. Para este caso V min
π
2
' −0.03.

A partir de una desintonía de ∆e ≥ γe/2 se tiene que Vπ
2
> 0 y otra vez no

existe el estado comprimido, como se muestra claramente en (iv).
Las primeras predicciones de estados comprimidos para FR en un átomo

de 2 niveles las hicieron Walls y Zoller [9]. De su artículo llama la atención
que a�rman que el interés para realizar su estudio estaba estimulado por los
esfuerzos dirigidos a detectar ondas gravitacionales. La FR se emite en un
ángulo 4π (en todas direcciones). Lo anterior, aunado a la baja e�ciencia
cuántica de los detectores hace que en un experimento sólo se colecte un
porcentaje bajo de luz. Esto impuso muy fuertes condiciones para observar el
estado comprimido en FR. Fue hasta 2015 en el trabajo de Schulte, et al . [24]
que se observó tal estado en un punto cuántico semiconductor, el cual se
comporta como un sistema de 2 niveles.

En la Fig. 2.11 se comparan cualitativamente las varianzas de la FR de
un átomo de 2 niveles de Collett, et al . [25] y los resultados de Schulte,
et al . [24]. En esta tesis Eφ ∝ σφ ⇒ ∆σφ ∝ ∆Eφ. Para Schulte, et al . [24],
E (φ) ∝ X (φ) = (X1 cosφ+X2 senφ) ⇒ ∆X (φ) ∝ ∆E (φ).
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Figura 2.11: Comparación cualitativa de las varianzas de la �uorescencia resonante. (a)

Átomo de 2 niveles, Collett, et al . [25]. (b) Sistema de 2 niveles, Schulte, et al . [24]. Los

símbolos en las líneas punteadas son mediciones, las líneas continuas son teoría. La varia-

ble s = P/Psat, es la potencia de excitación, donde la potencia de saturación, Psat, produce

la mitad de la máxima intensidad de �uorescencia resonante accesible. Los parámetros son

diferentes en cada caso y las fases son arbitrarias de una grá�ca a la otra.
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Capítulo 3

Mediciones de �uctuaciones
cuánticas: Funciones de
correlación

En este capítulo se presenta el análisis de funciones de correlación a dos
tiempos y someramente la correlación de HBT. Como tema central de esta
tesis se hace una descripción más detallada de la DHC y cómo se calcula la
función hφ. Se plantea la solución de las EBO a todo tiempo y en estado
estacionario. Se revisa el concepto del espectro de la �uorescencia. Los resul-
tados de hφ y de espectros para los sistemas de 2 y tres niveles se muestran
en los siguientes capítulos.

En el Cap. 1 se mencionaron tres observables físicas a partir de las cua-
les se estudian sus propiedades en �uctuaciones: de intensidad, de fase y
en el espectro de la luz. En estos casos se presenta la situación de que se
realizan mediciones de la luz a dos tiempos en uno o dos detectores. Los ex-
perimentos de HBT consisten en la medición en coincidencias retardadas de
fotones en dos detectores, esto es, consisten en medir las correlaciones entre
las intensidades de la luz estelar registradas en coincidencias retardadas. Sus
experimentos provocaron muchas controversias hasta que se demostró que
sus resultados se podían explicar tratando a la luz de forma clásica y apli-
cando solo la teoría cuántica al proceso de fotodetección. En este capítulo se
trata con un poco de más amplitud el tema.

Las mediciones de la intensidad de la luz se hacen con haces de luz es-
tables, por lo que resulta sencillo describir dichas mediciones en términos
simples y esencialmente clásicos. Separando el campo eléctrico oscilante de
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la forma

E (r, t) = E+ (r, t) + E− (r, t) con E− (r, t) =
[
E+ (r, t)

]∗
, (3.1)

donde, E+ (r, t), E− (r, t) son las partes del campo de frecuencia angular ωC
positiva y negativa, respectivamente. En forma clásica la intensidad de la luz
resultante se estudia por medio de la función de correlación del campo

G(1) (r1t1, r2t2) =
〈
E− (r1t1)E+ (r2t2)

〉
. (3.2)

Si esta función de correlación cruzada satisface que

∣∣G(1) (r1t1, r2t2)
∣∣2 = G(1) (r1t1, r1t1)G(1) (r2t2, r2t2) , (3.3)

= I (r1t1) I (r2t2) , (3.4)

donde, con xj = rjtj, la intensidad es I (xj) = |E (xj)|2, entonces se dice que
los campos en x1 y en x2 son ópticamente coherentes entre ellos. Esta es la
de�nición de coherencia relativa de la óptica tradicional.

En mecánica cuántica las variables físicas como E(±) (rt) son operadores
de los vectores del espacio de Hilbert | 〉 que representan el estado del cam-
po EM. En general, los observables se describen por operadores O de modo
que se trata con funciones de correlación de la forma 〈O1 (t)O2 (t+ τ)O1 (t)〉.
Es claro que su estudio representa un paso adicional en complejidad compa-
rado con mediciones a un solo tiempo como 〈O (t)〉.

De acuerdo con lo arriba expuesto se de�ne la forma teórico-cuántica de
la función de correlación dada en Ec. (3.2) como

G(1) (r1t1, r2t2) = Tr
[
ρE− (r1t1)E+ (r2t2)

]
, (3.5)

=
〈
E− (r1t1)E+ (r2t2)

〉
, (3.6)

de�nición que satisface la Ec. (3.3) y se emplea para de�nir la coherencia
óptica.

En el experimento de HBT si los dos contadores de fotones son sensibles
a las coordenadas espacio-tiempo, entonces se requieren dos operadores de
descenso E+ (r1t1), E+ (r2t2), los cuales conmutan, para describir la medición
con retraso de cuentas en coincidencia. La amplitud para que el campo vaya
del estado |i〉 al estado |f〉 con dos cuantos menos es

〈f |E+ (r2t2)E+ (r1t1) |i〉 . (3.7)
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Una nueva función de correlación se obtiene de la Ec. (3.7) al calcular∑
f |〈f |E+ (r2t2)E+ (r1t1) |i〉|2, de lo cual se obtiene1

G(2) (r1t1r2t2r2t2r1t1) = Tr
[
ρE− (r1t1)E− (r2t2)E+ (r2t2)E+ (r1t1)

]
.

(3.8)
La función de correlación de segundo orden más general está dada por

G(2) (x1x2x3x4) = Tr
[
ρE− (x1)E− (x2)E+ (x3)E+ (x4)

]
, (3.9)

=
〈
E− (x1)E− (x2)E+ (x3)E+ (x4)

〉
, (3.10)

por lo que la Ec. (3.8) es un caso particular de la Ec. (3.9).
El conteo de fotones para cualquier intervalo de tiempo da lugar a ciertas

distribuciones estadísticas. Para predecir esas distribuciones se necesita, en
general, conocer las funciones de correlación G(n) de órdenes arbitrarios por
lo que [21, pp. 312-313]

la madre de todas las funciones de correlación

es la función de correlación de orden n

G(n) (x1, . . . , x2n) = Tr
[
ρE− (x1) · · ·E− (xn)E+ (xn+1) · · ·E+ (x2n)

]
.

(3.11)

En los experimentos ópticos se emplea luz lo más cercanamente posible a
luz monocromática o coherente, para la cual se emplea la notación E+ = E .
En dichos experimentos se emplean fuentes de luz estables o estadística-
mente estacionarias. Aquí el signi�cado de una fuente en estado estaciona-
rio consiste en que, en general, la función G con dos diferentes argumen-
tos, t1 y t2, puede en efecto sólo depender de su diferencia, es decir, como
en G(1) (t1 − t2) = E∗ (t1) E (t2) o como en G(1) (τ) = E∗ (t) E (t+ τ). En ade-
lante sólo se consideran en esta tesis funciones de correlación cuyo argumento
sólo dependa de la diferencia de dos tiempos.

A partir de la Ec. (3.6) se de�ne la función de correlación de primer orden
normalizada como

g(1) (τ) =
〈E∗ (t) E (t+ τ)〉〈

|E (t)|2
〉 , (3.12)

denotada así porque se emplea la primera potencia del campo eléctrico, cuan-
ti�ca la forma en la que el campo eléctrico �uctúa en el tiempo.

1Como parte del cálculo se emplea que ρ = |f〉 〈f | y que
∑
i 〈i| ρ |i〉 =

∑
i ρii=Tr[ρ].
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Figura 3.1: Función de correlación de segundo orden g(2) (τ) para luz caótica proveniente

de una lámpara de descarga y luz perfectamente coherente, donde τc ≈ 1/∆ω es el tiempo

de coherencia y ∆ω es el ancho espectral [23, p. 112].

En el interferómetro de intensidad de HBT2 se quiere medir, en coinci-
dencias retardadas, la detección de fotones en dos detectores. Uno de ellos,
al registrar la detección de un fotón, da inicio a un reloj que mide el retar-
do τ para la detección de otro fotón en el otro detector. La repetición de este
proceso de medición lleva a la distribución G(2) (τ) de los retardos τ en la
detección entre dos fotones, Ec. (3.10). La función de correlación de HBT de
segundo orden G(2) (τ) normalizada es

g(2) (τ) =
〈E∗ (t) E∗ (t+ τ) E (t+ τ) E (t)〉
〈E∗ (t) E (t)〉 〈E∗ (t+ τ) E (t+ τ)〉

=
〈I (t) I (t+ τ)〉
〈I (t)〉 〈I (t+ τ)〉

, (3.13)

donde I (t) es la intensidad del has de luz al tiempo t, proporcional al número
de fotones. Es de segundo orden ya que la intensidad óptica es proporcional
a la segunda potencia del campo eléctrico.

La función de correlación g(2) cuanti�ca las �uctuaciones de intensidad,
como en el interferómetro de intensidad de HBT, y conduce a una clasi�ca-
ción alternativa en que la luz se describe como no agrupada (antibunched),
g(2) (0) < 1, coherente (aleatoria), g(2) (0) = 1, y agrupada (bunched) o caó-
tica, g(2) (0) > 1. Ver Fig. 3.1.

3.1. DHC y función de correlación

La DHC desarrollada por Carmichael, et al . [11] es un tema central de
esta tesis, razón por la cual se toma aquí un espacio para abundar sobre el

2Interferómetro de intensidad de Hanbury-Brown y Twiss, pág. 2.

33



3.1. DHC Y FUNCIÓN DE CORRELACIÓN

CAPÍTULO 3. MEDICIONES DE FLUCTUACIONES CUÁNTICAS:

FUNCIONES DE CORRELACIÓN

Figura 3.2: La detección homodina condicionada consiste en un oscilador local y en la

técnica de DHB, así como de un detector I. Se muestra en rojo (azul) el estudio de la

�uorescencia de la transición débil (fuerte) del A3N-V. El sistema atómico puede ser el A2N

o el A3N-Λ y emplearse sólo un láser. Con DHC se mide la función de correlación hφ(τ).

Para sólo medir en DHB se cancela la trayectoria al detector I.

tema. En el Cap. 1, pág. 5, se mencionó cómo la DHC surge como una técnica
de medida que resuelve el problema de la baja e�ciencia cuántica de fotode-
tección, lo cual es su�ciente para ocultar la detección de luz comprimida.

La Fig. 3.2 muestra la DHC para medir la función de correlación hφ (τ) del
A3N-V. La frecuencia angular del láser es νj con un campo eléctrico ∼ eiνjt,
donde νs (νw) se emplea para estudiar la transición fuerte (débil). Es un
interferómetro de dos brazos. En uno de ellos se mide el comportamiento on-
dulatorio de la luz por medio de DHB, pág. 4, técnica con la que se mide la
cuadratura de la amplitud del campo Eφ ∝ σφ y la cual incluye la introduc-
ción de una fase φ en la amplitud del campo ∼ ei(νjt+φ). En el otro brazo del
interferómetro se mide el comportamiento corpuscular de la luz y consiste
en un detector I para medir la intensidad de la luz I ∝ σjgσgj.3 Cuando
se quiere medir luz comprimida no se emplea el detector I, se bloquea la
trayectoria hacia éste y sólo se mide en DHB. Se muestra el estudio de la
�uorescencia de la transición débil (en rojo) del A3N-V, para la cual están

3La constante de proporcionalidad en Eφ ∝ σφ y en I ∝ σjj es la e�ciencia del detector.
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preparados los tres detectores (en rojo) y se habrá evitado que lleguen a ellos
el láser azul y la �uorescencia de la transición fuerte (en azul). Lo análogo se
hace para estudiar la �uorescencia de la transición fuerte. El sistema atómico
bajo estudio puede ser el A2N o el A3N-Λ y emplearse solamente un láser.

Dada una transición atómica entre el estado excitado |j〉 y el estado ba-
se |g〉, para esa transición especí�ca se calcula en la DHC la cuadratura de
la amplitud del campo, Eφ ∝ σφ, condicionada a la medición directa de la
intensidad, I ∝ σjgσgj, y viceversa. Dichos cálculos se realizan por medio de
la función de correlación

Hφ (τ) = 〈: I (t)Eφ (t+ τ) :〉 = 〈: I (0)Eφ (τ) :〉 (3.14)

= 〈: σjg (0)σgj (0)σφ (τ) :〉 = 〈: σjj (0)σφ (τ) :〉 (3.15)

con la fase φ del oscilador local como parámetro, se hace t = 0 , I ∝ σjgσgj =
σjj y los dobles puntos : : dentro del valor esperado denotan ordenamiento
normal y temporal de los operadores.4 La conveniencia de hacer t = 0 corres-
ponde a la interpretación que se hace del proceso de medición de Hφ (τ ≥ 0)
o de Hφ (τ ≤ 0), como se muestra abajo.

Las funciones G(2) (τ) y Hφ (τ) son ejemplos de funciones de correlación a
dos tiempos que se emplean para analizar las �uctuaciones de una observable
posterior a la medición de la misma u otra observable a otro tiempo.

La función Hφ normalizada es

hφ(τ) =
Hφ (τ)

〈I〉st 〈Eφ〉st
=
〈: σjj(0)σφ(τ) :〉
〈σjj〉st 〈σφ〉st

, (3.16)

donde el subíndice �st” denota valores en �estado estacionario”. En la Ec. (3.16)
σφ(τ) es el operador de cuadratura del dipolo y 〈σφ〉st su valor esperado en
estado estacionario. El primer operador se de�ne como

σφ(τ) =
1

2

(
σjg(τ)e−iφ + σgj(τ)eiφ

)
= Re

[
σjg(τ)e−iφ

]
, (3.17)

4El ordenamiento normal y temporal de los operadores aparece debido a que el
proceso fundamental de medición es la absorción de un fotón. El ordenamiento nor-
mal consiste en colocar los operadores de creación, â†, a la izquierda y los de aniqui-
lación, â, a la derecha, sin usar relaciones de conmutación, por ejemplo,

〈
: ââ† :

〉
=〈

â†â
〉
,

〈
: b̂† b̂ b̂† b̂† b̂ :

〉
=
〈
b̂† b̂† b̂† b̂ b̂

〉
=
〈

(b̂†)3 b̂2
〉
. En el ordenamiento temporal

los operadores con parte temporal inicial (tiempos menores) se colocan en los extre-
mos y los operadores que tienen parte temporal mayor (tiempos mayores) en medio, esto
es 〈: :〉 ⇒ 〈tiempos menores→ tiempos mayores← tiempos menores〉.
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con valor esperado

〈σφ(τ)〉 =
1

2

(
〈σjg(τ)〉 e−iφ + 〈σgj(τ)〉 eiφ

)
(3.18)

= Re
[
〈σjg(τ)〉 e−iφ

]
= Re

[
〈σgj(τ)〉 eiφ

]
. (3.19)

El segundo operador es su valor en estado estacionario

〈σφ(τ)〉st ≡ 〈σφ〉st ≡ αφ =
1

2

(
〈σjg(τ)〉st e

−iφ + 〈σgj(τ)〉st e
iφ
)
(3.20)

=
1

2

(
αjge

−iφ + αgje
iφ
)

(3.21)

= Re
[
αjge

−iφ] = Re
[
αgje

iφ
]
, (3.22)

donde se empleó que 〈σ`m(t)〉st ≡ ĺımt→∞ 〈σ`m(t)〉 ≡ 〈σ`m(0)〉 ≡ 〈σ`m〉st ≡
α`m, Ec. (3.39), y las identidades son para abreviar la notación.

De acuerdo a la Ec. (3.18), el operador de �uctuación de cuadratura del
dipolo y su valor esperado están dados por

4σφ(τ) =
1

2

(
4σjg(τ)e−iφ +4σgj(τ)eiφ

)
= Re

[
4σjg(τ)e−iφ

]
,(3.23)

〈4σφ(τ)〉 =
1

2

(
���

���:
0

〈4σjg(τ)〉 e−iφ +���
���:

0
〈4σgj(τ)〉 eiφ

)
= 0. (3.24)

Siguiendo con la DHC como tema central e incorporando las Ecs. (3.20,
3.39) en la función hφ (τ), Ec. (3.16), ésta toma la forma

hφ(τ) =
Hφ (τ)

αjjαφ
=
〈: σjj(0)σφ(τ) :〉

αjjαφ
. (3.25)

A continuación se indica cómo se calcula la funciónHφ(τ) ∼ hφ (τ), Ec. (3.25),
para τ ≥ 0 y para τ ≤ 0. La razón de separar de esta manera el cálculo se
debe, por un lado, a que se aplica el ordenamiento normal y temporal de los
operadores y, por otro lado, a la interpretación que se hace del proceso de
medición. Lo anterior se expone a continuación.

Para τ ≥ 0 la detección de una cuadratura del campo emitido a un
tiempo de retardo τ (comportamiento ondulatorio) por medio de la DHB,
se condiciona a que se haya hecho primero la detección de un fotón en el
detector I al tiempo t = τ = 0 (comportamiento corpuscular), lo anterior

36



3.1. DHC Y FUNCIÓN DE CORRELACIÓN

CAPÍTULO 3. MEDICIONES DE FLUCTUACIONES CUÁNTICAS:

FUNCIONES DE CORRELACIÓN

signi�ca que una vez que se midió I(0), se inicia un reloj, t = 0, y se mide el
retardo τ para a su vez medir Eφ(τ) en DHB. Por otro lado, para τ ≤ 0, las
mediciones se interpretan como la detección de un fotón en el detector I al
tiempo de retraso τ , condicionado a que se haga primero la detección de una
cuadratura del campo emitido, en DHB, a un tiempo t = 0, esto es, una vez
que se midió Eφ(0) se mide I(τ).

Para calcular Hφ(τ ≥ 0) de la Ec. (3.16) se aplica el ordenamiento normal
y temporal de los operadores5 para obtener

Hφ(τ ≥ 0) = 〈σjg(0)σφ(τ)σgj(0)〉 = Re
[
e−iφ 〈σjg(0)σjg(τ)σgj(0)〉

]
, (3.26)

donde se empleó la Ec. (3.17).
Para calcular Hφ(τ ≤ 0) se sigue un cierto procedimiento matemáti-

co consistente de cuatro puntos, a saber.6 Primer punto: se sustitu-
ye σφ(τ), Ec. (3.17), en Hφ(τ), Ec. (3.25), para obtener

Hφ(τ ≤ 0) =
1

2

〈
: σjg(0)σgj(0)

[
σgj(τ)eiφ + σjg(τ)e−iφ

]
:
〉
,

=
1

2

[
〈: σjg(0)σgj(0)σgj(τ) :〉 eiφ + 〈: σjg(0)σgj(0)σjg(τ) :〉 e−iφ

]
,

=
1

2

[
〈σjg(0)σgj(0)σgj(τ)〉 eiφ + 〈σjg(τ)σjg(0)σgj(0)〉 e−iφ

]
,

=
1

2

[
〈σjj(0)σgj(τ)〉 eiφ + 〈σjg(τ)σjj(0)〉 e−iφ

]
,

= Re
[
〈σjg(τ)σjj(0)〉 e−iφ

]
= Re

[
〈σjj(0)σgj(τ)〉 eiφ

]
, (3.27)

donde, en el tercer renglón se aplicó el ordenamiento normal y temporal de
los operadores,7 se aplicó que σjg(0)σ(0) = σjj(0) y �nalmente se dan dos
resultados equivalentes. Como segundo punto se hace la siguiente conside-
ración: dado que la propagación de los operadores debe hacerse desde τ = 0
hasta τ =∞, en este caso de Hφ(τ ≤ 0) se hace un corrimiento en el tiempo

5Ec. (3.25) → 〈: σjg(0)σgj(0)σφ(τ) :〉 ⇒ ordenamiento normal → 〈σjg(0)σgj(0)σφ(τ)〉
⇒ ordenamiento temporal → 〈σjg(0)σφ(τ)σgj(0)〉.

6Recuérdese que la función de correlación Hφ(τ ≤ 0) se interpreta como medir la
intensidad I condicionada a medir la amplitud del campo Eφ.

7Para 〈: σjg(0)σgj(0)bgj(τ) :〉 ⇒ ordenamiento normal→ 〈σjg(0)σgj(0)σgj(τ)〉 ⇒ orde-
namiento temporal→ 〈σjg(0)σgj(0)σgj(τ)〉. Para 〈: σjg(0)σgj(0)σjg(τ) :〉 ⇒ ordenamiento
normal → 〈σjg(0)σjg(τ)σgj(0)〉 ⇒ ordenamiento temporal → 〈σjg(τ)σjg(0)σgj(0)〉.
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de la forma

0 → 0 + |τ | = |τ | , (3.28)

τ → τ + |τ | = 0, (3.29)

para propagar los operadores en tiempos positivos. En consecuencia, se apli-
can las Ecs. (3.28, 3.29) en ambos resultados de la Ec. (3.27) para obtener

Hφ(|τ |) = Re
[
〈σjg(τ + |τ |)σjj(0 + |τ |)〉 e−iφ

]
,

Re
[
〈σjj(0 + |τ |)σgj(τ + |τ |)〉 eiφ

]
,

= Re
[
〈σjg(0)σjj(|τ |)〉 e−iφ

]
= Re

[
〈σjj(|τ |)σgj(0)〉 eiφ

]
.(3.30)

Como tercer punto, al calcular la Ec. (3.30) ya se hace la propagación
de los operadores para tiempos positivos desde |τ | = 0 hasta |τ | = ∞, por
lo que, como cuarto punto, una vez realizado dicho cálculo se hace una
re�exión espejo respecto a τ = 0 en los valores de Hφ (|τ |) ∼ hφ (|τ |) para
recuperar Hφ (τ ≤ 0) ∼ hφ (τ ≤ 0) en el intervalo (−∞, 0].

Sustituyendo las Ecs. (3.26, 3.30) en la Ec. (3.25) se obtienen las expre-
siones para la función de correlación de tercer orden

hφ(τ ≥ 0) =
Re
[
e−iφ 〈σjg(0)σjg(τ)σgj(0)〉

]
αjjαφ

, (3.31)

hφ(|τ |) =
Re
[
〈σjg(0)σjj(|τ |)〉 e−iφ

]
αjjαφ

=
Re
[
〈σjj(|τ |)σgj(0)〉 eiφ

]
αjjαφ

, (3.32)

donde αjj y αjg, αgj en αφ = Re
[
αjge

−iφ] = Re
[
αgje

iφ
]
son soluciones a

la ecuaciones de Bloch en estado estacionario. Juntando el resultado de la
Ec. (3.31) y el resultado de aplicar la re�exión espejo respecto a τ = 0
en hφ(|τ |), Ec. (3.32), ya se tienen los valores de hφ (τ) en el intervalo τ ∈
(−∞,∞).

Las Ecs. (3.31, 3.32) sólo son válidas para fase φ = π/2 y ∀∆j, y para
la fase φ = 0 y ∆j 6= 0. El interés en esta tesis es calcular hπ

2
(τ) y h0(τ).

Sustituyendo φ = π
2
en dichas ecuaciones se obtiene

hπ
2
(τ ≥ 0) =

Re [−i 〈σjg(0)σjg(τ)σgj(0)〉]
αjjαπ

2

, (3.33)

hπ
2
(|τ |) =

Re [−i 〈σjg(0)σjj(|τ |)〉]
αjjαπ

2

, (3.34)
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y sustituyendo φ = 0 en las Ecs. (3.31, 3.32) se obtiene

h0(τ ≥ 0) =
Re [〈σjg(0)σjg(τ)σgj(0)〉]

αjjα0

, (3.35)

h0(|τ |) =
Re [〈σjg(0)σjj(|τ |)〉]

αjjα0

. (3.36)

En las cuatro ecuaciones de arriba se emplea la Fórmula Cuántica de Re-
gresión (FCR) para calcular los valores esperados de los productos de dos y
tres operadores a dos tiempos, tema que se expone en la Sec. 3.5. Una vez
calculadas hπ

2
(|τ |) y/o h0(|τ |) se aplica el cuarto punto descrito arriba para

obtener hπ
2
(τ ≤ 0) y/o h0 (τ ≤ 0) en el intervalo τ ∈ (−∞, 0].

Para el caso especial de fase φ = 0 y en el que simultáneamente el átomo
está en resonancia, 4j = 0, ocurre que el valor de α0 es idénticamente igual
a cero, lo que da origen a una singularidad en la Ec. (3.25). Por un lado, este
hecho ya se analizó en la Ec. (2.43) para el átomo de 2 niveles y, por otro lado,
siempre que se resuelven numéricamente las EBO-EE con φ = 0 y 4j = 0,
siempre, se obtiene el resultado α0=0. Dicha singularidad se evita sumando
un término de compensación (un o�set)8 a cada uno de los operadores σjg,
σgj en la Ec. (3.15) y a su vez en σφ, Ec. (3.17). El o�set, Eoff , es la cantidad
dada por

Eoff = Ae±φ, (3.37)

donde A es una amplitud real arbitraria y φ es la fase del oscilador lo-
cal, Fig. 3.2. No es de interés en esta tesis este caso especial y no se abunda
en el tema.

3.2. Fluctuaciones del operador σ`m

El desarrollo en �uctuaciones de los operadores σ`m(t) consiste en escri-
birlos en términos de su media más �uctuaciones, esto es

σ`m(t) = 〈σ`m(t)〉st +4σ`m(t), (3.38)

donde

〈σ`m(t)〉st ≡ ĺım
t→∞
〈σ`m(t)〉 ≡ 〈σ`m(0)〉 ≡ 〈σ`m〉st ≡ α`m, (3.39)

8El autor de esta tesis se toma la licencia para emplear el signi�cado de la palabra
o�set del inglés, esto es, como �compensación�.
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expresión en que las primeras tres identidades-de�niciones involucran el as-
pecto conceptual de considerar el estado estacionario de 〈σ`m(t)〉, para el
cual, a tiempos su�cientemente grandes sus valores ya no cambian; la úl-
tima de�nición es para abreviar la notación. Incorporando la Ec. (3.39) en
la Ec. (3.38) se tiene que

σ`m(t) = α`m +4σ`m(t), (3.40)

donde, por de�nición 〈4σ`m(t)〉 = 0, es decir, las �uctuaciones promedian a
cero y el valor esperado de la Ec. (3.40) toma la forma

〈σ`m(t)〉 = 〈α`m +4σ`m(t)〉 = α`m, (3.41)

lo que signi�ca que coincide con su valor esperado en estado estacionario.
Los valores de α`m son soluciones a las EBO-EE, Ec. (3.70). Una imagen de
la Ec. (3.40) se da en la Fig. 3.3.

Figura 3.3: El operador σ(t) en términos de su media más �uctuaciones: σ(t) = α+4σ(t),

donde 〈4σ(t)〉 = 0, esto es, las �uctuaciones promedian a cero.

3.3. Función de correlación en �uctuaciones

El desarrollo en �uctuaciones de los operadores es una herramienta útil en
esta sección para obtener la función de correlación en �uctuaciones a partir
de la función de correlación hφ(τ), Ec. (3.25), agregando el superíndice ��uc�,
esto es

hfluc
φ (τ) =

Hfluc
φ (τ)

αfluc
jj α

fluc
φ

, (3.42)
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donde

Hfluc
φ (τ) =

〈
: σfluc

jg (0)σfluc
gj (0)σfluc

φ (τ) :
〉

(3.43)

es la función de correlación en �uctuaciones sin normalizar. Es importante
decir que hφ y hfluc

φ son la misma función, colocar el superíndice ��uc� en
los diferentes operadores signi�ca emplear el desarrollo en �uctuaciones del
operador: σ`m = α`m+4σ`m, Ec. (3.40). Para el denominador de la Ec. (3.42)
se tiene que

αfluc
jj ≡

〈
σfluc
jj

〉
st

= 〈αjj + ∆αjj〉 = αjj, (3.44)

αfluc
φ ≡

〈
σflucφ (τ)

〉
st

=
1

2

〈(
[αjg +4σjg] e−iφ + [αgj +4σgj] eiφ

)〉
= αφ, (3.45)

donde se empleó que 〈4σ`m〉 = 0.
El cálculo de Hfluc

φ (τ), debido al ordenamiento normal y temporal de los
operadores, se separa en el caso en que τ ≥ 0 y en el caso en que τ ≤ 0,
casos análogos a los presentados en la pág. 36 donde se calcularon Hφ(τ ≥ 0),
Ec. (3.26), y Hφ(τ ≤ 0), Ec. (3.32).

Para calcularHfluc
φ (τ ≥ 0) se aplica el ordenamiento normal y temporal en

la Ec. (3.43) para obtener Hfluc
φ (τ ≥ 0) =

〈
σfluc
jg (0)σfluc

φ (τ)σfluc
gj (0)

〉
, expresión

en la cual se sustituye la Ec. (3.40) para obtener

Hfluc
φ (τ ≥ 0) = 〈[αjg +4σjg (0)] [αφ +4σφ (τ)] [αgj +4σgj (0)]〉 ,

= αjjαφ + 2Re [αgj 〈4σjg (0)4σφ (τ)〉]
+ 〈4σjg (0)4σφ (τ)4σgj (0)〉 , (3.46)

donde, se empleó la Ec. (3.24) para hacer 〈4σφ〉 = 0.
A partir de Hφ(τ ≤ 0) = Re

[
〈σjg(τ)σjj (0)〉 e−iφ

]
, Ec. (3.27), se construye

la expresión para Hfluc
φ (τ ≤ 0) = Re

[〈
σfluc
jg (τ)σfluc

jj (0)
〉
e−iφ

]
, sustituyendo en

esta expresión la Ec. (3.40) se tiene que

Hfluc
φ (τ ≤ 0) = Re

[
〈[αjg +4σjg(τ)] [αjj +4σjj (0)]〉 e−iφ

]
= αjjαφ + Re

[
〈4σjg (τ)4σjj (0)〉 e−iφ

]
(3.47)

donde se empleó que αφ = Re
[
αjge

−iφ], Ec. (3.22).
Como se expuso en el segundo punto de la Sec. 3.1, para Hfluc

φ (τ ≤ 0)
se hace la propagación de los operadores desde τ = 0 hasta τ = ∞, por lo
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tanto se aplica el corrimiento en el tiempo, Ec. (3.29), a la Ec. (3.47), esto es

Hfluc
φ (|τ |) = αjjαφ + Re

[
〈4σjg (τ + |τ |)4σjj (0 + |τ |)〉 e−iφ

]
,

= αjjαφ + Re
[
〈4σjg(0)4σjj (|τ |)〉 e−iφ

]
. (3.48)

Ahora, análogo al tercer punto de la Sec. 3.1, al calcular la Ec. (3.48)
ya se hace la propagación de los operadores para tiempos positivos des-
de |τ | = 0 hasta |τ | =∞, por lo que, como cuarto punto, una vez realizado
dicho cálculo se hace una re�exión espejo respecto a τ = 0 en los valores
de Hfluc

φ (|τ |) ∼ hfluc
φ (|τ |) para recuperar Hfluc

φ (τ ≤ 0) ∼ hfluc
φ (τ ≤ 0) en el

intervalo (−∞, 0].
La expresión general para la función de correlación en �uctuaciones

hfluc
φ (τ ≥ 0), Ec. (3.42), se obtiene sustituyendo en ésta la expresión para
Hfluc
φ (τ ≥ 0), Ec. (3.46), y las Ecs. (3.44, 3.45), esto es

hfluc
φ (τ ≥ 0) =

Hfluc
φ (τ ≥ 0)

αjjαφ
,

=
1

σjjσφ
{αjjαφ + 2Re [αgj 〈4σjg (0)4σφ (τ)〉]

+ 〈4σjg (0)4σφ (τ)4σgj (0)〉} ,

= 1 + h
(2)
φ (τ) + h

(3)
φ (τ) , (3.49)

donde los términos de segundo y tercer orden están dados, respectivamente,
por

h
(2)
φ (τ ≥ 0) =

2Re [αgj 〈4σjg (0)4σφ (τ)〉]
αjjαφ

, (3.50)

h
(3)
φ (τ ≥ 0) =

〈4σjg (0)4σφ (τ)4σgj (0)〉
αjjαφ

. (3.51)

La expresión general para la función de correlación en �uctuaciones hfluc
φ (|τ |),

Ec. (3.42), se obtiene sustituyendo en ésta la expresión paraHfluc
φ (|τ |), Ec. (3.48),

y las Ecs. (3.44, 3.45), esto es

hfluc
φ (|τ |) =

Hfluc
φ (|τ |)
αjjαφ

,

=
1

αjjαφ

{
σjjσφ + Re

[
e−iφ 〈4σjg (0)4σjj (|τ |)〉

]}
= 1 + h

(2)
φ (|τ |) , (3.52)
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donde sólo hay un término de segundo orden dado por

h
(2)
φ (|τ |) =

Re
[
e−iφ 〈4σjg(0)4σjj (|τ |)〉

]
αjjαφ

. (3.53)

Las Ecs. (3.49-3.53) sólo son válidas para fase φ = π/2 y ∀∆j, y para la
fase φ = 0 y ∆j 6= 0. El interés en esta tesis es calcular hfluc

π
2

(τ) y hfluc
0 (τ).

Sustituyendo φ = π
2
en dichas ecuaciones se obtiene

hfluc
π
2

(τ ≥ 0) = 1 + h
(2)
π
2

(τ) + h
(3)
π
2

(τ) , (3.54)

donde

h
(2)
π
2

(τ ≥ 0) =
2Re

[
σgj
〈
4σjg (0)4σπ

2
(τ)
〉]

αjjαπ
2

, (3.55)

h
(3)
π
2

(τ ≥ 0) =

〈
4σjg (0)4σπ

2
(τ)4σgj (0)

〉
αjjαπ

2

, (3.56)

y

hfluc
π
2

(|τ |) = 1 + h
(2)
π
2

(|τ |) , (3.57)

donde

h
(2)
π
2

(|τ |) =
Re [−i 〈4σjg (0)4σjj (|τ |)〉]

αjjαπ
2

. (3.58)

Sustituyendo φ = 0 en las Ecs. (3.49-3.53) se obtiene

hfluc
0 (τ ≥ 0) = 1 + h

(2)
0 (τ) + h

(3)
0 (τ) , (3.59)

donde

h
(2)
0 (τ ≥ 0) =

2Re [σgj 〈4σjg (0)4σ0 (τ)〉]
αjjα0

, (3.60)

h
(3)
0 (τ ≥ 0) =

〈4σjg (0)4σ0 (τ)4σgj (0)〉
αjjα0

. (3.61)

y
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hfluc
0 (|τ |) = 1 + h

(2)
0 (|τ |) , (3.62)

donde sólo hay términos de segundo orden dado por

h
(2)
0 (|τ |) =

Re [〈4σjg(0)4σjj (|τ |)〉]
αjjα0

. (3.63)

No es de interés en esta tesis calcular la función de correlación en �uc-
tuaciones para el caso especial de fase φ = 0 y en el que simultáneamente el
átomo esté en resonancia, ∆j = 0. En la pág. 39 se comentó que en resonan-
cia se requiere sumar un o�set

(
Ae±iφ

)
a los operadores σjg, σgj para evitar

una singularidad, en este caso, en hfluc
φ , Ec. (3.42).

3.4. Solución matricial de las EBO

Conviene replantear la solución de las ecuaciones de Bloch ópticas y su
solución formal de la forma

〈ṡ(t)〉 = M 〈s(t)〉+ b, (3.64)

donde s es el vector columna con componentes de los operadores de pseudoes-
pín σjk,M es la matriz cuyos elementos son los diferentes coe�cientes de 〈σjk〉
en las EBO, b es un vector columna con los coe�cientes de decaimiento en
caso que el número de ecuaciones sea mayor que el número de poblaciones o
de coherencias.

Las soluciones formales para las ecuaciones de Bloch

d

dt

(
〈ṡ(t)〉+ M−1b

)
= M

(
〈s(t)〉+ M−1b

)
(3.65)

están dadas por

〈s(t)〉 = eMt
[
〈s(0)〉+ M−1b

]
−M−1b, (3.66)

= S−1ePtS
[
〈s(0)〉+ M−1b

]
−M−1b, (3.67)
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donde S es una matriz que diagonaliza a M, P es la matriz diagonal con
eigenvalores pm y 〈s(0)〉 es la condición inicial. Si b = 0 en la Ec. (3.64) la
solución toma la forma

〈s(t)〉 = eMt 〈s(0)〉 . (3.68)

En general, una solución analítica a las Ecs. (3.64) no es posible. Sólo lo
es en el caso de resonancia, desintonía átomo-láser igual a cero, para el A2N
y el A3N-Λ se conocen soluciones analíticas, en este último caso con ciertas
aproximaciones, Castro-Beltrán, et al . [19].

Las EBO-EE son importantes porque dan información sobre el sistema
atómico en estudio, una vez que el sistema ha pasado el transitorio, esto es,
a tiempos su�cientemente grandes. Dichas ecuaciones se escriben a partir de
las Ec. (3.64) agregando el subíndice �st� , esto es

d

dt
〈s(t)〉st = M 〈s(t)〉st + b. (3.69)

El estado estacionario signi�ca que los valores de 〈s(t)〉 ya no cambian en
el tiempo, lo que implica que 〈s(t)〉st ≡ ĺımt→∞ 〈s(t)〉 ≡ 〈s(0)〉 ≡ 〈s〉st ≡ α,
donde, las componentes del vector columna α son 〈σjk〉st ≡ αjk, Ec. (3.39).
Por lo tanto d

dt
α = 0 y las EBO-EE son un sistema de ecuaciones algebraicas

0 = Mα+ b ⇒ α = M−1b. (3.70)

Tanto para el A2N como para el A3N-Λ se tienen soluciones analíticas
para sus EBO-EE, Subsec. 2.2.1 y Sec. 5.1, respectivamente; mientras que
para A3N-V se obtienen numéricamente en la Sec. 6.1.

3.5. Fórmula cuántica de regresión

La FCR9 la desarrolló Lax [27] y permite extender las EBO de valores a
un tiempo de 〈s(t)〉 a valores a dos tiempos de la forma 〈O1(0)s(t)O2(0)〉,

9La fórmula cuántica de regresión la desarrolló Lax en 1963 [27] hablando de
que �...las regresiones de las �uctuaciones obedecen a las ecuaciones de movimiento
�macroscópicas��. Dado que Mollow en 1969 [8], haciendo referencia a Lax, la citó como
teorema cuántico de regresión en un pie de página de su artículo [8, p. 1973], la mayoría
de la gente sigue usando el término teorema. Hasta donde sabe el autor de esta tesis no
se puede demostrar como un teorema matemático, se emplea en óptica cuántica como una
formulación matemática... !que si funciona!
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donde O1,O2 son operadores. La FCR se reduce a un procedimiento matemá-
tico de seis pasos para obtener las ecuaciones de movimiento para el vector
columna 〈O1(0)s(t)O2(0)〉, con su condición inicial y soluciones.

Dadas las ecuaciones de Bloch ópticas y su solución, Ecs. (3.64, 3.66),

〈ṡ(t)〉 = M 〈s(t)〉+ b ⇒ 〈s(t)〉 = eMt
[
〈s(0)〉+ M−1b

]
−M−1b, (3.71)

la fórmula cuántica de regresión consiste en realizar el siguiente procedimiento
matemático

1. En la ecuación 〈ṡ(t)〉 = M 〈s(t)〉+ b se quitan los brackets

d

dt
s(t) = Ms(t) + b. (3.72)

2. El vector s(t) se multiplica por la izquierda por el operador O1(0) y se
multiplica por la derecha por el operador O2(0)

d

dt
O1(0)s(t)O2(0) = MO1(0)s(t)O2(0) +O1(0)bO2(0). (3.73)

3. Se cambia t por τ

d

dτ
O1(0)s(τ)O2(0) = MO1(0)s(τ)O2(0) +O1(0)bO2(0). (3.74)

4. Se reponen los brackets en la Ec. (3.74)

d

dτ
〈O1(0)s(τ)O2(0)〉 = M 〈O1(0)s(τ)O2(0)〉+O1(0)bO2(0). (3.75)

5. Con la condición inicial

〈O1(0)s(0)O2(0)〉 . (3.76)

6. La solución a la Ec. (3.75) tiene (regresa a) la misma forma que la solución
de la Ec. (3.71), esto es, a la solución de

d

dτ
〈s(τ)〉 = M 〈s(τ)〉+ b, con la condición inicial 〈O1(0)s(0)O2(0)〉 .

(3.77)
Lo que a�rma la fórmula cuántica de regresión es que el promedio a dos

tiempos tiene la misma dinámica que el promedio a un tiempo. Es en este
sentido la a�rmación en el punto 6. de que la solución de las Ecs. (3.75, 3.77)
tiene la misma forma. Tanto la Ec. (3.75) como la Ec. (3.77) se denotarán
como Ecuaciones de Movimiento (EdeM).10

10El nombre de ecuaciones de Bloch ópticas se deja sólo para las ecuaciones que se
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3.6. Correlaciones de operadores en �uctuacio-

nes

En la Sec. 3.2 se hizo el desarrollo en �uctuaciones de los operadores σ`m(t)
al escribirlos en términos de su media, α`m, más �uctuaciones, ∆σ`m, Ec. (3.38),
con su valor esperado 〈σ`m(t)〉 dado en la Ec. (3.41).

En esta sección se obtienen las Ecuaciones de Movimiento en Fluctuacio-
nes (EdeM-F) por medio de escribir el vector columna s(t), con componen-
tes σjk, en términos de su media más �uctuaciones, lo cual signi�ca que

s(t) = α+4s(t), (3.78)

donde 〈s(t)〉st ≡ ĺımt→∞ 〈s(t)〉 ≡ 〈s(0)〉 ≡ 〈s〉st ≡ α. Se sustituye la Ec. (3.78)
en d

dt
〈s(t)〉 = M 〈s(t)〉+ b, Ec. (3.64), y se obtiene

�
�
��7

0
d

dt
α +

d

dt
〈4s(t)〉 = ���

��:0
Mα+ b + M 〈4s(t)〉

d

dt
〈4s(t)〉 = M 〈4s(t)〉 , (3.79)

donde los términos que se cancelan del lado derecho de la igualdad se deben
a las EBO-EE, Ec. (3.70). Resolver la Ec. (3.79) no tiene sentido ya que de
antemano se sabe que el promedio de las �uctuaciones de una función vale
cero, eso es, 〈4s(t)〉 = 0.

Por lo tanto, las EdeM-F que involucran a las �uctuaciones de s(t), es
decir, que involucren a 4s(t) se obtienen siguiendo los seis pasos de la FCR,
Sec. 3.5, aplicadados a la Ec. (3.79), esto es

1) En la ecuación d
dt
〈4s(t)〉 = M 〈4s(t)〉 se quitan los brackets

d

dt
4s(t) = M4s(t). (3.80)

2) El vector 4s(t) se multiplica por la izquierda por el operador 4O1(0) y
se multiplica por la derecha por el operador 4O2(0)

d

dt
4O1(0)4s(t)4O2(0) = M4O1(0)4s(t)4O2(0). (3.81)

obtienen a través de las ecuaciones para los elementos de matriz del operador de densidad ρ
para el A2N, para el A3N Λ y para el A3N-V. Para cada uno de éstos sistemas, a las
ecuaciones que se obtienen aplicando la FCR se les llama ecuaciones de movimiento.
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3. Se cambia t por τ

d

dτ
4O1(0)4s(τ)4O2(0) = M4O1(0)4s(τ)4O2(0). (3.82)

4. Se reponen los brackets en la Ec. (3.82)

d

dτ
〈4O1(0)4s(τ)4O2(0)〉 = M 〈4O1(0)4s(τ)4O2(0)〉 . (3.83)

5. La condición inicial es

〈4O1(0)4s(0)4O2(0)〉 . (3.84)

6. La solución a la Ec. (3.83) es (regresa a) la misma solución que la de la
ecuación

d

dτ
〈s(τ)〉 = M 〈s(τ)〉 , con la condición inicial 〈4O1(0)4s(0)4O2(0)〉 .

(3.85)
Con el procedimiento expuesto, el vector columna 〈4O1(0)4s(τ)4O2(0)〉

ya no necesariamente es cero y la Ec. (3.83) tiene solución, a diferencia de lo
que ocurre con la Ec. (3.79). Las Ecs. (3.83, 3.85) son las EdeM-F.

Otra forma de decir lo que a�rma la FCR es la siguiente. La solución a
la Ec. (3.83) es

〈4O1(0)4s(τ)4O2(0)〉 = eMτ 〈4O1(0)4s(0)4O2(0)〉 , (3.86)

y regresa a ser la misma solución que la de la Ec. (3.85)

〈s(τ)〉 = eMt 〈4O1(0)4s(0)4O2(0)〉 , (3.87)

que a su vez es de la misma forma que la solución de la Ec. (3.68) pero con
la condición inicial en Ec. (3.84).

En el Apéndice. A se muestra el procedimiento para calcular los valores de
las condiciones iniciales en las Ecs. (3.76, 3.84). Para el A2N las condiciones
iniciales se resumen en la Tabla A.1, para el A3N-Λ en la Tabla A.2 y para
el A3N-V en la Tabla. A.3 y en la Tabla. A.4.
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3.7. Espectro de �uorescencia resonante

En el Cap. 1, pág. 4, se dijo que para observar estados comprimidos
se emplea la técnica DHB, la cual requiere un haz coherente de referencia
haciendo interferencia con la �uorescencia de interés. El espectro S (ω) de
la FR de dichos estados es la parte real de la transformada de Fourier de la
función de correlación a dos tiempos 〈σjg (0)σgj (τ)〉, de acuerdo con Evers
y Keitel [28, Ec. (7)]

S (ω) =
1

παjj
Re

ˆ ∞
0

dτe−iωτ 〈σjg (0)σgj (τ)〉 , (3.88)

donde 1/παjj permite normalizar el espectro como
´∞
−∞ S (ω) dω = 1, αjj es la

población en estado estacionario del estado excitado |j〉, ω ≡ ωfluorescencia−νj
y νj es la frecuencia angular del láser que excita la transición |g〉 → |j〉. La
�uorescencia de un estado comprimido presenta valores negativos de S (ω)
en ciertos intervalos de frecuencia, indicando menor ruido respecto al de un
estado coherente, o bien, al del vacío.

Para revelar más claramente el papel de las �uctuaciones en S (ω), Ec. (3.88),
en la expresión 〈σjg (0)σgj (τ)〉 se separan los operadores atómicos σjk en su
media, αjk, más �uctuaciones, ∆σjk, Ec. (3.40), por lo que su movimiento
promedio y sus �uctuaciones al rededor del promedio son

〈σjg (0)σgj (τ)〉 = |αjg|2 + 〈∆σjg (0) ∆σgj (τ)〉 . (3.89)

Para el retraso τ = 0

〈σjgσgj〉 ≡ 〈σjj〉 = |αjg|2 + 〈∆σjg∆σgj〉 , (3.90)

donde el primer término del lado derecho de la igualdad es la intensidad
coherente y el segundo término es la intensidad incoherente, Ecs. (2.46).

Sustituyendo la Ec. (3.89) en la Ec. (3.88), el espectro se separa en dos
partes como

S (ω) = Scoh (ω) + Sinc (ω) , (3.91)

donde
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Scoh (ω) =
|αjg|2

παjj
Re

ˆ ∞
0

e−iωτdτ =
|αjg|2

παjj
δ (ω) (3.92)

es el espectro coherente (elástico) debido al movimiento promedio, y

Sinc (ω) =
1

παjj
Re

ˆ ∞
0

dτe−iωτ 〈∆σjg (0) ∆σgj (τ)〉 (3.93)

es el espectro incoherente (inelástico) debido a las �uctuaciones atómicas.
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Capítulo 4

DHC de la �uorescencia del
átomo de 2 niveles

Empleando la detección homodina condicionada, en este capítulo se pre-
sentan dos estudios sobre el átomo de 2 niveles. El primero realizado por
Castro-Beltrán [15] y el segundo reportado por Castro-Beltrán, et al . [16].
Este último fue desarrollado en el transcurso de los estudios de doctorado y
se reproduce en Anexos: Apéndice C, pág. 102.

En el Cap. 1, pág. 3, se mencionó cómo la FR de un A2N se convertiría
en uno de los sistemas más simples y no triviales para estudiar propiedades
cuánticas de la luz. En el Cap. 2, pág. 9, se inició la revisión de los conceptos
fundamentales de la óptica cuántica para sentar las bases de la nomenclatura
y revisar el comportamiento general de una transición atómica entre dos
niveles. En la Sec. 2.2 se obtuvieron las EBO del A2N, Ecs. (2.27-2.29), las
cuales se escriben de la forma 〈ṡ(t)〉 = M 〈s(t)〉+ b, Ec. (3.64), con

s = (σz, σeg, σge)
T , (4.1)

M =

 −γe −iΩe iΩe

−iΩe/2 −
(
γe
2
− i∆e

)
0

iΩe/2 0 −
(
γe
2

+ i∆e

)
 , (4.2)

b = (−γe, 0, 0)T (4.3)

y sus soluciones en resonancia se dan en la Subsec. 2.2.2. Las EBO-EE están
dadas por M 〈s(t)〉 + b = 0, Ecs. (2.31-2.33), sus soluciones en general son
las Ecs. (2.34, 2.35) y sus soluciones en resonancia son las Ecs. (2.40-2.42).
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Dado que los espectros de ruido, de�nidos más abajo, están en términos
de las funciones de correlación en �uctuaciones para τ ≥ 0, se presentan aquí
dichas funciones: hfluc

φ (τ ≥ 0) = 1 + h
(2)
φ (τ) + h

(3)
φ (τ), Ec. (3.49), para el caso

de interés en esta tesis, ∆e = 0 y φ = π/2, las cuales están dadas por las
Ecs. (3.55, 3.56) con j = e, esto es

h
(2)
π
2

(τ ≥ 0) =
2Re

[
αge
〈
4σeg (0)4σπ

2
(τ)
〉]

αeeαπ
2

(4.4)

=
2Re

[
αge
〈
σeg (0)σπ

2
(τ)
〉]
− 2 |αeg|2 Re [−i 〈σeg(τ)〉]

αeeαπ
2

,

(4.5)

h
(3)
π
2

(τ ≥ 0) =

〈
4σeg (0)4σπ

2
(τ)4σge (0)

〉
αeeαπ

2

(4.6)

=

〈
σeg (0)σπ

2
(τ)σge (0)

〉
− 2Re

[
αeg
〈
σπ

2
(τ)σge (0)

〉]
αeeαπ

2

+
|αeg|2 Re [−i 〈σeg(τ)〉] + |αeg|2 Re [−iαeg]

αeeαπ
2

− 1. (4.7)

En los numeradores de las Ecs. (4.4, 4.6) se empleó que 4σ`m = σ`m − α`m,
Ec. (3.40), y que 4σπ/2 (τ) = σπ/2(τ)− απ/2, expresión que se obtiene de las
Ecs. (3.17, 3.21, 3.23). El denominador toma el valor de αeeαπ/2 = Y 3

2
√

2(1+Y 2)2
.

En el Apéndice. B se muestran estos cálculos.
De acuerdo a la FCR, en las Ecs. (4.5, 4.7), los valores de

〈
σeg (0)σπ/2(τ)

〉
,

de
〈
σπ/2(τ)σge (0)

〉
y los de

〈
σeg (0)σπ/2(τ)σge (0)

〉
son los mismos que los

de
〈
σπ/2(τ)

〉
= Re [−i 〈σeg(τ)〉], donde 〈σeg(τ)〉 está dada en la Ec. (2.37).

Sustituyendo lo anterior en las Ecs. (4.5, 4.7) junto con los valores en estado
estacionario, Ecs. (2.40-2.42), se obtiene
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h
(2)
π
2

(τ ≥ 0) = − 1

1 + Y 2
e−

3γe
4
τ
[(

1− Y 2
)

cosh (δτ)

+
1− 5Y 2

4δ/γe
senh (δτ)

]
, (4.8)

h
(3)
π
2

(τ ≥ 0) = − 2Y 2

1 + Y 2
e−

3γe
4
τ

[
cosh (δτ) +

2− Y 2

4δ/γe
senh (δτ)

]
, (4.9)

hfluc
π
2

(τ ≥ 0) = 1− e−
3γe
4
τ

[
cosh (δτ) +

1− 2Y 2

4δ/γe
senh (δτ)

]
, (4.10)

siendo esta última la función de correlación total.
Casos especiales para la función de correlación total hπ

2
(τ ≥ 0), Ec. (4.10),

son aquellos para el límite de campo débil, Y 2 � 1,1

hdébil
π
2

(τ ≥ 0) = 1− e−
3γe
4
τ
[
cosh

(γe
4
τ
)

+ senh
(γe

4
τ
)]

(4.11)

y para excitación crítica, Ωe = γe/4 (o Y 2 = 1/8),2

hcrı́tica
π
2

(τ ≥ 0) = 1− e−
3γe
4
τ

(
1 +

3

16
γeτ

)
. (4.12)

En muchos esquemas experimentales la luz comprimida se estudia en el
dominio de la frecuencia. En DHC se hace en el dominio del tiempo. Esto
permite asegurar lo no clásico de las cuadraturas, comprimidas o no, debido
a que en FR se violan uno o más de los límites de las desigualdades clásicas,
de Castro-Beltrán [15] se tiene que

0 ≤ hφ (τ)− 1 ≤ 1 y |hφ (τ)− 1| ≤ |hφ (0)− 1| ≤ 1. (4.13)

Para calcular los espectros de ruido de las cuadraturas Sφ (ω) se pue-
de tener la impresión de emplear la transformada exponencial de Fourier,´∞
−∞

[
hfluc
φ (τ)− 1

]
eiωτdτ . Sin embargo, esta transformada sólo promedia los

espectros en ambos lados de hfluc
φ (τ), dando información incorrecta cuan-

do hfluc
φ (τ) es asimétrica como ocurre en el caso del A3N-V. En este caso,

hfluc
φ (τ) lleva información diferente para τ ≤ 0 y para τ ≥ 0.

1En este límite se hace Y 2 � 1 en la Ec. (4.10) ⇒ δ ∼= γe/4 y
(
1− 2Y 2

)
γe/4δ ∼= 1.

2En la Ec. (4.10) se toman los dos primeros términos del desarrollo en series de cosh (δτ)
y de senh (δτ), además, Ωe = γe/4⇒ δ = 0.

53



CAPÍTULO 4. DHC DE LA FLUORESCENCIA DEL ÁTOMO DE 2

NIVELES

Por la razón arriba expuesta es que Sφ (ω) se obtiene a partir de la
transformada coseno de Fourier de las funciones de correlación en �uctuacio-
nes3 hfluc

φ (τ ≥ 0)− 1 = h
(2)
φ (τ) + h

(3)
φ (τ) y hfluc

φ (|τ |) = 1 + h
(2)
φ (|τ |) de las

Ecs. (3.49, 3.52), respectivamente; de acuerdo con Carmichael, et al . [11] y
con Castro-Beltrán [15] se tiene que

Sτ≥0
φ (ω) = 4γjαjj

ˆ ∞
0

dτ cos (ωτ)
[
hfluc
φ (τ ≥ 0)− 1

]
, (4.14)

Sτ≤0
φ (ω) = 4γjαjj

ˆ ∞
0

dτ cos (ωτ)
[
hfluc
φ (|τ |)− 1

]
, (4.15)

en donde, ω ≡ ωfluorescencia − νj y νj es la frecuencia angular del láser que
excita la transición |g〉 → |j〉. Cuando hfluc

φ (τ) es simétrica, como en el A2N
y en el A3N-Λ, no se emplean los superíndices τ ≥ 0 y τ ≤ 0 en Sφ (ω).
Sustituyendo la Ec. (3.49) en la Ec. (4.14), el espectro Sτ≥0

φ (ω) se separa

como Sτ≥0
φ (ω) = S

(2)
φ (ω) + S

(3)
φ (ω), donde

S
(2)
φ (ω) = 4γjαjj

ˆ ∞
0

dτ cos (ωτ)h
(2)
φ (τ ≥ 0) , (4.16)

S
(3)
φ (ω) = 4γjαjj

ˆ ∞
0

dτ cos (ωτ)h
(3)
φ (τ ≥ 0) , (4.17)

y a su vez h(2)
φ (τ ≥ 0), h(3)

φ (τ ≥ 0) están dadas en las Ecs. (3.50, 3.51), res-
pectivamente. Sustituyendo la Ec. (3.52) en la Ec. (4.15), sólo hay un término
de segundo orden en el espectro Sτ≤0

φ (ω) y está dado por

S
(2)
φ (ω) = 4γjαjj

ˆ ∞
0

dτ cos (ωτ)h
(2)
φ (|τ |), (4.18)

donde h(2)
φ (|τ |) está dada en la Ec. (3.53).

La Ec. (4.16) es una variante del espectro de luz comprimida. Para φ =
π/2, de las Ecs. (4.5, 4.7) se tiene que, para el A2N

3Recuérdese que hπ
2

(τ) ≡ hfluc
π
2

(τ), el superíndice recuerda que los operadores están
desarrollados en �uctuaciones.
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S
(2)
π
2

(ω) =
γeY

2

(1 + Y 2)2

[(
1− Y 2 +

1− 5Y 2

4δ/γe

)
λ+

ω + λ2
+

+

(
1− Y 2 − 1− 5Y 2

4δ/γe

)
λ−

ω + λ2
−

]
, (4.19)

S
(3)
π
2

(ω) =
2γeY

4

(1 + Y 2)2

[(
1 + Y 2 +

2− Y 2

4δ/γe

)
λ+

ω + λ2
+

+

(
1− Y 2 − 2− Y 2

4δ/γe

)
λ−

ω + λ2
−

]
, (4.20)

donde λ± = − (3/4) γe ± δ. El espectro total, S(2)
π
2

(ω) + S
(3)
π
2

(ω), es

Sπ
2

(ω) =
γeY

2

1 + Y 2

[(
1 +

1− 2Y 2

4δ/γe

)
λ+

ω2 + λ2
+

+

(
1− 1− 2Y 2

4δ/γe

)
λ−

ω2 + λ2
−

]
. (4.21)

El espectro total Sπ
2

(ω) para campo débil, para excitación crítica y para
excitación en saturación tiene las siguientes propiedades. Para campo débil,
se mantiene una sola corrección dependiente de Y en Ec. (4.21) y se obtiene

Sdébil
π
2

(ω) ≈ −γeY 2

[
1

ω2 + (γe/2)2 (1 + 4Y 2)
+

3γeY
2/2[

ω2 + (γe/2)2 (1 + Y 2)
]2
]
,

(4.22)
expresión en la se identi�can dos picos, el principal con una anchura de
γe (1 + Y 2) y el otro pico que incrementa la anchura ligeramente. En contraste
a lo anterior, Rice y Carmichael [29] encontraron que para campo débil, la
luz comprimida reduce la anchura de la lorentziana del espectro incoherente
de FR, la reduce porque en campo débil el espectro proviene de la resta de
dos lorentzianas [29, Fig. 2], una de las cuales (la de signo negativo) lleva las
�uctuaciones de la luz comprimida. En el presente caso, sin embargo, el ruido
extra se correlaciona para aumentar el tamaño y el ancho del espectro de la
luz comprimida. Para el valor de intensidad crítica, Ωe = γe/4, la Ec. (4.21)
evaluada en Y 2 = 1/8 (⇒ δ = 0) da como resultado
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Scrı́tica
π
2

(ω) = −γ
2
e

24

5 (3γe/4)2 + 3ω2[
ω2 + (3γe/4)2]2 . (4.23)

Y para la intensidad en saturación, Ωe = γe/
√

2, la Ec. (4.21) se evalúa
en Y = 1 para obtener

Ssat
π
2

(ω) =
2γ4

e

4γ4
e + γ2

eω
2 + 4ω4

− 4γ2
eω

2

4γ4
e + γ2

eω
2 + 4ω4

. (4.24)

Castro-Beltrán en [15] explica, principalmente, cómo la DHC ayuda a
entender el por qué no se había podido medir la luz comprimida, la razón: la
baja e�ciencia cuántica de los fotodetectores y la aparición de �uctuaciones
de tercer orden producidas por el valor en excitación crítica Ωe = γe/4. En el
Cap. 2, pág. 28, se vio cómo hasta 2015 fue que se observó luz comprimida,
Schulte, et al . [24].

Castro-Beltrán, et al . [16] emplearon la DHC para mostrar lo no gaus-
siano de las �uctuaciones en la FR y se calculó, tanto la separación del
espectro del ruido de las cuadraturas en segundo y tercer orden de acuerdo
con las Ecs. (4.19, 4.20), como se calculó el espectro total, Ec. (4.21). La
Fig. 4.1 muestra el espectro en �uctuaciones Sπ/2 (ω), en (a) para excitación
débil, Ωe = γe/10, y en (b) para excitación crítica, Ωe = γe/4. Como se puede
apreciar, en (a) el espectro total está menos contaminado con el espectro de
tercer orden, Sπ/2 (ω) ' S

(2)
π/2 (ω), que en (b). Emplear una excitación débil

es lo que hace difícil detectar la luz comprimida.
El espectro integrado representa la potencia total emitida por el átomo.

Del mismo modo, el espectro integrado dependiente de la fase representa
el tamaño del ruido en una cuadratura: en el tratamiento estándar de la luz
comprimida se expresa en términos de la varianza Vφ = 〈: 4σφ (0)4σφ (τ) :〉,
Ec. (2.61), de Collett, et al . [25]

1

4πγe

∞̂

−∞

Sφ (ω) dω = 〈: 4σφ (0)4σφ (τ) :〉 . (4.25)

Para el caso en resonancia, integrando las Ecs. (4.16, 4.17) se tiene
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Figura 4.1: Espectros en �uctuaciones para el A2N con φ = π/2. (a) Excitación dé-

bil, Ωe = γe/10. (b) Excitación crítica Ωe = γe/4. En ambos casos se muestra en (i) el

segundo orden, en (ii) el tercer orden y en (iii) el espectro total [16, Fig. 4 y Fig. 5].

∞̂

−∞

S
(2)
π
2

(ω) dω = −4πγe
Y 2 (1− Y 2)

2 (1 + Y 2)
= 8πγeVπ

2
, (4.26)

∞̂

−∞

S
(3)
π
2

(ω) dω = −4πγe
Y 4

(1 + Y 2)2 . (4.27)

La Ec. (4.26) es un resultado conocido, en el cual la varianza es negativa
(�rma de la luz comprimida) para Y 2 = 2 (Ωe/γe)

2 � 1, Ec. (2.39). Es un
resultado conocido ya que en la Sec. 2.5, en Ec. (2.67), se obtuvo la expresión
para Vπ

2
y se vio en la pág. 28 que para ∆e = 0 y para Ωe ∈

[
0, 1/
√

2
]
se

tiene que Vπ
2
< 0. En la Fig. 2.10(b) se analiza este caso y algunos casos para

∆e 6= 0. La Ec. (4.27) es un nuevo resultado, es negativo para todo valor
de Y y se requiriere para que coincida con el ruido total de la cuadratura en
fase,

´∞
−∞ S

(2)
π
2

(ω) dω +
´∞
−∞ S

(3)
π
2

(ω) dω, esto es

∞̂

−∞

Sπ
2

(ω) dω = −4πγeV0,

donde V0 = Y 2/2 (1 + Y 2), Castro-Beltrán, et al . [16, Ec. (37)].
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Capítulo 5

DHC de la �uorescencia del
átomo de 3 niveles tipo Λ

En este capítulo se presenta el estudio de la detección homodina condicio-
nada del átomo de 3 niveles tipo Λ (A3N-Λ) reportado por Castro-Beltrán,
et al . [19], y que se reproduce en Anexos: Apéndice C, pág. 111.

Se considera un átomo de 3 niveles en el que sólo la transición |g〉 ↔
|s〉 está excitada por un láser de frecuencia angular de Rabi Ωs. El estado
excitado |s〉 tiene dos canales de decaimiento: uno directamente al estado
base |g〉 con razón de decaimiento γs y otro canal vía el estado metaestable |w〉
de larga vida con razón de decaimiento γd, el cual a su vez decae al estado
base con una razón γw, tal que γs � γd, γw. Este es el modelo del A3N-Λ,
Fig. 5.1.

El A3N-Λ es importante porque la población ocasional en el estado me-
taestable da lugar a la existencia de intermitencia en la FR de la transición
fuerte. Al estar monitoreando la FR de la transición |g〉 ↔ |s〉 pueden ocurrir
dos situaciones. En una, por un lapso se detecta �uorescencia dando lugar a
un �período brillante�. En la otra situación, el electrón en vez de decaer al
estado base, lo hace al estado metaestable, permaneciendo en este un tiem-
po t ∼ γ−1

d � γ−1
s e interrumpiendo la emisión de la �uorescencia dando

lugar a un �período obscuro�. En el dominio espectral, el estado metaestable
se mani�esta con la aparición de un pico inelástico muy estrecho, el cual está
encima del pico central del espectro de un sistema de dos niveles como lo
observaron experimentalmente en el 2000 Bühner y Tamm [30, Fig. 4]. Estos
autores sugirieron realizar, en su momento, mediciones complementarias de
la �uorescencia dependiente de la fase; pero hasta el momento no hay noticias
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Figura 5.1: En el A3N-Λ un láser de frecuencia angular νs y frecuencia de Rabi Ωs

excita la transición |g〉 ↔ |s〉. El estado excitado puede decaer espontáneamente al estado

base con razón de decaimiento γs o puede hacerlo al estado metaestable |w〉 con razón de

decaimiento γd, el cual a su vez decae al estado base |g〉 con γw.

de que se hayan realizado, quizás debido a restricciones experimentales.

5.1. Ecuaciones de Bloch ópticas

Siguiendo una estrategia parecida a la empleada para el A2N en la Sec. 2.2,
aquí se obtienen las ecuaciones de Bloch del A3N-Λ. En un marco rotante
lento a la frecuencia angular del láser νs,1 el Hamiltoniano y la ecuación
maestra para el operador de densidad ρ, Ec. (13), están dados por

H = ~∆sσss + ~
Ωs

2
(σsg + σgs) , (5.1)

ρ̇ = −iΩs

2
[σsg + σgs, ρ] +

∑
j=s,w

γj
2

(2σgjρσjg − σjjρ− ρσjj)

+
γd
2

(2σwsρσsw − σssρ− ρσss) , (5.2)

= −iΩs

2
[σsg + σgs, ρ]− γs + γd

2
(σssρ+ ρσss)−

γw
2

(σwwρ+ ρσww)

+
∑
j=s,w

γjσgjρσjg + γdσwsρσsw. (5.3)

1Marco rotante lento, véase pág. 11.
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La desintonía átomo-campo es ∆s = ωs − νs y σjk son los operadores
de pseudoespín de Pauli.2 En este capítulo se hace ∆s = 0 con los siguien-
tes dos propósitos. El primero es que se limita la discusión a lo esencial de
los principales temas; el segundo propósito consiste en que con posteriores
aproximaciones se obtienen soluciones analíticas cerradas aproximadas.

Las ecuaciones para elementos de matriz de ρ y sus derivadas temporales
se calculan de la de�nición ρjk ≡ 〈j |ρ| k〉, Ec. (2.8), esto es

ρ̇ss = i
Ωs

2
(ρsg − ρgs)− (γs + γd) ρss, (5.4)

ρ̇sg = i
Ωs

2
(ρss − ρgg)−

(γs
2

+
γd
2

)
ρsg, (5.5)

ρ̇gs = −iΩs

2
(ρss − ρgg)−

(γs
2

+
γd
2

)
ρgs, (5.6)

ρ̇gg = −iΩs

2
(ρsg − ρgs) + γsρss + γwρww, (5.7)

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
ρ̇sw = −iΩs

2
ρgw −

(γs
2

+
γd
2

+
γa
2

)
ρsw, (5.8)

ρ̇ws = i
Ωs

2
ρwg −

(γs
2

+
γd
2

+
γw
2

)
ρws, (5.9)

ρ̇ww = γdρss − γwρww, (5.10)

ρ̇wg = i
Ωs

2
ρws −

γw
2
ρwg, (5.11)

ρ̇gw = −iΩs

2
ρsw −

γw
2
ρgw. (5.12)

En la Ec. (5.7) se sustituye ρww = 1− ρss − ρgg debido a la conservación
de la probabilidad. Haciendo esto, las Ecs. (5.4-5.7) quedan desacopladas del
resto, ya no dependen de ρsw, ρws, ρww, ρwg, ρgw; por lo que las ecuaciones
para los elementos de matriz del operador de densidad que describen el A3N-

2Operadores de pseudoespín de Pauli, véase pie de pág. 10. En el A3N-Λ no está de�nido
el operador σz como en el A2N.
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Λ son

ρ̇ss = i
Ωs

2
(ρsg − ρgs)− γ+ρss, (5.13)

ρ̇sg = i
Ωs

2
(ρss − ρgg)−

γ+

2
ρsg, (5.14)

ρ̇gs = −iΩs

2
(ρss − ρgg)−

γ+

2
ρgs, (5.15)

ρ̇gg = −iΩs

2
(ρsg − ρgs) + γ−ρss − γwρgg + γw, (5.16)

donde

γ+ = γs + γd , γ− = γs − γw. (5.17)

Las ecuaciones de Bloch para el A3N-Λ se obtienen sustituyendo ρkj =
〈σjk〉 y ρ̇kj = 〈σ̇jk〉, Ecs. (2.20), esto es

〈σ̇ss〉 = −iΩs

2
[〈σsg〉 − 〈σgs〉]− γ+ 〈σss〉 , (5.18)

〈σ̇sg〉 = −iΩs

2
[〈σss〉 − 〈σgg〉]−

γ+

2
〈σsg〉 , (5.19)

〈σ̇gs〉 = i
Ωs

2
[〈σss〉 − 〈σgg〉]−

γ+

2
〈σgs〉 , (5.20)

〈σ̇gg〉 = i
Ωs

2
[〈σsg〉 − 〈σgs〉] + γ− 〈σss〉 − γw 〈σgg〉+ γw, (5.21)

que se escriben en la forma 〈ṡ(t)〉 = M 〈s(t)〉+ b, Ec. (3.64),

s = (σss, σsg, σgs, σgg)
T (5.22)

M =


−γ+ −iΩs/2 iΩs/2 0
−iΩs/2 −γ+/2 0 iΩs/2
iΩs/2 0 −γ+/2 −iΩs/2
γ− iΩs/2 −iΩs/2 −γw

 , (5.23)

b = (0, 0, 0, γw) . (5.24)

Las soluciones en estado estacionario del A3N-Λ, como se vio en la Sub-
sec. 2.2.1, se obtienen haciendo 〈ṡ(t)〉 = 0 y aplicando la Ec. (2.30), con
j, k = s, w, g;
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αss =
Y2/2

1 + Y2 + (q/2)Y2
, (5.25)

αsg = i
Y/
√

2

1 + Y2 + (q/2)Y2
, (5.26)

αgs = −i Y/
√

2

1 + Y2 + (q/2)Y2
, (5.27)

αgg =
1 + Y2/2

1 + Y2 + (q/2)Y2
, (5.28)

αww = qαss, (5.29)

donde αjk ≡ 〈σjk〉st y

q =
γd
γw

, Y =
√

2
Ωs

γ+

. (5.30)

Las Ecs. (5.25-5.27) se convierten en las EBO-EE para el A2N, Ecs. (2.40-
2.42), cuando se sustituye γd = 0 (q = 0) en las Ecs. (5.17, 5.30), y haciendo
s = e, se tiene que γ+ = γs = γe y que Y = Y =

√
2Ωe/γe, Ec. (2.39).

Adicionalmente se emplea que αz = 2αee − 1.
Resolver analíticamente las Ecs. (5.18-5.21) en el caso general es dema-

siado complicado, sin embargo, en el límite

γs � γd, γw (5.31)

se obtienen soluciones aproximadas, límite en el cual se presentan los pe-
ríodos brillantes y obscuros debidos al estado metaestable |w〉. Se emplea
la transformada de Laplace para obtener tanto los valores esperados de las
componentes del vector s (t) = (σss(t), σsg(t), σgs(t), σgg(t))

T , como las corre-
laciones a dos tiempos (para detalles ver [19, Apéndice A]). Con la condición
inicial de átomo en estado base s(0) = (0, 0, 0, 1)T , las soluciones son
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〈σss (t)〉 =
Y2/2

1 + Y2
f (t) + αss

(
1− eλ2t

)
, (5.32)

〈σsg (t)〉 = i
Y/
√

2

1 + Y2
f (t) +

√
2γ+Y
8δ

(
eλ+t − eλ−t

)
+ αsg

(
1− eλ2t

)
,(5.33)

〈σgs (t)〉 = −i Y/
√

2

1 + Y2
f (t)−

√
2γ+Y
8δ

(
eλ+t − eλ−t

)
+ αgs

(
1− eλ2t

)
,

(5.34)

〈σgg (t)〉 = eλ2t − Y
2/2

1 + Y2
f (t) + αgg

(
1− eλ2t

)
, (5.35)

donde

f (t) = eλ2t − 1

2

[(
1 +

3γ+

4ε

)
eλ+t +

(
1− 3γ+

4ε

)
eλ−t

]
, (5.36)

λ1 = −γ+/2, λ2 = −γw
(

1 + q
Ω2

2Ω2 + γ2
s

)
, λ± = −3γ+

4
± ε (5.37)

y

ε =
γ+

4

√
1− 8Y2. (5.38)

En la Ec. (5.38), sustituyendo γ+ = γe y Y = Y se obtiene ε = δ =
γe
√

1− 8Y 2/4, Ec. (2.39).
En estas soluciones aproximadas se identi�can las Ecs. (5.37) como los

eigenvalores de la matriz M, Ec. (5.23). El primer eigenvalor, λ1, es exacto y
es la mitad de la razón de decaimiento del estado excitado |s〉. Aunque no está
en las Ecs. (5.32-5.35), sí aparece más adelante en las correlaciones de segundo
orden. Por otro lado, λ2 representa la razón de decaimiento lenta debida al
estado metaestable. Esto hace que el estado estacionario se alcance después
de un tiempo grande, t ∼ γ−1

d . Los eigenvalores λ± representan la evolución
coherente amortiguada, son reales si 8Y2 ≤ 1 y son complejos si 8Y2 > 1.
Los eigenvalores λ1, λ± contienen la evolución, como en el caso de un sistema
de dos niveles, hacia un estado cuasi estacionario (reemplazando la razón
de decaimiento γe del A2N por γ+ para el A3N-Λ), como consecuencia del
decaimiento lento.
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Figura 5.2: Dos tipos de decaimiento gobiernan a 〈σss (t)〉 del A3N-Λ. Inicialmente

domina la transición |g〉 ↔ |s〉, curva con guiones rojos que va como e−γst. Posteriormente

domina el decaimiento de |s〉 a |w〉 descrito por la curva con guiones azules y que va

como e−γwt. Finalmente la población tiende a su valor en estado estacionario αss = 0.184.

Parámetros: Ωs = 3.5/γs, γs = 1, γd = 0.050, γw = 0.015 y ∆s = 0.

En la pág. 58 se vio uno de los efectos que tiene el estado metaestable |w〉
en el A3N-Λ, el efecto del parpadeo en la FR. Ahora, con las soluciones a
las EBO se puede analizar esto. La Fig. 5.2 muestra los dos tipos de decai-
miento que gobiernan a 〈σss (t)〉. En el primer lapso se presenta una fuerte
oscilación cuya envolvente, curva con guiones rojos, va como e−γst indicando
que domina la transición |g〉 ↔ |s〉. La oscilación en 〈σss (t)〉 se debe a los
parámetros empleados: λ2 = −0.0390 en Ec. (5.32) contribuye muy poco y
la principal contribución es f (t), Ec. (5.36), para la cual 8Y2 > 1 ⇒ que
ε es imaginario puro y λ± = −3γ+

4
± ε hacen que las exponenciales eλ±t den

lugar a funciones trigonométricas. Posteriormente, en otro lapso, cambia el
comportamiento de la población, a la que se le puede ajustar la curva con
guiones azules y que va como e−γwt indicando que en este intervalo de tiem-
po domina el decaimiento |s〉 → |w〉, aquí domina principalmente λ2 y f (t)
contribuye muy poco.

Como se dijo arriba, con las soluciones analíticas aproximadas se calculan
las funciones de correlación a dos tiempos 〈σsg (0) s (τ)σgs (0)〉 y 〈σsg (0) s (τ)〉.
Para la primera de ellas, de acuerdo a la FCR dicha función es la solución
a la ecuación d

dτ
〈s(τ)〉 = M 〈s(τ)〉 + b, Ec. (3.77), con la condición inicial
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〈σsg (0) s (0)σgs (0)〉 = (0, 0, 0, αss)
T , Ec. (A.10) con j = s, (Tabla A.2) esto es

〈σsg (0) s (τ)σgs (0)〉 = αss 〈s (τ)〉 , (5.39)

es decir, estas funciones de correlación son idénticas a las Ecs. (5.32-5.35)
veces el factor αss, reemplazando t por τ . Para 〈σsg (0) s (τ)〉 se sigue el
procedimiento análogo al de Castro-Beltrán, et al . [19, Apéndice A]), con
la condición inicial 〈σsg (0) s (0)〉 = (0, 0, αss, αsg)

T , Ec. (A.11) con j = s
y `,m = s, g (ver Tabla A.2).

Las funciones de correlación 〈σsg (0) s (τ)〉 se emplean a su vez para obte-
ner las funciones de correlación en �uctuaciones 〈∆σsg (0) ∆s (τ)〉, donde las
componentes del vector columna 4s se escribe como 4σ`m = σ`m − α`m,
Ec. (3.78), con 〈4σ`m〉 = 0, por lo tanto, para dos de las componentes
de ∆s (τ) se tiene que

〈∆σsg (0) ∆σsg (τ)〉 = 〈[σsg (0)− αsg] [σsg (τ)− αsg]〉
= 〈σsg (0)σsg (τ)〉 − αsg 〈σsg (τ)〉 , (5.40)

〈∆σsg (0) ∆σgs (τ)〉 = 〈[σsg (0)− αsg] [σgs (τ)− αgs]〉
= 〈σsg (0)σgs (τ)〉 − αsg 〈σgs (τ)〉 , (5.41)

donde se empleó que 〈σsg (0)〉 ≡ αsg, Ec. (2.30). Las correlaciones a dos
tiempos del lado derecho de las ecuaciones se calculan empleando la FCR,
Sec. 3.5, con αsg, Ec. (5.26), solución a las EBO-EE. Se sustituyen dichas
soluciones en las Ecs. (5.40, 5.41) y se obtiene

〈∆σsg (0) ∆σsg (τ)〉 = C1e
λ1τ − C2e

λ2τ + C+e
λ+τ + C−e

λ−τ , (5.42)

〈∆σsg (0) ∆σgs (τ)〉 = C1e
λ1τ + C2e

λ2τ − C+e
λ+τ − C−eλ−τ , (5.43)

donde

C1 =
Y2/4

1 + Y2 + (q/2)Y2
, (5.44)

C2 =
qY2/4

(1 + Y2) [1 + Y2 + (q/2)Y2]2
, (5.45)

C∓ =
Y2 [1− Y2 ± (1− 5Y2) (γ+/4ε)]

8 (1 + Y2) [1 + Y2 + (q/2)Y2]
. (5.46)
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Figura 5.3: Espectro incoherente del A3N- Λ. (a) Para un campo de láser en saturación,

Ωs = γ+/4 = 0.2625γs. (b) Para un campo fuerte, Ωs = 3.5γs. Ambos espectros con

γd = 0.05γs y γw = 0.015γs. Las curvas continua negra y la punteada roja son los espectros

exacto y aproximado, respectivamente, y la curva con guiones verdes es el espectro del A2N.

5.2. Espectro de �uorescencia

El espectro S (ω) de FR se de�nió en la Sec. 3.7 y se mostró la forma
en cómo se separa en S (ω) = Scoh (ω) + Sinc (ω), Ecs. (3.91-3.93). Para el
A3N-Λ se sustituye la Ec. (5.43) en la Ec. (3.93), con j = s, para obtener

Sinc (ω) =
1

παss

[
C+

λ+

ω2 + λ2
+

+ C−
λ−

ω2 + λ2
−
− C1

λ1

ω2 + λ2
1

− C2
λ2

ω2 + λ2
2

]
.

(5.47)
En la Fig. 5.3 se compara este espectro, empleando los eigenvalores de la

Ec. (5.37), con el espectro exacto y con el espectro del A2N. Se reproduce
notablemente bien el espectro exacto. El pico agudo en rojo es ligeramente
más pequeño en el caso de saturación que en el exacto en negro, ocurre lo
contrario para campo fuerte. En la Ec. (5.47), haciendo γd = 0 (q = 0) y
s = e (⇒ γ+ = γe, λ1 = −γe/2, C2 = 0, λ± = 3γe/4± δ), se tiene el espectro
del A2N en forma exacta, Mollow [8, Ec. (4.33)].

El espectro coherente del A3N-Λ se obtiene sustituyendo j = s en la
Ec. (3.92), donde a su vez se sustituyen αss, αsg de Ecs. (5.25, 5.26) para
obtener

Scoh (ω) =
1

π [1 + Y2 + (q/2)Y2]
δ (ω) , (5.48)
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el cual es más pequeño que el del A2N (donde q = 0).

5.3. Espectro de luz comprimida

De acuerdo con Carmichael [31, Ec. (3.26)], el espectro de �luz comprimi-
da� (lc) de una fuente ideal se de�ne como la transformada coseno de Fourier
de las �uctuaciones de las cuadraturas en DHB,3 esto es

Slc
φ (ω) = 8γ+η

ˆ ∞
0

dτ cos (ωτ) 〈: ∆σφ (0) ∆σφ (τ) :〉 (5.49)

= 8γ+η

ˆ ∞
0

dτ cos (ωτ) Re
[
〈∆σjg (0) ∆σφ (τ)〉 e−iφ

]
, (5.50)

donde la transición atómica es entre el estado base |g〉 y el estado excita-
do |j〉, η es un coe�ciente combinado de e�ciencia de detección y de recolec-
ción de fotones , ∆σφ (τ) está dada en la Ec. (3.23) y φ es la fase del oscilador
local, Fig.3.2, con�guración en la que para medir en DHB se bloquea la tra-
yectoria hacia el detector I. Este es un espectro incoherente ya que depende
de las �uctuaciones del campo, ∆Eφ ∝ ∆σφ.

Aunque los parámetros del A3N-Λ y del láser no siempre permiten la
presencia de luz comprimida, Slc

φ (ω) < 0, se mantiene este nombre pa-
ra este espectro para distinguirlo del espectro de ruido de las cuadraturas
Sφ (ω) = 4γjαjj

´∞
0
dτ cos (ωτ)

[
hfluc
φ (τ ≥ 0)− 1

]
, Ec. (4.14), el cual se cal-

cula por DHC más adelante.
En la Ec. (5.50), con j = s, se sustituye la Ec. (5.43) para obtener,

para φ = 0 y φ = π/2, los espectros

Slc
0 (ω) = −8γ+ηC1

λ1

ω2 + λ2
1

, (5.51)

Slc
π
2

(ω) = 8γ+η

[
C+

λ+

ω2 + λ2
+

+ C−
λ−

ω2 + λ2
−
− C2

λ2

ω2 + λ2
2

]
. (5.52)

3El espectro de luz comprimida de una fuente ideal es el que produce la fuente (atómica)
sola, despreciando el campo libre. Dado que se supone que este último se encuentra en el
estado de vacío, su omisión se justi�ca sobre la base de utilizar los ordenamientos normal
y temporal de los operadores.
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Figura 5.4: Espectros Slc
φ (ω) del A3N-Λ para φ = π/2 con (a) Ωs = 0.1γs, (b) Ωs =

0.2625γs y (c) Ωs = 3.5γs. Las curvas continua negra y la punteada roja son los espectros

exacto y aproximado del A3N-Λ, respectivamente, con parámetros γd = 0.05γs, γw =

0.015γs y η = 1. Las curvas con guión verdes son los espectros del A2N.

El espectro para φ = 0 consiste en una curva lorentziana con amplitud
positiva; no hay luz comprimida (C1 > 0) y tiene anchura de γ+/2 = −λ1. Lo
anterior también ocurre para el A2N, pero con anchura γe/2. Para φ = π/2
el espectro es más interesante, como se muestra en la Fig. 5.4 para tres in-
tensidades del campo, y se compara con el espectro del A2N. Lo interesante
es que Slc

π/2 (ω) presenta un pico angosto debido a la presencia del estado
metaestable |w〉 y corresponde al último término en la Ec. (5.52). A partir de
campo débil y hasta un poco más que saturación, los dos primeros términos
de la Ec. (5.52) se suman para formar un único pico negativo, indicando luz
comprimida. Rice y Carmichael [29] encontraron que el espectro de campo
débil (Y 2 � 1) en el A2N tiene un ancho de línea menor que γs/2 debido
al valor negativo de las amplitudes de las lorentzianas asociadas a los dos
primeros términos de la Ec. (5.52), lo que resulta en una lorentziana al cua-
drado, Mollow [8]. En el A3N-Λ hay menos luz comprimida, y el pico angosto
divide el pico de luz comprimida. Para campos fuertes, Fig. 5.4(c), el espectro
consiste en las bandas laterales del triplete de Mollow4 más el pico extra.

Una manifestación adicional del estado metaestable es la reducción de
las bandas laterales de los espectros de cuadratura en comparación con los
del A2N. Esto se debe a que el estado |w〉, al aumentar Ωs, ocupa una fracción
importante de la población del estado estacionario, αww = qαss, Ec. (5.29).

En la Sec. 2.5 se expuso un enfoque alternativo para estudiar luz compri-
mida a través de la varianza Vφ = 1

2
Re
[
αjj − |αjg|2 − α2

jge
−2iφ

]
, Ec. (2.64),

o ruido en una cuadratura. Sustituyendo j = s en Ec. (2.64) y a su vez

4Triplete de Mollow, véase pág. 4.
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Figura 5.5: Varianza de la �uorescencia resonante para excitaciones de débil a modera-

damente fuerte. Para el A2N, Ecs. (2.66, 2.67), y para el A3N-Λ, Ecs. (5.53, 5.54). Los

parámetros adicionales para el A3N-Λ son γd = 0.05γs y γw = 0.015γs.

sustituyendo αss y αsg de Ecs. (5.25, 5.26) se obtiene la varianza del A3N-Λ
para φ = 0 y φ = π/2, esto es

V0 = 2C1 =
Y2/2

1 + Y2 + (q/2)Y2
, (5.53)

Vπ
2

= 2 (C2 − C+ − C−)

=
Y2/2

(1 + Y2) [1 + Y2 + (q/2)Y2]2

[
Y4
(

1 +
q

2

)
+
q

2
Y2 − 1

]
.(5.54)

La Fig. 5.5 muestra la comparación de las varianzas V0 y Vπ/2 para el A3N-
Λ y para el A2N. Ocurre que V0 es positiva siempre para cualquier intensidad
de excitación del láser, esto es, para φ = 0 no hay luz comprimida, pero el

ruido total es más pequeño para el A3N-Λ. Para Vπ/2 ocurre que
∣∣∣V A3N−Λ
π/2

∣∣∣ <∣∣∣V A2N
π/2

∣∣∣ y el intervalo de excitación del láser para obtener luz comprimida, de

Ωe/γe ∈ [0,∼ 0.75] para el A2N, se reduce notablemente a Ωs/γs ∈ [0,∼ 0.44]
para el A2N-Λ. Esto ocurre, por un lado, debido al acoplamiento del estado |s〉
con el estado metaestable |w〉 de larga vida media y, por otro lado, se reduce
porque la frecuencia de Rabi para la amplitud mínima está cercana al valor
de saturación Ωs = γ+/4 = 0.2625γs.
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5.4. Espectro de ruido de las cuadraturas

La técnica de DHB, Fig. 3.2, depende de la e�ciencia cuántica �nita η del
detector. Este es un obstáculo clave para observar la débil luz comprimida de
la FR de un A2N. Las mediciones de DHC son independientes de la e�ciencia
del detector, como se discutió en la Sec. 3.1. La función de correlación para
φ = 0 del A3N- Λ, de acuerdo con Castro-Beltrán, et al . [19, Ec. (33)] es

h0 (τ ≥ 0) = 1 +
αss

αss + E2
off

e−γ+τ , (5.55)

donde Eoff está dado en la Ec. (3.37).
La función de correlación para φ = π/2 del A3N- Λ se obtiene sustituyen-

do j = s en la Ec (3.33) para obtener hπ/2(τ ≥ 0) = Re [−i 〈σsg(τ)〉] /αssαπ
2
,

con απ/2 = Re [−iαsg], Ec. (3.22), expresiones en las que se sustituye αss y
σsg de las Ecs. (5.4, 5.5) para obtener

hπ
2

(τ) = 1 +B2e
λ2τ −B+e

λ+τ −B−eλ−τ , (5.56)

donde

B2 = q
Y2/2

1 + Y2
, B± =

(
1 + q

Y2/2

1 + Y2

)(
1

2
± 1− 2Y2

8ε/γ+

)
. (5.57)

El acoplamiento al nivel metaestable |w〉 tiene consecuencias visibles tanto
para tiempos cortos como grandes, lo que hace que la amplitud de correlación
de la CHD sea mayor que en el caso del A2N, a través del factor q = γd/γw.
Esta mayor amplitud decae lentamente hacia el valor de uno, lo que señala
la no correlación para valores de τ grandes, lo que se nota mejor para valores
de excitación Ωs grandes.

Para φ = π/2 la función de correlación hπ/2 (τ) en la DHC para el A3N-Λ

escrita en �uctuaciones de los operadores es: hfluc
π/2(τ) = 1+h

(2)
π/2(τ)+h

(3)
π/2(τ),5

Ec. (3.49), donde, con j = s, se tiene que h(2)
π/2(τ) = 2Re [αgs 〈4σφ (τ)〉] /αssαπ/2

y h(3)
π/2(τ) = 〈4σφ (τ)〉 /αssαπ/2, Ecs. (3.50, 3.51), respectivamente; a su vez

4σπ/2(τ) = Re [−i4σsg(τ)] , Ec. (3.23), y απ/2 = Re [−iαsg], Ec. (3.22). Sus-
tituyendo αss, αsg y αgs, Ecs. (5.25-5.27), en las expresiones anteriores se
obtiene

5Recuérdese que hφ (τ)≡ hfluc
φ (τ); se emplea el superíndice porque los operadores están

desarrollados en �uctuaciones, Sec. 3.2.
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Figura 5.6: Para el A3N-Λ, función de correlación amplitud-intensidad hπ/2 (τ) (línea

continua negra) y sus componentes 1 + h
(2)
π/2(τ) (línea punteada azul) y h(3)

π/2(τ) (línea con

guiones rojos) para (a) un campo de láser en saturación, Ωs = γ+/4 = 0.2625γs y (b) para

un campo fuerte, Ωs = 3.5γs. Ambos con γd = 0.05γs y γw = 0.015γs. Sólo se gra�can los

resultados analíticos.

h
(2)
π
2

(τ) =
2

αss

[
C2e

λ2τ − C+e
λ+τ − C−eλ−τ

]
, (5.58)

h
(3)
π
2

(τ) = D2e
λ2τ +D+e

λ+τ +D−e
λ−τ , (5.59)

donde

D2 = B2 −
2C2

αss
, D± =

2C±
αss
−B±. (5.60)

En la Fig. 5.6 se presentan los resultados analíticos de hπ/2 (τ), Ec. (5.56),
y de sus componentes, Ecs. (5.58, 5.59), las cuales di�eren muy poco de los
exactos.

En la pág. 54 se estudió el espectro de ruido de las cuadraturas, o también
llamado espectro de la correlación intensidad-amplitud, Sφ (ω), Ec. (4.14), el
cual se separa en los espectros de segundo y tercer orden, S(2)

φ (ω), S(3)
φ (ω),

Ecs. (4.16, 4.17), respectivamente. Para el A3N-Λ el espectro de ruido de las
cuadraturas se obtiene sustituyendo j = s en las Ecs. (4.14). Para φ = 0 se
sustituye h0 (τ)− 1, de la Ec. (5.55), en la Ec. (4.14) para obtener

S0 (ω) = −4γ+αss
λ1

ω2 + λ2
1

, (5.61)
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el cual es independiente del o�set Ae±φ, Ec. (3.37). Este espectro es una
simple lorentziana con un ancho de γ+/2 = −λ1, Ec. (5.37). Para φ = π/2
se sustituye hπ/2 (τ)− 1, de la Ec. (5.56), en la Ec. (4.14) y se obtiene

Sπ
2

(ω) = 4γ+αss

[
B+

λ+

ω2 + λ2
+

+B−
λ−

ω2 + λ2
−
−B2

λ2

ω2 + λ2
2

]
. (5.62)

Los espectros de segundo orden S(2)
φ (ω) se obtienen sustituyendo h(2)

0 (τ)

y h(2)
π/2 (τ) en la Ec. (4.16), esto es

S
(2)
0 (ω) = S0 (ω) , (5.63)

S
(2)
π
2

(ω) = 8γ+

[
C+

λ+

ω2 + λ2
+

+ C−
λ−

ω2 + λ2
−
− C2

λ2

ω2 + λ2
2

]
. (5.64)

Estos son justo los espectros de luz comprimida Slc
0 (ω) y Slc

π/2 (ω), Ecs. (5.51,
5.52), sin el factor de e�ciencia cuántica η del detector. Para obtener los
espectros de tercer orden S(3)

φ (ω) se sustituyen h(3)
0 (τ) y h(3)

π/2 (τ), Ecs. (5.59),
en la Ec. (4.17) y se obtiene

S
(3)
φ (ω) = Sφ (ω)− S(2)

φ (ω) , (5.65)

S
(3)
0 (ω) = 0, (5.66)

S
(3)
π
2

(ω) = −4γ+αss

[
D2

λ2

ω2 + λ2
2

+D+
λ+

ω2 + λ2
+

+D−
λ−

ω2 + λ2
−

]
.

(5.67)

Originalmente, la DHC se concibió para superar el problema de la detec-
ción imperfecta, η < 1, y así poder medir luz comprimida de fuentes de luz
débiles, Carmichael, et al . [11] y Foster, et al . [12]. En el límite de campo
débil, cuando se pueden despreciar las �uctuaciones de tercer orden, el es-
pectro de la correlación intensidad-amplitud se aproxima al espectro de luz
comprimida, esto es

Slc
φ (ω) = ηS

(2)
φ (ω) ≈ ηSφ (ω) . (5.68)

Para el espectro de tercer orden, el pico angosto es aproximadamente la mitad
del de segundo orden, de tamaño ∼ Y4, mientras que los otros términos
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Figura 5.7: Espectros de las cuadraturas para φ = π/2 del A3N-Λ (línea continua ne-

gra) y del A2N (línea con guiones verdes) para: (a) campo débil Ωs = 0.1γs, (b) campo

moderado Ωs = γ+/4 = 0.2625γs y (c) campo fuerte Ωs = 3.5γs. Los recuadros muestran

S
(3)
π/2 (ω) del A3N-Λ (línea continua roja), Ec. (5.67), y del A2N (línea con guiones azu-

les), Ec. (4.20). Los espectros S(2)
π/2 (ω) son los de la Fig. 5.4. Se presentan solamente los

resultados analíticos.

también van como Y4 y los otros términos de segundo orden van como Y2.
Sin embargo, para campos no tan débiles, se encuentran fuertes �rmas de
�uctuaciones de tercer orden en los espectros.

La Fig. 5.7 muestra los resultados analíticos de los espectros de las cua-
draturas del A2N, Ec.(4.21), y del A3N-Λ, Ec. (5.62). La diferencia con los
resultados exactos (no se presentan) es muy pequeña. Hay que tener en cuen-
ta que cuando la excitación del láser es débil y en saturación, el pico angosto
es más pequeño que en los espectros de luz comprimida (Fig. 5.4). Esto se
debe a que el pico angosto de tercer orden es negativo en este régimen de exci-
tación, como se ve en los recuadros. Además, en este régimen de excitación, el
espectro completo de tercer orden es negativo, recuadros en Fig. 5.7(a) y (b),
que se suma al pico negativo de luz comprimida de esta cuadratura, Castro-
Beltrán [15] y Castro-Beltrán, et al . [16].

En el régimen de excitación fuerte el espectro de tercer orden conduce a
desviaciones llamativas entre los espectros de cuadraturas y de luz compri-
mida y entre el A2N y el A3N-Λ. Por un lado, las bandas laterales se vuelven
dispersivas, Castro-Beltrán [15]. Esto ocurre cuando λ± se vuelven complejos,
es decir, para Ωs > γ+/4, pero sólo para una excitación lo su�cientemente
fuerte como para dividir las componentes espectrales. Mientras que los picos
de segundo orden son lorentzianos, los de tercer orden son dispersivos y de
tamaño comparable para el A2N o más grande que para el A3N-Λ. Por otro
lado, hay grandes desviaciones en el tamaño de los espectros. El espectro de
tercer orden es mucho más grande en el A3N-Λ que en el A2N. El espec-
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tro de tercer orden contribuye con la mayor parte del espectro total de las
cuadraturas.

Los efectos anteriores se pueden explicar de la siguiente manera. La co-
rrelación de tercer orden de la �uctuación de los operadores, por un lado,
da una medida de la no linealidad de la interacción átomo-láser, la cual cre-
ce al aumentar la intensidad del láser, y por otro lado da una medida de
la desviación de las �uctuaciones gaussianas de la �uorescencia. Además, se
debe mencionar que las �uctuaciones dipolares de la transición que se excita
se refuerzan debido al acoplamiento con el estado de larga vida |w〉, el cual
está poblado por el mayor número de eventos de emisión espontánea desde
el estado excitado [Ec. (5.29)]. Un reciente estudio de este efecto en una con-
�guración de tres niveles, como la de esta tesis, reportó grandes desviaciones
en la estadísticas de fotones respecto a la estadísticas de fotones de un A2N,
Merz y Schenzle [32].

Es importante recordar que en DHC no se pueden medir por separado las
componentes de segundo y tercer orden, h(2)

φ (τ) y h(3)
φ (τ), respectivamente;

ambas se fusionan en una sola señal medida. CHD va más allá del concepto
de luz comprimida cuando se estudian las �uctuaciones dependientes de la
fase.

De acuerdo con la Ec. (4.25), el espectro integrado del A3N-Λ de las
cuadraturas de la DHC, para φ = 0 y para φ = π/2, está dado por

∞̂

−∞

S0 (ω) dω = πγ+αss ,

∞̂

−∞

Sπ
2

(ω) dω = −4πγ+αss. (5.69)

Que sus magnitudes sean iguales signi�ca que el ruido total emitido es inde-
pendiente de φ. Esto es posible debido a las �uctuaciones de tercer orden,
las cuales no aparecen en los espectros de luz comprimida Slc

0 (ω) y Slc
π/2 (ω),

Ecs. (5.51, 5.52. Este resultado es análogo al cálculo de la emisión incoherente
total integrando el espectro incoherente.

Del presente estudio realizado sobre el A3N-Λ se pueden destacar varios
aspectos.

La presencia del estado metaestable |w〉 hace que se produzca un pico
angosto en el espectro de cuadratura, el cual presenta luz comprimida. Dado
que dicho pico es positivo, actúa reduciendo la cantidad de luz comprimida
observada en el régimen de excitación de débil a moderada (fuerte). Como
la CHD es sensible a las �uctuaciones de tercer orden del dipolo, los espectros
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de luz comprimida y de cuadratura son muy diferentes para la excitación fuer-
te. Se obtiene información adicional calculando las varianzas o los espectros
integrados de las cuadraturas. En DHB las varianzas son diferentes, mientras
que en DHC son iguales, una característica que merece un posterior estudio.

Se consideró sólo el caso de resonancia, ∆s = 0, lo cual permitió obtener
una muy buena solución analítica aproximada de las EBO con un método
simple, y se empleó para construir expresiones analíticas para las diversas
cantidades de interés. Lo anterior permitió presentar las características físicas
básicas del A3N-Λ de una forma muy directa.

La DHC, con su sensibilidad a las �uctuaciones de campo de tercer orden,
abre una nueva puerta para estudiar las �uctuaciones dependientes de la fase
más allá del dominio de la luz comprimida para procesos ópticos altamente
no lineales y no gaussianos. Por otro lado, los avances en mejorar la e�ciencia
de la recolección de fotones pueden complementar a la DHC para estudiar la
�uorescencia atómica resonante y sus �uctuaciones cuánticas en general de
acuerdo con Krivitsky, et al . [33].
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Capítulo 6

DHC de la �uorescencia del
átomo de 3 niveles tipo V

En este capítulo se presenta el estudio de la DHC del átomo de 3 niveles
tipo V (A3N-V) reportado por Gutiérrez, et al . [18]. Este artículo, desarro-
llado como parte de esta tesis se reproduce en Anexos: Apéndice C, pág. 121.

La Fig. 6.1(a) es el modelo del A3N-V, consiste en un estado base |g〉 y dos
estados excitados |j〉, j = s, w, con razones de decaimiento γj. Los estados |j〉
están a su vez excitados por láseres de frecuencia angular νj, con frecuencia
angular de Rabi asociada Ωj. Dado que γs > γw, a la transición |g〉 ↔ |s〉
se le llama �transición fuerte� y �transición débil� a la transición |g〉 ↔ |w〉.

Figura 6.1: (a) El A3N-V excitado bicromáticamente por láseres de frecuencias angulares

νs, νw. Dado que γs > γw se llama a |g〉 ↔ |s〉 (|g〉 ↔ |w〉) la transición fuerte (débil).

(b) Si Ωs � γs la transición fuerte experimenta un desdoblamiento Stark AC (líneas

punteadas).
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Si Ωs � γs la transición fuerte experimenta un desdoblamiento Stark AC,
líneas punteadas en la Fig. 6.1(b). La Fig. 3.2 muestra el esquema de la DHC,
preparado en cuanto al láser (en rojo) y a los detectores (en rojo), para
estudiar la �uorescencia proveniente de la transición débil, para lo cual se
bloquean el láser y la �uorescencia de la transición fuerte que van hacia los
detectores. En la Fig. 3.2 lo análogo se considera para estudiar la transición
fuerte.

La importancia del presente estudio es mostrar teóricamente que los cam-
pos dispersados por el A3N-V, por un lado, muestran diferencias en las fun-
ciones de correlación intensidad-intensidad g(2)

j (τ) y, por otro lado, muestran
las siguientes características en las funciones de correlación hφ (τ): amplitudes
con valores grandes y una importante asimetría, ambas características com-
paradas con las del A2N y del A3N-Λ, sistemas para los cuales hφ (τ) tiene
menor amplitud y es simétrica. Estas características en hφ (τ) para el A3N-V
son el resultado de las �uctuaciones de los operadores de amplitud del cam-
po, ∆Eφ ∝ ∆σφ, y de la intensidad ∆I ∝ ∆σjj, así como de la competencia
entre las transiciones. Al descomponer hφ (τ), la componente h(3)

φ (τ) presenta
grandes �uctuaciones que describen características no clásicas dependientes
de la fase del campo emitido, mientras que la componente h(2)

φ (τ) está re-
lacionada también con el efecto no clásico de la luz comprimida. El cálculo
de los espectros y de las varianzas de estas correlaciones complementan la
información que se tiene sobre el A3N-V.

6.1. Ecuaciones de Bloch ópticas

Siguiendo una estrategia parecida a la empleada para el A3N-Λ, se obtie-
nen las ecuaciones de Bloch para el A3N-V. El Hamiltoniano en un marco
rotante lento1 para la frecuencia angular del láser νj, y la ecuación maestra
para el operador de densidad ρ, Ec. (14), están dados por

1Marco rotante lento, véase pág. 11.
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H = ~
∑
j=s,w

∆jσjj + ~
∑
j=s,w

Ωj

2
(σjg + σgj) , (6.1)

ρ̇ = −i
∑
j=s,w

Ωj

2
[σjg + σgj, ρ]− i

∑
j=s,w

∆j [σjj, ρ]

+
∑
j=s,w

γj
2

(2σgjρσjg − σjjρ− ρσjj) , (6.2)

donde, ∆j = ωj−νj es la desintonía átomo-campo, ωj es la frecuencia angular
de la transición |g〉 ↔ |j〉 y σjk son los operadores de pseudoespín de Pauli.2

Los elementos de matriz3 de ρ y sus derivadas temporales se calculan de
la de�nición ρjk ≡ 〈j |ρ| k〉, Ec. (2.8). Tomando en cuenta esto, se tiene que

ρ̇ss = −iΩs

2
(ρgs − ρsg)− γsρss, (6.3)

ρ̇sw = −iΩs

2
ρgw + i

Ωw

2
ρsg − i (∆s −∆w) ρsw −

(γs
2

+
γw
2

)
ρsw, (6.4)

ρ̇sg = i
Ωs

2
(ρss − ρgg) + i

Ωw

2
ρsw −

(
i∆s +

γs
2

)
ρsg, (6.5)

ρ̇ws = i
Ωs

2
ρwg − i

Ωw

2
ρgs + i (∆s −∆w) ρws −

(γs
2

+
γw
2

)
ρws, (6.6)

ρ̇ww = i
Ωw

2
(ρwg − ρgw)− γwρww, (6.7)

ρ̇wg = i
Ωs

2
ρws + i

Ωw

2
(ρww − ρgg)−

(
i∆w +

γw
2

)
ρwg, (6.8)

ρ̇gs = −iΩs

2
(ρss − ρgg)− i

Ωw

2
ρws +

(
i∆s −

γs
2

)
ρgs, (6.9)

ρ̇gw = −iΩs

2
ρsw − i

Ωw

2
(ρww − ρgg) +

(
i∆w −

γw
2

)
ρgw, (6.10)

ρ̇gg = −iΩs

2
(ρsg − ρgs)− i

Ωw

2
(ρwg − ρgw) + γsρss + γwρww. (6.11)

Las ecuaciones de Bloch del A3N-V se obtienen sustituyendo en

2Operadores de pseudoespín de Pauli, véase pie de pág. 10. En el A3N-V no está de�nido
el operador σz como en el A2N.

3Propiedades de la matriz ρ, véase pág. 12.
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las Ecs. (6.3-6.11) tanto 〈σjk〉 = ρkj como 〈σ̇jk〉 = ρ̇kj, Ecs. (2.20), esto es

〈σ̇ss〉 = −iΩs

2
(〈σsg〉 − 〈σgs〉)− γs 〈σss〉 , (6.12)

〈σ̇sw〉 = i
Ωs

2
〈σgw〉 − i

Ωw

2
〈σsg〉+ i (∆s −∆w) 〈σsw〉

−
(γs

2
+
γw
2

)
〈σsw〉 , (6.13)

〈σ̇sg〉 = −iΩs

2
(〈σss〉 − 〈σgg〉)− i

Ωw

2
〈σsw〉+

(
i∆s −

γs
2

)
〈σsg〉 ,(6.14)

〈σ̇ws〉 = −iΩs

2
〈σwg〉+ i

Ωw

2
〈σgs〉 − i (∆s −∆w) 〈σws〉

−
(γs

2
+
γw
2

)
〈σws〉 , (6.15)

〈σ̇ww〉 = i
Ωw

2
(〈σgw〉 − 〈σwg〉)− γw 〈σww〉 , (6.16)

〈σ̇wg〉 = −iΩs

2
〈σws〉 − i

Ωw

2
(〈σww〉 − 〈σgg〉)

+
(
i∆w −

γw
2

)
〈σwg〉 , (6.17)

〈σ̇gs〉 = i
Ωs

2
(〈σss〉 − 〈σgg〉) + i

Ωw

2
〈σws〉 −

(
i∆s +

γs
2

)
〈σgs〉 , (6.18)

〈σ̇gw〉 = i
Ωs

2
〈σsw〉+ i

Ωw

2
(〈σww〉 − 〈σgg〉)−

(
i∆w +

γw
2

)
〈σgw〉 ,

(6.19)

〈σ̇gg〉 = −iΩs

2
(〈σgs〉 − 〈σsg〉)− i

Ωw

2
(〈σgw〉 − 〈σwg〉)

+γs 〈σss〉+ γw 〈σww〉 . (6.20)

Las Ecs. (6.12-6.20) se escriben de la forma 〈ṡ(t)〉 = M 〈s(t)〉, Ec. (3.64)
con b = 0, donde

s = (σss, σsw, σsg, σws, σww, σwg, σgs, σgw, σgg)
T , (6.21)
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M =



−γs 0 −iΩs/2 0
0 i∆sw − γsw/2 −iΩw/2 0

−iΩs/2 −iΩw/2 i∆s − γs/2 0
0 0 0 −i∆sw − γsw/2
0 0 0 0
0 0 0 −iΩs/2

iΩs/2 0 0 iΩw/2
0 iΩs/2 0 0
γs 0 iΩs/2 0

0 0 iΩs/2 0 0
0 0 0 iΩs/2 0
0 0 0 0 iΩs/2
0 −iΩs/2 iΩw/2 0 0
−γw −iΩw/2 0 iΩw/2 0
−iΩw/2 i∆w − γw/2 0 0 iΩw/2

0 0 − (i∆s + γs/2) 0 −iΩs/2
iΩw/2 0 0 − (i∆w + γw/2) −iΩw/2
γw iΩw/2 −iΩs/2 −iΩw/2 0


, (6.22)

donde ∆sw ≡ ∆s −∆w, γsw ≡ γs + γw y la condición inicial es átomo en su
estado base |g〉.

En la Subsec.2.2.1 se vio el signi�cado de obtener los valores en estado
estacionario de 〈σm (t)〉, lo cual está expresado en la Ec. (2.30). Las EBO-
EE para el A3N-V se obtienen haciendo 〈ṡ(t)〉 = 0 en la Ec. (3.64). A diferen-
cia de los sistemas de ecuaciones en estado estacionario del A2N y del A3N-Λ,
en el presente caso el sistema es homogéneo con solución 〈s(t)〉 = 0.

Sustituyendo 〈σgg〉 = 1 − 〈σss〉 − 〈σww〉 en las Ecs. (6.14, 6.17-6.19) y
eliminando la ecuación para 〈σ̇gg〉 el sistema se reduce a ocho ecuaciones, se
obtiene una matriz M diferente a la de arriba y b 6= 0.

Dada la complejidad de los sistemas de ecuaciones del A3N-V, no se pue-
den obtener soluciones analíticas ni para las EBO ni para las EBO-EE. En
esta tesis, sendas soluciones numéricas se obtuvieron empleando Mathemati-
ca.

80



6.2. FLUCTUACIONES CUÁNTICAS

CAPÍTULO 6. DHC DE LA FLUORESCENCIA DEL ÁTOMO DE 3

NIVELES TIPO V

6.2. Fluctuaciones cuánticas

Se inicia el estudio de las �uctuaciones cuánticas de la FR de la tran-
sición entre el estado base |g〉 y el estado excitado |j〉, j = s, w; con un
breve análisis de las �uctuaciones de intensidad I ∝ σjgσgj = σjj, estudiadas
usualmente vía la correlación de HBT, g(2) (τ) = 〈I(t)I(t+τ)〉

〈I(t)〉〈I(t+τ)〉 , Ec. (3.13), esto
es, estudiando la probabilidad, o función de correlación, normalizada de la
detección de dos fotones separados por un tiempo de retraso τ .

La Ec. (3.13) para el estado excitado |j〉 se denota como g(2)
j (τ), el pri-

mer fotón se detecta al tiempo t = 0 y el siguiente fotón se detecta con un
retraso τ . En el numerador I (0) ∝ σjg (0)σgj (0) e I (τ) ∝ σjg (τ)σgj (τ) =
σjj (τ). La normalización es el producto de los valores en estado esta-
cionario de 〈I (0)〉 ∝ 〈σjg (0)σgj (0)〉 = 〈σjj (0)〉 ≡ αjj y de 〈I (τ →∞)〉 ∝
〈σjg (τ →∞)σgj (τ →∞)〉 = 〈σjj (→∞)〉 ≡ αjj.4 De lo anterior se tiene
que

g
(2)
j (τ) =

〈σjg (0)σjj (τ)σgj (0)〉
α2
jj

. (6.23)

La Fig. 6.2 muestra las correlaciones de intensidad cuando Ωw se �ja
en un valor superior al de saturación, Ωw = γw, y la transición fuerte es-
tá excitada de forma moderada, Fig. 6.2(a), o fuertemente, Fig. 6.2(b). Por
ejemplo, está presente la característica no clásica conocida como anti agru-
pamiento (antibunching): el átomo no puede emitir dos fotones simultánea-
mente, g(2)

j (0) = 0 [5, 6]. En el A3N-V se observa esta característica porque
las dos transiciones se alimentan desde el estado base |g〉 común. Sin embar-
go, hay diferencias notables en su evolución que no fueron observadas por
Pegg, et al . [34].

Figura 6.2: Correlaciones intensidad-intensidad g(2)
j (τ) del A3N-V con γw = Ωw = 0.5γs

y ∆s = ∆w = 0. (a) Ωs = 0.5γs y (b) Ωs = 3.5γs.

4El concepto de estado estacionario de 〈σm (t)〉 se vio en la Subsec. 2.2.1.

81



6.3. FUNCIÓN DE CORRELACIÓN

CAPÍTULO 6. DHC DE LA FLUORESCENCIA DEL ÁTOMO DE 3

NIVELES TIPO V

En la Fig. 6.2(a), como Ωw = γw y Ωs = 0.5γs, la transición débil es
aparentemente más fuerte, pero su razón de emisión neta γwαww es menor
que la de la transición fuerte γsαss. En la probabilidad de transición hacia |g〉,
la transición fuerte (la que tiene mayor γs) compite ventajosamente con la
transición débil; la separación promedio entre los fotones que provienen de |s〉
es menor que la separación promedio de los que provienen de |w〉. La menor
razón de emisión de fotones desde |g〉 explica que g(2)

w (τ →∞) = 1, lo cual
caracteriza la emisión de fotones independientes.

En la Fig. 6.2(b), como Ωs = 3.5γs y Ωw = γw, el transitorio de la tran-
sición fuerte muestra oscilaciones en g

(2)
s con una frecuencia cercana a Ωs,

con una curva envolvente que va como ∼ e−3γs/4 tal como ocurre en el A2N
de acuerdo con Carmichael y Walls [5] y con Kimble y Mandel [6]. Para la
transición débil las oscilaciones en g(2)

w tienen una frecuencia cercana a Ωs/2,
forzadas por el revestimiento de la transición fuerte; ver la Fig. 6.1(b). De
forma interesante e inusual, el régimen de oscilación de g(2)

w se produce prin-
cipalmente por debajo de uno y termina con un decaimiento prolongado
a una razón de decaimiento γw. Los campos clásicos obedecen las relacio-
nes g(2)

w (τ) ≤ g
(2)
w (0) y g(2)

w (0) ≥ 1; estos resultados incluyen la posibilidad
de que una distribución clásica de conteo de fotones pueda oscilar por debajo
de los valores negativos, pero la violación de estas desigualdades indica la
presencia de luz no clásica. En el A3N-V, la persistente violación de estas
desigualdades indica la ocurrencia de un estado altamente no clásico, que sin
duda exige medidas adicionales sobre un campo no clásico, tales como las
�uctuaciones dependientes de la fase.

6.3. Función de correlación

La función de correlación hφ (τ) se mide mediante la técnica de DHC,
y como se vio en la Sec. 3.1 es independiente de la e�ciencia cuántica del
detector. En la Fig. 3.2 se quiere medir solamente la �uorescencia de la tran-
sición débil, la cual está excitada por el láser de color rojo; para conseguir la
medición se colocan los detectores de color rojo y se bloquea la trayectoria
hacia los detectores, del láser azul y de la �uorescencia azul. Si sólo se quiere
medir la �uorescencia de la transición fuerte se hace lo análogo.

En la Sec. 3.1 se vio la función de correlación hφ (τ), Ecs. (3.16, 3.25), y
para el interés de esta tesis, se obtuvieron sus expresiones para hπ/2 (τ ≥ 0),
Ec. (3.33), y para hπ/2 (|τ |), Ec. (3.34), cada una con su correspondiente
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interpretación de medición en la DHC, pág. 36.
Los operadores que de�nen hφ (τ) se desarrollaron en �uctuaciones en

la Sec. 3.3, y para el interés de esta tesis, se obtuvieron las funciones de
correlación en �uctuaciones de los operadores hfluc

π/2(τ ≥ 0) = 1 + h
(2)
π/2(τ) +

h
(3)
π/2(τ), Ec. (3.54), y hfluc

π/2(|τ |) = 1+h
(2)
π/2(|τ |), Ec. (3.57). En las págs. 37 y 41

se expone la razón de por qué para τ ≤ 0 se calcula hπ/2 (|τ |) y hfluc
π/2(|τ |), para

posteriormente hacer las grá�cas de hπ/2 (τ ≤ 0) y de hfluc
π/2(τ ≤ 0), siguiendo

un cierto procedimiento matemático que consiste de cuatro puntos.
Las Figs. 6.3 y 6.4 muestran hπ/2 (τ) para las transiciones débil y fuerte,

respectivamente, con el valor de γw = 0.1γs. En la Fig. 6.3 la frecuencia angu-
lar de Rabi para la transición |g〉 ↔ |s〉 es moderadamente fuerte, Ωs = 0.5γs,
y para transición |g〉 ↔ |w〉 es Ωw = 0.1γs (relativamente fuerte respecto
a γw). En la Fig. 6.3(a) es evidente la asimetría. La Fig. 6.3(b) muestra la
descomposición de hπ/2 (τ) en sus componentes 1 + h

(2)
π/2(τ ≥ 0), Ec. (3.55),

y h(3)
π/2(τ ≥ 0), Ecs. (3.56); mostrando que tienen tamaños similares ambas

componentes, lo cual es la �rma de una gran desviación de las �uctuaciones
gaussianas.

La Fig. 6.4 muestra el efecto sobre la transición fuerte cuando se excita
por arriba de saturación, Ωs = 3.5γs. En la Fig. 6.4(a) también se aprecia la
asimetría, la cual respecto a la Fig. 6.3(a), incrementa su tamaño en aproxi-
madamente un factor de 16 debido a los valores pequeños de αww y de απ/2
empleados en la normalización; son más pequeños porque el sistema está en
el régimen de grandes �uctuaciones cuánticas debido a que el estado base
está vestido, lo que produce una desintonía de Ωs/2 en el láser de la transi-
ción débil, Fig. 6.1(b). Como se aprecia en la correlación de fotones g(2)

w de la
Fig. 6.2(b) y en el espectro de frecuencias de la Fig. 6.6, Ωs/2 es la frecuencia
dominante de la oscilación en hπ/2 (τ) de la transición débil. Hay un decai-
miento rápido ∼ 3γs/4 y hay un decaimiento lento debido a γw, lo cual sólo
se puede ver a grandes intervalos τ negativos. La Fig. 6.3(a) muestra que el
término de tercer orden es el que predomina, h(3)

π
2

(τ ≥ 0) ≈ hπ/2 (τ ≥ 0), es
una fuerte marca de no linealidad en la transición débil para Ωw = γw. Se
puede ver qué tan bien h(3)

π/2(τ ≥ 0) se compara en tamaño con hπ/2 (τ ≤ 0),
lo cual re�eja las �uctuaciones de la población.

La transición fuerte del A3N-V se parece mucho a los casos del A2N [15,
Fig. 2] y del A3N-Λ en la Fig. 5.6(b) [19, Fig. 6(b)]. Hay una muy leve asi-
metría que sólo se produce en dos regímenes: justo por encima de saturación,
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Figura 6.3: (a) Función de correlación asimétrica de la luz proveniente de la transición

débil del A3N-V. (b) Descomposición de hπ/2 (≥ 0) (azul) en 1 +h
(2)
π/2 (negro) y h(3)

π/2 (ver-

de). Los parámetros empleados son Ωs = 0.5γs, Ωw = γw = 0.1γs y ∆s = ∆w = 0.

Figura 6.4: Lo mismo que en la Fig. 6.3, excepto en la excitación más fuerte, Ωs = 3.5γs,

en la transición fuerte.

Ωs ∼ γs/4, y cuando el láser fuerte νs tiene una desintonía ∆s ≡ ωs − νs
de unos pocos γs de la resonancia ωs. En el primero, hπ/2 (τ) parece una
versión más simétrica de la Fig. 6.3(a). Este es aproximadamente el caso en
la medición de hπ/2 (τ) que realizaron Gerber, et al . [35] para la transición
fuerte del ion 138Ba+, el cual se comporta como el A3N-Λ pero con γw = 0, es
decir, en [35] no se considera el decaimiento de |w〉 a |g〉. En [35, Fig. 4(b)] la
asimetría se observa sólo para intervalos de tiempo de correlación grandes, lo
cual también se ve en [14, Fig. 3(b)]. De acuerdo con [35], el ruido de fondo
de fotodetección experimental puede ocultar la asimetría.

Las Figs. 6.3 y 6.4 muestran claramente como hπ/2 (τ) viola uno o más de
los límites de las desigualdades clásicas en la Ec. (4.13). La primera violación
a 0 ≤ hφ (τ)− 1 ≤ 1 proviene de hπ/2 (0) = 0, el análogo a g(2)

j , que muestra
el comportamiento de anti agrupamiento de la luz dispersada; no hay campo
emitido cuando el A3N-V está en el estado base |g〉. Por lo tanto, para in-
tervalos de τ cortos, hπ/2 (τ) no es clásica. La segunda violación se re�ere a
cuán grande puede ser esta correlación al exceder los límites clásicos, incluso
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en órdenes de magnitud, debido a una baja razón de emisión de fotones que
coloca al A3N-V en el régimen de grandes �uctuaciones cuánticas.

Sin embargo, en |hφ (τ)− 1| ≤ |hφ (0)− 1| ≤ 1 se debe tener mucho cui-
dado, ya que se cumple en el límite de �uctuaciones gaussianas, es decir, para
contribuciones de tercer orden despreciables o muy pequeñas, desigualdad,
para la que además, está clásicamente permitido que sea negativa.

Para que se de una violación signi�cativa en la estadística de Poisson,
hπ/2 (τ) debe estar fuera de estos límites. Las Figs. 6.3(b) y 6.4(b) muestran

claramente que h(3)
π/2(τ) es responsable de este comportamiento cuando el

campo de excitación está en o por encima de saturación. Además, se puede
ver que los límites en la segunda desigualdad en la Ec. (4.13) también se
violan fuera del límite de las �uctuaciones gaussianas.

6.4. Espectro de ruido y varianza de las cua-

draturas

La varianza, Ecs. (2.61, 2.64), y el espectro de la luz comprimida, Ec. (4.14,
4.15), son las medidas estándar de las �uctuaciones en cuadratura y son una
parte natural del estudio de hπ/2 (τ) en el dominio espectral. La asimetría
en hπ/2 (τ) y la importancia de las �uctuaciones de tercer orden en la FR, ha-
cen claramente las mediciones de correlación de segundo orden para la luz
comprimida sólo una parte en la exploración de las características no clásicas
del A3N-V y de sistemas cuánticos como el A2N y el A3N-Λ, entre otros.

Una �rma de la detección de la luz comprimida está representada por
los valores negativos de la función espectral de frecuencia. Del mismo modo,
los valores negativos en los espectros de hπ/2 (τ)indican luz no clásica, más
allá de la luz comprimida. Se ha demostrado que el llamado espectro de
luz comprimida Slc

φ (ω) y el espectro de segundo orden S(2)
φ (ω) se relacionan

como en la Ec. (5.68).
La Fig. 6.5(a) muestra los espectros de ruido de las cuadraturas Sτ≥0

π/2 (ω)

y Sτ≤0
π/2 (ω), Ecs. (4.14, 4.15), con hπ/2 (τ ≥ 0) y hfluc

π/2(|τ |) dadas en las
Ecs. (3.33, 3.57), respectivamente; con la transición fuerte excitada mode-
radamente. El espectro Sτ≥0

π/2 (ω) tiene un pico central mayormente negati-
vo que revela las características no clásicas de la luz emitida. Su descom-
posición, Fig. 6.5(b), muestra que no hay luz comprimida, S(2)

π/2 (ω) ≥ 0,
pero en el espectro de tercer orden está presente una característica bimo-
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Figura 6.5: (a) Espectros del A3N-V para φ = π/2 de la transición débil, Ecs. (4.14,
4.15), gra�cados en la Fig. 6.3(a). (b) Descomposición de S(τ≥0)

π/2 en sus componentes de

segundo y tercer orden, Ecs. (4.16, 4.17). Los parámetros son Ωs = 0.5γs, Ωw = γw = 0.1γs

y ∆s = ∆w = 0.

Figura 6.6: (a) Espectros del A3N-V para φ = π/2 de la transición débil, , Ecs. (4.14,
4.15), gra�cados en la Fig. 6.4(a). (b) Descomposición de S(τ≥0)

π/2 en sus componentes de

segundo y tercer orden, Ecs. (4.16, 4.17). Los parámetros son Ωs = 3.5γs, Ωw = γw = 0.1γs

y ∆s = ∆w = 0.

dal totalmente no clásica (negativa). Los picos están localizados al rededor
de ω = ±Ωs/2 = ±0.25γs. El espectro S

τ≤0
π/2 (ω) tiene un gran pico central,

lo cual re�eja la gran amplitud de hfluc
π/2(τ ≤ 0). En ambos casos, el hecho

de que los espectros tengan valores negativos re�eja la presencia de efectos
no clásicos como el anti agrupamiento y las grandes �uctuaciones que dan
lugar a la violación de las desigualdades de la Ec. (4.13).

Una excitación más fuerte en la transición |g〉 ↔ |s〉 hace que sea más fá-
cil extraer información tanto espectral como de la dinámica de la transición.
La Fig. 6.6 son los espectros de hπ/2(τ), la cual se presentó en la Fig. 6.4. Los
picos cercanos a ±Ωs/2 (' ±1.75γs) se deben al vestimiento de la transición
fuerte, son reminiscencia del efecto Autler-Townes, con desdoblamientos lige-
ramente diferentes. En la Fig. 6.6(a) hay un pico central estrecho en Sτ≤0

π/2 (ω),
una característica sobresaliente, que re�eja el lento decaimiento a una razón
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Figura 6.7: A3N-V. (a) Varianza de la �uorescencia de la transición fuerte para φ =

π/2. Los parámetros son: (i) γw = 0.01γs, Ωw = 0.05γs; (ii) γw = 0.01γs, Ωw = 0.1γs;

(iii) γw = 0.1γs, Ωw = 0.1γs. (b) Varianza de la �uorescencia de la transición débil para

φ = π/2, γw = 0.1γs e (i) Ωs = 0.1γs; (ii) Ωs = 0.2γs; (iii) Ωs = 0.5γs. Los dos casos con

desintonía cero.

de γw, de electrones remanentes en el estado metaestable del A3N-V [19].
Tal pico estrecho está ausente en Sτ≥0

π/2 (ω), es decir, no hay un decaimiento

lento en hπ/2(τ ≥ 0). Los espectros Sτ≥0
π/2 (ω) y Sτ≤0

π/2 (ω) tienen una fuerte com-
ponente dispersiva debido a la no linealidad inducida al excitar por encima de
la saturación a la transición |g〉 ↔ |w〉. La Fig. 6.6(b) muestra claramente el
predominio que tienen las �uctuaciones de tercer orden, Castro-Beltrán [15].

Por otro lado, valores negativos en la varianza son una �rma de las �uctua-
ciones en la luz comprimida. Para la transición |g〉 ↔ |s〉 la luz comprimida
para φ = π/2 es pequeña o nula, Fig. 6.7(a), comparada con el caso del A2N,
Rice y Carmichael [29] y Schulte, et al . [24], y como se puede apreciar en la
Fig. 2.10(b) curva (i); la comparación del A3N-Λ con el del A2N se da en la
Fig. 5.5. La reducción de la luz comprimida se debe a la emisión incoheren-
te añadida en la transición débil. La transición débil también presenta luz
comprimida, Fig. 6.7(b), pero no mucho más grande que para la transición
fuerte.

Como se hizo con los espectros de ruido de las cuadraturas Sτ≥0
π/2 (ω)

y Sτ≤0
π/2 (ω), se debe considerar por separado el ruido que proviene de τ ≥ 0

y de τ ≤ 0 en hπ/2(τ). Además, no es posible separar experimentalmente los
términos de segundo y tercer orden en la parte de τ ≥ 0. Sin embargo, se
considera útil realizar dicha separación para explicar el origen de las carac-
terísticas no clásicas en hπ/2(τ). Una elección natural para medir el ruido es
integrar los espectros de las Figs. 6.5 y 6.6, los cuales son proporcionales a
los valores iniciales, en τ = |τ | = 0, de las correlaciones no normalizadas en
las Ecs. (3.50-3.53). Por lo tanto, se tiene que
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Figura 6.8: Ruido para φ = π/2 proveniente de DHC para la transición débil del A3N-V.

(a) Segundo orden, (b) tercer orden, ambos para τ ≥ 0; y (c) para τ ≤ 0. Los parámetros

son: Ωs = 0.1γs (línea continua en negro), Ωs = 0.5γs (curva con puntos rojos) y Ωs =

0.9γs (curva con guiones verdes). Todas las curvas con γw = 0.1γs y desintonía cero.

H
(2)
φ (τ = 0) = 2Re [αgj 〈4σjg4σφ〉] , H

(3)
φ (τ = 0) = 〈4σjg4σφ4σgj〉 ,

(6.24)

H
(2)
φ (|τ | = 0) = Re

[
e−iφ 〈4σjg4σjj〉

]
, (6.25)

donde las correlaciones de ruido 〈· · · 〉 están dadas en general en la Tabla A.4
y en particular para la transición débil en Gutiérrez, et al . [18, Ec. (A1)].

En la Fig. 6.8 se muestra la grá�ca de las Ecs. (6.24, 6.25) para la
transición |g〉 ↔ |w〉 con φ = π/2. Dado que la varianza es proporcional
a H(2)

φ (τ = 0), existe un intervalo estrecho de frecuencias de Rabi Ωw donde
el ruido es negativo, compárese la curva (i) en la Fig. 6.7(b) con la curva
continua en la Fig. 6.8(a). Una excitación más fuerte en ambas transiciones
destruye la luz comprimida. El término de tercer orden es visto como no clá-
sico en un intervalo más amplio de frecuencias de Rabi, Fig. 6.8(b), y es el
término dominante del ruido total. Dado que estas funciones de ruido se eva-
lúan en τ = 0, se obtiene que H(2)

φ (τ = 0,Ωw = 0) + H
(3)
φ (τ = 0,Ωw = 0) =

H
(2)
φ (|τ | = 0,Ωw = 0), lo cual se puede ver fácilmente en la Fig. 6.8(c).
En este capítulo se vio cómo empleando principalmente la función de

correlación hφ (τ) se estudian las �uctuaciones cuánticas de la luz disper-
sada proveniente de las dos transiciones del A3N-V, excitadas cada una de
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ellas de forma monocromática. Las diferentes �uctuaciones de los operado-
res de amplitud e intensidad y la competencia entre las transiciones hacen
que la correlación sea asimétrica y grande, más pronunciada para la tran-
sición |g〉 ↔ |w〉, la cual tiene �uctuaciones cuánticas más grandes que la
transición |g〉 ↔ |s〉. La asimetría es una �rma de �uctuaciones no clásicas
y no gaussianas (y por lo tanto de la ruptura del balance detallado), lo cual
se mani�esta como diferentes frecuencias de oscilación y un decaimiento en
los espectros (y espectros integrados) asociados con los intervalos de tiempo
positivo y negativo de hφ (τ). Las �uctuaciones de tercer orden, con su for-
ma espectral dispersiva, son dominantes cuando hay una excitación fuerte en
cualquiera de las dos transiciones. También se mostró que la correlación de
dos fotones de la transición |g〉 ↔ |w〉 reforzó el comportamiento no clásico
de las �uctuaciones de intensidad. Finalmente, se puede decir que la DHC
es una herramienta valiosa para estudiar hφ (τ) y revelar no solo los estados
no clásicos de las �uctuaciones de campo, sino también para explorar la física
fuera de equilibrio en los sistemas microscópicos.
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Conclusiones

La �uorescencia resonante, luz emitida espontáneamente cuando al mis-
mo tiempo los átomos están siendo iluminados, es una vieja herramienta
espectroscópica y punto de partida para estudios de sistemas emisores más
complejos. La �uorescencia de un átomo individual es de notorio carácter
cuántico, presentando anti agrupamiento (antibunching) y compresión, y su-
�cientemente simple de estudiar tanto por su aspecto fundamental como por
su aplicación en micro láseres y emisores de un fotón a la vez.

En esta tesis se aplicó la teoría de la DHC a la FR de un átomo. La DHC,
desarrollada por Carmichael, et al . [11], es una técnica de medición de pro-
piedades ondulatorias de la luz que es independiente de la (baja) e�ciencia
de los detectores, con el �n de detectar luz de una microcavidad con �uc-
tuaciones débilmente comprimidas en una cuadratura por debajo del nivel
de ruido de disparo (ruido coherente). Gran parte de esta tesis, sin embargo,
lleva a la teoría de la DHC mas allá del concepto de compresión de las �uc-
tuaciones para explorar y observar efectos no lineales debidos a los láseres
su�cientemente intensos que se requieren, por ejemplo, para tener su�ciente
�uorescencia de parte del emisor, o para inducir modi�caciones a la dinámica
del emisor.

En los Caps. 2 y 3 se presentaron la teoría de FR y el análisis de funciones
de correlaciones a dos tiempos, base de la teoría de �uctuaciones cuánticas,
necesarias para estudiar anti agrupamiento, compresión y espectro de �uo-
rescencia, entre otros. En los Caps. 4 a 6 se trató la DHC para FR de un
átomo, en los cuales se resumieron los resultados de las publicaciones realiza-
das durante los estudios de doctorado [16, 18, 19], publicaciones reproducidas
en el Apéndice C: Anexos.
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En el Cap. 4 se considera un átomo de dos niveles iluminado por un láser.
El enfoque en este caso es desviarse del régimen de excitación débil, en el
cual ocurre la compresión, y cuanti�car la contribución de tercer orden en
las �uctuaciones del campo emitido.

En el Cap. 5 se considera un átomo de tres niveles iluminado por un
láser, pero el ocasional acoplamiento a un estado metaestable causa parpadeo
en la emisión. Esto se mani�esta en la dinámica con una contribución con
decaimiento muy lento que, a su vez, origina un pico incoherente muy angosto
en el espectro. Mas aún, en la varianza se observa una reducción signi�cativa
de la compresión comparada con la de un A2N. La correlación amplitud-
intensidad de la DHC, y sus correspondientes espectros, se ve notoriamente
dominada por la contribución de tercer orden, indicando fuerte no linealidad
y �uctuaciones no gaussianas.

En el Cap. 6 se estudia un A3N-V iluminado por dos láseres, creando
competencia entre las transiciones. Mientras que las diferentes �uctuaciones
de amplitud y de intensidad son intrínsecas a la DHC, en este caso se presen-
ta una notable asimetría en la correlación amplitud-intensidad, poco común
en óptica cuántica y física estadística en general. El predominio de la corre-
lación de tercer orden en las �uctuaciones del dipolo muestra no linealidad,
no gaussianidad y, con ello, dinámica fuera de equilibrio y rompimiento del
balance detallado.

Como posible trabajo a futuro está la aplicación de la DHC a sistemas con
coherencia atómica que potencialmente presentarían fuertes modi�caciones
a la compresión de la luz emitida y la no linealidad de la interacción, y
que son de gran interés por la habilidad que se tiene para manipularlos con
�nes de generar procesos de información y computación cuánticos, tales como
memorias, transistores, etc. Se mencionan brevemente algunos de ellos.

Considérese un sistema de tres niveles tipo Λ donde dos láseres iluminan
las transiciones entre el estado excitado y dos estados inferiores, ignorando el
acoplamiento entre los últimos. Si ambos láseres tienen la misma desintonía
el sistema alcanza un estado de interferencia destructiva entre los estados
inferiores que impide futuras absorciones de fotones de los láseres, hacién-
dose transparente a ellos, fenómeno conocido como transparencia inducida
electromagnéticamente.

Otro ejemplo ocurre cuando los estados excitados de un A3N-V o los
estados inferiores de un A3N-Λ son cuasi degenerados; en este caso los niveles
están acoplados por los mismos modos del vacío electromagnético. Esto lleva
a interferencias, constructivas o destructivas, entre los procesos de emisión
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espontánea entre las dos transiciones.
Finalmente, se menciona un ejemplo de coherencia de tipo cooperativo.

Si dos átomos están separados por menos de una longitud de onda de la
frecuencia de transición se presenta la interacción dipolo-dipolo, que provoca
tanto aceleración (superradiancia) como retardo (subradiancia) de la emisión
espontánea.
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Apéndice A

Condiciones iniciales

En la Sec. 3.5 y en la Sec. 3.6 se estudió, respectivamente, cómo vía
la FCR se resuelven las ecuaciones

d

dτ
〈O1(0)s(τ)O2(0)〉 = M 〈O1(0)s(τ)O2(0)〉+O1(0)bO2(0)

condición inicial 〈O1(0)s(0)O2(0)〉 , (A.1)
d

dτ
〈4O1(0)4s(τ)4O2(0)〉 = M 〈4O1(0)4s(τ)4O2(0)〉

condición inicial 〈4O1(0)4s(0)4O2(0)〉 .
(A.2)

Las condiciones iniciales en las Ecs. (A.1, A.2) se calculan haciendo las
siguientes identi�caciones para abreviar la notación

〈O1(0)s(0)O2(0)〉 → 〈O1sO2〉 , (A.3)

〈4O1(0)4s(0)4O2(0)〉 → 〈4O14s4O2〉 , (A.4)

donde las componentes de los vectores columna s y ∆s se denotan como σ`m
y ∆σ`m, respectivamente. Las diferentes expresiones de condiciones iniciales
que se requieren calcular en esta tesis se obtienen haciendo en la Ec. (A.3)

O1 ≡ σjg y O2 ≡ σgj, (A.5)

O1 ≡ σjg (O1 ≡ I) y O2 ≡ I (O2 ≡ σgj) , (A.6)
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y en la Ec. (A.4)

∆O1 ≡ ∆σjg y ∆O2 ≡ ∆σgj, (A.7)

∆O1 ≡ ∆σjg (∆O1 ≡ I) y ∆O2 ≡ I (∆O2 ≡ ∆σgj) , (A.8)

donde I es el operador identidad. En todos los cálculos aparece el producto
de los operadores σjk y σ`m, para los cuales σjkσ`m = δk`σjm.

Para las condiciones iniciales 〈O1sO2〉, Ec. (A.3), y de la Ec. (A.5) se
tiene el vector columna1

〈σjgsσgj〉 , con componentes 〈σjgσ`mσgj〉 = δg`δmgαjj, (A.9)

donde sólo si m = `≡ g las componentes en Ec. (A.9) son diferentes de cero,
esto es

〈σjgσggσgj〉 = αjj. (A.10)

Cuando en 〈O1sO2〉, Ec. (A.3), se emplea la Ec. (A.6) se obtienen los siguien-
tes vectores columna

〈σjgs〉 con componentes 〈σjgσ`m〉 = δg`αjm, (A.11)

〈sσgj〉 con componentes 〈σ`mσgj〉 = δmgα`j. (A.12)

Para las condiciones iniciales 〈4O14s4O2〉, Ec. (A.4), y de la Ec. (A.7)
se tiene

〈4σjg4s4σgj〉 , (A.13)

donde el vector columna 4s y 4σjg, 4σgj se escriben como

4s = s−α con componentes 4σ`m = σ`m − α`m, (A.14)

4σjg = σjg − αjg y 4σgj = σgj − αgj. (A.15)

Sustituyendo las Ecs. (A.14, A.15) en la Ec. (A.13), las componentes del
vector columna 〈4σjg4s4σgj〉 están dadas por

〈4σjg4σ`m4σgj〉 = δg`δmgαjj − δmgα`jαjg − δg`αjmαgj
+α`m [2αjgαgj − αjj] . (A.16)

1Como ejemplo de cálculo: 〈(σjgσ`m)σgj〉 = δg` 〈σjmσgj〉 = δg`δmg 〈σjj〉 = δg`δmgαjj .
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Cuando en 〈4O14s4O2〉, Ec. (A.4), se emplea la Ec. (A.8) se obtienen los
siguientes vectores columna

〈4σjg4s〉 con componentes 〈4σjg4σ`m〉 = δg`αjm − α`mαjg, (A.17)
〈4s4σgj〉 con componentes 〈4σ`m4σgj〉 = δmgα`j − α`mαgj. (A.18)

El A2N es un caso especial en la notación. Para calcular las componen-
tes σz y ∆σz, en s = (σz, σeg, σgj)

T y ∆s = (∆σz,∆σeg,∆σgj)
T ; en las

Ecs. (A.9, A.11, A.12, A.16-A.18) se hacen cuatro cosas. Primero: se sus-
tituye j = e. Segundo: se hacen los cambios

σ`m −→ σz = 2σee − 1 , ∆σ`m −→ ∆σz = 2∆σee − 1 = 2 (σee − αee)− 1.
(A.19)

Tercero: se sustituye ` = m ≡ g, con lo que las deltas de Kronecker son
diferentes de cero. Cuarto: en el lado derecho de dichas ecuaciones se sustituye

αee =
1 + αz

2
(A.20)

para obtener

〈σegσzσge〉 = −
(

1 + αz
2

)
, (A.21)

〈σegσz〉 = αeg, (A.22)

〈σzσge〉 = αge, (A.23)

〈4σeg4σz4σge〉 =

[
2 |αeg|2 −

(
1 + αz

2

)]
(1 + αz) , (A.24)

〈4σeg4σz〉 = −αeg (1 + αz) , (A.25)

〈4σz4σge〉 = −αge (1 + αz) . (A.26)

Los valores de αz, αeg y αge están dados en las Ecs. (2.34-2.35). Las demás
componentes de s y de ∆s se calculan empleando los índices `,m = e, g
en σ`m en las Ecs. (A.9, A.11, A.12, A.16-A.18). En la Tabla A.1 se dan las
condiciones iniciales para el A2N.

Para el átomo de 3 niveles tipo Λ se hace j = s y `,m = s, g en las
Ecs. (A.10-A.12, A.16-A.18). Los resultados que se obtienen se dan en la
Tabla A.2.
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Átomo de 2 niveles

s = (σz, σeg, σgj)
T

〈σegsσge〉 =
(
− (1 + αz) /2, 0, 0

)T
〈σegs〉 =

(
αeg, 0, (1 + αz) /2

)T
〈sσge〉 =

(
αge, (1 + αz) /2, 0

)T
∆s = (∆σz,∆σeg,∆σge)

T

〈∆σeg∆s∆σge〉 =

 [
2 |αeg|2 − 1

2
(1 + αz)

]
(1 + αz)

2α2
egαge − αeg (1 + αz)

2αegα
2
ge − αge (1 + αz)


〈∆σeg∆s〉 =

(
−αeg (1 + αz) , −α2

eg, − |αeg|
2
)T

〈∆s∆σge〉 =
(
−αge (1 + αz) ,

1
2

(1 + αz)− |αeg|2 , −α2
ge

)T
Tabla A.1: Condiciones iniciales en la fórmula cuántica de regresión para el
A2N, Ecs. (3.77, 3.85). donde αee = (1 + αz) /2.

Para el átomo de 3 niveles tipo-V se considera j = s (transición fuerte)
o j = w (transición débil) y en ambos casos se hace `,m = s, w, g en las
Ecs. (A.10-A.12, A.16-A.18). Los resultados que se obtienen se dan en la
Tabla A.3 y en la Tabla A.4.
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Átomo de 3 niveles tipo Λ

s = (σss, σsg, σgs, σgg)
T

〈σsgsσgs〉 = (0, 0, 0, αss)
T

〈σsgs〉 = (0, 0, αss, αsg)
T

〈sσgs〉 = (0, αss, 0, αgs)
T

∆s = (∆σss,∆σsg,∆σgs,∆σgg)
T

〈∆σsg∆s∆σgs〉 =


−αss

[
αss + 2 |αsg|2

]
−2αsg

[
αss − |αsg|2

]
−2αgs

[
αss − |αsg|2

][
αss − 2 |αsg|2

]
(1− αgg)


〈∆σsg∆s〉 =

(
−αssαsg,−α2

sg, αss − |αsg|
2 , αsg (1− αgg)

)T
〈∆s∆σgs〉 =

(
−αssαgs, αss − |αsg|2 ,−α2

gs, αgs (1− αgg)
)T

Tabla A.2: Condiciones iniciales en la fórmula cuántica de regresión para el
A3N-Λ, Ecs. (3.77, 3.85).

Átomo de 3 niveles tipo V

s = (σss, σsw, σsg, σws, σww, σwg, σgs, σgw, σgg)
T

j = s (transición fuerte) o j = w (transición débil)

〈σjgsσgj〉 = (0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, αjj)
T

〈σjgs〉 = (0, 0, 0, 0, 0, 0, αjs, αjw, αjg)
T

〈sσgj〉 = (0, 0, αsj, 0, 0, αwj, 0, 0, αgj)
T

Tabla A.3: Condiciones iniciales en la fórmula cuántica de regresión para el
A3N-V, Ec. (3.77).
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Átomo de 3 niveles tipo V

∆s = (∆σss,∆σsw,∆σsg,∆σws,∆σww,∆σwg,∆σgs,∆σgw,∆σgg)
T

j = s (transición fuerte) o j = w (transición débil)

〈∆σjg∆s∆σgj〉 =



αss [2αjgαgj − αjj]
αsw [2αjgαgj − αjj]

αsg [2αjgαgj − αjj]− αsjαjg
αws [2αjgαgj − αjj]
αww [2αjgαgj − αjj]

αwg [2αjgαgj − αjj]− αwjαjg
αgs [2αjgαgj − αjj]− αjsαgj
αgw [2αjgαgj − αjj]− αjwαgj

(2αjgαgj − αjj) (αgg − 1)



〈∆σjg∆s〉 =



−αssαjg
−αswαjg
−αsgαjg
−αwsαjg
−αwwαjg
−αwgαjg

αjs − αgsαjg
αjw − αgwαjg
αjg (1− αgg)



〈∆s∆σgj〉 =



−αssαgj
−αswαgj

αsj − αsgαgj
−αwsαgj
−αwwαgj

αwj − αwgαgj
−αgsαgj
−αgwαgj

αgj (1− αgg)


Tabla A.4: Condiciones iniciales en la fórmula cuántica de regresión en �uc-
tuaciones para el A3N-V, Ec. (3.85).
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Cálculo de producto de
�uctuaciones

En esta sección se obtienen las expresiones de los numeradores de h(2)
π/2 (τ ≥ 0)

y de h(3)
π/2 (τ ≥ 0), Ecs. (4.4, 4.6), respectivamente. Para esto, en

〈
4σeg (0)4σπ/2 (τ)

〉
y en

〈
4σeg (0)4σπ/2 (τ)4σge (0)

〉
se sustituyen4σ`m = σ`m−α`m, Ec. (3.40),

y 4σπ/2(τ) = σπ/2(τ)− απ
2
, la cual se obtiene a continuación.

La expresión general para4σφ (τ) se obtiene sustituyendo la Ec. (3.40) en
la de�nición de 4σφ(τ) = 1

2

(
4σjg(τ)e−iφ +4σgj(τ)eiφ

)
, Ec. (3.23), esto es

4σφ(τ) =
1

2

(
[σjg(τ)− αjg] e−iφ + [σgj(τ)− αgj] eiφ

)
=

1

2

(
σjg(τ)e−iφ + σgj(τ)eiφ

)
− 1

2

(
αjge

−iφ + αgje
iφ
)

= σφ(τ)− αφ

donde σφ(τ), αφ están dadas en las Ecs. (3.17, 3.21), respectivamente.
Para el numerador de la Ec. (4.4) se tiene que

〈
4σeg (0)4σπ

2
(τ)
〉

=
〈
(σeg (0)− αeg)

(
σπ

2
(τ)− απ

2

)〉
=

〈
σeg (0)σπ

2
(τ)
〉
−����απ

2
αeg − αeg

〈
σπ

2
(τ)
〉

+����αegαπ
2

=
〈
σeg (0)σπ

2
(τ)
〉
− αeg

〈
σπ

2
(τ)
〉

αge
〈
4σeg (0)4σπ

2
(τ)
〉

= αge
〈
σeg (0)σπ

2
(τ)
〉
− |αeg|2

〈
σπ

2
(τ)
〉
, (B.1)

de donde
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2Re
[
αge
〈
4σeg (0)4σπ

2
(τ)
〉]

= 2Re
[
αge
〈
σeg (0)σπ

2
(τ)
〉]
− 2 |αeg|2 Re

[〈
σπ

2
(τ)
〉]

= 2Re
[
αge
〈
σeg (0)σπ

2
(τ)
〉]
− 2 |αeg|2 Re [−i 〈σeg(τ)〉] .

(B.2)

Para el numerador de la Ec. (4.6) se obtiene

〈
4σeg (0)4σπ

2
(τ)4σge (0)

〉
=

〈
(σeg (0)− αeg)

(
σπ

2
(τ)− απ

2

)
(σge (0)− αge)

〉
=

〈
σeg (0)σπ

2
(τ)σge (0)

〉
− αge

〈
σeg (0)σπ

2
(τ)
〉

−απ
2
〈σeg (0)σge (0)〉+ απ

2
αge 〈σeg (0)〉

−αeg
〈
σπ

2
(τ)σge (0)

〉
+ αegαge

〈
σπ

2
(τ)
〉

=
〈
σeg (0)σπ

2
(τ)σge (0)

〉
−
(
αeg
〈
σπ

2
(τ)σge (0)

〉)∗
−απ

2
αee + απ

2
αgeαeg

−αeg
〈
σπ

2
(τ)σge (0)

〉
+ αegαge

〈
σπ

2
(τ)
〉

=
〈
σeg (0)σπ

2
(τ)σge (0)

〉
− 2Re

[
αeg
〈
σπ

2
(τ)σge (0)

〉]
+ |αeg|2

〈
σπ

2
(τ)
〉

+ απ
2

[
|αeg|2 − αee

]
=

〈
σeg (0)σπ

2
(τ)σge (0)

〉
− 2Re

[
αeg
〈
σπ

2
(τ)σge (0)

〉]
+ |αeg|2 Re [−i 〈σeg(τ)〉] + Re [−iαeg]

[
|αeg|2 − αee

]
.

(B.3)

En las Ecs. (B.2, B.3) se empleó que
〈
σπ/2(τ)

〉
= Re [−i 〈σeg(τ)〉] y que

απ/2 = Re [−iαeg], Ecs. (3.17, 3.21), respectivamente.
En los denominadores de las Ecs. (4.4, 4.6) se tiene que1

αee = (1 + αz) /2 = Y 2/2
(
1 + Y 2

)
, απ

2
= Re [−iαeg] = Y/

√
2
(
1 + Y 2

)
,

(B.4)

αeeαπ
2

=
Y 3

2
√

2 (1 + Y 2)2 , (B.5)

donde Y =
√

2Ωe/γe, Ec. (2.39), se empleó que αz = −1/ (1 + Y 2), Ec. (2.40),
y los valores de αeg, απ/2 de Ecs. (3.22, 2.41).

1Se sustituye ρee = 〈σee〉 en la Ec. (2.26) y aplicando el concepto de estado estacionario
expresado en Ec. (2.30) se obtiene que αee = (1 + αz) /2.
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