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Resumen

Se estudió la propagación de ondas de cizalladura horizontales (SH) en las interfaces

de estructuras del tipo (Piezoeléctrico(A)/Piezoeléctrico(B)/ Piezoeléctrico(A) y Piezo-

eléctrico/Piezomagnéticoo/Piezoeléctrico) con contacto imperfecto (electro-macánico y

magneto-electro-mecánico), respectivamente. Dichos contactos imperfectos fueron mo-

delados por medio de un resorte (imperfección mecánica), un capacitor (imperfección

eléctrica) y un inductor (imperfección magnética). Se muestra en forma expĺıcita la re-

lación de dispersión y algunos casos ĺımite son analizados en detalle. En algunos de esos

casos ĺımite, nuevas expesiones, no reportadas previamente en la literatura, son pre-

sentadas y analizadas, las cuales predicen la existencia de ondas interfaciales. Basado

en algunos cálculos numéricos, se muestra que las imperfecciones electro-macánicas y

magneto-electro-mecánicas en los contactos tienen una gran influencia en las curvas de

dispersión.
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Abstract

We study the propagation of shear horizontal (SH) waves in the interfaces of a Piezo-

electric(A)/ Piezoelectric(B)/ Piezoelectric(A) and Piezoelectric/ Piezomagnetic/ Piezo-

electric structures with an electro-mechanical and magneto-electro-mechanical imperfect

contact, respectively. Those imperfect contacts being modeled by means of an inductor

(magnetical imperfection), capacitor (electrical imperfection) and a spring (mechanical

imperfection). An expression for the dispersion relation is given in an explicit form and

some limit cases are analyzed in detail. In some of these limit cases, new expressions,

not reported previously in the literature, are presented and analyzed, which predict the

existence of interfacial waves. Based on numerical calculations, it can be shown that the

magnetical, electrical and mechanical imperfections at interfaces influence the dispersion

curves.
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Caṕıtulo 1

Introducción

“One thing I have learned in a long life:

that all our science, measured against reality,

is primitive and childlike—and yet is the most

precious thing we have.

(ALBERT EINSTEIN)

1.1. Estructuras inteligentes

Debido a la revolución electrónica, los materiales eléctricos y magnéticos han per-

meado cada aspecto de la tecnoloǵıa moderna. La tendencia a la miniaturización de los

dispositivos han llevado a la combinación de propiedades electrónicas y magnéticas en

materiales multifuncionales [Spaldin NA et al. 2005] y [Eerenstein W et al. 2006]. Com-

binar la ferroelectricidad y el ferromagnetismo en una misma fase es verdaderamente
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dif́ıcil, pero esas dificultades se han superado produciendo compositos multiferroicos de

dos fases compuestos de materiales ferromagnéticos y ferroeléctricos. Estos componentes

abren nuevos caminos para ajustar la respuesta magnetoeléctrica (ME) a través de la

elección de la razón y microestructura de los componentes. Placas de materiales piezo-

eléctricos (PiezoE) y piezomagnéticos (PiezoM) son t́ıpicamente compositos multiféricos,

los cuales son capaces de facilitar la conversión de enerǵıa entre los campos magnético y

eléctrico.

Debido a esta caracteŕıstica, los materiales ME pueden ser explotados y usados como

base para la fabricación de novedosos sensores, actuadores, transductores, detectores de

daños, dispositivos de ondas acústicas, etc, en estructuras inteligentes multifuncionales de

sistemas micro-electromecánico [C.W. Nan et al. 2008]. La distribución del esfuerzo bajo

carga mecánica y eléctrica fue investigado a través de su ancho y largo usando un Pie-

zoE de tipo de cizalladura [Benjeddou A et al. 1997]. Dispositivos piezoeléctricos fueron

además usados para diseñar actuadores torsionales generando desplazamiento angular

[Glazounov A et al. 1998], donde el elemento torsional consiste de diferentes segmentos

y, los segmentos vecinos son de polaridad opuesta. La aplicación de un actuador torsional

fue ampliado en el último estudio de [Centolanza L R et al. 2002] para controlar el aspa

de un rotor.

En materiales multiferroicos, la interacción de acoplamiento entre arreglos ferro-

magnéticos y ferroeléctricos puede producir algunos nuevos efectos, tales como ME o

efectos magnetodieléctricos [Hur N et al. 2004]. La respuesta ME, caracterizada por la

aparición de una polarización eléctrica en la aplicación de un campo magnético y/o
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una magnetización en la aplicación de un campo eléctrico, ha sido considerado como

un efecto intrinseco en algunos materiales de fase simple [Lottermoser T et al. 2004] y

[Wang J et al. 2003]. Mucho esfuerzo se ha dedicado a la predicción y determinación

del efecto ME de los compositos PiezoE/PiezoM en años recientes [C.W. Nan 1994],

[M. Fiebig 2005], [J. Du et al. 2009] y [A.K. Soh et al. 2009].

Se encontró recientemente que los compositos multiferróicos creados al combinar sus-

tancias ferroeléctricas y ferromagnéticas, tales como ceramicas PiezoE (e.g. BaTiO3 y

(PZT)) y ferritas, exhiben efectos ME intŕınsecos a temperatura ambiente

[Dong S X et al. 2003a], [Dong S X et al. 2003b], [Srinivasan G et al. 2002] y

[Dong S X et al. 2004], lo cual fue una nueva propiedad de tales compositos que los com-

ponentes individuales no exhiben [Suchtelen J V 1972]. Este efecto ME puede ser definido

como un acoplamiento del comportamiento magnetoelectroelástico (MEE). Los materia-

les inteligentes son sensibles a influencias que provienen del ambiente externo, exhibiendo

la capacidad de ajustar su tamaño y forma para adaptarse a los cambio del ambiente.

La clase de materiales inteligentes multicampo que está recibiendo una gran atención es

el material composito MEE multicampo que exhibe un acoplamiento inherente entre la

mecánica y los campos eléctrico y magnético [Suchtelen J V 1972], [Li Y J et al. 1998],

[Eerenstein W et al. 2006] y [C.W. Nan et al. 2008].

En los materiales compositos se combinan PiezoE y PiezoM en tal forma que se

obtenga el acoplamiento electromecánico y magnetomecánico. Este acoplamiento elec-

tromagnético se obtiene de la interacción elástica entre ambas fases, ofreciendo nuevas

posibilidades a las aplicaciones en control automatizado. Hay además materiales MEE en
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la naturaleza, pero los coeficientes de acoplamiento EM observados en compositos MEE

pueden ser cien veces mayores. El entendimiento y la apropiada modelación de fallas en

mecanismos de esos materiales es crucial para el avance de los modernos sistemas in-

teligentes, ya que defectos tales como grietas inevitablemente aparecerán en el material

durante la manufactura o en servicio. La existencia de tales defectos llevará no solo a la

disminución en la rigidez estructural del componente y su vida de servicio, sino también

a una modificación en la transferencia entre las enerǵıas macánica y no mecánica, aśı que

acciones de un control inadecuado puede ser adoptado en el hecho de la medida de los

potenciales electrico/magnético.

La investigación en magnetoelectricidad está enfocada primordialmente en aumentar

el coeficiente de voltage ME αv (αv = dV
dH

, donde H es el campo magnético), el cual es

el factor clave. Mientras el efecto ME fue primero observado en un material de una fase,

tal como Cr2O2, la inherente disminución del acoplamiento ME impide la viabilidad de

aplicación de los materiales [Yuan G L et al. 2006].

No obstante que los compositos del tipo magnetorestrictivo-PiezoE tienen coeficiente

ME más grande a temperatura ambiente, la reacción y la difusión qúımica entre fases

dificulta el proceso de polarización, degradando las propiedades ME, restringiendo sus

aplicaciones [Li Y J et al. 2006]. Para unir una gran sección de un material magnetores-

trictivo y una fase PiezoE con un adesivo, se utiliza un epóxico de plata conductivo.

Compositos laminados multifase han atráıdo especial atención debido a su fuerte efecto

ME a temperatura ambiente, caracterizado por un valor muy grande de αv comparado

con materiales de una fase y mezcla de compositos. Para las placas de compositos ME

15



unidos con adhesivos, el coeficiente ME está determinado por dos factores claves: las

propiedades inherentes de las fases magnetorestrictivas y PiezoE y, el acoplamiento in-

terfacial. El efecto ME en placas de compositos laminados es una propiedad del producto

derivado del acoplamiento mecánico entre el efecto reverso del PiezoM y del PiezoE. La

mayoŕıa de las placas compositas ME están acopladas a través de esfuerzos cortantes

interfaciales, los cuales pueden ser responsables por un coeficiente ME más bajo del que

predice la teoŕıa, debido al débil acoplamiento mecánico interfacial [Cai N et al. 2003],

[Wan J G et al. 2003] y [Dong S X et al. 2004].

En el desarrollo de estructuras inteligentes, los actuadores y los sensores han si-

do identificados como componentes cŕıticos tecnológicamente hablando [Crawley 1994].

[Wada et. al. 1989] identifica las estructuras inteligentes como un subcampo de todos los

otros tipos de estructuras, colocando a estas en el más alto nivel de complejidad y funcio-

nalidad en un sistema. [Adimendun 2005] parafrasea a Gordon G. Wallace, quien da una

de las definiciones que mejor delimita la naturaleza y caracteŕısticas de los materiales

inteligentes, los cuales conforman una estructura inteligente: “un material inteligente es

aquel capaz de reconocer adecuadamente un est́ımulo de su entorno y responder de forma

adecuada y en tiempo real”. O sea, es un material hecho por el hombre que mimetiza la

habilidad de la naturaleza para reaccionar ante est́ımulos externos.

La clasificación de estos materiales inteligentes, es variada y depende de su funda-

mento f́ısico, qúımico, de funcionamiento, etc. Ejemplo: termoeléctrico, piezoeléctrico,

piezomagnético (magnetostrictivo), magneto-óptico, fotoconductor, etc. Con respecto a

los materiales piezomagnéticos, actualmente las mejoras van dirigidas hacia el aumento
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de las constantes piezomagnéticas, por lo que se trabaja en śıntesis y diseño de composi-

tos magnetopoliméricos con gran magnetoelasticidad (constante piezomagnética) como:

nanopart́ıculas de Niquel-matriz elásticas. La piezoelectricidad es una propiedad muy de-

mandada por los diseñadores de sensores y actuadores, especialmente si están fabricados

de materiales plásticos debido a las ventajas que estos pueden aportar como: facilidad

de transformación, ligereza, resistencia a medios agresivos, entre otras. Es por eso que

caracterizar y estudiar materiales inteligentes, los cuales son usados para desarrollar es-

tructuras inteligentes como lo son los piezoeléctricos y los piezomagnéticos, al igual que

los materiales que se usan para unir estos (interfaces), es de suma importancia.

1.2. Investigaciones previas

[Bleustein 1968] estudió la propagación de ondas de cizalladura guiadas por la super-

ficie de un cristal piezoeléctrico; pero no fue hasta 1971 donde [Maerfeld 1971] mostró

que una interface en un contacto perfecto entre dos medios semi-infinitos puede guiar ese

tipo de ondas si al menos uno de estos medios es un piezoeléctrico. [Yang and Yang 2009]

estudió la propagación de ondas piezoeléctricas de cizalladura horizontal a lo largo de la

interface entre dos espacios semi-infinitos, mostrando mediante cálculos numéricos que

dichas ondas interfaciales llegan a ser dispersivas cuando el gradiente del campo eléctrico

es tomado en cuenta. Realizando la misma investigación que [Yang and Yang 2009] ya

hab́ıa hecho, [Nan et al. 2010] mostró que las velocidades de la onda son sensibles a la

variación de las propiedades de los materiales .
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[Soh and Liu 2006] estudió la propagación de una onda de cizalladura interfacial entre

dos medios semi-infinitos, un piezoeléctricos y un piezomagnético con una interface im-

perfecta (desacoplada mecánicamente, potenciales eléctricos y/o magnéticos no continuos

), obteniendo las relaciones de dispersión y presentando las condiciones para la existencia

de las ondas SH interfaciales. Fue en [Fan et al. 2006] donde la imperfección en las in-

terfaces son consideradas por medio de una discontinuidad en el desplazamiento, siendo

éste modelado por un resorte, concluyendo que la interface imperfecta provoca dispersión

en general. [Melkumyan and Mai 2008] estudiaron la influencia en uniones imperfectas

elásticas sobre ondas superficiales guiadas por compositos piezoeléctricos/piezomagnéti-

cos, probando aśı que la imperfección de uniones interfaciales tienen una influencia sig-

nificativa sobre la existencia de ondas interfaciales y sus velocidades de propagación.

Además, [Huang et al. 2009] estudió compositos piezoeléctrico/piezomagnético con con-

tactos imperfectos, concluyendo que las ondas de cizalladura interfacial no existen para

interfaces perfectas y existen sólo para interfaces imperfectas.

Relaciones de dispersión generales son presentadas en [Otero et al. 2011] para ondas

SH en heteroestructuras magneto-electro-elásticas con interfaces imperfectas, donde la

imperfección mecánica es modelada por medio de un resorte y considerando dos tipos de

imperfección electromagnética: permeable y absorbente.

En [Otero et al. 2012], imperfecciones mecánicas y eléctricas son modeladas por medio

de un capacitor y un resorte, respectivamente, para estudiar la propagación de ondas

SH entre la interface de dos materiales piezoélectricos con contacto imperfecto electro-

mecánico. Expresiones para las relaciones de dispersión son mostradas de forma expĺıcita
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y varios casos ĺımite son analizados.

La propagación de ondas SH entre la interface de semi-espacios piezoeléctrico y pie-

zomagnético con contacto imperfecto magneto-electro-macánico ha sido estudiado en

[Otero et al. 2013], mostrando la influecia de estos contactos imperfectos en las curvas

de dispersión mediante algunos cálculos numéricos. Una serie de trabajos han sido presen-

tados con el fin de estudiar los efectos de los contactos interfaciales sobre la generación

de ondas acústicas en cuerpos elásticos usando transductores piezoeléctricos alimenta-

dos eléctricamente como en [Li et al. 2013]. [Otero et al. 2014] estudió la propagación

de ondas SH entre la interface de dos materiales magneto-electro-elásticos con contacto

imperfecto magneto-electro-mecánico, donde la imperfección magnética es modelada por

medio de un inductor y su influencia es mostrada en algunos resultados numéricos.

Las ondas SH guiadas por la interface imperfecta elástica entre dos materiales magneto-

electro-elásticos fue presentada por [Huang and Li 2010], sus resulados confirman que la

velocidad de la onda SH interfacial es fuertemente afectada por la imperfeciones en la

interface. [Li et al. 2015a] propuso un modelo de acoplamiento para caracterizar una in-

terface imperfecta en un cilindro multiferrico de doble capa, mientras [Li et al. 2016]

realizó la misma caracterización para un composito de doble capa.

Un nuevo modelo para describir la región interfacial imperfecta magneto-electro-

mecánica en un composito multiferrico es introducido en [Li et al. 2015b], el cual es usado

para cartacterizar un sistema que consiste de una placa ferroeléctrica y otra ferromagnéti-

ca. Con el afán de generalizar el modelo del resorte en una interface con imperfección

mecánica, [Li et al. 2015c] incluyó efectos de acoplamiento interno.
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Estos interesantes trabajos motivaron la investigación que en esta tesis se presenta,

generalizando algunos de los trabajos anteriomente mencionados. Los resultados de estas

investigaciones dieron como fruto los art́ıculos: Interfacial waves in an A/B/A Piezoelec-

tric structure with electro-mechanical imperfect interfaces [Reyes et al. 2017] y Interfa-

cial waves in a piezolectric/piezomagnetic/piezoelectric structure with magneto-electro-

mechanical imperfect interfaces, los cuales se resumen en caṕıtulos posteriores.

1.3. Objetivos de la tesis

Esta tesis tiene como propósito el estudio de las ondas (SH) en las interfaces de

estructuras heterogéneas con contacto imperfecto, generalizando algunos resultados de

trabajos precedentes. Este trabajo se ha dividido en dos secciones, en función del tipo de

materiales e imperfecciones del contacto.

1.3.1. Piezoeléctricos con contacto imperfecto electro-mecánico

Objetivo General

Estudiar las ondas SH en una estructura del tipo Piezoeléctrico(A)/ Piezoeléctri-

co(B)/ Piezoeléctrico(A) con contacto imperfecto electro-mecánico, modelando éste por

medio de un resorte (imperfección mecánica) y un capacitor (imperfección eléctrica).
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Objetivos espećıficos

1. Obtener una expresión general para la relación de dispersión de las ondas SH en la

interface.

2. Analizar los casos ĺımite de la relación de dispersión para contactos perfectos y

desacoplados mecánica y eléctricamente.

3. Mostrar algunas curvas de dispersión.

1.3.2. Piezoeléctricos y piezomagnético con contacto imperfec-

to magneto-electro-mecánico

Objetivo General

Estudiar las ondas SH en una estructura del tipo Piezoeléctrico/ Piezomagnético/

Piezoeléctrico con contacto imperfecto magneto-electro-mecánico, modelando éste por

medio de un resorte (imperfección mecánica), un capacitor (imperfección eléctrica) y un

inductor (imperfección magnética).

Objetivos espećıficos

1. Obtener una expresión general para la relación de dispersión de las ondas SH en la

interface.

2. Analizar los casos ĺımite de la relación de dispersión para contactos perfectos y

desacoplados mecánica, magnética y eléctricamente.
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3. Mostrar algunas curvas de dispersión.

En el caṕıtulo 2 se revisan las relaciones constitutivas piezoeléctricas y piezomagnéti-

cas, la aproximación cuasi-estática y la segunda ley de Newton para medios continuos, aśı

como la dedución de las ecuaciones que describen las ondas SH en materiales magneto-

electro-elásticos.

En el caṕıtulo 3 se presentan las condiciones de contacto imperfecto en una interface

y la restricción para una onda evanecente.

En el caṕıtulo 4 se presenta la relación de dispersión para la estructura de piezo-

eléctricos y las gráficas de esta relación para diferentes ordenes de imperfección (eléctrica

y mecánica) en la interface.

En el caṕıtulo 5 se presenta la relación de dispersión para la estructura de piezo-

eléctricos y piezomagnético y las gráficas de esta relación para diferentes ordenes de

imperfección (eléctrica, mecánica y magnética) en la interface.

En el caṕıtulo 6 se presentan las conclusiones de ambos trabajos (caṕıtulos 4 y 5) y

trabajos a futuro.
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Caṕıtulo 2

Ecuaciones fundamentales para

materiales homogéneos

magneto-electro-elásticos

“If I have seen further than others,

it is by standing upon

the shoulders of giants.

(Sir Isaac Newton)

2.1. Ecuaciones constitutivas

Los materiales piezoeléctricos (piezomagnéticos) son aquellos que en presencia de un

campo eléctrico (campo magnético), estos tienden a deformarse y, cuando se les aplica
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un esfuerzo mecánico, una polarización eléctrica (magnética) es generada en el material.

Ambos materiales responden linealmente a cambios en los campos eléctrico, magnético,

desplazamiento eléctrico, densidad de flujo magnético y el esfuerzo mecánico [Royer 1996].

El comportamiento de los medios piezoeléctrico y piezomagnético es descrito por las ecua-

ciones constitutivas piezoeléctricas y piezomagnéticas, las cuales correlacionan al tensor

de esfuerzos (Tij), al tensor de deformación (Skl), el campo eléctrico (Ek), el desplaza-

miento eléctrico (Di), el campo magnético (Hk) y las densidades de flujo magnético (Bi)

como sigue:

Tij = CijklSkl − ekijEk − fkijHk, (2.1)

Di = eiklSkl + εikEk + gikHk, (2.2)

Bi = fiklSkl + gikEk + µikHk, (2.3)

donde Cijkl es el tensor de elasticidad de rango cuatro, εik es el tensor de permitividad

dieléctrica de rango dos, µik es el tensor de permeabilidad magnética de rango dos, ekij

es el tensor de constantes piezoeléctricas de rango tres, fkij es el tensor de constantes

piezomagnéticas de rango tres y gij es el tensor magneto-eléctrico de rando dos, con

(i, j = 1, 2, ..,6; k, l = 1, 2, 3). El conjunto de ecuaciones (2.1)-(2.3) se puede reescribir

usando notación matricial, de la siguiente forma
T

D

B

 =


C −et −f t

et ε g

f t g µ




S

E

H

 (2.4)

donde t denota matriz transpuesta.
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2.2. Aproximación cuasi-estática y potenciales esca-

lares.

Una caracteŕıstica básica de las ecuaciones de Maxwell para los campos electro-

magnéticos es la existencia de soluciones de onda viajera, las cuales son las encargadas

de transportar la enerǵıa de un punto a otro. Las más simples y fundamentales de las

ondas electromagnéticas son las ondas planas transversales. En la ausencia de fuentes,

las ecuaciones de Maxwell en un medio infinito son

∇ ·B = 0, ∇ ·D = 0,

∇× E + ∂tB = 0,

∇×H− ∂tD = 0.

Donde ∂t = ∂
∂t

. Asumiendo soluciones con dependencia temporal armónica e−iωt, de las

cuales se puede construir una solución arbitraria por medio de una superposición de

Fourier, las ecuaciones para las amplitudes E(ω, r), etc. serán [Jackson 1998]

∇ ·B = 0, (2.5)

∇ ·D = 0, (2.6)

∇× E− iωB = 0, (2.7)

∇×H + iωD = 0. (2.8)

En la práctica, ya que los campos elásticos involucran desplazamientos del material, la

velocidad con la cual una deformación se propaga es mucho menor que la de un campo
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eléctrico. Como es sabido, la velocidad de propagación de las ondas elásticas es 104 a

105 veces más pequeña que la velocidad de propagación de las ondas electromagnéticas.

Consecuentemente, el campo magnético asociado con vibraciones mecánicas influye débil-

mente; por ejemplo, la enerǵıa magnética producida por una deformación es despreciable

en comparación con la enerǵıa eléctrica. Lo cual implica que el campo electromagnético

asociado con un campo elástico es quasi-estático (el campo eléctrico y el campo magnéti-

co no están dinámicamente acoplados), aśı que en las ecuaciones (2.7) y (2.8) el segundo

término se puede despreciar. Bajo esta aproximación cuasi-estática, los campos eléctrico

y magnético pueden ser expresados como el gradiente de dos funciones potenciales esca-

lares, es decir, la función potencial eléctrico ϕ(x, y, z, t) y la función potencial magnético

ψ(x, y, z, t),

E1 = −∂xϕ, E2 = −∂yϕ, E3 = −∂zϕ, (2.9)

H1 = −∂xψ, H2 = −∂yψ, H3 = −∂zψ. (2.10)

2.3. Ecuaciones de campo

Si se asume que todos los puntos de un sólido deformado permanecen en reposo, el

desplazamiento ui de cada punto material es una función sólo de sus coordenadas iniciales.

No obstante, si una perturbación viaja a través del medio, alĺı habrá movimientos locales,

aśı que el desplazamiento será además función del tiempo. En este caso, la ecuación de

movimiento puede ser obtenida usando la segunda ley de Newton. Se escribe entonces

que, para un sólido con esfuerzos internos Tij, la fuerza por unidad de volumen debe ser
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igual a la densidad de masa ρ multiplicada por la aceleración, la cual tiene componentes

∂ttui, o sea

∂xkTik + fi = ρ ∂ttui, (2.11)

donde fi es la densidad de fuerzas internas por unidad de volumen y Tik es el tensor de

esfuerzo de rango dos. La ecuación (2.11) es la ecuación fundamental de la elastodinámica

de movimiento para un medio sólido continuo. El tensor Tik es simétrico (Tik = Tki), aśı

que el número de sus componentes independientes se reduce a seis, estos son:

a) T11, T22, T33: esfuerzos normales a las caras, corresponden a tensiones o compre-

siones;

b) T12, T13, T23: esfuerzos tangenciales, corresponden a fuerzas de cizalladura, como

se muestra en 2.1.

Figura 2.1: Esquema de los componentes del tensor de esfuerzos.
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El caso donde el tensor de esfuerzos no es simétrico se encuentra, en la práctica,

cuando un cristal polar está sujeto a un campo eléctrico, por ejemplo, cuando éste está

localizado entre electrodos para formar un transductor. No obstante, ya que el torque

es débil, el tensor puede aún aśı ser considerado simétrico para propósitos prácticos

[Royer 1996].

2.4. Caso particular: Simetŕıa 6mm.

Ahora exploremos con una simetŕıa espećıfica. Considérese dos materiales, los cuales

exhiben propiedades magneto-electro-elásticas (donde los coeficientes del tensor magneto-

eléctrico son cero) con simetŕıa 6mm y, polarización y magnetización en la dirección del

eje z (de un sistema de coordenadas cartesianas xyz). Las ecuaciones constitutivas pueden

ser expresadas en forma maticial como sigue

T1

T2

T3

T4

T5

T6

D1

D2

D3

B1

B2

B3



=



c11 c12 c13 0 0 0 0 0 −e31 0 0 −f31

c12 c11 c13 0 0 0 0 0 −e31 0 0 −f31

c13 c13 c33 0 0 0 0 0 −e33 0 0 −f33

0 0 0 c44 0 0 0 −e15 0 0 −f15 0

0 0 0 0 c44 0 −e15 0 0 −f15 0 0

0 0 0 0 0 c66 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 e15 0 ε11 0 0 0 0 0

0 0 0 e15 0 0 0 ε11 0 0 0 0

e31 e31 e33 0 0 0 0 0 ε33 0 0 0

0 0 0 0 f15 0 0 0 0 µ11 0 0

0 0 0 f15 0 0 0 0 0 0 µ11 0

f31 f31 f33 0 0 0 0 0 0 0 0 µ33





S1

S2

S3

S4

S5

S6

E1

E2

E3

H1

H2

H3


(2.12)

donde c66 = (c11−c12)/2, Ti (i = 1, 2, ..,6) son los componentes del tensor de esfuerzos

28



de rango dos y Sj (j = 1, 2, ..,6) son los componentes del tensor de deformación de segundo

orden, ambos escritos en notación reducida. En notación reducida, el par de indices no

ordenados (i, j) puede dar sólo seis valores independientes. Estos son numerados del 1 al

6 como sigue:

(1, 1)↔ 1 (2, 2)↔ 2 (3, 3)↔ 3

(2, 3) = (3, 2)↔ 4 (3, 1) = (1, 3)↔ 5 (1, 2) = (2, 1)↔ 6.

Aqúı, Dk, Ek, Bk y Hk (k = 1, 2, 3) son los componentes del desplazamiento eléctrico,

campo eléctrico, inducción magnética y campo magnético, respectivamente.

Las ecuaciones que relacionan el tensor de deformación de segundo orden y los des-

plazamientos elásticos para esta simetŕıa y, dirección de polarización y magnetización,

son:

S1 = ∂xux, S2 = ∂yuy,

S3 = ∂zuz, S4 =
∂zuy + ∂yuz

2
,

S5 =
∂zux + ∂xuz

2
, S6 =

∂yux + ∂xuy
2

.

(2.13)

donde ux, uy y uz son los componentes del desplazamiento elástico.

Asumiendo que no hay fuerzas internas (fi = 0), la ecuación (2.11) puede ser escrita

como:

∂xT1 + ∂yT6 + ∂zT5 = ρ ∂ttux, (2.14)

∂xT6 + ∂yT2 + ∂zT4 = ρ ∂ttuy, (2.15)

∂xT5 + ∂yT4 + ∂zT3 = ρ ∂ttuz. (2.16)
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Asumiendo que no actúan ni cargas libres ni densidades de flujo de corriente en el interior

del material estudiado, las leyes de Gauss magnética y eléctrica pueden ser escritas en la

siguiente forma:

∂xD1 + ∂yD2 + ∂zD3 = 0, (2.17)

∂xB1 + ∂yB2 + ∂zB3 = 0. (2.18)

Combinando las ecuaciones (2.14)-(2.18), el sistema de ecuaciones diferenciales para el

fenómeno dinámico en un material homogéneo magneto-electro-elástico puede ser escrito

como:

c11 ∂xxux + c66 ∂yyux + c44 ∂zzux + (c12 + c66) ∂xyuy + (c13 + c44) ∂zxuz

+ (e31 + e15) ∂zxϕ+ (f31 + f15) ∂zxψ = ρ ∂ttux, (2.19)

c66 ∂xxuy + c11 ∂yyuy + c44 ∂zzuy + (c66 + c12) ∂yxux + (c13 + c44) ∂yzuz

+ (e31 + e15) ∂yzϕ+ (f31 + f15) ∂yzψ = ρ ∂ttuy, (2.20)

c44 (∂xx + ∂yy)uz + c33 ∂zzuz + (c44 + c13) (∂zxux + ∂zyuy)

+ e15 (∂xx + ∂yy)ϕ+ e33 ∂zzϕ+ f15 (∂xx + ∂yy)ψ + f33 ∂zzψ = ρ ∂ttuz, (2.21)

e15 (∂xx + ∂yy)uz + c33 ∂zzuz + (e15 + e31) (∂zxux + ∂zyuy)

− ε11 (∂xx + ∂yy)ϕ− ε33 ∂zzϕ = 0, (2.22)

f15 (∂xx + ∂yy)uz + f33 ∂zzuz + (f15 + f31) (∂zxux + ∂zyuy)

− µ11 (∂xx + ∂yy)ψ − µ33 ∂zzψ = 0, (2.23)

30



El sistema de ecuaciones (2.19)-(2.23) consiste en cinco ecuaciones diferenciales parciales

acopladas con cinco funciones desconocidas ux, uy, uz, ϕ y ψ [H. Calas et al. 2008].

Asumiendo que ux y uy son iguales a cero y, uz, ϕ y ψ dependen solamente de (x, y, t);

la ecuación (2.21) se escribe como:

c44∇2uz + e15∇2ϕ+ f15∇2ψ = ρ ∂ttuz, (2.24)

la ecuación (2.22) se escribe como:

e15∇2uz − ε11∇2ϕ = 0 (2.25)

y la ecuación (2.23) se escribe como:

f15∇2uz − µ11∇2ψ = 0, (2.26)

donde ∇2 ≡ ∂xx + ∂yy. Las ecuaciones (2.24)-(2.26) describen las ondas SH en materiales

magneto-electro-elásticos.

Para facilitar la solución del sistema de ecuaciones (2.24)-(2.26), usaremos las funcio-

nes potenciales auxiliares φ y ψ̄ definidas por:

φ = ϕ− e

ε
u, (2.27)

ψ̄ = ψ − f

µ
u, (2.28)

lo que nos permite escribir, las ecuaciones que gobiernan las ondas SH pueden ser escritas

como: (
∇2 − 1

v̄2
∂tt

)
u = 0, (2.29)

∇2φ = 0, (2.30)
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∇2ψ̄ = 0, (2.31)

donde v̄ =
√
c̄/ρ es la velocidad de la onda de cizalladura en el material y c̄ = c+f 2/µ+

e2/ε es la constante magneto-electro-elástica de rigidez.

32



Caṕıtulo 3

Condiciones de contacto imperfecto

en una interface

Para las placas de compositos ME unidos con adhesivos, el coeficiente ME está deter-

minado por dos factores claves: las propiedades inherentes de las fases magnetorestrictivas

y PiezoE y el acoplamiento interfacial.

Considérese una estructura formada por dos materiales homogéneos con simetŕıa he-

xagonal 6mm y polarización en la dirección del eje z (de un sistema de coordenadas

cartesianas xyz) y sea el plano xy un plano isotrópico como se muestra en la figura 3.1.

Los planos y = ±1
2
d son las interfaces. Los espacios y < −1

2
d y y > 1

2
d son ocupados

por un material homogéneo, el cual es denotado por A y la región encerrada en el intervalo

[−1
2
d, 1

2
d] por un segundo material homogéneo, el cual es denotado por B.

Para describir la propagación de ondas SH a lo largo del eje x positivo, las cuales

satisfacen las ecuaciones (2.29)-(2.31) en cada interface de la estructura, se requiere que
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A A

x

y

B

0-d/2 d/2

Figura 3.1: Esquema de una estructura hetereogénea A/B/A.

u, ψ̄ y φ tiendan a cero mientras y tienda a ±∞; lo cual implica que buscamos soluciones

de las ecuaciones (2.29)-(2.31) de la forma

us = ei(ξ x−ω t)



UA eηA y si y < −1
2
d,

UB cos(ηB y) si |y| ≤ 1
2
d,

UA e−ηA y si y > 1
2
d,

(3.1)

φs = ei(ξ x−ω t)



ΦA eξ y si y < −1
2
d,

ΦB cosh(ξ y) si |y| ≤ 1
2
d,

ΦA e−ξ y si y > 1
2
d,

(3.2)

ψ̄s = ei(ξ x−ω t)



Ψ̄A eξ y si y < −1
2
d,

Ψ̄B cosh(ξ y) si |y| ≤ 1
2
d,

Ψ̄A e−ξ y si y > 1
2
d,

(3.3)
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para los modos simétricos en y, y

uas = ei(ξ x−ω t)



UA1 eηA y si y < −1
2
d,

UB1 sin(ηB y) si |y| ≤ 1
2
d,

−UA1 e−ηA y si y > 1
2
d,

(3.4)

φas = ei(ξ x−ω t)



ΦA1 eξ y si y < −1
2
d,

ΦB1 sinh(ξ y) si |y| ≤ 1
2
d,

−ΦA1 e−ξ y si y > 1
2
d,

(3.5)

ψ̄as = ei(ξ x−ω t)



Ψ̄A1 eξ y si y < −1
2
d,

Ψ̄B1 sinh(ξ y) si |y| ≤ 1
2
d,

−Ψ̄A1 e−ξ y si y > 1
2
d,

(3.6)

para los modos antisimétricos en y, donde UA, UB, UA1, UB1, ΦA,ΦB,ΦA1, ΦB1, Ψ̄A, Ψ̄B,

Ψ̄A1 y Ψ̄B1 son constantes indeterminadas. Aqúı, ω, ξ y η son la frecuencia angular, la

componente x del vector de onda y la componente y del vector de onda, respectivamente,

siendo esta última definida para cada material como

ηA = ξ
√

(1− v2/v̄2
A) > 0, |y| ≥ 1

2
d,

ηB = ξ
√

(v2/v̄2
B − 1) > 0, |y| ≤ 1

2
d,

(3.7)

donde vA =
√
c̄A/ρA

(
vB =

√
c̄B/ρB

)
es la velocidad de la onda de cizalladura en el

medio(A) (medio (B)) y v = ω/ξ es la velocidad de fase.
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3.1. Relaciones para T, D y E

Ahora, la componente del tensor de esfuerzos T ≡ Tzy, la inducción magnética B ≡ By

y el desplazamiento eléctrico D ≡ Dy están relacionadas a u, ψ̄ y φ por

T = c̄ ∂yu+ e ∂yφ+ f ∂yψ̄,

D = −ε ∂yφ,

B = −µ ∂yψ̄.

(3.8)

Sustituyendo las ecuaciones (3.1)-(3.3) en la ecuación (3.8) para los modos simétricos,

se obtiene

Ts = ei(ξ x−ω t)



UA c̄A ηA eηA y + ΦAξ eξ y si y < −1
2
d,

−UB c̄B ηB sin(ηB y) + ΨB fB ξ sinh(ξ y) si |y| ≤ 1
2
d,

−UA c̄A ηA e−ηA y − ΦAeA ξ e−ξ y si y > 1
2
d,

(3.9)

Ds = ei(ξ x−ω t)



−ΦA εA ξ eξy si y < −1
2
d,

−ΦBεB ξ sinh(ξy) si |y| ≤ 1
2
d,

ΦA εA ξ e−ξy si y > 1
2
d,

(3.10)

Bs = ei(ξ x−ω t)



−ΨA µA ξ eξy si y < −1
2
d,

−ΨBµB ξ sinh(ξy) si |y| ≤ 1
2
d,

ΨA µA ξ e−ξy si y > 1
2
d.

(3.11)
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Sustituyendo las ecuaciones (3.4)-(3.6) en la ecuación (3.8) para los modos antisimétri-

cos, se obtiene

Tas = ei(ξ x−ω t)



UA1 c̄A ηA eηA y + ΦA1ξ eξ y si y < −1
2
d,

UB1 c̄B ηB cos(ηB y) + ΨB1 fB ξ cosh(ξ y) si |y| ≤ 1
2
d,

UA1 c̄A ηA e−ηA y + ΦA1eA ξ e−ξ y si y > 1
2
d,

(3.12)

Das = ei(ξ x−ω t)



−ΦA1 εA ξ eξy si y < −1
2
d,

−ΦB1εB ξ cosh(ξy) si |y| ≤ 1
2
d,

−ΦA1 εA ξ e−ξy si y > 1
2
d,

(3.13)

Bas = ei(ξ x−ω t)



−ΨA1 µA ξ eξy si y < −1
2
d,

−ΨB1µB ξ cosh(ξy) si |y| ≤ 1
2
d,

−ΨA1 µA ξ e−ξy si y > 1
2
d.

(3.14)

Las condiciones para el contacto imperfecto magneto-electro-mecánico en la unión de

los materiales A/B son:

1. Contacto imperfecto elástico (Modelo de resorte)

TA = ku (uA − uB) , (3.15)

TB = ku (uA − uB) , (3.16)

estas ecuaciones describen la interface elástica con un parámetro de resorte ku

[Fan et al. 2006], es decir, la interface puede deformarse y el desplazamiento en
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ésta puede ser discontinua. En este modelo, se supone que las intercaras de los

materiales están unidos por resortes en toda la superficie de las mismas. Este simple

modelo ayuda a relacionar el valor de la constante ku con cantidades f́ısicamente

medibles, como lo es en este caso la constante elástica c del material. Comparando

la ecuación (3.15) con la expresión para el modelo de Young

E(Módulo de Young) =
T (Esfuerzo)

∆L
l0

(Deformación unitaria)
,

tenemos que

ku =
c

l0
. (3.17)

Hay dos casos ĺımtes que son dignos de mencionarse:

Cuando ku →∞.

Las dos superficies están completamente acopladas, el desplazamiento es nulo.

Cuando ku → 0.

El sistema está completamente desacoplado.

2. Contacto imperfecto eléctrico (Modelo de capacitor)

DA = kϕ (ϕA − ϕB) , (3.18)

DB = kϕ (ϕA − ϕB) , (3.19)

estas ecuaciones describen la interface eléctrica con un parámetro de capacitor kϕ, es

decir, el potencial eléctrico en la interface es discontinuo. En este modelo, se supone

que las dos entrecaras de los materiales están formadas por muchos capacitores de
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placas paralelas a éstas. Con este simple modelo se puede relacionar el valor de

la constante kϕ con cantidades f́ısicamente medibles, como lo es en este caso la

permitividad del material ε. Comparando la ecuación (3.18) con

D = ε
∆ϕ

l0
,

tenemos que

kϕ =
ε

l0
. (3.20)

Analicemos los siguientes casos ĺımites:

Cuando kϕ →∞.

El potencial eléctrico es continuo.

Cuando kϕ → 0.

Se genera una barrera eléctrica.

Si se toma a kϕ como una medida de la capacitancia de un capacitor de placas

paralelas, los dos resultados anteriores se podŕıan analizar de la siguiente forma.

Cuando se introduce un dieléctrico y el valor de su permitividad es incrementada,

la capacitancia también incrementa y por lo tanto diferencia de potencial tiende a

cero. En cambio, si se genera una especie de vaćıo entre las dos placas, disminuyendo

la permitividad, se producirá una barrera eléctrica en el medio.

3. Contacto imperfecto magnético (Modelo de inductor)

BA = kψ (ψA − ψB) , (3.21)

BB = kψ (ψA − ψB) . (3.22)
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Estas ecuaciones describen la interface magnética con parámetro de inductor kψ,

es decir, el potencial magnético en la interface es discontinuo. En este modelo,

se supone que las dos intercaras de los materiales están formados por inductores

(pequeños solenoides) en toda la superficie de las mismas. Con este modelo se puede

relacionar el valor de la constante kψ con cantidades f́ısicamente medibles, como lo

es en este caso la permeabilidad del medio µ. Comparando la ecuación (3.21) con

B = µ
∆ψ

l0
,

tenemos que

kψ =
µ

l0
. (3.23)

Al hacerse los cálculos numéricos y graficar las curvas de dispersión, se tuvo que

normalizar el parámetro kψ e incluir el grosor d del material que se encuentra en el

centro de la heteroestructura. Este parámetro adimensional se escribe como

kψAD =
d

l0
. (3.24)

Nuevamente analizemos los dos casos ĺımtes:

Cuando kψ →∞.

El potencial magnético es continuo.

Cuando kψ → 0.

Se genera una barrera magnética.

Si se toma a kψ como una medida de la inductancia de un inductor (solenoide cuya

sección transversal es paralela a las entrecaras), se pueden analizar los resultados
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anteriores de la siguiente forma. Cuando se introduce un material ferromagnético

y el valor de su permitividad es incrementada, la inductancia también incrementa

y por lo tanto el flujo magnético crece. En cambio, si se genera una especie de

vaćıo entre las dos placas, disminuyendo la permitividad, se producirá una barrera

magnética en el medio.
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Caṕıtulo 4

Ondas interfaciales en una

estructura Piezoeléctrico(A)/

Piezoeléctrico(B)/Piezoeléctrico(A)

con interfaces imperfectas

electro-mecánicas

En este caṕıtulo se expone la primera parte del trabajo.

Supongamos una estructura formada por un arreglo de piezoeléctricos: piezoE(A)/

piezoE(B)/piezoE(A). Para describir la propagación de ondas SH a lo largo del eje x po-

sitivo, las cuales satisfacen las ecuaciones (3.15)-(3.16) en cada interface de la estructura,

se requiere que u, ψ y φ tiendan a cero mientras y tienda a ±∞; las soluciones son de la
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forma

us = ei(ξ x−ω t)



UA eηA y si y < −1
2
d,

UB cos(ηB y) si |y| ≤ 1
2
d,

UA e−ηA y si y > 1
2
d,

(4.1)

φs = ei(ξ x−ω t)



ΦA eξ y si y < −1
2
d,

ΦB cosh(ξ y) si |y| ≤ 1
2
d,

ΦA e−ξ y si y > 1
2
d,

(4.2)

ψs = ei(ξ x−ω t)



ΨA eξ y si y < −1
2
d,

ΨB cosh(ξ y) si |y| ≤ 1
2
d,

ΨA e−ξ y si y > 1
2
d,

(4.3)

para los modos simétricos en y, y

uas = ei(ξ x−ω t)



UA1 eηA y si y < −1
2
d,

UB1 sin(ηB y) si |y| ≤ 1
2
d,

−UA1 e−ηA y si y > 1
2
d,

(4.4)

φas = ei(ξ x−ω t)



ΦA1 eξ y si y < −1
2
d,

ΦB1 sinh(ξ y) si |y| ≤ 1
2
d,

−ΦA1 e−ξ y si y > 1
2
d,

(4.5)
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ψas = ei(ξ x−ω t)



ΨA1 eξ y si y < −1
2
d,

ΨB1 sinh(ξ y) si |y| ≤ 1
2
d,

−ΨA1 e−ξ y si y > 1
2
d,

(4.6)

para los modos antisimétricos en y, donde UA, UB, UA1, UB1, ΦA,ΦB,ΦA1, ΦB1, ΨA, ΨB,

ΨA1 y ΨB1 son constantes indeterminadas. Aqúı, ω, ξ y η son la frecuencia angular, la

componente x del vector de onda y la componente y del vector de onda, respectivamente,

siendo esta última definida para cada material como

ηA = ξ
√

(1− v2/v̄2
A) > 0, |y| ≥ 1

2
d,

ηB = ξ
√

(v2/v̄2
B − 1) > 0, |y| ≤ 1

2
d,

(4.7)

donde vA =
√
c̄A/ρA

(
vB =

√
c̄B/ρB

)
es la velocidad de la onda de cizalladura en el

piezoeléctrico(A) (piezoeléctrico(B)) y v = ω/ξ es la velocidad de fase.

4.1. Relaciones de dispersión

4.1.1. Modos simétricos

Se construirán las ecuaciones que satisfacen las condiciones de contacto imperfecto

en y = −d
2

para los modos simétricos. Usando las expresiones (3.1) y (3.9) en la ecuación

(3.15), tenemos

UA (c̄A ηA − ku) e− d ηA
2 + ΦA eA ξ e− d ξ

2 + UB ku cos

(
d ηB

2

)
= 0, (4.8)
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usando las expresiones (3.1) y (3.9) en la ecuación (3.16), tenemos

− UA kue− d ηA
2 + UB

(
c̄B ηB sin

(
d ηB

2

)
+ ku cos

(
d ηB

2

))
− ΦB eB ξ sinh

(
d ξ

2

)
= 0. (4.9)

usando las expresiones (3.1), (3.2) y (3.10) en la ecuación (3.18), tenemos,

− eA
εA

UA kϕ e− d ηA
2 − ΦA ( εA ξ + kϕ) e− d ξ

2 +
eB
εB

UB kϕ cos

(
d ηB

2

)
+ ΦB kϕ cosh

(
d ξ

2

)
= 0. (4.10)

usando las expresiones (3.1), (3.2) y (3.10) en la ecuación (3.19), tenemos,

− eA
εA

UA kϕ e− d ηA
2 − ΦA kϕ e− d ξ

2 +
eB
εB

UB kϕ cos

(
d ηB

2

)
+ ΦB

(
εB ξ sinh

(
d ξ

2

)
+ kϕ cosh

(
d ξ

2

))
= 0. (4.11)

El conjunto de ecuaciones (4.8)-(4.11) es un sistema de ecuaciones algebraico para UA,

UB, ΦA y ΦB. Para obtener las soluciones no triviales, el determinante de la matriz

formada por éste debe ser cero y puede ser simplificado a∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

eA ξ 0 c̄A ηA − ku ku

0 −eB ξ tanh
(
d ξ
2

)
−ku c̄B ηB tan

(
d ηB
2

)
+ ku

−εA ξ − kϕ kϕ − eAεA kϕ
eB
εB
kϕ

−kϕ εB ξ tanh
(
d ξ
2

)
+ kϕ − eAεA kϕ

eB
εB
kϕ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
. (4.12)

Haciendo trabajo algebraico con el determinante, llegamos a las relaciones de dispersión

para los modos simétricos:

PA PB −Q2 + ku (PA + PB + 2Q) = 0, (4.13)
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donde

PA = −c̄A
(
ηA − ξ γϕ

M2
A

εA

)
, PB = c̄B

(
ηB tan

(
d ηB

2

)
+ ξ γϕ

M2
B

εB

)
,

Q = −ξ γϕ
(
eA eB
εA εB

)
, γϕ = kϕ

ξ+kϕ
(

1
εA

+ 1
εB

coth( d ξ2 )
) ,

M2
A =

e2A
c̄A εA

, M2
B =

e2B
c̄B εB

.

4.1.2. Modos antisimétricos

Ahora se construirán las ecuaciones que satisfacen las condiciones de contacto imper-

fecto en y = −d
2

para los modos antisimétricos, usando las expresiones (3.4) y (3.9) en la

ecuación (3.15), tenemos

UA1 (c̄A ηA − ku) e− d ηA
2 + ΦA1 eA ξ e− d ξ

2 − UB1 ku sin

(
d ηB

2

)
= 0, (4.14)

usando las expresiones (3.4) y (3.9) en la ecuación (3.16), tenemos

− UA1 kue
− d ηA

2 + UB1

(
c̄B ηB cos

(
d ηB

2

)
− ku sin

(
d ηB

2

))
+ ΦB1 eB ξ cosh

(
d ξ

2

)
= 0, (4.15)

usando las expresiones (3.4), (3.5) y (3.10) en la ecuación (3.18), tenemos

− eA
εA

UA1 kϕ e− d ηA
2 − ΦA1 ( εA ξ + kϕ) e− d ξ

2 − eB
εB

UB1 kϕ sin

(
d ηB

2

)
− ΦB1 kϕ sinh

(
d ξ

2

)
= 0, (4.16)

usando las expresiones (3.4), (3.5) y (3.10) en la ecuación (3.19), tenemos

eA
εA

UA1 kϕ e− d ηA
2 ΦA1 kϕ e− d ξ

2 +
eB
εB

UB1 kϕ sin

(
d ηB

2

)
+ ΦB1

(
εB ξ cosh

(
d ξ

2

)
+ kϕ sinh

(
d ξ

2

))
= 0. (4.17)
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El conjunto de ecuaciones (4.14)-(4.17) es un sistema de ecuaciones algebraico para UA,

UB, ΦA y ΦB. Para obtener las soluciones no triviales, el determinante de la matriz

formada por éste debe ser cero y puede ser simplificado a∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

eA ξ 0 c̄A ηA − ku −ku

0 eB ξ coth
(
d ξ
2

)
−ku c̄B ηB cot

(
d ηB
2

)
− ku

−εA ξ − kϕ −kϕ − eAεA kϕ − eBεB kϕ

−kϕ −εB ξ coth
(
d ξ
2

)
− kϕ − eAεA kϕ − eBεB kϕ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
. (4.18)

Haciendo trabajo algebraico con el determinante, llegamos a las relaciones de disper-

sión para los modos antisimétricos:

PA PB −Q2 + ku (PA + PB + 2Q) = 0, (4.19)

donde

PA = −c̄A
(
ηA − ξ Aγφ

M2
A

εA

)
, PB = c̄B

(
−ηB cot

(
d ηB

2

)
+ ξ Aγφ

M2
B

εB

)
,

Q = −ξ Aγφ
(
eA eB
εA εB

)
, Aγφ = kϕ

ξ+kϕ
(

1
εA

+ 1
εB

tanh( d ξ2 )
) ,

M2
A =

e2A
c̄A εA

, M2
B =

e2B
c̄B εB

.

Las expresiones (4.13) y (4.19) determinan la velocidad de fase v, donde ésta cambia con

la frecuencia y, por lo tanto, dando lugar a ondas dispersivas. Nótese que ku/c̄ y kϕ/ε

tienen dimensiones de número de onda.

4.2. Casos ĺımite

Se consideran los siguientes casos ĺımite:
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4.2.1. Modos simétricos

1. La interface no tiene interacción mecánica e interacción eléctrica parcial,

ku → 0, 0 < kϕ <∞. La ecuación (4.13) se reduce a√
1− v2

v̄2
A

√
v2

v̄2
B

− 1 tan

(
dξ

2

√
v2

v̄2
B

− 1

)
+ γφ

M2
B

εB

√
1− v2

v̄2
A

− γφ
M2

A

εA

√
v2

v̄2
B

− 1 tan

(
dξ

2

√
v2

v̄2
B

− 1

)
= 0,

2. La interface tiene interacción perfecta eléctrica y no interacción mecánica,

ku → 0, kϕ →∞. La ecuación (4.13) se reduce a√
1− v2

v̄2
A

√
v2

v̄2
B

− 1 tan

(
dξ

2

√
v2

v̄2
B

− 1

)
+

M2
B

εB
εA

+ coth
(
dξ
2

)√1− v2

v̄2
A

−

− M2
A

1 + εA
εB

coth
(
dξ
2

) √ v2

v̄2
B

− 1 tan

(
dξ

2

√
v2

v̄2
B

− 1

)
= 0,

3. La interface no tiene ni interacción eléctrica ni mecánica,

ku → 0, kϕ → 0. La ecuación (4.13) se reduce a

d2ξ2

4

(
v2

v̄2
B

− 1

)
= n2π2; n εZ,

4. La interface tiene interacción mecánica perfecta e interacción eléctrica parcial,

ku →∞, 0 < kϕ <∞. La ecuación (4.13) se reduce a

c̄A

√
1− v2

v̄2
A

− c̄B

√
v2

v̄2
B

− 1 tan

(
dξ

2

√
v2

v̄2
B

− 1

)
= γφ

(
eA
εA
− eB
εB

)2

,

5. La interface tiene ambas interacciones, mecánica y eléctrica perfectas,

ku →∞, kϕ →∞. La ecuación (4.13) se reduce a

c̄A

√
1− v2

v̄2
A

− c̄B

√
v2

v̄2
B

− 1 tan

(
dξ

2

√
v2

v̄2
B

− 1

)
=

(
eA
εA
− eB

εB

)2

1
εA

+ 1
εB

coth
(
d ξ
2

) ,
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6. La interface tiene interacción mecánica perfecta y no interacción eléctrica,

ku →∞, kϕ → 0. La ecuación (4.13) se reduce a

c̄A

√
1− v2

v̄2
A

− c̄B

√
v2

v̄2
B

− 1 tan

(
dξ

2

√
v2

v̄2
B

− 1

)
= 0.

4.2.2. Modos antisimétricos

1. La interface no tiene interacción mecánica e interacción eléctrica parcial,

ku → 0, 0 < kϕ <∞. La ecuación (4.19) se reduce a√
1− v2

v̄2
A

√
v2

v̄2
B

− 1 cot

(
dξ

2

√
v2

v̄2
B

− 1

)
− Aγφ

M2
B

εB

√
1− v2

v̄2
A

− Aγφ
M2

A

εA

√
v2

v̄2
B

− 1 cot

(
dξ

2

√
v2

v̄2
B

− 1

)
= 0,

2. La interface tiene interacción eléctrica perfecta y no interacción mecánica,

ku → 0, kϕ →∞. La ecuación (4.19) se reduce a√
1− v2

v̄2
A

√
v2

v̄2
B

− 1 cot

(
dξ

2

√
v2

v̄2
B

− 1

)
− M2

B
εB
εA

+ coth
(
dξ
2

)√1− v2

v̄2
A

− M2
A

1 + εA
εB

tanh
(
dξ
2

) √ v2

v̄2
B

− 1 cot

(
dξ

2

√
v2

v̄2
B

− 1

)
= 0,

3. La interface no tiene ni interacción eléctrica ni mecánica,

ku → 0, kϕ → 0. La ecuación (4.19) se reduce a

d2ξ2

(
v2

v̄2
B

− 1

)
= (2n+ 1)2π2; n εZ,

4. La interface tiene interacción mecánica perfecta e interacción eléctrica parcial,

ku →∞, 0 < kϕ <∞. La ecuación (4.19) se reduce a

c̄A

√
1− v2

v̄2
A

+ c̄B

√
v2

v̄2
B

− 1 cot

(
dξ

2

√
v2

v̄2
B

− 1

)
= Aγφ

(
eA
εA
− eB
εB

)2

,
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5. La interface tiene ambas interacciones, mecánica y eléctrica perfectas,

ku →∞, kϕ →∞. La ecuación (4.19) se reduce a

c̄A

√
1− v2

v̄2
A

− c̄B

√
v2

v̄2
B

− 1 cot

(
dξ

2

√
v2

v̄2
B

− 1

)
=

(
eA
εA
− eB

εB

)2

1
εA

+ 1
εB

tanh
(
d ξ
2

) ,
6. La interface tiene interacción mecánica perfecta y no interacción eléctrica,

ku →∞, kϕ → 0. La ecuación (4.19) se reduce a

c̄A

√
1− v2

v̄2
A

− c̄B

√
v2

v̄2
B

− 1 cot

(
dξ

2

√
v2

v̄2
B

− 1

)
= 0.

4.3. Cálculos numéricos

Para mostrar los efectos de las imperfecciones en las interfaces, se presentan algunas

curvas de dispersión. Se usan las propiedades de dos materiales piezoeléctricos, BaTiO3

como el piezoeléctrico A y, PZT4 como el piezoeléctrico B. Las propiedades de ambos

materiales se resumen en el cuadro 4.1.

Properties BaTiO3 PZT4

c (GPa) 43 26

e (C/m2) 11.6 10.5

ε (10−9C2/Nm2) 11.2 7.124

ρ (103kg/m3) 5 7.5

v̄ (103m/s) 3.07981 2.35162

Cuadro 4.1: Propiedades de BaTiO3 y PZT4
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Figura 4.1: kϕ = 0 F/m2

Analizemos algunas gráficas de las curvas de dispersión generadas usando procesos

numéricos.

4.3.1. Modos simétricos

Las curvas de dispersión para un parámetro de imperfección fijo y diferentes valores

para el segundo parámetro de imperfección, se muestran. Figura 4.1; kϕ = 0 F/m2 y

varios valores de ku (GPa/m). Las curvas son no monótonas para valores pequeños de ku
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Figura 4.2: kϕ = 5 F/m2

y, estrictamente convexas y decrecientes para grandes valores de ku. Como se puede ver,

las curvas de dispersión son desplazadas hacia la derecha al incrementarse los valores de

ku. Este comportamiento fue mostrado en por [Otero et al. 2011], en las figuras 2(a) y

2(b). Siendo el parámetro ku una fuerte influencia en las curvas de dispersión. Todas las

velocidades de onda tienden a la velocidad de onda en la fase B conforme ω d tiende a

infinito. No obstante, para altas frecuencias, la velocidad de fase de la onda siempre tiende

a la velocidad vB sin importar el grado de imperfección en la interface. Las velocidades
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Figura 4.3: kϕ = 107 F/m2

de onda se encuentran entre vA y vB. Figura 4.2; kϕ = 5 F/m2 y varios valores de ku

(GPa/m). Figura 4.3; kϕ = 107 F/m2 y varios valores de ku.

El comportamiento en ambas, figura 4.2 y 4.3 son similares a el caso kϕ = 0 F/m2,

aunque hay una ligera diferencia, la cual se muestra en la figura 4.4 si se compara las

curvas de dispersión para ku = 0,3 GPa/m en todos los casos. Como se puede observar en

la figura 4.4, hay un notable desplazamiento en ambos, ejes de frecuencia y velocidad. Si

kϕ es incrementado, las curvas de dispersión son desplazadas a la izquierda y la velocidad
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Figura 4.4: ku = 0,3 GPa/m

de la onda disminuida. Ésto es realmente importante ya que las curvas de dispersión

son fuertemente dependientes del parámetro de imperfección mecánico ku y débilmente

dependiente del parámetro de imperfección eléctrico kϕ.

4.3.2. Modos antisimétricos

Figura 4.5; kϕ = 10 F/m2 y varios valores de ku (GPa/m). Estas curvas son extric-

tamente convexas y tienen el mismo comportamiento no monótono tanto para pequeños
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como grandes valores de ku, similar al de las curvas de dispersión de los modos simétri-

cos. La diferencia visual entre las curvas de los modos simétricos y los antisimétricos,

es que estos últimos son desplazados a la derecha. Este comportamiento se muestra en

[Otero et al. 2011],en las figuras 8(a) y 8(b). El parámetro ku tiene una fuerte influencia

en las curvas de dispersión y todas las velocidades de onda se aproximan a la velocidad

de onda en la fase B,conforme ωd tiende a infinito. No obstante, para altas frecuencia,

la propagación de la onda no es afectada. Las velocidades de la onda están entre vA y

vB. Figura 4.6; kϕ = 107 F/m2 y varios valores de ku (GPa/m). El comportamiento en

las figuras 4.5 y 4.6 son muy similares , pero hay una pequeña diferencia que se muestra

en la figura 4.7 si comparamos las curvas de dispersión para ku = 0,5 GPa/m en ambos

casos. Como se puede observar en la figura 4.7, hay un notable desplazamiento en ambos,

el eje de frecuencia y de velocidad de onda, como en los modos simétricos.
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Figura 4.5: kϕ = 0 F/m2
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Figura 4.6: kϕ = 5 F/m2
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Figura 4.7: kϕ = 5 F/m2
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Caṕıtulo 5

Ondas interfaciales en una

estructura Piezoeléctrico/

Piezomagnético/Piezoeléctrico con

interfaces imperfectas

magneto-electro-mecánicas

Este caṕıtulo es dedicado a la segunda parte del trabajo; se trata un caso más general

al problema planteado en el caṕıtulo anterior, o sea, se usarán materiales piezoeléctrios

y piezomagnéticos con interfaces imperfectas magneto-electro-mecánicas.
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5.1. Relaciones de dispersión

Supongamos una estructura formada por el siguiente arreglo: piezoE/piezoM/ piezoE.

Para describir la propagación de ondas SH a lo largo del eje x positivo, las cuales satisfacen

las ecuaciones (2.29)-(2.31) en cada interface de la estructura, se requiere que u, ψ̄ y φ

tiendan a cero mientras y tienda a ±∞; las soluciones son de la forma

us = ei(ξ x−ω t)



UA eηA y si y < −1
2
d,

UB cos(ηB y) si |y| ≤ 1
2
d,

UA e−ηA y si y > 1
2
d,

(5.1)

φs = ei(ξ x−ω t)



ΦA eξ y si y < −1
2
d,

ΦB cosh(ξ y) si |y| ≤ 1
2
d,

ΦA e−ξ y si y > 1
2
d,

(5.2)

ψs = ei(ξ x−ω t)



ΨA eξ y si y < −1
2
d,

ΨB cosh(ξ y) si |y| ≤ 1
2
d,

ΨA e−ξ y si y > 1
2
d,

(5.3)

para los modos simétricos en y, y

uas = ei(ξ x−ω t)



UA1 eηA y si y < −1
2
d,

UB1 sin(ηB y) si |y| ≤ 1
2
d,

−UA1 e−ηA y si y > 1
2
d,

(5.4)

60



φas = ei(ξ x−ω t)



ΦA1 eξ y si y < −1
2
d,

ΦB1 sinh(ξ y) si |y| ≤ 1
2
d,

−ΦA1 e−ξ y si y > 1
2
d,

(5.5)

ψas = ei(ξ x−ω t)



ΨA1 eξ y si y < −1
2
d,

ΨB1 sinh(ξ y) si |y| ≤ 1
2
d,

−ΨA1 e−ξ y si y > 1
2
d,

(5.6)

para los modos antisimétricos en y, donde UA, UB, UA1, UB1, ΦA,ΦB,ΦA1, ΦB1, ΨA, ΨB,

ΨA1 y ΨB1 son constantes indeterminadas. Aqúı, ω, ξ y η son la frecuencia angular, la

componente x del vector de onda y la componente y del vector de onda, respectivamente,

siendo esta última definida para cada material como

ηA = ξ
√

(1− v2/v̄2
A) > 0, |y| ≥ 1

2
d,

ηB = ξ
√

(v2/v̄2
B − 1) > 0, |y| ≤ 1

2
d,

(5.7)

donde vA =
√
c̄A/ρA

(
vB =

√
c̄B/ρB

)
es la velocidad de la onda de cizalladura en el

piezoeléctrico(A) (piezoeléctrico(B)) y v = ω/ξ es la velocidad de fase.

5.1.1. Modos simétricos

Usando las expresiones (3.1) y (3.9) en la ecuación (3.15), tenemos

UA (c̄A ηA − ku) e− d ηA
2 + ΦA eA ξ e− d ξ

2 + UB ku cos

(
d ηB

2

)
= 0, (5.8)
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usando las expresiones (3.1) y (3.9) en la ecuación (3.16), tenemos

− UA kue− d ηA
2 + UB

(
c̄B ηB sin

(
d ηB

2

)
+ ku cos

(
d ηB

2

))
−ΨB fB ξ sinh

(
d ξ

2

)
= 0, (5.9)

usando las expresiones (3.1), (3.2) y (3.10) en la ecuación (3.18), tenemos,

− eA
εA

UA kϕ e− d ηA
2 − ΦA ( εA ξ + kϕ) e− d ξ

2 + ΦB kϕ cosh

(
d ξ

2

)
= 0, (5.10)

usando las expresiones (3.1), (3.2) y (3.10) en la ecuación (3.19), tenemos,

− eA
εA

UA kϕ e− d ηA
2 − ΦA kϕ e− d ξ

2

+ ΦB

(
εB ξ sinh

(
d ξ

2

)
+ kϕ cosh

(
d ξ

2

))
= 0, (5.11)

usando las expresiones (3.1), (3.3) y (3.11) en la ecuación (3.21), tenemos,

−ΨA (µA ξ + kψ) e− d ξ
2 +

fB
µB

UB kψ cos

(
d ηB

2

)
+ ΨB kψ cosh

(
d ξ

2

)
= 0, (5.12)

usando las expresiones (3.1), (3.3) y (3.11) en la ecuación (3.22), tenemos,

−ΨA kψ e− d ξ
2 +

fB
µB

UB kψ cos

(
d ηB

2

)
+ ΨB

(
µB ξ sinh

(
d ξ

2

)
+ kψ cosh

(
d ξ

2

))
= 0. (5.13)

El conjunto de ecuaciones (5.8)-(5.13) es un sistema de ecuaciones algebraico para UA, UB,

ΦA,ΦB,ΨA y ΨB. Para obtener las soluciones no triviales, el determinante de la matriz
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formada por éste debe ser cero y puede ser simplificado a∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

c̄A ηA − ku ku eA ξ 0 0 0

−ku c̄B ηB tan
(
d ηB
2

)
+ ku 0 0 0 −fB ξ tanh

(
d ξ
2

)
− eA
εA

kϕ 0 −εA ξ − kϕ kϕ 0 0

− eA
εA

kϕ 0 −kϕ εB ξ tanh
(
d ξ
2

)
+ kϕ 0 0

0 fB
µB

kψ 0 0 −kψ − ξ µA kψ

0 fB
µB

kψ 0 0 −kψ µB ξ tanh
(
d ξ
2

)
+ kψ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(5.14)

Haciendo trabajo algebraico con el determinante, llegamos a las relaciones de dispersión

para los modos simétricos:

PA PB + ku (PA + PB) = 0, (5.15)

donde

PA = c̄A

(
ηA − ξ γϕ

M2
A

εA

)
, PB = −c̄B

(
ηB tan

(
d ηB

2

)
+ ξ γψ

M2
B

µB

)
,

γϕ = kϕ

ξ+kϕ
(

1
εA

+ 1
εB

coth( d ξ2 )
) , γψ =

kψ

ξ+kψ

(
1
µA

+ 1
µB

coth( d ξ2 )
) ,

M2
A =

e2A
c̄A εA

, M2
B =

f2B
c̄B µB

.

5.1.2. Modos antisimétricos

Usando las expresiones (3.4) y (3.12) en la ecuación (3.15), tenemos

UA (c̄A ηA − ku) e− d ηA
2 + ΦA eA ξ e− d ξ

2 + UB ku cos

(
d ηB

2

)
= 0, (5.16)
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usando las expresiones (3.4) y (3.12) en la ecuación (3.16), tenemos

− UA kue− d ηA
2 + UB

(
c̄B ηB sin

(
d ηB

2

)
+ ku cos

(
d ηB

2

))
−ΨB fB ξ sinh

(
d ξ

2

)
= 0, (5.17)

usando las expresiones (3.4), (3.5) y (3.13) en la ecuación (3.18), tenemos,

− eA
εA

UA kϕ e− d ηA
2 − ΦA ( εA ξ + kϕ) e− d ξ

2 + ΦB kϕ cosh

(
d ξ

2

)
= 0, (5.18)

usando las expresiones (3.4), (3.5) y (3.13) en la ecuación (3.19), tenemos,

− eA
εA

UA kϕ e− d ηA
2 − ΦA kϕ e− d ξ

2

+ ΦB

(
εB ξ sinh

(
d ξ

2

)
+ kϕ cosh

(
d ξ

2

))
= 0, (5.19)

usando las expresiones (3.4), (3.6) y (3.14) en la ecuación (3.21), tenemos,

−ΨA (µA ξ + kψ) e− d ξ
2 +

fB
µB

UB kψ cos

(
d ηB

2

)
+ ΨB kψ cosh

(
d ξ

2

)
= 0, (5.20)

usando las expresiones (3.4), (3.6) y (3.14) en la ecuación (3.22), tenemos,

−ΨA kψ e− d ξ
2 +

fB
µB

UB kψ cos

(
d ηB

2

)
+ ΨB

(
µB ξ sinh

(
d ξ

2

)
+ kψ cosh

(
d ξ

2

))
= 0. (5.21)

El conjunto de ecuaciones (5.16)-(5.21) es un sistema de ecuaciones algebraico para

UA, UB,ΦA,ΦB,ΨA y ΨB. Para obtener las soluciones no triviales, el determinante de
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la matriz formada por éste debe ser cero y puede ser simplificado a∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

c̄A ηA − ku ku eA ξ 0 0 0

−ku c̄B ηB tan
(
d ηB
2

)
+ ku 0 0 0 −fB ξ tanh

(
d ξ
2

)
− eA
εA

kϕ 0 −εA ξ − kϕ kϕ 0 0

− eA
εA

kϕ 0 −kϕ εB ξ tanh
(
d ξ
2

)
+ kϕ 0 0

0 fB
µB

kψ 0 0 −kψ − ξ µA kψ

0 fB
µB

kψ 0 0 −kψ µB ξ tanh
(
d ξ
2

)
+ kψ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(5.22)

Haciendo trabajo algebraico con el determinante, llegamos a las relaciones de dispersión

para los modos antisimétricos:

PA PB + ku (PA + PB) = 0, (5.23)

donde

PA = c̄A

(
ηA − ξ Aγϕ

M2
A

εA

)
, PB = c̄B

(
ηB cot

(
d ηB

2

)
+ ξ Aγψ

M2
B

µB

)
,

Aγϕ = kϕ

ξ+kϕ
(

1
εA

+ 1
εB

tanh( d ξ2 )
) , Aγψ =

kψ

ξ+kψ

(
1
µA

− 1
µB

tanh( d ξ2 )
) ,

M2
A =

e2A
c̄A εA

, M2
B =

f2B
c̄B µB

.

Las expresiones (5.15) y (5.23) determinan la velocidad de fase v, donde ésta cambia

con la frecuencia y, por lo tanto, dando lugar a ondas dispersivas. Nótese que ku/c̄, kϕ/ε

y kψ/µ tienen dimensiones de número de onda.
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5.2. Casos ĺımite

5.2.1. Modos simétricos

Se consideran los siguientes casos ĺımite:

1. La interface tiene interacciones eléctricas y magnéticas perfectas e, interacción

macánica parcial, 0 < ku < ∞, kϕ → ∞ y kψ → ∞. La ecuación (5.15) se

reduce a

−c̄Ac̄B (λA −RA)

(
λB tan

(
dω

2

λB
v

)
+RB

)
+

ku

[
c̄A (λA −RA)− c̄B

(
λB tan

(
dω

2

λB
v

)
+RB

)]
= 0,

(5.24)

donde

λA =

√
1− v2

v̄2
A

, λB =

√
v2

v̄2
B

− 1,

RA =
εBM

2
A

εB + εA coth
(
dω
2v

) y RB =
µBM

2
B

µB + µA coth
(
dω
2v

) .
2. La interface tiene interacciones eléctricas y magnéticas parciales pero, sin interac-

ción mecánica, ku → 0, 0 < kϕ, kψ <∞. Las ráıces de (5.15) son√
1− v2

v̄2
A

− γϕ
M2

A

εA
= 0, (5.25)√

v2

v̄2
B

− 1 tan

(
dω

2v

√
v2

v̄2
B

− 1

)
+ γψ

M2
B

µB
= 0. (5.26)

3. La interface tiene interacción eléctrica perfecta pero, sin interacción macánica (des-

acoplamiento mecánico), ku → 0 y kϕ →∞. La ecuación (5.25) se reduce a√
1− v2

v̄2
A

[
εB + εA coth

(
dω

2v

)]
−M2

AεB = 0. (5.27)
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4. La interface no tiene interacción mecánica ni magnética, ku → 0 y kϕ → 0. La

única solución para v is v = vA, la cual no es una onda evanescente.

5. La interface tiene interacción magnética perfecta pero, sin interacción mecánica,

ku → 0 y kψ →∞. La ecuación (5.26) se reduce a√
v2

v̄2
B

− 1

[
µB + µA coth

(
dω

2v

)]
tan

(
dω

2v

√
v2

v̄2
B

− 1

)
+M2

BµA = 0. (5.28)

6. La interface no tiene interaciones magnéticas ni eléctricas, ku → 0 y kψ → 0. La

ecuación (5.26) se reduce a

v = v̄B

√
1

1−
(

2nπ
dω

)2
v̄2
B

, n = 0, 1, 2, 3, ... (5.29)

7. La interface tiene interacción mecánica e, interacción magnética y eléctrica parcial,

ku →∞, 0 < kψ , kϕ <∞. La ecuación (5.15) se reduce a

c̄A

√
1− v2

v̄2
A

− c̄B

√
v2

v̄2
B

− 1 tan

(
dω

2v

√
v2

v̄2
B

− 1

)
=
e2
A

ε2
A

γϕ +
f 2
B

µ2
B

γψ. (5.30)

8. La interface tiene interacciones eléctrica y magnética perfectas e interacción mecáni-

ca parcial, kψ →∞, kϕ →∞ y ku <∞. La ecuación (5.15) se reduce a

c̄AλA − c̄BλB tan

(
dω

2

λB
v

)
= c̄ARA + c̄BRB (5.31)

donde

λA =

√
1− v2

v̄2
A

, λB =

√
v2

v̄2
B

− 1,

RA =
εBM

2
A

εB + εA coth
(
dω
2v

) y RB =
µBM

2
B

µB + µA coth
(
dω
2v

) .
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9. La interface tiene interación mecánica perfecta pero, sin interacciones magnética ni

eléctrica, ku →∞, kψ → 0 y kϕ → 0. En este caso, v = vA, y v = vB.

10. La interface tiene interacciones mecánica y eléctrica perfectas pero, sin interacción

magnética, ku →∞, kψ → 0 y kϕ →∞. La ecuación (5.15) se reduce a

c̄A

√
1− v2

v̄2
A

− c̄B

√
v2

v̄2
B

− 1 tan

(
dω

2v

√
v2

v̄2
B

− 1

)
=

1

εA

εBe
2
A

εB + εA coth
(
dω
2v

) . (5.32)

11. La interface tiene interacciones mecánica y magnética perfectas pero, sin interacción

eléctrica, ku →∞, kψ →∞ y kϕ → 0. La ecuación (5.15) se reduce a

c̄AλA − c̄BλB tan

(
dω

2

λB
v

)
=
f 2
B

µB

µA

µB + µA coth
(
dω
2v

) , (5.33)

donde

λA =

√
1− v2

v̄2
A

y λB =

√
v2

v̄2
B

− 1.

5.2.2. Modos antisimétricos

Se consideran los siguientes casos ĺımite:

1. La interface tiene interacciones eléctricas y magnéticas perfectas e, interacción

macánica parcial, 0 < ku < ∞, kϕ → ∞ y kψ → ∞. La ecuación (5.23) se

reduce a

c̄Ac̄B (λA −RA)

(
λB cot

(
dω

2

λB
v

)
+RB

)
+

ku

[
c̄A (λA −RA) + c̄B

(
λB cot

(
dω

2

λB
v

)
+RB

)]
= 0,

(5.34)
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donde

λA =

√
1− v2

v̄2
A

, λB =

√
v2

v̄2
B

− 1,

RA =
εBM

2
A

εB + εA tanh
(
dω
2v

) y RB =
µBM

2
B

µB + µA tanh
(
dω
2v

) .
2. La interface tiene interacciones eléctricas y magnéticas parciales pero, sin interac-

ción mecánica, ku → 0, 0 < kϕ, kψ <∞. Las ráıces de (5.23) son√
1− v2

v̄2
A

− Aγϕ
M2

A

εA
= 0, (5.35)√

v2

v̄2
B

− 1 cot

(
dω

2v

√
v2

v̄2
B

− 1

)
+ Aγψ

M2
B

µB
= 0. (5.36)

3. La interface tiene interacción eléctrica perfecta pero, sin interacción macánica (des-

acoplamiento mecánico), ku → 0 y kϕ →∞. La ecuación (5.35) se reduce a√
1− v2

v̄2
A

[
εB + εA tanh

(
dω

2v

)]
−M2

AεB = 0. (5.37)

4. La interface no tiene interacción mecánica ni magnética, ku → 0 y kϕ → 0. La

única solución para v is v = vA, la cual no es una onda evanescente.

5. La interface tiene interacción magnética perfecta pero, sin interacción mecánica,

ku → 0 y kψ →∞. La ecuación (5.36) se reduce a√
v2

v̄2
B

− 1

[
µB − µA tanh

(
dω

2v

)]
cot

(
dω

2v

√
v2

v̄2
B

− 1

)
+M2

BµA = 0. (5.38)

6. La interface no tiene interaciones magnéticas ni eléctricas, ku → 0 y kψ → 0. La

ecuación (5.36) se reduce a

v = v̄B

√√√√ 1

1−
(

(2n−1)π
dω

)2

v̄2
B

, n = 0, 1, 2, 3, ... (5.39)
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7. La interface tiene interacción mecánica e interacción magnética y, eléctrica parcial,

ku →∞, 0 < kψ , kϕ <∞. La ecuación (5.23) se reduce a

c̄A

√
1− v2

v̄2
A

+ c̄B

√
v2

v̄2
B

− 1 cot

(
dω

2v

√
v2

v̄2
B

− 1

)
=
e2
A

ε2
A

Aγϕ −
f 2
B

µ2
B

Aγψ. (5.40)

8. La interface tiene interacciones eléctrica y magnética perfectas e interacción mecáni-

ca parcial, kψ →∞, kϕ →∞ y ku <∞. La ecuación (5.23) se reduce a

c̄AλA + c̄BλB cot

(
dω

2

λB
v

)
= c̄ARA − c̄BRB (5.41)

donde

λA =

√
1− v2

v̄2
A

, λB =

√
v2

v̄2
B

− 1,

RA =
εBM

2
A

εB + εA tanh
(
dω
2v

) y RB =
µBM

2
B

µB − µA tanh
(
dω
2v

) .
9. La interface tiene interación mecánica perfecta pero, sin interacciones magnética ni

eléctrica, ku →∞, kψ → 0 y kϕ → 0. En este caso, v = vA, y v = vB.

10. La interface tiene interacciones mecánica y eléctrica perfectas pero, sin interacción

magnética, ku →∞, kψ → 0 y kϕ →∞. La ecuación (5.23) se reduce a

c̄A

√
1− v2

v̄2
A

+ c̄B

√
v2

v̄2
B

− 1 cot

(
dω

2v

√
v2

v̄2
B

− 1

)
=

1

εA

εBe
2
A

εB + εA tanh
(
dω
2v

) . (5.42)

11. La interface tiene interacciones mecánica y magnética perfectas pero, sin interacción

eléctrica, ku →∞, kψ →∞ y kϕ → 0. La ecuación (5.23) se reduce a

c̄AλA + c̄BλB cot

(
dω

2

λB
v

)
= − f

2
B

µB

µA

µB + µA tanh
(
dω
2v

) , (5.43)

donde

λA =

√
1− v2

v̄2
A

y λB =

√
v2

v̄2
B

− 1.
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5.3. Cálculos numéricos

Para mostrar los efectos de las imperfecciones en las interfaces, se presentan algunas

curvas de dispersión. Se tomaron como referencia para los cálculos numéricos las propie-

dades de los siguientes matriales: BaTiO3 (piezoeléctrico) y CoFe2O4 (piezomagnético),

cuyas propiedades son enlistadas en el cuadro 5.1 [Otero et al. 2013].

Properties BaTiO3 CoFe2O4

c (GPa) 43.9 45.3

e (C/m2) 11.4 0

f (N/Am) 0 550

ε (10−11C2/Nm2) 9.82 8

µ (10−6N/A2) 5 157

ρ (103kg/m3) 5.7 5.3

v̄ (103m/s) 3.165998 2.985081

Cuadro 5.1: Propiedades de BaTiO3 y CoFe2O4

5.3.1. Modos simétricos

En las primeras tres figuras, analizamos las curvas de dispersión para los modos

simétricos.

En la figura 5.1, las curvas de dispersión v = f(ωd) para para parámetros de imper-

fección eléctrico y magnético fijos kϕ = 0,1 F/m2 y kψ = 0,2 H/m2, y diferentes valores de

71



0 20 40 60 80 100 120 140 160
2.94

2.96

2.98

3.00

3.02

3.04

3.06

3.08

3.10

v 
(1

03  m
 s-1

)

 d (103 rad s-1 m)

 ku = 0.5
 ku = 1.0
 ku = 2.0
 ku = 3.0
 ku = 4.0
 ku = 5.0
 ku = 6.0
 ku = 10.0
 ku = 20.0
 ku = 30.0
 ku = 100

Figura 5.1: kϕ = 0,1 F/m2, kψ = 0,2 H/m2

los parámetros de imperfección mecánica ku son mostrados. Como podemos ver, algunos

gráficos consisten de tres partes, la primer parte es cóncava, la segunda es convexa y la

última cóncava nuevamente, pero mientras los valores de ku incrementan, el resto de la

gráfica se vuelve cóncava. Para algunos valores de ku, las curvas de dispersión tienen un

mı́nimo, el cual está desplazado hacia la derecha y finalmente desaparece mientras ku es

incrementado. Cada curva se encuentra en el rango de velocidades f́ısicamente aceptable

para ser una onda dispersiva y todas las velocidades de onda tienden vB mientras ωd
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Figura 5.2: kψ = 0,2 H/m2, ku = 0,2 Pa/m

crece indefinidamente. Una de las importantes conclusiones que se puede extraer de esta

gráfica es, que esas curvas son desplazadas a la derecha con el incremento de los valores

de ku, por lo tanto, estos tienen una gran influencia sobre las curvas de dispersión.

En la figura 5.2, las curvas de dispersión v = f(ωd) para los parámetros de imper-

fección magnética y mecánica fijos kψ = 0,2 H/m2, ku = 0,2 Pa/m y diferentes valores

del parámetro de imperfección eléctrico kϕ se muestran. Todas las gráficas se encuentran

en el rango de velocidades f́ısicamente aceptables para ser ondas dispersivas. Cada curva
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Figura 5.3: kϕ = 0,2 F/m2, ku = 0,2 Pa/m

tiene un valor mı́nimo relativo, el cual es fijo, ocurre en el mismo valor de ωd y tiene un

ligero desplazamiento vertical hacia velocidades menores cuando el valor kϕ se incremen-

ta. Las tres curvas son mostradas en un rango completo de ωd, el cual es fragmentado

en tres partes, esto para poder exibir la diferencia entre estos. Las curvas se muestran en

los intervalos:

i) 0 6 ωd 6 50000 rad s−1 m, las curvas tienen un mı́nimo pero no es claro a las vista la

diferencia entre curvas,
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ii) 3000 6 ωd 6 11000 rad s−1 m, cambiando el rango podemos observar la separación de

estas claramente,

iii) 65712 6 ωd 6 65715 rad s−1m, en esta sección se tuvo que ir hasta la quinta posición

decimal para poder observar la separación de estas. Esas tres curvas siguen el mismo

patrón que las gráficas de ku = 0,5 en la figura 5.1. Los valores de kϕ tienen una pequeña

influencia sobre las curvas de dispersión.

En la figura 5.3, las curvas de dispersión para kϕ = 0,2 F/m2, ku = 0,2 Pa/m y di-

ferentes valores del parámetro de imperfección magnética kψ se muestran. Las curvas de

dispersión en la figura 5.2 y la figura 5.3 son parecidas, es por lo que ésta se muestra en

tres fragmentos también, pero en este caso, debemos ir hasta la sexta o septima posición

decimal para poder ver la separación de las curvas. Todas las gráficas se encuentran en

el rango de velocidades f́ısicamente aceptables para ser ondas dispersivas.La influencia

de kψ sobre las curvas dispersivas es realmente pequeña, pero existe.

5.3.2. Modos antisimétricos

Ahora, se analizan las curvas de dispersión para los modos antisimétricos.

En la figura 5.4, las curvas de dispersión v = f(ωd) para parámetros de imperfección

eléctrico y magnético fijos kϕ = 0,1 F/m2, kψ = 0,2 H/m2 y diferentes valores del

parámetro de imperfección mecánico ku se muestran. Como se puede ver, todas las curvas

consisten de dos partes, la primera es convexa y la segunda concava para todos los valores

de ku.
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Figura 5.4: kϕ = 0,1 F/m2, kψ = 0,2 H/m2

Cada curva está en el rango f́ısicamente aceptable de velocidades para ser una onda

dispersiva y su comportamiento mientras ωd tiende a infinito, nos recuerda a la de la

figura 5.1. Cada curva tiene un valor mı́nimo relativo, el cual es desplazado hacia la

derecha cuando los valores de ku aumentan. Los valores de ku tienen una influencia muy

marcada sobre las curvas de dispersión.

In la figura 5.5, las curvas de dispersión para kψ = 0,2 H/m2, ku = 0,3 Pa/m y

diferentes valores del parámetro de imperfección eléctrica kϕ se muestran. Cada curva
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tiene un valor mı́nimo relativo, el cual es desplazado hacia la derecha cuando los valores

de ku incrementan. Las tres curvas son mostradas en el rango completo de ωd, el cual

está fragmentado en dos partes de tal manera que se pueda exibir la diferencia entre

estos. Las curvas son mostradas en los intervalos:

i) 14000 6 ωd 6 28000 rad s−1 m, las curvas tienen un máximo y es clara la separación

entre ellas,

ii) 65712 6 ωd 6 65715 rad s−1 m, en esta sección se tuvo que ir hasta las sexta posición
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Figura 5.6: kϕ = 0,2 F/m2, ku = 0,2 Pa/m

decimal para poder observar la separación de las curvas. Esas dos curvas siguen el mismo

patrón que la gráfica ku = 0,3 Pa/m en la figura 5.4. Todas la curvas de dispersión entán

en el rango de velocidades entre vB y vA. Los valores de kϕ tienen una pequeña influencia

sobre las curvas de dispersión.

En la figure 5.6, las curvas de dispersión para kϕ = 0,2 F/m2, ku = 0,2 Pa/m y dife-

rentes valores del parámetre de imperfección magnética kψ son mostrados. Las curvas de

dispersión en las figuras 5.5 y 5.6 son parecidas, por lo cual la figure 5.6 es mostrada tam-
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bién en dos fragmentos. Todas las gráficas pertenecen al rango de velocidades f́ısicamente

aceptable para ser una onda dispersiva.La influencia del parámetro de imperfección kψ

sobre las curvas de dispersión es débil, pero existe.
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Caṕıtulo 6

Conclusiones y trabajos a futuro

“El futuro pertenece a quienes creen

en la belleza de sus sueños.

(Eleanor Roosevelt (1884-1962))

6.1. Piezoeléctrico/Piezoeléctrico/Piezoeléctrico

Las relaciones de dispersión para la propagación de una onda interfacial de cizalladura

en una estructura A/B/A piezoeléctrica para ambos modos: simétrico y antisimétrico,

han sido estudiados, considerando imperfección eléctrica y mecánica en las interfaces.

Dichas interfaces han sido modeladas por medio de un capacitor y un resorte, respecti-

vamente. Expresiones anaĺıticas para las relaciones de dispersión fueron obtenidas y dife-

rentes casos ĺımite estudiados, concordando con [Otero et al. 2011]. Ejemplos numéricos

fueron presentados usando las propiedades de dos materiales piezoeléctricos (PZT4 y
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BaTiO3), y las curvas de dispersión para diferentes valores de los parámetros materia-

les (ku y kϕ), se muestran. Algunas conclusiones acerca de las curvas de dispersión se

enuncian a continuación:

están confinadas dentro de la velocidad de los medios A y B para ambos modos:

simétrico y antisimétrico,

nunca se intersectan entre ellas para ambos modos,

tienden a vB conforme ω d tiende a infinito para todos los valores de (ku) y de (kϕ),

son no monotonas para pequeños valores de (ku) y, estrictamente convexa y decre-

ciente para grandes valores de (ku),

entre mas pequeño es el valor del parámetro (kϕ), mayor será el desplazamiento

hacia la derecha.

6.2. Piezoeléctrico/Piezomagnético/Piezoeléctrico

Las relaciones de dispersión para la propagación de una onda interfacial en una es-

tructura PiezoE/PiezoM/PiezoE tanto para los modos simétricos como los antisimétri-

cos, fueron estudiadas considerando la existencia de las tres imperfecciones interfaciales

(mecánica, eléctrica y magnética). Dichas imperfecciones fueron modeladas por medio

de un resorte, un capacitor y un inductor, respectivamente. Expresiones anaĺıticas para

las relaciones de dispersión para ambos modos fueron obtenidas y algunos casos ĺımite
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fueron estudiados. Varios ejemplos numéricos se desarrollaron usando como piezoeléctri-

co BaTiO3 y como piezomagnético CoFe2O4 y, las curvas de dispersión obtenidas para

diferentes valores de los parámetros materiales (kϕ, kψ y ku) son presentados. Finalmente,

enlistemos algunas conclusiones acerca de las curvas de dispersión:

están confinadas den el rango de velocidades de los medios A y B para ambos

modos, simétricos y antisimétricos, siendo estas curvas, continuas en todo el rango

de velocidades,

nunca se intersectan,

tienden a vB conforme ω d tiende a infinito para todos los casos estudiados aqúı,

algunas curvas para los modos simétricos tienen un mı́nimo relativo, el cual se

desplaza a la derecha cuando el parámetro ku incrementa su valor y para los modos

antisimétricos tiene un máximo relativo, el cual se dezplaza hacia la derecha cuando

el parametro ku incrementa su valor, pero permanece en la misma posición cuando

los parametros kψ y kϕ incrementan su valor,

son estrictamente cóncavas para grandes valores de ω d para ambos modos,

son influenciadas en diferentes ordenes de magnitud por los parámetros: ku, kψ y

kϕ.
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6.3. Perspectivas a futuro

Los trabajos realizados para esta tesis, aún pueden ser generalizados y extendidos

incluyendo otras caracteristicas de los materiales y, se pueden obtener expresiones que

daŕıan mucha información f́ısica con respecto al sistema estudiado. A continuación se

enuncian posibles trabajos de investigación a futuro:

1. Trabajar el problema de curvas de dispersión para materiales magneto-electro -

elasticos con interfaces imperfectas magneto-electro-mecánicas.

2. Trabajar el problema de curvas de dispersión para materiales visco-elásticos con

imperfecciones electro-mecánicas.

3. Trabajar el problema de curvas de dispersión para materiales visco-elásticos con

imperfecciones magneto-electro-mecánicas.

4. Estudiar un modelo análogo considerando una mesofase y relacionar las propiedades

de esta mesofase en función de los parámetros de imperfección.

5. Calcular con dinámica molecular las propiedades de la mesofase.
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