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0.2. INTRODUCCION

El conjunto de Mandelbrot ha sido objeto de interés y estudio, ya que los conjuntos
notablemente similares al conjunto de Mandelbrot ocurren en muchas otras familias
complejas uniparameétricas de funciones analiticas complejas. La razén es que las
funciones, o iteraciones de las mismas, pueden comportarse localmente como un
polinomio cuadratico.

El conjunto de Mandelbrot esta asociado a la familia cuadratica de polinomios com-
plejos P.(z) = 22 +c¢, para c € C. Mas precisamente, sea K. el conjunto de Julia lleno
de P., es decir,

K. ={z € C|{P*(2)}.en esta acotado}

y el conjunto de Julia 7., se define como la frontera de .. Ambos conjuntos estan
acotados y son completamente invariantes bajo P..

Figura 1: Ejemplo de conjunto de Julia, K. es la parte sombreaday J. = 0K..

Los polinomios P, tienen un Unico punto critico en C que es w = 0. El comporta-
miento de este punto juega un papel crucial en la determinacién de la dinamica de
P.y latopologia de K..

En efecto, el conjunto de Julia lleno es conexo si y sélo si contiene al punto critico 0;
sino, es un conjunto de Cantor. Esta dicotomia es reflejada en la definicién del con-
junto de Mandelbrot M, que esta definido como el conjunto de parametros ¢, para
los cudles K. es conexo, o equivalentemente como el conjunto de parametros para
los cudles la 6rbita del 0 est4 acotada.

Los trabajos de A. Douady, J.H. Hubbard, D. Sullivan y J.C. Yoccoz contribuyeron
enormemente al entendimiento del conjunto de Mandelbrot, pero quedan muchas
preguntas abiertas interesantes. La principal es probar que M es localmente cone-
X0 (conjetura MLC).
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Figura 2: Conjunto de Mandelbrot

Los siguientes son resultados conocidos sobre M:

M es lleno, compacto y conexo.

El interior de M contiene componentes conexas para las cuales P. tiene una
oOrbita periédica atractora, llamadas componentes hiperbdlicas y es conjetura
gue su unién es igual al interior de M.

Para cada componente hiperbdlica 2 de M, existe un isomorfismo conforme
o : D — Q, tal que pq(t) = c entonces el polinomio asociado F. tiene un ciclo
atractor cuyo multiplicador es ¢. El punto ¢q(0) es llamado el centro de (2. Esta
funcién se extendide a un homeomorfismo de D en Q. Sea lim,_,; pq(re?™) =
va(t) = ~(t), esto define una parametrizacion de la frontera de 2. Para cada
t € R/Z, el punto ~(t) en oS tiene argumento interno t.

Existe una unica componente hiperbdlica, llamada €2y, que es acotada por la
cardioide principal, para la cual P. tiene un punto fijo atractor. Para cualquier
argumento interno p/q € Q/Z existe una componente hiperbdlica 2/, adjunta
a la cardioide en el punto ~,(p/q). Dicha componente hiperbdlica tiene valores
¢, para los cuales P. tiene un ciclo atractor de periodo g.

Existe un isomorfismo conforme ¢, : C\M — C\D, tal que #2© — 1 cuando
¢ — oo. Un rayo externo de argumento externo 6 es definido como

Ry (0) = SDJT/[l({Te%w}Kmoo)-

Los rayos externos con argumento racional juegan un papel especial. Se sabe que
tienen un limite en la frontera de M cuando r — 1. El conjunto de puntos de aterri-
zaje de dichos rayos consiste de todas las raices de las componentes hiperbdlicas
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y todos los puntos Misiurewicz, es decir, los valores de ¢ para los cuales w = 0 es
estrictamente preperiédico.

Sean p y ¢ enteros positivos, p < ¢, ¢ > 2, primos relativos. Definimos la p/q— ex-
tremidad de M, £,/,, como la componente conexa de M\, adjunta a la cardioide
principal en el punto con argumento interno p/q, es decir, en ¢ = vy(p/q)., ver Figura
3.

Figura 3: Limbs £, ,5 y £,,3 de M.

La técnica de cirugia cuasiconforme en polinomios complejos como una forma de
construir ciertas funciones entre espacios de parametros fue introducida en [BD86],
para relacionar un cierto espacio de parametros cubico y cuadratico a la 1/2 - extre-
midad del conjunto de Mandelbrot. Luego la cirugia se usé en [BF99] para construir
homeomorfismos entre ciertas extremidades del conjunto de Mandelbrot.

El trabajo de esta tesis esta basado en dicho resultado histérico de A. Douady y B.
Branner , [BD86]. El objetivo principal es aprender la cirugia cuasiconforme como
herramienta y lo haremos a través del entendimiento de la demostracion del siguien-
te resultado.

Teorema 0.2.1. Existe una funcion ¢4 : L,,2 — Li/3 que es un homeomorfismo de
L1/2 con su imagen.

Este es un resultado sobre el espacio de parametros para polinomios cuadraticos,
considerados como sistemas dinamicos y es obtenido por medio de cirugia.

La cirugia cuasiconforme es una técnica comunmente usada para la construccion
de funciones holomorfas con una dinamica prescrita. La “dinamica prescrita” nos da
una funcién f la cual en general no es holomorfa, pero podria serlo. Nos referiremos
a f como una funcién modelo. La palabra “CIRUGIA” aparece porque se necesita
“cortar” y “pegar” diferentes espacios y funciones juntas para construir a f. Esté es
usualmente el primer paso para la construccion y es conocido como cirugia topo-
l6gica. Después pasaremos al mundo holomorfo para hacer una mejor eleccién de
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nuestro modelo, y verificar si la funcion modelo tiene una copia dinamica holomorfa,
es decir, que exista una funcién holomorfa que conjuge a f.

En general, encontrar una funcion holomorfa F' que esté conjugada a una funcion
cuasiregular f es el ultimo paso en la construccion de la cirugia. El primer paso, la
construccion de una funcidon modelo, requiere de creatividad. Es en esta etapa que
la cirugia real esta involucrada. No hay una teoria general sobre como hacerlo, ya
gue cada problema requiere de su propia solucién particular.

Figura 4: Bosquejo de la cirugia de cortado y pegado para c € £, /».

Ademads como una consecuencia de nuestro teorema principal tenemos

Corolario 0.2.2. La imagen de [—2,—3/4] bajo la funcién ¢4 es un arco topoldgico
en 51/3.

Este arco es la vena principal de £, 3. La principal motivacion de Douady para ha-
cer cirugia era dar soporte a la conjetura de arco conexidad, si la conjetura M LC
es probada, se sigue inmediatamente que M es arco conexo, ya que un conjunto
cerrado, conexo y localmente conexo es siempre arco conexo.

Estos resultados se basan de manera esencial en la teoria de funciones de tipo po-
linomial y la teoria de transformaciones cuasiconformes.

La estructura de la tesis es la siguiente: En el primer capitulo: Preliminares, introdu-
ciremos las notaciones y herramientas béasicas. En el segundo capitulo se desarrolla
la teoria de la geometria cuasiconforme. En el capitulo 3 introducimos la nocion y
ejemplos de cirugia. En particular, la cirugia de cortado y pegado en sectores, que
es el tipo de cirugia que se utiliza para la demostracion del teorema 0.2.1. Finalmen-
te, el ultimo capitulo sera dedicado a la demostracién del teorema 0.2.1.

Este trabajo tuvo aportaciones de la Dra. Nuria Fagella, como lo son algunas ima-
genes que aparecen en su libro [BFB14].
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Capitulo 1

PRELIMINARES

La técnica de cirugia cuasiconforme que estudiaremos la aplicaremos a sistemas
dinamicos holomorfos, 0 mas precisamente a los sistemas dinamicos generados
por la iteracion de funciones holomorfas

f:9—=25,

donde S es una superficie de Riemann. Para cualquier condicion inicial z, € S con-
sideraremos la 6rbita de z, bajo f, como la sucesién de puntos

O(z0) ={20,21 = f(20), 22 = f(21) = [*(20)s-- -+ 20 = f(z0—1) = ["(20), - }-

Entender el sistema dindmico generado por las iteraciones de f significa entender
que sucede con todas las 6rbitas, en términos de su condicion inicial, es decir, su
comportamiento asintético cuando el tiempo n tiende a infinito. Bajo f, el punto z,
puede ser fijo si f(zy) = 2o, periddico de periodo p > 1 0 p - periddico, si fP(z) = 2o
y si k < p entonces f*(zq) # 2o, preperiddico si f*(z,) es periddico para algin k > 0,
pero z, no lo es, convergente si f"(z,) — z* cuando n — oo para algun p > 1
(entonces, z* es p - periddico, si p es minimal con respecto a esta propiedad). Una
orbita periédica de periodo p es llamada p - ciclo.

Un punto z, € S es llamado recurrente si la érbita de z; intersecta cualquier vecindad
arbitraria de z,. Igualmente, U C S es un conjunto recurrente si F*(U) intersecta U
para infinitos valores de n.

Una funcién holomorfa f : C — C es una funcién racional. Por lo tanto, f(z) = ggjg,
donde Py @ son polinomios sin factores comunes. El grado de f se define como

d = max{deg(P), deg(Q)}.

Este es entonces el grado topolégico de f en el sentido de que todo punto en C
tiene exactamente d preimagenes bajo f contando multiplicidades. Para d = 1 la
funcion f es una transformacion de Mdbius y es un isomorfismo conforme. Dina-
micas interesantes en C requieren de una funcién racional de grado ¢ > 2. Deno-
tamos por Rat a la clase de funciones racionales de grado al menos 2, es decir,

7
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Rat = {f : C — C| f es una funcién racional de grado al menos2}. Un subconjunto
de Rat es la clase de polinomios que denotamos por Pol.

Para cualquier grado d > 2, consideraremos las clases Raty y Poly, las funciones
racionales y polinomios de grado d, respectivamente.

En este capitulo haremos un breve recordatorio de la teoria basica de la dinamica
holomorfa.

1.1. Conjugaciones

Las conjugaciones son la principal herramienta usada para comparacion y clasifi-
caciéon de sistemas dindmicos. En esta secciéon, X y Y son espacios topoldgicos
ométricosy f : X — X, g :Y — Y son funciones continuas, a menos que se
especifique lo contario. Muchos de los siguientes resultados pueden ser facilmente
comprobados, y los no tan obvios pueden ser encontrados por ejemplo en [Rob04].

Definicion 1.1.1. (Sistemas dinamicos conjugados). Decimos que [ y g son to-
polégicamente conjugados f ~., g, Si existe un homeomorfismo h : X — Y tal que
ho f = go h, es decir que el siguiente diagrama conmuta.

x—1.ox

h h
y 2.y

Si h puede ser escogida como C” con 0 < y < oo (resp. lineal, afin) decimos que
fy g son C"- conjugadas (resp. linealmente conjugada, afinmente conjugada). Si
X,Y c C podemos usar también el término conformemente (resp. cuasiconforme-
mente) conjugado con su respectiva definicién. Estas definiciones también tienen
sentido localmente. Observemos que cuando X = Y = C, conjugaciones confor-
mes son conjugaciones afines.

Sistemas conjugados son “el mismo” modulo un cambio de variables. La regularidad
de la conjugacion hace esta identificacion mas o menos restrictiva. Las conjugacio-
nes preservan orbitas. De hecho, si f ~,,, g entonces f" ~,,, g". Por lo tanto, O (z)
es enviada biyectivamente en O (h(z,)) por h. En particular, érbitas periddicas son
enviadas en oOrbitas periddicas de mismo periodo.

Propiedades que se preservan bajo conjugaciones son importantes y reciben un
nombre especial.

Definicion 1.1.2. (Conjugaciones invariantes). Una propiedad o una cualidad aso-
ciada a un sistema dinamico que preserva bajo conjugaciones topoldgicas (resp C",
cuasiconformes, conformes, etc.) es llamada invariante topoldgico (resp. C", cuasi-
conforme, conforme, etc.)
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Un ejemplo de un C*! - invariante es el multiplicador de una érbita periédica.

Lema 1.1.3. Supongamos X,Y C Ry f,g € C*(R) 0o X,Y C C y f,g son holor-
morfas. Si h es real (resp. compleja) C* - conjugada entre f y g, y o €S un punto
periddico de periodo p, entonces y, := h(xy) es periddico de periodo p y

(") (o) = (9")' (30)-

Podemos ver que muchas propiedades de conjuntos dinamicamente definidos son
preservados bajo conjugacion topoldgica. Como un ejemplo, lo siguiente.

Definicion 1.1.4. (Conjuntos invariantes). Un conjunto U C X es f- invariante o
invariante (hacia delante) bajo f : X — X si f(U) C U. Decimos que U es invariante
hacia atras bajo f, si (f~')(U) C U. Finalmente, U es topolégicamente invariante o
completamente invariante bajo f, si f(U) = U = f~1(U).

Lema 1.1.5. Conjugaciones topoldgicas entre f y g, envian conjuntos f- invariantes
en conjuntos g - invariantes.

Algunos sistemas dindmicos que no son conjugados podrian ser semiconjugados.
Esto pasa cuando existe una funcién continua » : X — Y que satisface ho f =
g o h pero no es un homeomorfismo. Cuando es éste el caso, muchas propiedades
todavia se transfieren de f en g. Por ejemplo, orbitas de f son enviadas en érbitas
de g, pero un p - ciclo de f podria ser enviado a un p’ - ciclo de g, donde p’|p.

Un concepto mas débil es el de la equivalencia entre sistemas dinamicos.

Definicion 1.1.6. (Sistemas dinamicos equivalentes ). Decimos que f y g son
topoldgicamente equivalentes si existen homeomorfismos h, y h, tal que el siguiente
diagrama conmuta.

Iy

X
hll ha
Y

—>Y

Las equivalencias no preservan érbitas y por lo tanto la dinamica de f y g son muy
diferentes. Sin embargo, si f y g son topoldgicamente equivalentes, existe una bi-
yeccion entre los puntos criticos de f y los puntos criticos de ¢g (un punto critico es
un punto donde una funcién no puede ser localmente inyectiva), y Io mismo para los
valores criticos (las imagenes de los puntos criticos). Como hemos visto, el nimero
de puntos y valores criticos juegan un muy importante rol en dinamica holomorfa.
En este contexto, ser equivalente significa, en algun sentido, pertenecer a la misma
“familia” de funciones.
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1.2. Dinamica holomorfa: Espacio fase

A partir de ahora consideraremos funciones holomorfas f : S — S con espacio
fase o espacio dinamico S igual a la ésfera de Riemann C, el plano complejo C o
C* = C\{0}.

1.2.1. Particion dinamica

Una propiedad especial de los sistemas dindmicos holomorfos es la divisdn del es-
pacio fase inducido por el concepto de familia normal.

Definicion 1.2.1. (Familia normal de una funcion holomorfa) Sea U c C un
dominio y F una familia de funciones holomorfas de U en C. Decimos que F es
una familia normal en U si alguna sucesion infinita de elementos de F contiene una
subsucesion que converge uniformemente en conjuntos compactos de U a alguna
funcion limite.

La condicién de normalidad puede ser expresada en términos de equicontinuidad,
pidiendo que la familia sea localmente equicontinua en U con respecto a la métrica
esférica en C.

Una forma facil de verificar normalidad es aplicar el Teorema de Montel.

Teorema 1.2.2. (Teorema de Montel) Sea U c C un dominio y F una familia de
funciones holomorfas de U en C. Si existen tres puntos distintos a,b,c € C tal que
f(U) c C\{a,b,c} para toda f € F, entonces F es una familia normal en U.

En particular, si |f(U)| < R para toda f € F y para algin R > 0, entonces R es una
familia normal en U.

En dinamica holomorfa el concepto de normalidad es aplicado a la familia de itera-
ciones de una funcién f dada. Si {/"},.>o €s normal en un dominio U, las érbitas de
puntos en U se comportan de manera similar. El concepto de normalidad define la
particién dinamica explicada en la siguiente definicion.

Definiciéon 1.2.3. (Conjunto de Fatou y conjunto de Julia) Dada una funcion ho-
lomorfa f : S — S como antes, definimos el conjunto de Fatou de f como

Fr=A{z¢€ S|{f"}.forma una familia normal en una vecindad de :},
y el conjunto de Julia de | es su complemento

jf == S\J—"f

El conjunto de Fatou es abierto y el conjunto de Julia es cerrado en S, y ambos con-
juntos son totalmente invariantes (es decir, sus érbitas no se mezclan, esto quiere



1.2. DINAMICA HOLOMORFA: ESPACIO FASE 11

decir que si tomamos un punto en 7(f) e iteramos su 6rbita hacia adelante o hacia
atras estas nunca se escapan). De hecho, 7(f) es el conjunto cerrado infinito mas
pequefio que es totalmente invariante bajo f. Pensamos entonces al conjunto de
Fatou como el conjunto de oOrbitas de f que en algun sentido son estables o mansa,
mientras que el conjunto de Julia es el conjunto de 6rbitas cadticas.

Los conjuntos de Fatou y Julia son preservados bajo conjugacién topologica en el
sentido de que si h es un homeomorfismo tal que ho f = go h, para f, g holomorfas,
entonces J(g) = h(J(f)) y F(g) = h(F(f)).

Como un ejemplo bésico, consideremos f(z) = z¢ para d > 2. Entonces el conjunto
de Fatou es igual a C\S', mientras que [J; = S'. En efecto, cualquier érbita dentro
de D converge a 0, mientras que toda 6rbita en C\ID converge a infinito. Orbitas de
puntos en S! permanecen en S! y siguen la dinamica de la funcién M, : T — T defi-
nida por ¢t — dt( mdéd 1). Puntos arbitrariamente cercanos al circulo unitario tienen
un comportamiento asintotico radicalmente diferente que los del circulo. A pesar de
gue los conjuntos de Julia en general son fractales, las dinamicas en un conjunto de
Julia comparten muchas de las propiedades de la funcién M en el circulo unitario.

En el ejemplo antes mencionado, 0 e infinito, son puntos fijos atractores. En gene-
ral, si O(z) = {20, 21,...,2,-1} forma un p - ciclo, definimos el multiplicador del ciclo
como

A= (") (z) = f(20) - f'(z1) - f(2p-1)

para algun i € {0,...,p — 1}, si las Orbitas pertenecen a C. Si las érbitas incluyen el
punto al infinito, el multiplicador es definido como antes después de un cambio de
variables que mueven la 6rbita en C. La érbita periddica se clasifica como

e atractora si |\| < 1 (superactractora si A = 0);
e repulsorasi|A| > 1,y
e neutra o indiferente si |\| = 1,

donde el ultimo caso se divide en los siguientes dos
e parabolica si A = ¢*™/2 con p/q € Q, 0
e Indiferente si A\ = > con § € R\Q.

En la siguiente seccién 1.3 (teoria local de puntos fijos) describiremos como estas
definiciones relacionan la dindmica local alrededor de las érbitas periédicas. Obser-
vemos que el multiplicador es cero si y solo si la derivada es cero en uno de los
puntos del ciclo. Los puntos z para los cuales f'(z) = 0 son llamados puntos criti-
cos. La dinamica alrededor de los puntos criticos juegan un papel importante en el
estudio de la dinamica de f.

En el ejemplo basico, los dos puntos fijos atractores 0 e oo pertenecen a conjuntos
abiertos de orbitas cuyas iteraciones convergen hacia el punto fijo. Tales conjuntos
son en general llamados cuencas de atraccion.
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Definicidon 1.2.4. (Cuenca de atraccion de un ciclo atractor) Dado un p - ciclo
atractor O(z,) de f, definimos la cuenca de atraccion A = A; como el conjunto de
puntos z € S tal que f""(z) converge a algun z; € O(z,) cuando n — oc.

El siguiente teorema resume algunas de las propiedades basicas de los conjuntos
de Fatou y Julia. Todas las demostraciones pueden encontrarse en [Mil06] o [Ber93].

Definicion 1.2.5. (Gran orbita y conjunto excepcional) Dada f : S — S y un
punto z € S su gran drbita consiste de todos los puntos en S que estan relacionados
hacia adelante o hacia atras con =z bajo iteracion por f. Mas precisamente,

GO(z) = {w e C| f*(2) = f%(w) para algun p,q € N}.

Definimos el conjunto excepcional (f) como el conjunto de puntos con una gran
Orbita finita.
Las gran érbitas son totalmente invariantes.

Teorema 1.2.6. (Propiedades de los conjuntos de Julia y Fatou) Sea f : S — S
una funcion en Rat.

~\
.

Para cualquier k > 0, el conjunto de Julia Jy+ coincide con Jy.
Todo ciclo atractor y su cuenca de atraccion pertenecen a F;.
Si A es la cuenca de atraccion de un ciclo atractor, entonces J; = 0A.

Todo ciclo repulsor o parabdlico pertenece a J;.

o N W N

Jr # 0. Si f € Rat entonces J; tiene un punto fijo repulsor o un punto fijo
parabdlico con multiplicador 1.

El conjunto ( f) tiene dos puntos si f € Rat.
Jr =S8, 0 Jy no tiene puntos interiores.

Sizy € S\e(f), entonces Jr C U0 f"(20).

© © N O

Jr no tiene puntos aislados.
10. J; es o conexo, o tiene muchas componentes no contables.

11. Para z en un conjunto generico de puntos en J;, la orbita hacia delante de z
es densa casi dondequiera en J.

12. Puntos periodicos repulsores son densos en J.
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1.3. Teoria local

En esta seccion describiremos la dinamica local de f en una vecindad de un p - ciclo.
Después de reemplazar f por f?, podemos asumir que la orbita es fija. Ademas,
sabemos que J» = J;. Podemos también suponer que el punto fijo es el cero,
conjugando por una traslacion si es necesario.
Por lo tanto, sea f una funcién holomorfa definida en una vecindad del origen con
expansion de Taylor

f(2) =Xz +as2® +azz® + ...

donde X\ = f/(0) es el multiplicador de f en el punto fijo 0.

Estamos interesados en encontrar formas normales de f. Mas precisamente, busca-
mos cambios de variables conformes que conjugen f a una funcién con un numero
finito de términos en su serie de potencias. La solucién del problema depende del
valor del multiplicador \.

(a) Puntos fijos atractores y repulsores (|\| # 0, 1)

En los casos de atractores y repulsores, f se conjuga localmente de manera confor-
me a su parte lineal A\ — Az. El resultado es de 1884 y es dado por Koenigs.

Teorema 1.3.1. (Linealizacion de Koenigs) Si el multiplicador satisface |\| # 0,1,
entonces existe una vecindad U del 0 y una conjugacion conforme local w = ¢(z)
donde ¢ : U — o(U) satisface p(0) = 0y po fop Hw) = Iw en (U N f71(U)).
La conjugacion ¢ es llamada una funcion de linealizacion de f en el punto fijo y es
unica modulo multiplicacion por una constante no cero.

Mas aun, si f,(z) = Ma)z + as(a)2? + ... depende holomorfamente de un para-
metro complejo o, que satisface |\(«)| # 0,1, entonces la funcion de linealizacion
©a, Normalizada apropiadamente (por ejemplo por ¢! (0) = 1), también depende
holomorfamente de «.

El teorema de linealizaciéon de Koenigs es claramente un resultado local. Pero en el
caso atractor, la funcion de linealizacion puede ser extendida a toda la cuenca de
atraccion del punto fijo, a expensas de su biyectividad.

Teorema 1.3.2. (Linealizacion global) Supongamos f definida globalmente y con
un punto fijo atractor z, con 0 < || < 1. Sea A la cuenca de atraccion de z.
Entonces, existe una funcion holomorfa ¢ : A — C con ¢(zy) = 0, tal que el diagrama

AL 4
Y l@
Ccuzc,

conmuta. Mas aun, ¢ es biholomorfa en una vecindad de z, (donde se determina
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una conjugacion conforme local). La funcion ¢ es unica moédulo multiplicacion por
una constante no cero.

La funcién de linealizacién se construye de la siguiente manera. Sea ¢ : U — C una
funcidon de linealizaciéon para f en una vecindad U de z,. Entonces para cualquier

z € A definimos .
o) = (55) S CD).

donde k es elegida tal que f*(z) € U. El valor de ¢(z) es independiente de la elec-
cién de k. Notemos, que la funcidn definida globalmente ya no es inyectiva. Por
ejemplo, toda preimagen de z, bajo f es enviada a 0 por ¢.

(b) Puntos fijos superatractores (A = 0)

El caso superatractor corresponde a una funcién holomorfa f con un punto critico en
el origen. Entonces f se conjuga localmente de manera conforme a la forma normal
w — w™ donde m — 1 es la multiplicidad del punto critico. La siguiente afirmacién es
de 1904 y es dada por Béttcher.

Teorema 1.3.3. (Coordenadas de Béttcher) Sea f(z) = a2 + a1 2™ +... con
m > 2 ya,, # 0. Entonces existe una vecindad U del 0 y una conjugacion conforme
local p : U — C que conjuga f a w — w™. La conjugacion p es unica modulo
multiplicacion por una m — 1 raiz de la unidad.

La funcién ¢ es llamada funcion o coordenada de Béttcher. No podemos extender
¢ a toda la cuenta de atraccién como lo hicimos en el caso atractor donde A # 0
ya que w — w™ no es una funcién invertible. Sin embargo, es posible extender la
funcion real |p| : U — R, U {0} a toda la cuenca.

Este teorema tiene importantes aplicaciones en la dinamica de polinomios cerca de
infinito, que es un punto fijo superatractor para cualquier polinomio de grado > 2.

1.4. Teoria global

Ciclos periodicos, componentes de Fatou y valores singulares

En esta seccion f : S — S es una funcion racional. Describiremos la estructura
del conjunto de Fatou. Supongamos que J; # S, asi que el conjunto de Fatou
es abierto y no vacio. En general, tiene infinito nUmero de componentes conexas,
llamadas componentes de Fatou. Si f € Rat una componente de Fatou es enviada a
una componente de Fatou, ya que f es una funcién abierta y los conjuntos de Fatou
y Julia son completamente invariantes. Por lo tanto, una componente de Fatou U es
0

e p - periddica, si f7(U) C U por un minimo p > 0,



1.4. TEORIA GLOBAL 15

o (estrictamente) preperiddica, si f*(U) es periddico para alguna k > 0 pero U
no lo es, o

e errante, si f*(U)n f™(U) = () para todo k # m.

Una componente de Fatou 1 - periddica es llamada fija o invariante.
Si U es p - periédica, denotamos por O(U) el ciclo de componentes de Fatou a la
que pertenece U.

Teorema 1.4.1. (Clasificacion de componentes de Fatou periodicas) Sea | co-
mo antes y U una componente de Fatou p - periddica de f. Entonces una y solo una
de las siguientes posibilidades ocurre.

1. U contiene un punto z, p - periodico atractor y ™ — z, cuando n — oo para
todo = € U. El ciclo O(U) es llamado la cuenca inmediata de atraccion del ciclo
atractor O(z,) (denotada por A°).

2. 0U contiene un punto periodico z, y f"(z) — zo cuando n — oo para todo
z € U. Entonces z, es un punto fijo parabdlico de multiplicador 1 para f?. El
ciclo O(U) es llamado la cuenca parabdlica inmediata de atraccion del ciclo
parabdlico O(z).

3. Existe una funcién conforme ¢ : U — D tal que (¢ o fP o p=1)(2) = >™ 2 para
algin w € R\Q. El ciclo O(U) es llamado un p - ciclo de discos de Siegel.

4. Existe 0 < r < 1 y una funcién conforme ¢ : U — A, := {r < |z| < 1} tal que
(po fPogp t)(z) = e*™ 2 para algun w € R\Q. El ciclo O(U) es llamado un p -
ciclo de anillos de Herman.

Hiperbdlicidad y conceptos relacionados

Las funciones hiperbdlicas juegan un papel importante en dindmica, porque su “es-
tabilidad” bajo perturbacién. El siguiente resultado resume sus propiedades.

Teorema 1.4.2. (Definiciones de hiperbdlicidad) Una funcién f € Rat, cond > 2
es llamada hiperbdlica si cualquiera de las siguientes condiciones equivalentes se
satisface.

(a) No existen puntos criticos o ciclos parabdlicos en J;.
(b) Todo punto critico tiende a un ciclo atractor bajo iteraciones hacia delante.

(c) Existe una meétrica suave conforme p, definida en una vecindad de J; tal que
|f'(2),| > C > 1 para todo z € J;.

(d) Existe n € N tal que f" expande estrictamente la métrica esférica en J;.

Las ultimas dos condiciones dicen que f se expande en su conjunto de Julia. El
concepto de expandir sistemas dinamicos es muy general. En este contexto, es
equivalente a la hiperbdlicidad.
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1.5. Dinamica polinomial

La teoria general explicada en las secciones anteriores toma una forma especial
cuando tratamos con dinamica polinomial.
Para d > 2, sea f € Poly, esto es

f(2) = agz? + ag_1 2+ a2z + ag

con a, # 0. Observemos que f(oco) = oo = f~!(00).
Entonces f tiene d — 1 puntos criticos en C contando multiplicidades y un punto
critico de multiplicidad d — 1 en el infinito. Sea Crit(f) el conjunto finito de puntos
criticos. El punto al infinito es siempre un punto fijo superatractor. De manera que la
cuenca de atraccién del infinito

As(00) = {2 € C| f(2),5s>0 }
es siempre conexa, ya que f no tiene polos, y por lo tanto .4;(co) no tiene ninguna
preimagen que no sea ella misma. El complemento

ks = C\As(o0)

es llamado el conjunto de Julia lleno. Esté conjunto es completamente invariante y
compacto, también es lleno, es decir, que @\ICf es conexo, 0 equivalentemente, que
toda componente de Fatou es simplemente conexa. Esta es una consecuencia del
Principio del M6dulo Maximo.
El conjunto de Julia es la frontera en comun de dichos conjuntos complementarios,
es decir,

JTp = 0As(00) = 0Ky

mientras que el conjunto de Fatou F; consiste de las componentes conexas A(co)
y todas las componentes conexas del interior de Ky, si los hay. Ya que K, es lleno,
se sigue que K es conexo si y solo si J; es conexo.

El nombre “conjunto de Julia lleno” para K, se refiere al hecho que K, se obtiene
del conjunto de Julia J; rellenando todas las componentes de Fatou acotadas, si las
hay.

La propiedad topoldgica de conectividad esta fuertemente relacionada con el com-
portamiento dinamico de las oOrbitas criticas.

Teorema 1.5.1. (Conectividad de conjuntos polinomiales de Julia) Sea f € Pol,.
Entonces,

(a) Ks es conexo si y sdlo si Crit(f) C K. En este caso, la restriccion de f a
C\K, es conformemente conjugada a » — z% en C\D.

(b) KCs es totalmente disconexo si Crit(f) C Ag(oo). En este caso Jy = Ky y es
un conjunto de Cantor.
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(c¢) Sial menos un punto critico de f pertenece a A;(c0) entonces ambos conjun-
tos Ky y J; son disconexos y tienen innumerables conjuntos conexos.

Observemos que los incisos (a) y (c) del teorema anterior, implican que A;(cc) es 0
simplemente conexo o infinitamente conexo.

Observacion 1.5.2. (Las coordenadas de Boéttcher alrededor de infinito) Ya que
el punto al oo es un punto fijo superatractor para cualquier f € Pol,;, se sigue
del Teorema 1.3.3 que existe una vecindad U de oo y una conjugacion conforme
¢ = s : U — C que conjuga f a z — z*. Si el polinomio es ménico entonces nos re-
feriremos a las coordenadas de Béttcher como la conjugacion que esta determinada
de manera unica por f(z)/z — 1 cuando z — .

Funcion de Green, equipotenciales y rayos externos

Supongamos que f es moénico y sea ¢ : U — C\D, las coordenadas de Bottcher
que conjugan f a z — 2% en el dominio U, que es enviado fuera de D, para el maxi-
mo r > 1. Si Ky es conexo entonces r = 1 como lo establecido en el Teorema 1.5.1
inciso (a), y si K; es disconexo entonces r > 1y oU contiene un punto critico.

Sea Aj(oc) = Af(co)\{oo} y U* = U\{oo}. La funcion de Green para K; es la fun-
cion armonica real continua g : Aj(co) — R, se extiende log [¢| : U* — (logr, +00)
como se sigue

| log|e(z)] sizeU*
“”—{;mﬁ@>aﬂm€Uf

Ya que g(f(z)) = d- g(z) para z € U* la funcion g es bien definida en todo A% (oc).
También puede ser extendida a todo el plano por g = 0 en ;.
Para p > 0, el conjunto

90 =9 (p) = {2 € Aj(o0)g(2) = p},

es llamado el equipotencial de potencial p. Si e > r, es una curva cerrada simple
gue se extiende alrededor del conjunto de Julia.

Supongamos K es conexo. Entonces parat € T = R/Z, la curva

Ry(t) = {= € C\Ky] arg(p(2)) = 2mt)

es llamada el rayo externo de argumento externo ¢. Notemos que R((t) es enviado
biyectivamente bajo f a R;(d - t) con argumentos en T. En particular, si d” - t = ¢(
méd 1) entonces el rayo Rs(t) es p - periddico (con el minimo p).
Por ejemplo, R;(0) es siempre fijo, mientras R(n/d) es siempre prefijo para cual-
quier 1 < n < d.
Si el limite

y(t) = lim ™! (re™)

r—1+t
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existe, decimos que R(t) aterriza en el punto v(¢) que necesariamente pertenece
al conjunto de Julia. Todos los rayos de argumento racional aterrizan en un punto
periddico repulsor o parabdlico (ver Thm. 18.10 en [Mil06] o Thm. LA en [Hub92)).
Si k es el periodo de zy, sélo un numero finito de rayos, digamos ¢/, aterrizan en z,
y estos rayos son todos periddicos del mismo periodo, permutan transitivamente por
f*, y esta permutacién debe preservar su orden circular ya que f es un homeomor-
fismo local en z, asi la permutacién debe enviar cada rayo al rayo p’ mas cercano,
para p’ < ¢'. Llamamos a p/q el numero de rotacion combinatorio de f en z,, donde
p/q =p'/q¢ en suforma méas simple.

Existen polinomios para los cuales los rayos no aterrizan. Pero Fatou mostrd que
el conjunto de argumentos ¢ € T para el cual R;(t) no aterriza, tiene medida cero.
Mas aun, M. y F. Riesz probaron que dado z, € J; el conjunto de argumentos para
el cual v(t) = =z, tiene medida cero (cf. [CL66]). El siguiente teorema resume las
propiedades de aterrizaje de los rayos externos (cf. Thm. 18.3 en [Mil06]).

Teorema 1.5.3. (Aterrizaje continuo de rayos) Para cualquier polinomio f con con-
junto de Julia conexo, las siguientes condiciones son equivalentes.

(1) Todo rayo externo R, aterriza en un punto ~(t) que depende continuamente del
argumento t.

(i1) El conjunto de Julia J; es localmente conexo.
(i12) El conjunto de Julia lleno K es localmente conexo.

(iv) La inversa de las coordenadas de Bottcher p=! : C\D — C\K, se extiende
continuamente a 0D y por lo tanto induce una parametrizacion~ : T — J; del
conjunto de Julia, dada por ~(t) = v~ (e*™).

Observacion 1.5.4. (Semi conjugacion de Caratheodory) Si las condiciones en
el teorema anterior se satisfacen entonces la funcion v : T — J; es una semi
conjugacion entre la funciont — d - t( méd 1) enT y f en J;. Esta es la llamada
semi conjugacion de Carathéodory de J;. Este es otro ejemplo de cuan fuertemente
interactuan las propiedades topoldgicas y dinamicas.

Equivalencias hibridas

Terminaremos esta seccibn mencionando otro tipo importante de conjugacion, a
pesar de que es llamada equivalencia por razones histéricas.

Definicion 1.5.5. (Equivalencia hibrida) Dos polinomios f y g en Pol; son hibri-
damente equivalentes si existen vecindades Uy y U, de Ky y K,, respectivamente, y
una conjugacion cuasiconforme d¢ = 0 casi dondequiera en K;.

Observemos que por el lema de Weyl esto significa que ¢ es holomorfa en el interior
de Ky, si esté es no vacio.
Equivalencias hibridas son el tipo de conjugacién mas fuerte posible cuando los
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conjuntos de Julia son conexos, como se muestra en el siguiente teorema (Prop. 21
en [DH85])).

Teorema 1.5.6. (Clases hibridas son clases afines en el caso conexo) Sean
f,g € Poly con conjuntos de Julia conexos. Si f y g son hibridamente equivalentes
entonces son conjugados afines.

1.6. Familias de dinamicas holomorfas: Espacio de
parametros

Consideraremos familias de funciones holomorfas en Rat,, donde d es fijo, es decir,
{fAI@%@,)\GA} C Raty

donde el espacio de parametros A es un campo complejo de dimensién N > 1 tal
que la funcién A x C — C definida por (), z) — f\(z) es holomorfa, es decir, que los
coeficientes de f, dependen holomorfamente de .

Para definir 7 - estabilidad necesitamos establecer el concepto general de movi-
miento holomorfo introducido por Mare, Sad, Sullivan en [MSS83].

Definicion 1.6.1. (Movimiento holomorfo) Un movimiento holomorfo de un con-
junto A C C sobre A es una funcion H : A x A — C que satisface

1. Para z € A fijo, la funcion A — H (), z) es holomorfa.
2. Para )\ € A fijo, la funcion z — H,(z) := H(\, z) es inyectiva.
3. La funcion H,, = Id4, para un punto base )\, € A.

Notemos que la continuidad de H no es obligatoria en la definicion. Sin embargo, es-
ta propiedad se sigue como consecuencia, como se muestra en el A - lema probado
en [MSS83].

Lema 1.6.2. (\ - Lema) Un movimiento holomorfo de A como antes, tiene una tnica
extensién a un movimiento holomorfo de A. La funcion extension H : A x A — C
es continua, y paracada A € A\,Hy : A — C se extiende a una funcién en si misma
cuasiconforme de C.

Definicion 1.6.3. (7 - estable) Consideremos como antes una familia holomorfa
f : A x C — C de funciones racionales en Rat,. Para \q € A, el conjunto de Julia
I, €s J - estable, si existe una vecindad Uy, C A de A\, sobre el cual los conjuntos
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de Julia se mueven de manera holomorfa, es decir, H : Uy, x J,, — C tal que
H)\(j)\o) = yademés H, o f/\o = fro H)\O.

Funciones racionales hiperbdlicas son 7 - estables. El siguiente teorema es probado
en [MSS83].

Teorema 1.6.4. (Conjunto 7 - estable de parametros) El conjunto ;7 — estable de
parametros A7 —estable - A es un subconjunto abierto denso de A.

1.6.1. Espacio de parametros para polinomios cuadraticos: Con-
junto de Mandelbrot

La familia holomorfa mejor entendida es Pols. En la parametrizacién
{P.(2) =2* +c|ce C},

todo polinomio cuadratico tiene un unico representante médulo una conjugacion
conforme. Para polinomios cuadraticos de la forma P. con ¢ € C, sea K. := Kp,,
AC = APB(OO) y ‘70 = ch'

En el plano paramétrico C, el conjunto de Mandelbrot M, se define como

M :={ce C|P0) » oo},

es decir, el conjunto de los ¢ - valores para los cuales la 6rbita del valor critico
{P*(0)}, es acotada. Se sigue del teorema 1.5.1, que si ¢ € M entonces K. (y por lo
tanto también 7.) es conexo, y si ¢ ¢ M entonces K. = 7. es un conjunto de Cantor.
Esto significa que

M = {c e C|K.es conexo}.

Para enfatizar esta propiedad M es también llamado el lugar de conectividad de la
familia cuadratica { P.} .cc-

Las primeras propiedades basicas de M fueron probadas por Douady y Hubbard en
1982 ([DHL84]).

Teorema 1.6.5. E/ conjunto de Mandelbrot es compacto, conexo y lleno. Mas aun,
esta contenido en D,.

Componentes hiperbdlicas de M/

Un polinomio P. puede tener a lo mas un ciclo atractor en C. Se sigue que P. es
hiperbdlica si y solo si P. tiene un ciclo atractor en C, o si la 6rbita del punto critico
es atraida al punto fijo superatractor oo (ver teorema 1.4.2). En este caso el ¢ - valor
es llamado un paramétro hiperbdlico.

Si P, tiene un p - ciclo atractor en C, entonces se sigue del teorema de la funcion
implicita que el p - ciclo se mueve holomorfamente para parametros cercanos a cg
y que el ciclo sigue siendo atraido. Como consecuencia, ¢, € Int(M). El conjunto
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abierto maximal que contiene a ¢, {2, de parametros para los cuales existe un p -
ciclo y permanece atractor es llamado una componente hiperbdlica (de periodo p)
de M.

Podemos verificar que 02 C dM tal que una componente hiperbdlica es en realidad
una componente conexa del interior de M. No se sabe si todas las componentes
conexas del interior de M son hiperbdlicas.

Conjetura 1.6.6. (Conjetura de Hiperbolicidad)

Int(M) = U Q
acomp. hyp.

Equivalentemente, parametros hiperbdlicos son densos en C. La conjetura esta pro-
bada para parametros en el eje real ([(GS97], [KSvS07]).
Dada una componente hiperbdlica €2 de periodo p, la funcion multiplicador

p: Q=D

definida por ¢ — ¢(c) = (P?)'(2(c)) donde z(c) para cada ¢ € 2 denota un punto
en el p - ciclo atractor tal que ¢ — z(c) es holomorfa. Se sigue que ¢ es holomorfa.
Una de las primeras construcciones de cirugia fue hecha para probar el siguiente
teorema.

Teorema 1.6.7. (Funcion multiplicador) Sea ) una componente hiperbdlica de M
de periodo p. Entonces la funcion multiplicador es un isomorfismo conforme que se
extiende continuamente a p : 2 — D.

Se sigue que todas las componentes hiperbdlicas son discos topoldgicos, cada uno
con centro, el Unico pardmetro para el cual el ciclo de atraccion es super atractor, es
decir, o~1(0). La frontera de 2 tiene un Gnico punto llamado raiz de €, para el cual el
multiplicador del p - ciclo es exactamente 1. Adjunto a todo parametro de la frontera
para el cual el multiplicador del ciclo tiene derivada e>*/* podemos encontrar una
nueva componente hiperbdlica de periodo p - s, que explica parte de la estructura
fractal observable cerca de cualquier punto de la frontera de M.

La frontera de M/

La frontera del conjunto de Mandelbrot es intrisecamente un objeto fascinante que
sigue siendo el foco de intensa investigacion. Tiene una notable estructura fractal de
dimension de Hausdorff igual a 2 [Shi98], la mas alta posible en el plano.

La frontera del conjunto de Mandelbrot puede ser también caracterizado en términos
de familias normales como,

OM = {c € C|{gn(c) :== P?(0)}, no es normal en cualquier vecindad de c}.

Decimos que ¢ € M es Misiurewicz, si P. es un polinomio de Misiurewicz. Esta
caracterizacion de OM es usada para probar las siguientes propiedades.
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Teorema 1.6.8. (Parametros en 0M)
e Puntos de Misiurewicz son densos en OM.

e Para cada ¢ € OM, existe una sucesion {c,}, de centros de componentes
hiperbdlicas tal que c,, — ¢ cuando n — oo.

e Si P. es un ciclo parabolico, Siegel o Cremer, entonces c € OM.

La J - estabilidad puede ser formulada en muchas formas equivalentes diferentes.
Para la familia cuadratica {P.}.cc, la J - estabilidad en ¢ es equivalente a la familia
de funciones g.(c) := P(0) normal en ¢. Por lo tanto

7 —estabilidad — £ C|{g,(c)}nen NOrmal en una vecindad de ¢} = C\OM.
La conjetura mas importante sobre el conjunto de Mandelbrot se refiere a una pro-
piedad topoldgica.
Conjetura 1.6.9. (MLC) M es localmente conexo.
Clases de conjugacion

La familia { P.}.cc tiene exactamente una representacion en cada clase de conjuga-
cién conforme (por lo tanto afin).

Algunos resultados sobre otros tipos de conjugaciones son resumidos en el siguien-
te teorema.

Teorema 1.6.10. (Clases de conjugacion)

e Todos los polinomios en una componente hiperbdlica dada con la excepcion
de sus centros, son globalmente conjugados cuasiconformemente. Si sdlo pe-
dimos que las conjugaciones se mantengan en una vecindad del conjunto de
Julia, entonces el centro también es incluido.

e Sice OM,c € Cy P. es cuasiconformemente conjugada a P.., entonces c = ¢'.
En otras palabras, todos los parametros c € M son representantes unicos de
sus clases de conjugacion cuasiconforme.

Es una pregunta central en dinamica holomorfa si una conjugacion topologica impli-
ca una conforme.

Teorema 1.6.11. (Conjetura de rigidez) Dos funciones racionales que son topolo-
gicamente conjugadas son cuasiconformemente conjugadas.

En el caso particular de polinomios cuadraticos

Conjetura de Rigidez — MLC — Conjetura de hiperbolicidad.



Capitulo 2

GEOMETRIA CUASICONFORME

En este capitulo se daran definiciones basicas, asi como resultados de transforma-
ciones cuasiconformes usados en cirugia.

Las funciones holomorfas son muy rigidas, debido a la propiedad de continuidad
analitica. Por esta razén no es posible pegar diferentes funciones holomorfas a lo
largo de una curva para formar una nueva funciéon holomorfa. Sin embargo, las trans-
formaciones cuasiconformes tienen este tipo de flexibilidad y pueden ser pegadas
juntas para formar una nueva transformacién cuasiconforme. Es esta flexibilidad la
que produce la base para las construcciones de cirugias donde podemos cambiar
transformaciones y a veces también los espacios subyacentes. Cuando la cons-
truccion es exitosa, el objetivo final del proceso es una transformacién holomorfa,
obtenida via el teorema de Integrabilidad.

2.1. Caso lineal: Coeficiente de Beltrami y elipses

Sea Cy el plano complejo, visto como el espacio vectorial real euclidiano 2 - di-
mensional, orientado positivamente con base estandar y ortonormal {1,i}. En Cg
usaremos como coordenadas (z,y) 0 (z,z),donde z = x + iy y z = x — iy.
Cualquier transformacion R - lineal L : Cg — Cg puede ser descrita usando coorde-
nadas (z,%), en la forma

L(z)=az+bz, con a,b,zeC.

El cuadrado unitario, generado por 1 e i, es transformado en el paralelogramo ge-
nerado por a + by (a — b)i. Ver Figura 2.1.

El valor absoluto del determinante de L es el area del paralelogramo, es decir,
det(L) = |a|* — |b|*>. Nos restringiremos a las transformaciones R - lineales que son
invertibles y que preservan orientacién, es decir, con |a| > |b|.

- - . b
Definimos el coeficiente de Beltrami de L, como u(L) = —, y sea 0 € R/(nZ) el
a

23



24 CAPITULO 2. GEOMETRIA CUASICONFORME

(a — b)i

a+b

Figura 2.1: El cuadrado unitario es transformado al paralelogramo generado por {a+ b, (a —

b)i}

argumento de u(L), es decir,

Notemos que (L) € D cuando L preserva orientaciéon, L es holomorfa si y sélo si
b=0,siyso6losiu(L)=0.
Para determinar la elipse E(L), sea a = |ale’™ donde o € R/(27Z),u = p(L)y
reescribimos a L como

L(z) = ¢al(z + |u|e*™z).

Por lo tanto, L es la transformacién R - lineal S(z) = |a|(z + |1|e*"?Z) compuesta con
una rotacion R(z) = e'“z. Tenemos que L es la composiciéon de una transformacién
auto-adjunta seguida de una transformacién ortogonal. De aqui que S tiene dos
valores propios y si b # 0, las correspondientes direcciones de los autovectores son
ortogonales. Ver Figura 2.2.

RICEE D)
fa[(T=Tu])

SEaVaRESVaN
O WP

u/‘

Figura 2.2: La elipse E(S) = E(L).

Es facil verificar que e y ¢(°+7/2) son autovalores de S correspondientes a los auto-
valores |a|(1 + |u]) ¥ |a|(1 — |u|), respectivamente. Se sigue que E(S) es una elipse

Jal(T = )

con medio eje mayor alo largo de la direccion €'+7/2) y medio eje menor
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Tl + 1) a lo largo de la direccion ortogonal ¢. La elipse E(L) es igual a E(S),
a " |
ya que el circulo unitario se preserva bajo la rotacién R(z) = e¢'*z.

Definimos la dilatacion K (L) de L como la relacion del eje mayor y el eje menor:

_ L lpl _ Jal+ 0]

K(L) = =
L) =120 = o=l

y la dilatacién compleja de L como el coeficiente de Beltrami x(L). La dilatacién
K(L) determina la forma de la elipse médulo la escala. Inversamente, si comen-

zamos con una elipse E, el coeficiente de Beltrami es determinado por u(E) =

M — . . .
MiereM, donde M y m son los ejes mayor y menor, respectivamente de F, y 0 el
m

argumento de la direccién del eje menor de E escogido en [0, 7). La dilatacion K (E)
es definida de manera natural. Ver Figura 2.3.

e
TINGN
M /

Figura 2.3: Dada una elipse E, definimos n(E) y K(E) en términos de M, my 0. Observese
que escogemos el argumento del eje menor, 6 € [0, ).

Denotaremos por o, a la estructura conforme estandar en Cg, esto es, conside-
rar Cg como un espacio C - vectorial con multiplicacién escalar compleja estandar.
Cualquier transformacion R - lineal, L, invertible puede definir una nueva estructura
conforme ¢(L) en el dominio de L, esta es una nueva operacion que convierte a C
en un espacio C - vectorial, extendiendo la estructura del espacio R - vectorial. Esto
se hace de la siguiente manera: necesitamos definir que significa “multiplicar” ele-
mentos de C por escalares complejos, esto se reduce (después de imponer todas
las propiedades que deben cumplirse) al definir multiplicacion por . Esto es, necesi-
tamos elegir una transformacién R - lineal, .J, y definir c x = = Recz + Imc J(z) para
¢,z € C. Se sigue de la imposicidon de i* x z =i x i x 2, que J(J(2)) = —=z.

La estructura inducida por L es definida por la eleccion de J = L~ o I o L, donde
I(z) =iz es la forma estandar.

Terminaremos esta discusién de linealidad considerando como el coeficiente de Bel-
trami y la dilatacion cambian bajo inversién y composicion de transformaciones li-
neales. Comenzaremos con la inversién. Dada una transformacién L como antes,
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es facil probar que

1
Se sigue que
p(L7) = —p(L)e' e (2.1)
de aqui |u(L™1)| = |u(L)| implica que
K(L™) = K(L). (2.2)

Supongamos j € {1,2} y sean L;(z) = a;z + bz dos transformaciones lineales
con dilatacion K; y coeficiente de Beltrami ;. La elipse definida por la composi-
cién L, o L, es la preimagen bajo L, de la elipse definida por la transformacion L.
Observemos que del algebra lineal, podemos asegurar que

K(Lyo Ly) < K(L1)K(Ls),

dado que la dilatacién maximal posible es el producto de dos dilataciones maximales
de cada transformacion, mientras que la correspondencia se mantiene en la dilata-
ciéon minimal.

Si queremos conocer el coeficiente de Beltrami de una nueva elipse, tenemos que
calcular la composicién

(Ll o Lg)(z) = (alag + 6162)2’ + (ale + blag)Z,

por lo tanto
b _
(L o Ly) = 2115 (2.3)
az + p1be
0 equivalentemente
+ 6722‘ arg ag
/,L(Ll o} LQ) == H2 al (24)

1 + M1#2€_2i arg by’

Usaremos estas expresiones mas adelante cuando discutamos transformaciones
mas generales.

2.1.1. Interpretacion geométrica

Daremos una interpretacién geométrica de la estructura conforme o definida por una
elipse, 0 mas bien una familia infinita de elipses concéntricas similares.
Primero, supongamos que tenemos una transformacién R - lineal, L, como antes
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y una elipse E(L). Dado un didmetro en el circulo unitario o en la elipse E(L), el
diametro conjugado es definido como el que esta formado por los puntos medios
de las cuerdas en el circulo o en la elipse, paralelas al didmetro dado. En el circulo,
esto corresponde al diametro ortogonal. En una elipse genuina, los Unicos diametros
conjugados que son ortogonales entre si son los ejes. (Ver Figura 2.4)

Figura 2.4: £ C Cg tal que L(E) es un circulo en Cg. El par de didmetros conjugados en
E son mandados por L en su correspondiente par de diametros conjugados en el circulo
L(E).

Alternativamente, el diametro conjugado es una paralela a la linea tangente a la
elipse en el punto de interseccién con el diametro dado. La transformacién L. manda
diametros conjugados de la elipse E(L) en didmetros conjugados del circulo, asi
lineas paralelas son enviadas en lineas paralelas y puntos en puntos.

Si z € E(L), definimos J(z) como el vector en E(L) tal que z y J(z) estan en los
diametros conjugados, pasando de z en direccidén positiva (menor que w) a J(z).
Claramente J = L' o I o L donde I(z) = iz.

Supongamos que una elipse en Cg solo se define mddulo la escala, lo que significa
gue tenemos una familia infinita de elipses concéntricas similares. Ver Figura 2.5.

Figura 2.5: Elipses concentricas similares. Iguales médulo multiplicaciéon por una constante
real.

Tal familia determina una estructura conforme o en Cy. Para z # 0, escogemos la
elipse que contenga a z. Sea J(z) el punto en la direccién positiva en esa elipse y en
el didmetro conjugado que contiene a z. La transformacién J claramente satisface
J(J(z)) = —=z y define como multiplicar un vector por i.
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2.2. Estructuras casi complejas y pullbacks

SeaU c C,y TU = U,y T.U el haz tangente sobre U, es decir, la coleccion de
los espacios tangentes sobre puntos u € U, cada uno visto como una copia de C.
Una estructura casi compleja en U es un campo medible de elipses infinitesimales
contenidas en T'U. Por esto, nos referimos a una elipse E, C T,,U definida modulo la
escala, para casi todo punto u € U, tal que la transformaciéon v +— u(u) de U en D es
medible (con respecto a la medida de Lebesgue), donde u.(u) denota el coeficiente
de Beltrami de E,. Cada elipse infinitesimal define una estructura casi compleja o (u)
en T,,U, segun lo definido y explicado en la seccién 2.1 haciendo al espacio tangente
T, U un espacio vectorial C - lineal. Denotaremos la estructura casi compleja por o,
y definimos la dilatacién de ¢ como

K(o) :=ess ileng(u), donde K(u):= = )]

denota la dilatacion de E(u). Observe que K (o) € [1, c0].

Notemos también que cualquier funcién medible 1 : U — D define una estructura
casi compleja asociando a cada punto un campo de elipses.

Veamos ahora como podemos obtener estructuras casi complejas desde transfor-
maciones que satisfacen ciertas condiciones. Consideremos U,V C C abiertos y la
clase D*(U, V') de funciones continuas f que preservan la orientacion desde U en V,
las cuales son R—diferenciables casi dondequiera, es decir, diferenciables excepto
en un conjunto de medida cero y con un diferencial no singular D, f : T,U — TtV
casi dondequiera, es decir, definidas excepto en un conjunto de medida cero con
la medida de Lebesgue, como la matriz asociada a la transformacion lineal, de-
pendiendo de u. Ya que nosotros trabajaremos en espacios tangentes, usaremos
coordenadas infinitesimales dz y dz. Entonces el diferencial puede ser escrito como

D,f = 0,f(u)dz + 0z f(u)dz

C1(of of _1(0f ,.0f

Aplicando la discusién de la seccién 2.1 a esta transformacién, vemos que D, f
define una elipse infinitesimal en T,,U con coeficiente de Beltrami igual a

donde

pp(u) = (2.5)

casi dondequiera o equivalentemente, a una nueva estructura conforme en este es-
pacio tangente, este tipo de estructuras las estudiaremos en la siguiente seccidn
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2.3. La dilatacion puede escribirse como

1+ g (u)

Byl = KD = Tl

Observemos que la ecuacion de Cauchy - Riemann 0: f(u) = 0 se satisface en u si
y sélo si, 1r(u) = 0, 0 equivalentemente, si 'y solo si la elipse es un circulo.

Si hacemos lo mismo para todos los puntos u € U para los cuales f es diferenciable,
obtenemos un campo medible de elipses infinitesimales, uno en casi todo espacio
tangente o, definido como antes, una estructura casi compleja oy en U, con coefi-
ciente de Beltrami ;.. Decimos que o es el pullback de o, (el campo de circulos
infinitesimales, conocido como la estructura compleja estandar) por f, o equivalen-
temente que 1 es el pullback de 1o = 0 por f. Escribimos para casi cualquier v € U

pr(w) = fuo(u) 0 op(u) = froo(u).

La dilatacion de esta estructura casi compleja es entonces el supremo esencial so-
bre U de K;(u), el cual se denota por K.

Figura 2.6: La estructura casi compleja oy en U es el pullback de oy en V, bajo f. Los
campos de elipses infinitesimales viven en el haz tangente. La elipse infinitesimal en T,,U es
mandada bajo D, f(si existe) al circulo infinitesimal en T, V.

Observemos que dado que el diferencial no necesita variar continuamente con res-
pecto a u, tampoco los campos de elipses infinitesimales ni el coeficiente de Beltra-
mi. Solo podemos decir que p; es una funcion medible (es un cociente de funciones
medibles) con respecto a u, esencialmente en la frontera.

El concepto de pullback puede ser ligeramente generalizado, ya que podemos con-
siderar el pullback de cualquier estructura casi compleja o, no necesariamente oy,
bajo una transformacién que satisfaga una condicién adicional. Necesitamos que la
transformacion f sea absolutamente continua con respecto a la medida de Lebes-
gue, es decir, requerir que la preimagen por f de cualquier conjunto de medida cero
sea de medida cero. Denotamos por Dj (U, V) la subclase de D™ (U, V') que consiste
de funciones con esta propiedad. Sea f € D (U,V) y u el coeficiente de Beltrami
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en TV correspondiente a la estructura casi compleja o en V. Sea E, la elipse infi-
nitesimal definida en 7,V para casi todo v € V. Por el pullback por f de un campo
medible de elipses infinitesimales ¢, nos referimos al campo medible de elipses infi-
nitesimales ¢’ con E/, = (D, f) ' (Ey,)), bien definido para casi cualquier v € U. (Ver
Figura 2.7).

Figura 2.7: El pullback del coeficiente de Beltrami i (en V) bajo f se denota por f* (en U).

En efecto, £, se define para toda v tal que Ey(, esta definido y D, f existe y es
no singular. La primera propiedad se satisface en un conjunto de medida completa
por que f es absolutamente continua y también lo es la segunda propiedad por
hipotesis.

Cuando escribimos

(U, f1) L (V7 ,u2)

significaque f : U — V'y f*us = 1, en el sentido antes explicado.
Si sucede que p esta dada por cierta transformacién ¢ : V. — W en la clase
D*(V,W) (es decir, i = 11 ), entonces

[ig = 179" 1) = (g0 f) 1o = pgor-
De la discusion de la linealidad de la seccién 2.1, se sigue que
KgOf < Kf ) ng

y podemos escribir las férmulas de abajo para los coeficientes de Beltrami (compa-
rarlas con las ecuaciones (2.3) y (2.4)):

_ 0:1(w) + p(f ()] (0] 26)

T = o b )+ ()2 (@)

y también
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g (u) + g (f (u))e—22re@=S ()

ont () = ()@ &7)
Ademas, notemos que si f es holomorfa entonces (2.6) se reduce a
0, f(u
Fut) = () 2L, .9)

0. f(u

~—

Definicion 2.2.1. (Estructuras casi complejas [ - invariantes) Sean U un subcon-
junto abierto de C y f : U — U una funcion en Dg (U,U). Sea o una estructura casi
compleja en U con coeficiente de Beltrami ;.. Decimos que 11 (0 o) es f- invariante
si f*u(u) = p(u) para casi toda u € U. Escribiremos f*c = o. Equivalentemente,
diremos que f es holomorfa (o conforme) con respecto a i (0 o).

Las estructuras casi complejas que son f - invariantes tienen una importancia cru-
cial cuando hacemos cirugia. Consideremos la situacién particular con las transfor-
maciones F € D (V,V),G € DF(U,U)y f € D§(U,V), y supongamos que las
transformaciones hacen que el siguiente diagrama conmute

U-S.Uu
f f
|V v

Notemos que para cualquier estructura casi compleja F' - invariante ¢ en V' con
coeficiente de Beltrami p, el pullback f*o en U es G - invariante ya que

G (') = (fo @)= (Fofyu=f"(Fpu)=fmu

Observemos que si la funcion inversa f~! es absolutamente continua, entonces tie-
ne sentido empujar hacia delante las estructuras casi complejas, lo que significa
tomar el pullback de las funciones bajo f~! del haz tangente TU al T'V. Escribire-
mos f. = (f~1)*, tenemos entonces

K; = K.

Como observacion final, se tiene que tomar en cuenta que incluso podemos permitir
que f no sea invertible siempre que pertenezca localmente a la clase D, excepto
alrededor de un conjunto discreto de “puntos criticos”. Alrededor de los puntos cri-
ticos la operacion empujar hacia delante no esta bien definida (debido a multiples
pre imagenes bajo ') pero el pullback por f si lo es. Los puntos criticos no son
importantes ya que las estructuras casi complejas estan definidas casi dondequiera.
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2.2.1. Estructuras casi complejas y simetrias

Sea p el coeficiente de Beltrami de una estructura casi compleja definida en C.
Nos gustaria definir lo que significa para ;. ser simétrico con respecto al eje real o
al circulo unitario. Transformaciones que proporcionan estas simetrias son precisa-

mente ¢(z) = zparaRy 7(z) = E para S*. Podria parecer razonable decir que el

coeficiente de Beltrami que es simétrico con respecto a, digamos, el circulo unita-
rio, sea 7 - invariante. Pero las reflexiones ¢ y 7 son antiholomorfas y por lo tanto
invierten orientacién, y hasta ahora no hemos definido que significa hacer pullback
a estructuras casi complejas bajo dichas transformaciones.

De una manera general, consideremos conjuntos abiertos U,V c C y una funcién
que preserva la orientacion f € D, (U,V), definido andlogamente para D (U, V)
con el diferencial D, f : T,U — Ty,. Sea p el coeficiente de Beltramien V.

Definicion 2.2.2. (Pullback bajo transformaciones que preservan la orienta-
cion) En la situacion anterior, definimos el pullback de ;. bajo f como

fou=1Tn
En particular

fPro=ps y Ky:=Kj.

Observemos que f preserva orientacion y por lo tanto las definiciones tienen sentido
formal. Retomando el problema inicial, obtenemos lo siguiente.

Definicion 2.2.3. (Simetrias) Un coeficiente de Beltrami es simétrico con respecto

aR, siysolo si -
p(z) = pu(2),

0 equivalentemente, si c® ;. = . donde c(z) = Z.

Decimos que ;. es simétrico con respecto a S, si y solo si

u(z) = p(1/z) 7 = n(1/z)et e,

o0 equivalentemente, si 7%y = p donde 7(z) =

ST

2.3. Transformaciones cuasiconformes

Estamos listos para definir transformaciones cuasiconformes. Existen varias defini-
ciones equivalentes de K - cuasiconformidad para un homeomorfismo ¢ : U — V
entre dominios de C que preserva la orientacion, donde 1 < K < oo. Como ya ve-
remos, una transformacién 1 - cuasiconforme es conforme. El valor de K puede ser
considerado como una medida de que tan cerca esta ¢ de ser conforme. A pesar
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de que una transformacién cuasiconforme es siempre R - diferenciable casi donde-
quiera y con dilatacién acotada, lo contrario no es verdad.

No trataremos de dar un procedimiento autonomo de la teoria de transformaciones
cuasiconformes, sino que daremos una visién general que deberia ser suficiente pa-
ra las aplicaciones de las transformaciones cuasiconformes en dinamica holomorfa,
y para la cirugia cuasiconforme en particular.

Las referencias a la literatura son principalmente los libros de texto clasicos por
Ahlfors [AhlO6] y por Lehto y Virtanen [LV73]. También los trabajos modernos por
Hubbard [HHO6], por Lyubich [Lyu13] y por Astala et al. [AIMO8].

La idea original de una transformacién cuasiconforme se remonta a Grotzsch y se
formula geométricamente en términos del médulo de cuadrilateros @ en U y ¢(Q)
en V, o alternativamente, del moédulo de un anillo Aen Uy ¢(A) en V.

Las definiciones analiticas son formuladas en términos de derivadas distributivas de
¢, 0 alternativamente, de derivadas ordinarias parciales de ¢ casi dondequiera para
una transformacion que es absolutamente continua en lineas.

2.3.1. Primer definicion analitica de transformaciones cuasicon-
formes

Comenzaremos con el enfoque més moderno (no necesariamente el mas intuitivo)
para definir transformaciones cuasiconformes, usando derivadas distributivas. Dare-
mos una breve introduccién a este concepto.

Una funcién de prueba es una funcion C* con soporte compacto en U, y el espacio
de funciones de prueba es denotado por C:°(U). Con la topologia adecuada, esto
es un espacio vectorial topolégico, y las distribuciones son precisamente funciona-
les linealmente continuas en este espacio, es decir, L : C*(U) — C.

Como un ejemplo, si ¢ € L}, .(U) (es decir, es localmente integrable como por ejem-
plo cualquier funcién continua), entonces ¢ define una distribucidon

Lo(h) := /U - hdm,

donde m denota la medida de Lebesgue. Estas son en realidad las distribuciones
gue nos interesaran pensando en que no todas las distribuciones son de esta forma.
A menudo se utiliza el mismo simbolo para la funcién en L}, .(U) y la distribucién que
define.

Observe que si h es una funcién de prueba entonces d.h y d-h son también fun-
ciones de prueba. Se sigue que si L es una distribucién, entonces h — L(0.h) y
h — L(0zh) son también distribuciones.

Definicion 2.3.1. (Derivadas distributivas) Si L es una distribucion definimos sus
derivadas distributivas como las distribuciones

(OL)(h) == —=L(0:h) 'y (OL)(h) := —L(0zh).



34 CAPITULO 2. GEOMETRIA CUASICONFORME

El signo menos en esta definicidon es necesario ya que si ¢ es una funcion C!, en-
tonces

8L¢ = L82¢> Yy 5L¢ = La?(b.

Pero si ¢ € L} .(U) no es C!, entonces las derivadas distributivas no necesitan ser
definidas por funciones, a pesar de que son distribuciones. Sin embargo, si existen
b1, 02 € L},.(U) tal que

OLy =Ly, 'y 0Ly = Lg,,

entonces ¢, y ¢, se denotan por d¢ y d¢, donde 9 y d son llamadas las derivadas
de ¢ en el sentido de distribuciones, o derivadas distributivas de ¢ en L},.(U).
Precisamente, ¢; y ¢, deben satisfacer

/¢1~hdm:—/¢-8zhdm y /¢2~hdm:—/¢-&zhdm (2.9)

para cualquier funcién de prueba h € C°. Mas generalmente, para p > 1, si existen
o1, 92 € LY (U) decimos que ¢ tiene derivadas distributivas en L (U). El espacio de

loc loc
funciones en L} (U) (o distribuciones) que tiene derivadas distributivas en L} .(U)
es llamado espacio de Sobolev W,.”(U). Observemos que L (U) c L} .(U) para
p > 1.
Si ¢ € C!, sus derivadas distributivas son precisamente sus derivadas en el sentido
ordinario.

Estamos listos para la primera definicion de transformacién cuasiconforme.

Definicion 2.3.2. (Primera definicion de transformaciones K - cuasiconformes)
SeaU yV dominiosenC, ysea K > 1 dada. Seak := (K —1)/(K + 1). Entonces
¢ :U — 'V es K - cuasiconforme si y solo si

(i) ¢ es un homeomorfismo,

(i) las derivadas parciales d¢ y 0¢ existen en el sentido de distribuciones y perte-
necen a L? . (es decir, localmente cuadrado integrable),

loc

(iii) y satisface |0¢| < k|0¢| en L?

loc®

Observacion 2.3.3. (a) Observemos que si ¢ es un homeomorfismo C' entonces
¢ es cuasiconforme si satisface |0-¢| < k|0.¢|, para algun k < 1.

(b) Si ¢ es un difeomorfismo entre conjuntos compactos, entonces ¢ es cuasi-
conforme. Para obtener la cota K en la dilatacion, usamos simplemente la
continuidad de las derivadas y el hecho de que una funcion continua alcanza
su maximo valor en un conjunto compacto.
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2.3.2. Segunda definicién analitica de transformaciones cuasi-
conformes

Una transformacion cuasiconforme, en lugar de usar derivadas parciales en el sen-
tido de distribuciones, se puede caracterizar en términos de continuidad absoluta en
lineas. Esta es una condicién que asegura la existencia de derivadas parciales en el
sentido ordinario casi dondequiera.

Definicion 2.3.4. (Continuidad absoluta en un intervalo) Una funcion continua
compleja f definida en un intervalo I C R es llamada absolutamente continua en I si
satisface lo siguiente: Para todo ¢ > 0 existend > 0 talque >_; | f(b;) — f(a;)| < € para
foda sucesion finita de intervalos disjuntos (a;,b;) cuya cerradura esta contenida en
I y de longitud total 3°; |b; — a;| < 6.

Si f es absolutamente continua en I, entonces f es de variacion acotada local, por
lo tanto f tiene una derivada f’(z) en el sentido ordinario para toda = € I. Ver Sect.
2.7 Chapt. Il [LV73]

La nocidn anterior de continuidad absoluta en un intervalo se generaliza a una fun-
cidon compleja en un dominio U de la siguiente manera.

Definicion 2.3.5. (ACL, continuidad absoluta en lineas) Una funcién continua f :
U — C se llama absolutamente continua en lineas, si para alguna familia de lineas
paralelas, contenidas en cualquier disco D compactamente contenido en U (esto es,
D c U), f es absolutamente continua en casi todas ellas.

De la discusion de intervalo anterior se deduce que si f es absolutamente continua
en lineas, entonces f tiene derivadas parciales en el sentido ordinario casi donde-
quiera en U. La existencia de derivadas parciales en un punto no necesariamente
implica diferenciabilidad de f en el punto. Sin embargo, el siguiente resultado por
Gehring y Lehto es verdadero. (Ver pp. 17-18 en [Ahl06] y p. 128 en [LV73]).

Teorema 2.3.6. (Diferenciabilidad casi dondequiera) Sea f : U — V' una funcion
continua y abierta. Si f tiene derivadas parciales f. y f, en el sentido ordinario, casi
dondequiera, entonces f es R - diferenciable casi dondequiera.

Notemos que para que las derivadas parciales f, y f, existan casi dondequiera es
suficiente para que f sea absolutamente continua a lo largo de casi todas las lineas
verticales y horizontales, en todo rectangulo compacto contenido en U. Por lo tanto,
0.f y 0=f son definidas casi dondequiera. Ya que la integral del Jacobiano sobre un
conjunto es acotada por arriba por el area de la imagen de este conjunto, se sigue
que el Jacobiano Jacf = |0, f|*> — |0-f|* estaen L},..

Pero para realmente relacionar la propiedad ACL con la definicién de cuasiconformi-
dad necesitamos entender la relacién de las derivadas ordinarias y las distributivas.
Resulta que estas dos coinciden cuando ambas son localmente integrables. (Ver p.
19 en [Ahl06] y Lem. A.5.2 en [AIMO08]).
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Lema 2.3.7. (Caracterizacion ACL de espacios Sobolev) Una funcion continua
f:U — CestaenW.! (es decir, tiene derivadas distributivas en L},.) si y sélo si f

es ACL y sus derivadas parciales ordinarias estan en L}... Cuando es este el caso,
las derivadas distributivas y ordinarias coinciden.

Estamos listos para formular la segunda definicién analitica.

Definicién 2.3.8. (Segunda definicion analitica de transformaciones K - cuasi-
conformes) Una transformacion ¢ : U — V es K - cuasiconforme si y solo si

1. ¢ es un homeomorfismo,

2. ¢ es ACL,

. . K -1
3. |0:0| < k|0,¢|, casi dondequiera cuando k = TR

Para concluir que ambas definiciones son equivalentes debemos anadir algo a las
afirmaciones anteriores. Es decir, ya que ¢ es ACL, el Jacobiano estaen L}, y 3 se
cumple, se sigue entonces

Jac ¢

002 < 2 <

y por lo tanto las derivadas parciales son localmente cuadrado integrables.

Con esta definicidon podemos ahora relacionar la seccion previa de estructuras casi
complejas y pullbacks por una transformacion cuasiconforme ¢. Ya que tenemos que
¢ es R - diferenciable casi dondequiera, y como veremos en el teorema 2.3.9 con
un diferencial no singular definido casi dondequiera, la condiciéon 3 en la segunda
definiciéon analitica requiere que el coeficiente de Beltrami y, = gji tenga modulo
acotado lejos del 1, casi dondequiera, es decir, ||| < 1. EQuivalentemente, en el
lenguaje de pullbacks, pedimos que la estructura casicompleja ¢*oy, inducida por ¢
como el pullback de la estandar, tenga dilatacion acotada, es decir, Ky = K < oo.
Cuanto mayor es K, mas alejadas estan las elipses de ser circulos, es decir, cuanto
mas lejos esta la funcién ¢ de ser conforme.

Sin embargo, esta condicidn por si sola no es suficiente. Incluso si ¢*o tiene dilata-
cién acotada, por ejemplo, ACL es necesaria para asegurar cuasiconformidad.

2.3.3. Un ejemplo, la escalera del diablo

El siguiente ejemplo clasico es un homeomorfismo F' : Cg — Cg, el cual es R -
diferenciable casi dondequiera y con un R - diferencial no singular casi dondequiera.
Sin embargo, no es absolutamente continuo en lineas horizontales.

Sea A C [0, 1] el conjunto de Cantor usual. La funcion de Cantor f : [0,1] — [0,1], es
llamada la funcién escalera del diablo, se define de dos maneras a continuacion.
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Recordemos que el conjunto de Cantor A consiste de los puntos = € [0, 1], que en
base 3 tienen representacion de la forma
I ) Tn
:z::.xlxg...xn-~—§+?+~--+3—n+... con =z, € {0,2}.
Definimos a f como la Unica funciéon no decreciente, en que x € A como arriba, se
envia al valor con la siguiente representacion en base 2

donde 7,, esiguala 0 si z,, = 0y 1 si 2, = 2. El conjunto de Cantor tiene medida
ceroy f(A) =[0,1].

Alternativamente f es definida como la funcién limite f = lim f,, de una sucesién
uniformemente convergente de funciones continuas f, : [0,1] — [0, 1], definida in-
ductivamente comenzando con fy(x) = z,y paran > 0

%fn(3x) si0 <z < %,
far(z) =1 % sig<a<2,
L41f(B2—-2) si2<z<1

IS ke~

Iot

e — Be— oW K=

Figura 2.8: Grafica de la funcion Cantor, una escalera del diablo.

La funcién f es igual a la constante 2% en cualquier intervalo del conjunto de Cantor
de la forma [, 25 con la j apropiada. Por lo tanto la derivada es f'(z) = 0 en
[0,1]\A, es decir, casi dondequiera. Sin embargo, f no es absolutamente continua
en [0, 1], ya que el conjunto de Cantor puede ser cubierto por un conjunto finito de
intervalos abiertos de longitud total arbitrariamente pequefa, pero para la cual la
suma correspondiente Y, | f(b;) — f(a;)| sea mayor que, digamos ;.

Ahora extenderemos la funciéna f: R — R por f(z) =0parax <0y f(z) = 1 para
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x> 1.Sea F' : Cg — Cg definida como F(z +iy) =z +i(y + f(z)), para xz + iy € Cg.
Entonces F' es un homemorfismo que preserva la orientacién, con 0, F(x +iy) =1y
0:F(z +1iy) = 0 para = + iy € Cg\(A +iR), es decir, casi dondequiera. Se sigue del
ejemplo 1 - dimensional que F' no es absolutamente continua en lineas horizontales
y por lo tanto F' no es ACL.

2.3.4. Propiedades de las transformaciones cuasiconformes

Sea ¢ : U — V un homeomorfismo que preserva la orientacion. En esta seccién
daremos algunas propiedades utiles de las transformaciones cuasiconformes. En
muchos casos ayudan a decidir la cuasiconformidad de una transformacién. En ge-
neral nos referimos a [Ahl06] para las demostraciones.

P1 Si ¢ es K - cuasiconforme, entonces ¢! es K - cuasiconforme.

P2 Si ¢ es K - cuasiconforme, entonces cualquier composicién a la izquierda o
derecha con una transformacion conforme es K - cuasiconforme.

P3 La composicién de una transformacién K, - cuasiconforme y una transforma-
cion K, - cuasiconforme es K, K, - cuasiconforme.
La siguiente afirmacién viene directamente de la primer definicion analitica,
aunque se hace evidente cuando pensamos en términos geométricos.

P4 El homeomorfismo ¢ es K - cuasiconforme si y solo si ¢ es localmente K -
cuasiconforme.
La siguiente propiedad se sigue también de las definiciones analiticas.

P5 Si ¢ es K - cuasiconforme y de clase C!, entonces la dilataciéon de la elipse
infinitesimal F, en T,.U es acotada por K, para todo z € U.
En efecto, si el R - diferencial cambia constantemente, entonces también lo
hace la dilatacion de E.. Si la dilatacién fuera mas grande que K en algun
punto, esto seria verdad en una vecindad del punto, es decir, en un conjunto
de medida positiva.

P6 Si ¢ es K - cuasiconforme, entonces ¢ satisface la condicion uniforme de
Holder

[9(21) — P(22)] < M|z — Z2|1/K
en todo subconjunto compacto de U.
P7 Si ¢ es bilipschitz, es decir, si existe L > 0 tal que

L7zt — 2o| < [o(21) — d(22)| < Llz1 — 2,

entonces ¢ es cuasiconforme. Lo contrario no es cierto. (Ver también [Roh97]).

El siguiente es un resultado muy util en aplicaciones de cirugia. Ver p.16 [Ahl06].
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Teorema 2.3.9. (Lema de Weyl) Si ¢ es 1 - cuasiconforme, entonces ¢ es conforme.
En otras palabras, si ¢ es cuasiconforme y 0-¢ = 0 casi dondequiera, entonces ¢ es
conforme.

Una propiedad importante es que las transformaciones cuasiconformes son abso-
lutamente continuas con respecto a la medida de Lebesgue. Mas precisamente, se
tiene el siguiente resultado.

Lema 2.3.10. (Lema de Rickman) Sea U C C abierto, C C U compacto, ¢ y ®
dos transformaciones U — C que son homeomorfismos en sus imagenes. Supon-
gamos que ¢, ® son cuasiconformes en U\C, y que ¢ = ® en C. Entonces ¢ es
cuasiconforme y 0-¢ = 0-® casi dondequiera en C.

Teorema 2.3.11. (Compacidad) El conjunto de homeomorfismos K - cuasiconfor-
mes ¢ : D — D, con ¢(0) = 0 es compacto en la topologia de convergencia uniforme
de subconjuntos compactos.

2.3.5. Transformaciones y formas de Beltrami en superficies de
Riemann

Hasta ahora hemos definido las transformaciones cuasiconformes, coeficientes de
Beltrami y pullbacks de coeficientes de Beltrami en subconjuntos de C. Sin embargo,
necesitamos estas nociones también en la esfera de Riemann C. Por consiguiente,
discutimos brevemente como los diferentes términos se extienden a las superficies
de Riemann. Se definen localmente con cartas, donde concuerden con las defi-
niciones anteriores. El trabajo extra consiste en checar que las definiciones sean
independientes de las cartas en donde son expresadas. Verificarlo es facil, solo te-
nemos que reformular lo que ya conocemos.

Primer notacién: Recordemos que una superficie de Riemann S es un campo com-
plejo 1 - dimensional, es decir, un campo real 2 - dimensional dotado con la estructu-
ra analitica compleja. Tal estructura es dada por una coleccion de cartas ¢ : Us — U
que forman un atlas. Para cada carta, ¢ es un homeomorfismo de un subconjunto
abierto Ug de S en un subconjunto abierto U de C. La unién de todos los dominios
Us es igual a S, y para cualquier par de cartas sobrepuestas, la transformacion de
transicion es conforme, es decir, si ¢ : Us — U es una carta tal que Ug N Ug # 0
entonces N B

Yo go_l : QO(US N Us) — (,B(US N Us)

es conforme.

Observemos que una superficie topoldgica S puede ser dotada con una estructura
cuasiconforme (resp. suave), esto significa, con una coleccién de cartas ¢ : Ug —
U c C que forman un atlas con transformaciones de transicion cuasiconformes
(resp. suaves).

Cuando se trata de transformaciones entre superficies de Riemann, su regularidad



40 CAPITULO 2. GEOMETRIA CUASICONFORME

esta siempre definida en términos de regularidad de transformaciones entre con-
juntos abiertos de C inducido por cartas. En este sentido, un isomorfismo conforme
entre superficies de Riemann es un isomorfismo que es localmente conforme (entre
conjuntos abiertos de C) cuando se expresa con cartas.

Un teorema notable por Koebe y Poincaré establece que existen solo tres posibles
superficies de Riemann simplemente conexas, mddulo composiciones con isomor-
fismos conformes. Para una prueba, ver por ejemplo Chapt. 10 en [AhI10], IV.4. en
[FK92], o Chapt. 1 en [HHO6]

Teorema 2.3.12. (Teorema de Uniformizacion) Sea S una superficie de Riemann
simplemente conexa. Entonces S es conformemente equivalente aD,C o C.

Ahora analizaremos transformaciones cuasiconformes entre superficies de Riemann.

Definicion 2.3.13. (Transformaciones K - cuasiconformes entre superficies de
Riemann) Sean S, S’ dos superficies de Riemann, y sea ¢ : S — S’ un homeomor-
fismo. Entonces ¢ es cuasiconforme si y solo si existe K > 1 tal que ¢ es localmente
K - cuasiconforme cuando se expresa con cartas.

Para un punto arbitrario s € S escogemos una carta arbitraria ¢ : U, — U definida
en una vecindad de U, de s y escogemos una carta arbitraria ¢’ : U, — U’ defini-
da en una vecindad U, de ¢(s). Podemos suponer que ¢(Us) = U.. Por definicion
dly, : Uy — Ul es K - cuasiconforme si o' o po ! : U — U’ es K - cuasiconforme.
El concepto esta bien definido ya que es independiente de las cartas donde veri-
ficamos localmente K - cuasiconformidad. Esto se sigue de la propiedad P2 en la
seccién 2.3.4: la composicion de transformaciones K - cuasiconformes con trans-
formaciones conformes a la izquierda o derecha es de nuevo K - cuasiconforme.
Cambiar cartas en el dominio y el rango de ¢ corresponde exactamente a componer
©' o ¢ o ot izquierda y derecha con transformaciones conformes, es decir,

(o ™Mo(Popop™o(@op ™) T=Fo0gog!

donde ¢ y ¢’ son cartas alrededor de s y ¢(s), respectivamente. Ver Figura 2.9.

Ahora veremos como los coeficientes de Beltrami en subconjuntos de C son gene-
ralizados a formas de Beltrami en superficies de Riemann.

Definicion 2.3.14. (Forma de Beltrami en una superficie de Riemann) Una for-
ma de Beltrami y, también llamada diferencial de Beltrami, en una superficie de
Riemann S es un diferencial (—1,1) en S.

Localmente un diferencial (—1,1) es expresado como p(z)dz/dz = u(z)dz"'dz. For-
malmente, esto significa que si ¢ y ¢ son dos cartas sobrepuestas definidas en S
con la transformacion conforme h = go !, entonces la forma de Beltrami satisface
la siguiente regla de transformacién
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Figura 2.9: Bosquejo de una transformacién K-cuasiconforme ¢ entre superficies de Rie-
mann. La composicion ¢’ ogpop~! : U — U’ es K-cuasiconforme, mientras que las funciones
de transiciéon p o 371 y ¢’ o ! entre las areas sombreadas son conformes.

e(e) = gl

~—

(2.10)

~—

donde z = p(s) y 2 = ¢(s). En otras palabras, s,(2) y u;(%) son los coeficientes
de Beltrami de la forma de Beltrami cuando se expresa en la coordenada z en U,
respectivamente la coordenada z en U, en las dos cartas sobrepuestas. Dado que
h es holomorfa, h'(z) = 0.h(z), se descubre la similitud entre (2.10) y la férmula
del pullback (2.8) de un coeficiente de Beltrami por una transformacion holomorfa.
Ademas, notemos que |u;(2)| = |u,(2)] tal que |||~ esta bien definida.

Para justificar la regla de transformaciéon consideremos la informacion geométrica
dada por la forma de Beltrami en S con ||u||l < 1. La forma de Beltrami define
en este caso una estructura casi compleja o en S, es decir, un campo medible de
elipses infinitesimales en el haz tangente 7'S. El coeficiente de Beltrami p.,(z) defi-
ne casi dondequiera una elipse infinitesimal en 7,U con dilatacién igual a if}ﬁi@l
Se sigue de (2.10) que la elipse infinitesimal es mandada por la transformacién
D.h : T.U — T-U de las cartas en los haces tangentes a la elipse infinitesimal de-
finida por el coeficiente de Beltrami p5(2) en T-U. Més precisamente, sea F una
elipse representante de la elipse infinitesimal en T.U, que es bien definida modulo
la multiplicacion por un escalar. Entonces E es mandada por D.h en la elipse E
en T-U, que es E multiplicacion por |i/(z)| y rotada por el argumento de //(z), ver
Figura 2.10.

Las dos elipses tienen la misma dilatacion:

K(E) = K(E) (2.11)
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Figura 2.10: La elipse E en T.U es mandada por D,h : w — h/(z)-w en la elipse E en T’;ﬁ.
Por lo tanto las elipses son iguales médulo multiplicacion por un numero complejo.

y dos veces el argumento del eje real mas el argumento del eje menor de E es
exactamente igual al argumento de 4i;(Z) :

arg u,(2) + 2 arg h'(2) = arg pu3(2). (2.12)

Por lo tanto, la elipse E representa la elipse infinitesimal definida por el coeficiente
de Beltrami 13(%). Se sigue que el campo medible de elipses infinitesimales en 7'S
esta bien definido, y de aqui que la forma de Beltrami con dilatacién acotada deter-
mine una estructura casi compleja en S.

Lo ultimo que definimos es el pullback de una forma de Beltrami por una transfor-
macion cuasiconforme.

Definicion 2.3.15. (Pullback de Formas de Beltrami). Sean S, S’ dos superficies
de Riemann, y sea ¢ : S — S’ una transformacion cuasiconforme. Si i’ es la forma
de Beltrami en S’ entonces ¢*1’' se define como una forma de Beltrami en S, que
cuando se expresa con cartas se ajusta a la definicion previa del pullback.

Para hacer esto mas preciso, sean ¢ : Us — U y ¢’ : Uss — U’ cartas arbitrarias
alrededor de s € Sy ¢(s) € S', y definamos z = p(s) y 2’ = ¢'(¢(s)). Sea u,(2') el
coeficiente de Beltrami de i/ en la carta ¢'. Entonces ¢*/ es la forma de Beltrami
en S, que en la carta ¢ tiene el siguiente coeficiente de Beltrami

_ 02 (2) + iy (f(2))0: f (2
0.1 (2) + wli(f(2))0=f(z)

~—

(Qb*//)cp(z)

donde f(z) = ¢’ o ¢ o p~1(z). Comparar con (2.6). Ademas esta definicion es inde-
pendiente de las cartas. Ver Figura 2.11.



2.4. TEOREMA DE INTEGRABILIDAD 43

Figura 2.11: La elipse en T.U es mandada por D, f en la elipse en T,.U’. Dichas elipses en
general son diferentes ya que D, f es una transformacion lineal de Cp.

Recordemos que el espacio cubriente universal de la esfera de Riemann menos tres
puntos es el disco unitario. De este hecho, el teorema analogo al teorema 2.3.11 es
el siguiente.

Teorema 2.3.16. (Compacidad) EI conjunto de homeomorfismos K - cuasiconfor-
mes ¢ : C — C, que fijan tres puntos, es compacto en la topologia de convergencia
uniforme de subconjuntos compactos.

2.4. Teorema de integrabilidad

Sea U ¢ C un conjunto abierto que es todo el plano o conformemente equivalente
al disco unitario. En secciones previas revisamos como un homeomorfismo cuasi-
conforme ¢ : U — C da lugar a una estructura casi compleja o, en U con dilatacion
compleja, o equivalentemente, a un coeficiente de Beltrami p;, = 0:¢/0.¢ definido
casi dondequiera con ||i4||ec = k < 1.

La siguiente pregunta surge de forma natural. Dada una estructura casi compleja o
en U, ¢bajo qué condiciones podemos encontrar un homeomorfismo cuasiconfor-
me ¢ tal que induce o casi dondequiera? En el lenguaje del pullback significa que
¢*oo = o, casi dondequiera, o equivalentemente, dado un coeficiente de beltrami
en U, ¢bajo qué condiciones podemos encontrar ¢ : U — C cuasiconforme (por lo
tanto en Dy) tal que

0z0(2) = n(2)0:9(2) (2.13)

para casi todo z € U? Tal funcién ¢ se dice p integrable y es, por lo tanto, llamada
funcién integradora, esta ecuacién se llama ecuacion de Beltrami y la respuesta a la
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pregunta es dada por el Teorema de Integrabilidad (también conocido como el Teo-
rema de la transformacién medible de Riemann) debido a Morrey [Mor38], Bojarski
[Boj55], Ahlfors y Bers [AB60].

Teorema 2.4.1. (Teorema de integrabilidad - version local) Sea U c C un con-
junto abierto tal que U ~ D (resp. U = C). Sea o una estructura casi compleja en
U correspondiente al coeficiente de Beltrami .. Supongamos que la dilatacion de
o es uniformemente acotada, esto es, J(o) < oo, 0 equivalentemente, el supremo
esencial de || enU es

illoo = k < 1.

Entonces 1. es integrable, es decir, que existe un homeomorfismo cuasiconforme
¢ : U — D (resp. en C) que resuelve la ecuacion de Beltrami, es decir, tal que

_ 9:0(2)
2.0(2)

para z € U casi dondequiera. Ademas, ¢ es unico modulo post-composicion con
automorfismos de D (resp. C).

1(z)

En el lenguaje del pullback podemos decir que existe un homeomorfismo cuasicon-
forme ¢ tal que u = ¢* o casi dondequiera.

La demostracién de este teorema se puede encontrar e muchos textos clasicos, asi
como en algunos textos mas recientes. Ver por ejemplo [LV73, Ahl06] o [AIMOS,
Boj10, DB, HHO6, Lyu13]. Como se indicd anteriormente, el teorema de integrabi-
lidad se aplica a coeficientes de Beltrami en subconjuntos del plano complejo. Sin
embargo, a menudo tratamos con transformaciones racionales en la esfera de Rie-
mann y estamos interesados en un cambio global de la estructura casi compleja en
C. Ademas, construimos superficies abstractas de Riemann isomorfas al disco, al
plano complejo o la esfera de Riemann. Por lo tanto estamos interesados en una
version global del teorema de integrabilidad.

Teorema 2.4.2. (Teorema de Integrabilidad - version global) Sea S una super-
ficie de Riemann simplemente conexa y o una estructura casi compleja en S con
forma de Beltrami medible ;.. Supongamos que la dilatacion de o es uniformemente
acotada, es decir, K (o) < oo, 0 equivalentemente, el supremo esencial de |u| en S
es

illoc = k < 1.

Entonces 1 es integrable, es decir, que existe un homeomorfismo cuasiconforme
¢:S — D (resp. en C o C) que satisface
¢*po = p.

Si S es isomorfo aD (resp. a C o C) entonces ¢ : S — D (resp. enCo C) es unico
maodulo post- composicion con automorfismos de D (resp. de C o C).
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En este caso diremos también que ¢ resuelve la ecuacién de Beltrami y escribimos
o= gﬁg casi dondequiera (donde la ecuacion puede ser expresada en cartas si
es necesario). El teorema global se deduce facilmente del local como se explica a
continuacion.

Demostracion. El caso del disco o el plano complejo se sigue casi inmediatamente
del teorema local. En efecto, sea X enDo Cysea ® : S — X un isomorfismo
conforme. Entonces para cualquier carta ¢ : Us — U en un atlas dado para S,
la transformacion ® o ¢! : U — X es holomorfa. Usando estas transformaciones
conformes, podemos empujar hacia delante a la forma de Beltrami . en S a una
forma de Beltrami i/ en X. Ya que el coeficiente de Beltrami en cartas sobrepues-
tas en S se transforma, la forma de Beltrami p/ esta bien definida en X y satisface
Il |lo = |l1|] :== k < 1. El teorema de integrabilidad local 2.4.1 proporciona un ho-
meomorfismo cuasiconforme ¢ : X — X tal que ¢*ug = p/. Entonces po @ : S — X
es la funcion integradora requerida.

Ahora supongamos que S es isomorfa a C y ;. es la forma de Beltrami en S, tal que
||ptl|o := k < 1. Escogamos un atlas finito {p; : U} — U’} para S tal que U7 ¢ C
es conformemente isomorfo a . Por definicién, i induce un coeficiente de Beltrami
1; en los conjuntos U, compatible bajo transformaciones de transicién entre cartas
sobrepuestas. Aplicamos el teorema de integrabilidad local en cada coeficiente de
Beltrami y obtenemos homeomorfismos K;— cuasiconformes ¢, : U/ — D, tal que
P10 = K-

Se sigue del Lema de Weyl que, donde sea que este bien definido, las transforma-
ciones ¢; o ;o 90].*1 o qﬁ;l son conformes, ya que son cuasiconformes y preservan la
estructura compleja estandar. Asi las transformaciones {¢; o o; : U} — D} forman
un nuevo atlas para S con transformaciones conformes de transicién.

Por el teorema de uniformizacion existe un isomorfismo conforme @ : S — C, lo
que significa que es conforme cuando es expresado en cartas del nuevo atlas pa-
ra Sy cartas para C. Tal expresion es @, := 1; o ® o ¢;'o¢; : D — V; donde
;- ®(U)L — V; es una carta en C.

Ya que la funcion integradora ¢; es K; - cuasiconforme, se sigue que las trans-
formaciones ¢; o ®; : U; — V; para cualquier j son K - cuasiconformes donde
K = max; K. Por lo tanto, con respecto al atlas original en S, la transformacion ®
es K - cuasiconforme, y ®* o = u, entonces @ : S — C es la funcién integradora
requerida. ]

Observacion 2.4.3. Notemos que podemos usar el teorema de integrabilidad para
dotar a una superficie S con una estructura analitica compleja, convirtiéndola en una
superficie de Riemann, siempre que admita una estructura cuasiconforme. En efec-
fo, supongamos que existe un atlas {y;} con transformaciones cuasiconformes de
transicion y una forma de Beltrami 1. que es compatible con el atlas y con |||« < 1.
Sea ¢; una funcion integradora. Entonces {¢; o p;} es un nuevo atlas con transfor-
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maciones holomorfas de transicion, y por lo tanto se define una estructura analitica
complejaen S.

2.4.1. Dependencia de parametros

En la construccion de la cirugia, a menudo estamos interesados en aplicar el teore-
ma de integrabilidad a una familia de formas de Beltrami dependiendo de los para-
metros. En estos casos, es necesario conocer como la solucién de la ecuacién de
Beltrami varia en términos de parametros. Notemos que una transformacion integra-
dora ¢ se determina de manera Unica si esta normalizada. Si sy, s» ¥ s3 son puntos
distintos en S, entonces en el caso de D se puede elegir una normalizacién pidiendo
#(s1) = 0y ¢(s2) € RT; en el caso de C se requiere que ¢(s;) = 0y ¢(s2) = 1;y
en el caso de C pidiendo adicionalmente que ¢(s;) = oo. Pueden ocurrir otros ti-
pos de normalizaciones. Para argumentar el siguiente teorema es importante hacer
referencia a alguna normalizacion elegida.

Figura 2.12: El teorema de integrabilidad en superficies de Riemann se sigue de la version
local en conjuntos abiertos del plano complejo. En el dibujo, t(y, 7, j) := ¢; o <p;1 representa
la funcion transicién con respecto de las cartas {¢}. Igualmente, t(¢ o ¢, 1, j) con respecto
a las nuevas cartas {¢ o ¢}. Estas funciones de transicién estan definidas solo en las re-
giones sombreadas. Por otro lado, la funcion ®; se define en todo el disco, y las funciones
integradoras ®; o ¢, son definidas en todo U;.

Teorema 2.4.4. (Teorema de Integrabilidad - dependencia de parametros) Sea
A un subconjunto abierto de CV (o RY) para algiin N > 1.

(a) Sea S una superficie de Riemann isomorfaaC (0 C), y sea (1) xea Una familia
de formas de Beltrami medibles en S. Supongamos A — p,(s) es holomorfa
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(resp. continua, diferenciable, real analitica) en \ para puntos s € S (siem-
pre que este defindo). Ademas, supongamos que existe una k < 1 tal que
llualle < k para todo A € A. Escogiendo una normalizacion apropiada y de-
finiendo ¢, : S — C (o en C) un homeomorfismo cuasiconforme tnico que
integra i, entonces para algun s € S fijo, la transformacion \ — ¢,(s) es
holomorfa (resp. continua, diferenciable, real analitica).

(b) Sea U un dominio de Jordan en C, y sea (115 )xca Una familia de formas de Bel-
trami medibles en U. Supongamos A — p,(s) es continua (resp. diferenciable,
real analitica) en \ para cada s € S fijo (siempre que este definido). Ademas,
supongamos que existe una k < 1 tal que ||ux|loo < k para todo A € A. Es-
cojamos una normalizacion apropiada y sea ¢, : S — I un homeomorfismo
cuasiconforme unico que integra . Entonces para cualquier s € S fijo, la
tfransformacion A — ¢,(s) es continua (resp. diferenciable, real analitica).

Observacion 2.4.5. (EnD no se puede esperar dependencia holomorfa) Obser-
vemos que en el caso del disco unitario, no podemos expresar dependencia holo-
morfa. En efecto, si s € OU entonces necesariamente ¢,(s) € S'. La transformacion
A — ¢a(s) no puede ser holomorfa, ya que no es una transformacion abierta.

Observacion 2.4.6. (Dependencia de parametros de transformaciones inver-
sas) Es importante observar que incluso si la transformacion integradora depende
holomorficamente de un parametro \, sus inversas no necesariamente tienen la
misma propiedad. En efecto, la diferenciacion implicita muestra que necesitamos di-
ferenciabilidad de ¢, () con respecto a = para asegurar la diferencibilidad de ¢; ' (w)
con respecto a A, y esto en general no siempre es verdad. Ver el ejemplo 4.8.18 en
[HHO6].

2.5. Ejemplo elemental

El ejemplo elemental es un caso especial de la cirugia cuasiconforme, es decir, ciru-
gia suave y es elemental en el sentido de que todo se puede calcular explicitamente.
Comencemos con una funcién simple M, : D — D definido por My(z) = Aoz para
0 < |\| < 1. Definiremos una nueva estructura casi compleja en D, inducida por
ciertas funciones cuasiconformes M, - invariantes.

El semiplano izquierdo, Hj, es el espacio cubriente universal de D* = D\{0} bajo
la funcion exponencial. Notemos que la funciéon exponencial semiconjuga M, en D*
con una traslaciéon v, = log \q en H,. Escogemos v, tal que 0 < Im(vy) < 27. Ver
Figura 2.13.

Se tiene el siguiente diagrama conmutativo.
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H,
.......... . R )i D*
e "‘\\
\.
N exp Ao '
¢ ¢+ 1o _ )z Xz
Vo A y
0

Figura 2.13: La funcion exponencial semi-conjuga la traslacion por v, en el semiplano su-
perior H; con la multiplicacion por Ay = e° en D*.

D* 2= Noz D*

exp T T exp
HlCH CJF VOHI

Eligiendo cualquier pardmetro v en el semiplano izquierdo Hj, tomemos una funcién
R - lineal L, : H, — H, que manda la base {vy,i} en la base {v,i}, por lo tanto el
paralelogramo P(vy = {tvy +is|t € (0,1),s € (0,27)} en el paralelogramo P(v) =
{tv +is|t € (0,1),s € (0,2m)} (ver Figura 2.14).

H; S—— H!
* NS

D g - 220 SQQQ'g' o 2 L2
SOBE D QRS S
- \T\S—g \ log DTN D L,
RRSORERSRN = =

SSV Xy / Vo D

< B0 0

\C(j Z"\Z/

- £l/

Figura 2.14: La estructura compleja estandar en Hj; es el primer pullback por L, y entonces
por el logaritmo, en una estructura casi compleja en D* con coeficiente de Beltrami p,,.

Si escribimos L, (¢) = a¢ + b¢ se sigue que
avg+bg Yy a—b=1,

por lo tanto
V+1 vV —1)
a=————, b:ia
vy + g vy + g
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y el siguiente diagrama

HICHCJFVOHI

Lui lLV
H, 2 HL

conmuta. Observemos que D.L, = L, para cualquier ¢, para que el coeficiente de
Beltrami de L,, sea constantemente igual a

oL, 8Ll,_ (L)_é_y—l/o
¢ oC - Hb a4 v+T

Sea ¢, = L, olog, donde log puede ser elegido como la rama del logaritmo que
manda D* en la semibanda {tv, + is|t € (0,1),s € [0,27)}. Entonces podemos
calcular facilmente el coeficiente de Beltrami p, con pullback &y = log™ u(L,) en
un punto albitrario z € D*. De &,(z) = alog z + blog z obtenemos

1 1
azgu =a—, &zgu = biv
z z
y por lo tanto
_V—Wwz
,u,,(z) = V+V70§'

El médulo de dilatacién compleja 1, es constante, pero el argumento varia. Para
z #0es2argz + arg(%). Esto significa que el argumento del eje menor de una
elipse infinitesimal en 7.D es igual a argz + %arg(%). Por lo tanto, a lo largo de

cualquier circulo |z| = r en D* las elipses daran una vuelta completa, y a lo largo de
cualquier eje radial, el argumento del eje menor a la linea radial es constantemente

, 1 , . .
igual a 3 arg(l”;—%). Dada v € H,; construimos una estructura casi compleja o, en D*

correspondiente al coeficiente de Beltrami p,, definido anteriormente, fijando 1, (0) =
0. La funcién ¢, : D — D definida por

| (expoL, olog)(z) size D*
Oulz) = { 0 Siz=0

es la funcién integradora, que por construcciéon hace que el siguiente diagrama con-
mute.
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Motz}—>)\0
—_—

(D*a ,uu) (D*a ,UV)

erp erp

C—=C+u
(H, po(Ly) ) = (Hy, p( L))
o) L, L, oM

¢—=C+v
(szﬂo) Sak (Hljﬂo)

erp erp

(ID)*7 /’LO) et (D*u /’LO)

En otras palabras, M}, = u, y la transformacion M, = ¢, o M, o ¢, obtenida
como la conjugacion de M, por la funcién integradora ¢,, es holomorfa. El diagrama
conmutativo también muestra que esta composicion ¢, o M, o ¢! en D* es igual a
M, : z — €"z, por lo tanto, se mantiene en . Ver figura 2.15.

Figura 2.15: La composicion exp oL, o log es precisamente la funcion integradora ¢, en D*.

Notemos que, cuando v es igual a cualquiera de los valores del log Ay, la composi-
cion ¢, o My o ¢! es justo M, de nuevo. Por lo tanto, puede suceder que a pesar de
que construyeramos una estructura casi compleja M, - invariante, podemos recupe-
rar la transformacién M, cuando conjugamos con la funcién integradora.

La funcién integradora, ¢,, manda el anillo 4y := {|X\¢] < |2| < 1} en el anillo
A, :={]e’| < |z| < 1}. Notemos que el médulo de los dos anillos es

1

e’

1 1 1
modA, = 7 log W y modA, = o log

Ver también Figura 2.16.



2.5. EJEMPLO ELEMENTAL 51

Ap Ay

Pu
—

Figura 2.16: Los anillos definidos dindmicamente Ay y A, en el disco unitario. Por razones
visuales, el dibujo esta desproporcionado, en proporcién a los valores de v y 1y = log A\g en
los otros dibujos.

2.5.1. Extendiendo ., por la dinamica

En esta seccion comentaremos sobre la extension de la estructura casi compleja
dada por el coeficiente de Beltrami M, - invariante u,, en D, en un coeficiente de Bel-
trami M, - invariante en C, denotado también por u,,. Es geométricamente evidente
que la estructura casi compleja dada por

V—1y%

—— 8si zeC*
V+15Z2

o (z) =

es M, - invariante.

Sin embargo, usaremos este ejemplo para mostrar como esta extension puede ser
definida recursivamente por pullbacks de 1, en el anillo A, por M} para n € N
creciente. Decimos que el coeficiente de Beltrami es extendido por la dinamica. Esta
manera de extender el coeficiente de Beltrami es muy comun, y por tanto vale la
pena ilustrar en este ejemplo. Sea

1 1
A, = M;"(Ay) = —— <
o= 50 = { s < 1<

B B ,(2) sizeD,
fin(2) = { (Mgf)*luy(z) siz e A,.

Entonces i, es M, - invariante por construccion y con la misma dilatacién acota-
da, es decir, k(i) = k(i1,), ya que todo pullback esta hecho por transformaciones
holomorfas. Ver Figura 2.17.

En este ejemplo, donde todo puede ser calculado explicitamente, podemos también
extender la funcion integradora ¢, : D — I conjugando M, con M,, a una transfor-
macion integradora ¢, : C — C, aun conjugando M, con M,,.

Fijando

— 0u(2) siz €D,
¢V(Z) T { (MV—” o (bzx o M(?)(z) Size An,
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A9 Ay

A\(D\
,\///‘\ \

SR NCLEONES
@‘90/

BN

P

C‘) |(i y

:
\ —

Figura 2.17: Extendemos el coeficiente de Beltrami M- invariante i, en D a un coeficiente
de Beltrami Mj- invariante en todo C.

notemos que K, = K ya que la composicién por transformaciones holomorfas

no cambia la dilatacién. Observe que ¢, fija al 0 y 1. Por lo tanto, ¢, es la Unica
funcién integradora determinada, normalizada en la forma estandar. El coeficiente
de Beltrami global /i, que obtenemos de esta manera es el pullback del coeficiene
de Beltrami estandar s, bajo la transformacién ¢,. En otras palabras, el siguiente
diagrama conmuta.

zl—>)\0

((C7 ﬁu) - (C7 ﬁu)

| |5

(C, o) —— ek (C, uo)

2.5.2. Dependencia con respecto a los parametros

Terminaremos esta seccion observando como la construccién varia con respecto a
los parametros v € H;. Notemos que para cualquier z € C* la transformacion

V—1y%

v in(z) = v+T0Z
es holomorfa en v. Por lo tanto, la funcién integradora ¢,, normalizada por fijar 0y 1,

también varia holomorficamente con el pardmetro v.
Para z € D* :

Vs Bu(2) = exp (VO log z — V010g2> exp ( 2log |z|>

Vo + Vo Vg + Vg

Para >z € A,:
v = exp(—nv)o, (A z).
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2.6. Transformaciones cuasiregulares

El pullback es un concepto local. La inyectividad global no es realmente necesaria
para poder aplicar pullback a estructuras casi complejas. Esto lleva al concepto de
transformaciones cuasiregulares. En esta seccién todas las transformaciones cua-
siregulares son denotadas por g.

Definiciéon 2.6.1. (Primera definicion de transformaciones K - cuasiregulares)
Sea U C C un conjunto abierto y K < oo. Una transformacion g : U — C es K -
cuasiregular si y solo si g se puede expresar como

g=1/foo
donde ¢ : U — ¢(U) es K - cuasiconforme y f : ¢(U) — g(U) es holomorfa.

Se sigue inmediatamente que ¢ es localmente K - cuasiconforme excepto en un
conjunto discreto de puntos ¢~ !(Crit(f)), donde Crit(f) es el conjunto de puntos
criticos de f. Alrededor de estos puntos la transformacidn no es inyectiva.

Este hecho nos lleva a la siguiente definicién alternativa.

Definicidn 2.6.2. (Segunda definicion de transformaciones K - cuasiregulares)
Sea U C C un conjunto abierto y K < oo. Una transformacion continua g : U — C
es K - cuasiregular si y solo si g es localmente K - cuasiconforme, excepto en un
conjunto discreto de puntos en U.

Demostracion. La primera definicién implica la segunda inmediatamente.

Para ver el regreso, sea €2 el conjunto discreto de puntos para los cuales g no es K
- cuasiconforme en cualquier vecindad de tal punto. Cubrir el conjunto abierto U\
por una coleccidn contable de conjuntos abiertos en los que g es K - cuasiconforme.
Tal coleccion contable existe, ya que cualquier cubierta abierta de un subconjunto
de R? tiene una subcubierta contable (Teorema de Lindeléf, [Ke, p.49]). Resulta que
0.9 y 0-g estan bien definidas, casi donde quiera, en cada uno de los conjuntos
abiertos en la subcubierta y pertenece localmente a L? .. Ya que unién contable de
conjuntos de medida cero es un conjunto de medida cero, 0.g y J, estan bien defini-
das, casi dondequiera, en U. Mas aun, el coeficiente de Beltrami yi(z) = 0z4(.)/0.9(2)
satisface ||u|| < k = ﬁjj < 1l en U. Si U es simplemente conexo podemos aplicar
el teorema de integrabilidad inmediatamente para obtener un homeomorfismo K -
cuasiconforme ¢ : U — D (o en C) integrando el coeficiente de Beltrami p. Si U
no es simplemente conexo primero extendemos p a i en C definiendo fi(z) = 0 si
z ¢ U, entonces aplicamos el teorema de integrabilidad global para obtener un ho-
meomorfismo K - cuasiconforme ¢ : C — C integrando el coeficiente de Beltrami /.
Sea ¢ := ¢|y : U — ¢(U). Entonces la composicién f := g o ¢~ es localmente K -
cuasiconforme excepto en un conjunto discreto de puntos ¢~!().

Mas aun

F (o) = (071 9" (o) = (¢~ 1)* 1 = po,
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como se muestra en el siguiente diagrama.

(U, 1) —= (g(U), o)
. ¢l /
(¢(U)7MO)

Por lo tanto por el lema de Weyl, f es localmente conforme excepto en un conjunto
discreto de puntos donde es continua. Esto implica que f es holomorfa, y se sigue
que g = f o ¢ cOMO queriamos. O

Las transformaciones cuasiregulares pueden ser caracterizadas localmente por la
siguiente definicidén equivalente.

Definicidon 2.6.3. (Tercera definicion de transformaciones K - cuasiregulares)
Sea U C C un conjunto abierto y K < oo. Una transformacion g : U — C es
K - cuasiregular si y solo si para todo » € U, existen vecindades N, y Ny, de z
y g(z), respectivamente, una transformacion K - cuasiregular ) : N, — D y una
transformacion conforme ¢ : Ny, — D, tal que (¢ o g o o™')(z) = 2%, para algin
d>1.

Se mostrara que esta definicion es en efecto equivalente a las dos anteriores.

Demostracion. Supongamos que g : U — C satisface la tercera definicién de cuasi-
regularidad. Entonces g es localmente K - cuasiconforme en dichos puntos donde
d=1.Sid>1en N, entonces z es el Unico punto en esta vecindad donde la
transformacion no es localmente invertible. Por lo tanto, tales puntos son aislados, y
g satisface la segunda definicién de cuasiregularidad.

Supongamos que g : U — C satisface la primera definicién de cuasiregularidad y
por lo tanto podemos escribirla como g = f o ¢ en U. Probaremos que ¢ satisface la
tercera definicién de cuasiregularidad. Se tienen dos casos.

Caso 1. Si ¢(z) no esta en Crit(f), entonces existen vecindades Ny.) y Ny(.) de ¢(z)
y g(z) respectivamente tal que f : Ny.) — Ny(.) €s invertible con inversa conforme.
Sea N, = ¢! (Ny(.)). Entonces tenemos el siguiente diagrama conmutativo

g
N —— Ny(z)

T

z—z)

Ng(z) = Ny(z)

y hemos terminado.



2.6. TRANSFORMACIONES CUASIREGULARES 55

Caso 2. Si ¢(z) esta en Crit(f), entonces existen vecindades Ny.) Y Ny.) de ¢(z) y
g(z) respectivamente tal que f : Ny ) — N,y €s una cubriente ramificada de grado
d > 1, ramificado s6lo en ¢(z). Todas estas cubrientes son equivalentes a z + 24,
en el sentido que si p : Ny.) — D es la transformacion de Riemann mandando g(z)
a 0, entonces ¢ puede ser levantada a una transformacion conforme ¢ : Ny.) — D,
y tenemos el siguiente diagrama conmutativo.

Ya que g o ¢ es K - cuasiconforme y ¢ es conforme, hemos terminado. O

2.6.1. Aplicacion de la dinamica holomorfa

Antes de dar una introduccion en el Capitulo 3 sobre que trata la cirugia cuasiconfor-
me, terminaremos este capitulo obteniendo una idea de cémo aplicar a los sistemas
dinamicos lo que hemos aprendido hasta ahora. Esta aplicacién es el corazén de la
construccion de la cirugia.

Supongamos S una superficie de Riemann isomorfa a C o C. Estamos interesados
en el sistema dindmico generado por las iteraciones de una funcién f : S — S, que
por el momento podemos asumir que es a lo mas cuasiregular. En otras palabras,
dado un punto inicial s € S, estamos interesados en el comportamiento asintético de
su 6rbita O(s) = {s, f(s), f2(s),... f"(s),... }. En el estudio cualitativo de tal sistema
dinamico, las conjugaciones juegan un rol crucial. Estamos interesados en encon-
trar una “copia de la dinamica holomorfa”, es decir, una transformacién holomorfa
que sea cuasiconformemente conjugada a una previamente dada. El siguiente lema
establece condiciones bajo las cuales esto es posible.

Lema 2.6.4. (Lema de Key para cirugia)

(a) Sea S una superficie de Riemann isomorfaa C oC y seag: S — S cuasire-
gular. Sea 1 una forma de Beltrami g - invariante en S, tal que |||« == k < 1.
Entonces existe una transformacion holomorfa f : X — X donde X e {C,C},
tal que g y f son cuasiconformemente conjugadas.

(b) Sea S’ ¢ S ~ I un conjunto abierto, y sea g : S’ — S cuasiregular. Sea . una
forma de Beltrami g - invariante en S, tal que ||u||» := k < 1. Entonces existe
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una transformacion holomorfa f : D' — 1 donde D' C D es abierto y tal que g
y [ son cuasiconformemente conjugadas.

Demostracion. (a) Sea ¢ : S — X una transformacién cuasiconforme que integra
a u, dada por el teorema de integrabilidad. Entonces, si definimos f := ¢ogo
¢~ 1, el siguiente diagrama conmuta.

(S, ) —2—=(S. )

J e

(X, o) — (X, o)

La transformacion f es cuasiregular y satisface f*u, = po casi dondequiera.
Por lo tanto por el lema de Weyl, f es holomorfa y es cuasiconformemente
conjugada a g via ¢. Ver Figura 2.18

(C, )

o\ /
~

/

)

Figura 2.18: Bosquejo del Lema de Key por cirugia donde S = C.

(b) La prueba es anéloga a (a) tomando D" := ¢(5’).
[

Como veremos después en las construcciones de cirugia, tales procedimientos pue-
den realizarse con dependencia en un parametro, digamos A € A C C. Las transfor-
maciones g, : S — Sy las formas de Beltrami ., que son g, - invariantes, pueden
ambas depender holomorfamente de \. El teorema de integrabilidad con dependen-
cia de parametros 2.4.4 provee una familia de transformaciones ¢,, determinados
de manera unica cuando normalizamos apropiadamente, y variando holomorfamen-
te con \. Aplicando el lema de Key a cada una de estas transformaciones obtenemos
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una familia de transformaciones holomorfas F : X — X que satisfacen

rodxr=drogy

en S. Es natural preguntarse cuando f, depende holomorfamente de \. A menu-
do, uno puede deducir la forma de la familia resultante, por ejemplo una familia de
polinomios con coeficientes en C, entonces es equivalente a preguntarse si los co-
eficientes son funciones holomorfas de \.

Sin embargo, la respuesta no siempre es simple. Como se menciond en la observa-
cién 2.4.6 las inversas de las funciones integradoras pueden no depender holomor-
famente del parametro.

Lema 2.6.5. (Dependencia en parametros) Sea g dado como en el lema anterior
2.6.4 (a), y sea ., la forma de Beltrami y por lo tanto la funcion integradora ¢, pro-
piamente normalizada, depende holomorfamente de \. Entonces la transformacion
holomorfa f\(z) := ¢, o g o ¢5*(2) depende holomorfamente de .

Demostracion. Consideremos la expresion f o ¢y = ¢, o g. Queremos mostrar que
fr/OX(¢x(2)) = 0 para todo 2. La transformacién del lado izquierdo puede ser es-
crita como

()\,X, Zaz) = f)\(A7X’ QSA(Z), gb)\(Z)),
y la transformacion del lado derecho como
()\7X7 272) '_> ¢)\()\7X7 g(z)7@)

Aplicando la regla de la cadena y calculando las derivadas en el sentido de distribu-
ciones obtenemos que

ax éa(2) 82 éa(2) ax z az éa(2) ax z aX 9(2)
Ya que 22 =0y 92 = 0 tenemos
A
I | =0
Se sigue que f, varia holomorfamente con A. O

Enfatizaremos que en el lema 2.6.5, la transformacién cuasiregular ¢ es indepen-
diente del parametro. Sin embargo, si depende holomorfamente del parametro en-
tonces la familia resultante de transformaciones f, no necesita hacerlo.
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Capitulo 3

INTRODUCCION A LA CIRUGIA

En este capitulo se describe de que trata la cirugia cuasiconforme y se explican los
diferentes tipos de cirugias que se desarollaron como primeras apariciones de esta
técnica.

¢, Qué sabemos de la cirugia cuasiconforme en dinamica holomorfa? Es una técnica
comunmente usada para la construccion de funciones holomorfas con una dinamica
preéscrita. La “dinamica preéscrita” nos da una funcién f la cual en general no es
holomorfa, pero podria serlo. Nos referiremos a f como una funcién modelo. La pa-
labra “CIRUGIA” aparece porque se necesita “cortar” y “pegar” diferentes espacios
y funciones juntas para construir a f. Este es usualmente el primer paso para la
construccion y es conocido como cirugia topolégica.

Dejaremos el mundo holomorfo para hacer una mejor eleccién de nuestro modelo,
y verificar si la funciébn modelo tiene una copia dinamica holomorfa, es decir, que
exista una funcién holomorfa que conjuge a f.

La herramienta principal para obtener “copias con la misma dindmica” es aplicando
el teorema de integrabilidad 2.4.2 que nos da una conjugacién cuasiconforme que
regresa a una vecindad holomorfa (lema de Key 2.6.4). De ello se deduce que de-
bemos buscar modelos en el espacio de funciones cuasiconformes. Para ser mas
precisos, sea S una superficie de Riemann, conformemente isomorfaaD,C o C, y
supongamos que podemos escoger una funcién cuasiregular f : S — S. Nos in-
teresa encontrar una nueva funcién F, que sea holomorfa y cuasiconformemente
conjugada a f, asi tendran ambas funciones la misma dinamica.

Como se vio en el lema de Key 2.6.4, para que esto sea posible se debe construir
una forma de Beltrami 1 en S, que satisfaga |||l = k£ < 1y que sea f - invariante
(es decir, f*u = u), 0 equivalentemente a construir una estructura casi compleja o
en S, que satisfaga K(o) < oo y que sea f - invariante. En estas condiciones la
existencia de F’ esta asegurada.

Definir una estructura casi compleja f—invariante, con dilatacién acotada no siem-
pre es posible. Es natural preguntarse bajo que condiciones esto puede ser posible.
Recordemos el ejemplo elemental de la seccién 2.5, y observemos como propor-
ciona (en el caso mas simple cuando la funcibn modelo es holomorfa) un ejem-

59



60 CAPITULO 3. INTRODUCCION A LA CIRUGIA

plo explicito de lo que se acaba de explicar. Consideremos una funcién C - lineal
f =M, : D — Ddonde My(z) = Nz para alguna 0 < |A¢| < 1. Se define el coefi-
ciente de Beltrami p,, en D, que es el pullback de g, primero por una funciéon R -
lineal L, del plano (por lo tanto cuasiconforme) y después por una rama del logarit-
mo (por lo tanto cuasiconforme). La dilatacion de p, es la misma que la dilatacién de
la funcioén L,, y por tanto constante. Por construccion, este coeficiente de Beltrami
1, €s My - invariante. En este ejemplo, podemos escribir explicitamente una funcién
integradora ¢, y ver que (después de una conjugacién con logaritmo) esta conjuga
My(z) = Mz con F(z) = M,(z) = e"z.

En general, encontrar una funcién holomorfa F' que esté conjugada a una funcion
cuasiregular f es el ultimo paso en la construccién de la cirugia. El primer paso, la
construccién de una funcion modelo, requiere de creatividad. Es en esta etapa que
la cirugia real esta involucrada. No hay una teoria general sobre como hacerlo, ya
gue cada problema requiere de su propia solucion particular.

Una clasificacion aproximada de las diferentes cirugias vienen de la regularidad de
la funcién modelo y su dominio.

Cirugia suave: la funcion modelo es holomorfa

La cirugia suave es un cambio en la estructura compleja sin cambiar la funcién
modelo. Comencemos con una superficie de Riemann S y una funciéon holomorfa
f S — S. Supongamos que podemos encontrar una estructura casi compleja o en
S (diferente de oy), la cual es f - invariante, es decir, f*o = o, y con dilatacién aco-
tada. Después de aplicar el teorema de integrabilidad como en el lema de Key 2.6.4,
obtenemos una funcién holomorfa F, la cual es conjugada cuasiconformemente con
la funcion original f y es llamada la deformacién cuasiconforme de f. Se tiene que
probar que f y F son funciones diferentes, ya que podria suceder que volvamos
a donde empezamos (como en el ejemplo elemental, cuando e’ = )\,). Si siempre
obtenemos la funcion de vuelta, no importa cual estructura casi compleja invariante
escojamos, diremos que f es cuasiconformemente rigida.

La cirugia suave en dinamica holomorfa es equivalente a su analogo y predecesor
en los grupos Kleinianos. Dado un grupo Kleiniano I', supongamos que podemos
encontrar una estructura casi compleja o en C que es ~ - invariante por todos los
elementos v € I', y con dilatacién acotada. Si ¢ es una funcién integradora dada por
el teorema de integrabilidad, los elementos ¢o~yo¢~—! son de nuevo transformaciones
de Mobius y 'y := {¢p oyo ¢ '|y € T'} es de nuevo un grupo Kleiniano, conjugado
cuasiconformemente a I'. Es llamada una deformacién de T'.

Este tipo de cirugia a veces es usada como un bloque de construccién para otras
mas complicadas, pero es mas interesante cuando se realiza de manera que de-
pende de uno o mas parametros. Esto nos permite, por ejemplo, la parametrizacién
de subconjuntos de espacios paramétricos donde las funciones (0 grupos) son es-
tructuralmente estables. Las componentes hiperbdélicas del conjunto de Mandelbrot
o las rebanadas de Bers son ejemplos de estos.

El espacio de deformaciones cuasiconformes de una funcién f dada es de gran in-
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terés. Con algunas identificaciones se conoce como el espacio de Teichmuller de f,
ver [MS98].

Cirugia de cortado y pegado: la funcién modelo es cuasiregular

Esté es el tipo de cirugia para la cual se han encontrado mas aplicaciones. La fun-
cion modelo dada f : S — S es cuasiregular y suave, obtenida pegando diferentes
piezas de un plano complejo o de otras superficies de Riemann.

Cuando se obtienen resultados, via cirugia, que relacionan diferentes espacios de
parametros, la funcidén modelo y las formas de Beltrami usualmente dependen de un
parametro. La superficie de Riemann puede ser fija o también depender de un pa-
rametro. El ultimo caso es mas complejo desde que se requiere del uso del teorema
de uniformizaciéon. En el capitulo 3.2 consideraremos ejemplos de este tipo, tanto
cuando la superficie de Riemann subyaciente es fija, como cuando depende de un
parametro.

3.1. Cambiando el multiplicador de un ciclo atractor

Sea 2 una componente hiperbdlica de periodo p del conjunto de Mandelbrot M. La
técnica que se usa para probar que la funcién multiplicador A : Q* — D*, en una
componente hiperbdlica, es una transformacion cubriente, es una cirugia suave que
puede ser aplicada en muchas situaciones. El paso esencial es, para un determina-
do polinomio cuadratico en Q*, cambiar el multiplicador de un ciclo atractor. Por lo
tanto, comenzaremos explicando como cambiar el multiplicador de forma general.
Para facilitar la notacién, elegimos trabajar con funciones racionales f : C — C,
aunque la técnica se aplica también a funciones trascendentes enteras de C, o fun-
ciones propias trascendentes de C*.

Sea f,, : C — C una funcién racional de grado d > 2, con un ciclo atractor de
periodo p con multiplicador )\, € D*. Para algun A € D* la primer meta es construir
una funcion f, conjugada cuasiconformemente a f,, tal que el correspondiente ciclo
atractor tiene multiplicador \. Para fines posteriores nos restringimos a una vecindad
arbitraria simplemente conexa U, de )\, € D* tal que X € U,.

Sea a = O(ay) = {a,a1,...,a,-1}, un ciclo atractor, donde a1 = fy,(a;) y p €s
el menor entero tal que «, = . Sea A(a) = A(«a) la cuenca de atraccion de o y
Aj la componente conexa de .A(a) que contiene a «y, tal que A°(a) = U?;é Aj esla
cuenca inmediata de atraccion de «. Después de componer con una transformacion
de Mobius si es necesario, asumimos que .A(«) no contiene al oc.

Sea A, una vecindad de o en 4;, elegida como preimagen de D bajo una funcion
de linealizacion v : Ay — D, que conjuga fy con z — Agz. Ver Figura 3.1.

La funcién de linealizacion v, : Aqg — D es un isomorfismo cuasiconforme.
La funcién v, puede ser extendida a la cuenca de atraccion Ay» (o) de oy como un
punto fijo de £} , tal que ¥o(As(ag)) = Cy que ¥ conjuge f{ con z — Az, €8
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A

Figura 3.1: La cuenca inmediata del ciclo « y la vecindad A( de oy son mandadas a D bajo
la funcion de linealizacién vy de ffo. En la figura p = 3.

decir, ¥o(f%,(2)) = Xotbo(2), para todo z € Ay»(ag). La funcion extension v, es un
holomorfismo pero no es inyectiva.

Sea v, determinado tal que Ay = e y Im(1y) € [0,27), y sea L : Uy — C la rama
del logaritmo que satisface L(\,) = v,. Para cualquier A € Uy, tenemos v = L()). En
el ejemplo elemental 2.5 se mostr6 como cambiar la estructura estandar compleja

po = 0 en C al coeficiente de Beltrami i, (z) = i para z € C*. El coeficiente de
z

V+
Beltrami es invariante bajo z — Az, y la transformacién integradora ¢,, normalizada

para fijar al 0 y 1, es una conjugacién cuasiconforme entre z — Az y z — Az. Porlo
tanto, para todo z € C,

Qﬁﬂo =pux Y Aoa(2) = da(No2).

Ahora definimos una forma de Beltrami en una cuenca de atraccién A (ap) por
un pullback 1, bajo una funcion holomorfa . Al hacerlo, obtenemos una forma de
Beltrami [} - invariante fiy en Aj»(ag), como el siguiente diagrama conmutativo lo
indica:

P
o

(A (@0), 1) — (Agr(@0), i)

N o

(C, 1) —22% — (Cy )

N B

(C; Mo) A ((C7 Mo)

Observemos que la dilatacion de i, es exactamente la de i, ya que el pullback es
una funcion holomorfa.

Observacion 3.1.1. La forma jiy, puede ser obtenida de diferente manera:
Definamos [iy inicialmente en una vecindad A, de un punto periddico «,. Enton-
ces, extendemos [i, por la dinamica de f? , a toda la cuenca de atraccion de oy,
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similarmente como en el ejemplo elemental 2.5. La principal diferencia esta en que
tenemos muiltiples pre-imagenes del anillo A\ f},(A,) donde tenemos el pullback.

Si p > 1 extendemos i, a toda la cuenca de atraccion A(«) por una sucesion de
pullbacks por f3 . Denotamos a la extension del coeficiente de Beltrami de la misma
manera ji,. Mas precisamente, /i, se define

e en Ap (a,-1) como el pullback de iy en A (ag) por fi, : Ap (ap-1) —
Affo (o),

e en A (a,—2) como el pullback de iy en Ayr (a,-1) por fi, : Ap (ap-2) —
Afio (ap-1),

e en Ay,»(aq) como el pullback de fiy en Apy»(ca) por fr, : Apagr (o) = Apagr ().

Ya que i, satisface la hipotesis del teorema de integrabilidad, sabemos que existe
una transformamon integradora $» : C — C. Por lo tanto, la transformacion fr =
by o fro © gbA . C — C es holomorfa, por consiguiente una transformacion racional
de grado d que conjuga cuasiconformemente a f,,. El siguiente diagrama conmuta

(C fo) ——= h (@MO)

Observacion 3.1.2. Si en particular f\, es un polinomio de grado d para empezar,
la estructura casi compleja ji, es igual a o = 0 en la cuenca de atraccion del infinito.
Normalizando la transformacion integradora ¢, para fijar al infinito, se sigue que el
infinito es un punto fijo superatractor de f\, sin ninguna otra preimagen de infinito.
Por lo tanto f, también es un polinomio de grado d.

Ademas, si f\, es un polinomio ménico y ¢, es escogido de tal forma que satisfaga
or(2)/z — 1 cuando = — oo, entonces f, también es ménico. Siw = ¢,(z) entonces

Saw) _ (@3 (@) _ 6r(f(2)) fro(2) (( ))d L

wd w?  A®) 24

cuando w — oo. -

Por otra parte, si f\, es un polinomio monico centrado y si normalizamos ¢, para
que la suma de preimagenes bajo ¢, de puntos criticos, afadiendo multiplicidad,
también sea cero, entonces f, es de nuevo un polinomio ménAico centrado.

Con las tres condiciones de normalizacion anteriores sobre ¢, estamos listos para
aplicar el teorema de integrabilidad con dependencia holomorfa en el parametro .
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Necesitamos revisar que f, tenga un p - ciclo atractor de multiplicador A. Ya que f\
es conjugada por ¢, a fy,, el fy - ciclo ay = {@x(a), - .., dr(ap_1)} €s atractor, asi la
primer parte es clara. La segunda parte se sigue del siguiente hecho.

Proposicion 3.1.3. (Transformacion de linealizacion) La composicion

Uy = dr oty ody' i a(dy) = D

es holomorfa y conjuga f} con = — \z. Por lo tanto, ¢, es una transformacion de
linealizacién alrededor de un punto fijo atractor ¢, () de f3.

Demostracién. La transformacion v, : ¢,(d) — D preserva, bajo el pullback, la es-
tructura compleja estandar, como se muestra en el siguiente diagrama conmutativo.

(2(20), 10) —2= (B2(2o) o)

5\ 5\

(B0, ix) — 2 (Do, )
U Yo Yo P
(D, p12) —=2% = (D, 1)

o3 o3

(]D7 N’O) i (D7 MO)

Por lo tanto, por el lema de Weyl 2.3.9, ¢, es holomorfa. Asi ¢, es una transfor-
macion conforme que conjuga f% alrededor de ¢,(«p) con la transformacién lineal
z — Az alrededor del origen, por lo tanto ¢, es una transformacién de linealiza-
cion. O

Esto concluye nuestro primer objetivo.

3.1.1. Caso del polinomio moénico: leyendo las coordenadas de
Bottcher

Supongamos f, un polinomio monico de grado d > 2. Sea ¢, una transformacion
normalizada que fija al infinito y satisface ¢,(z)/z — 1 cuando z — co. Entonces por
la observacién 3.1.2 anterior, f, es un polinomio ménico. La cuenca de atraccion
A(a) del « - ciclo esta contenida en el conjunto de Julia lleno K, := Ky, .

Si el conjunto de Julia lleno K, es conexo, entonces la transformacion de Béttcher
Y, es definida en una cuenca entera de atraccion del infinito de f,,, es decir, ¢,, :
C\K,, — C\D. Por simplicidad, asumimos que K,, es conexo.
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Proposicion 3.1.4. (Coordenadas de Béttcher) Sea ¢,, : C\K,, — C\D la trans-
formacion de Béttcher de f,, en la cuenca de atraccion del infinito. Entonces, la
transformacion

Pr = 0 By C\GA(Ky,) — C\D

es la transformacion de Béttcher de f\ en la cuenca de atraccion del infinito.

Demostracion. Recordemos que una funcién ¢ que conjuga un polinomio ménico a
z +— 2% en una vecindad del infinito es una transformacion de Bottcher alrededor del
infinito si y sélo si satisface que ¢(z)/z — 1, cuando z — .

Observe que, definimos fi(z) = 0 para todos los puntos z € C\K,,. Se sigue que la
transformacioén integradora ¢, es holomorfa en este conjunto, ya que manda o = 0
en si mismo. La inversa en este conjunto es holomorfa y bien definida. Esto significa
que ¢\ = @a, ogE;l es holomorfa y conjuga fy a z — 2% en la cuenca de atraccion del
infinito de f, como lo muestra el siguiente diagrama conmutativo.

(C\D, o) — 2= (C\D, uo)

PXo T Pxg T
fAO

[N (C\,CA(J; ,u())

) N

(C\GA(KCxo), t10) —2 (C\GA(Kry ), 110)

Finalmente, tenemos que ¢, (w)/w — 1, cuando w = ¢(z) — oo ya que

~

P07 (@) pan(2) 2
w z ¢A(Z)

y ambos factores tienden a 1. ]

Si el polinomio tiene un conjunto de Julia disconexo, entonces la transformacion de
Bottcher todavia es definida por ) = ¢, 00, ", pero solo en una vecindad del infinito.

3.2. Cirugia de cortado y pegado de sectores

En esta seccién recopilamos herramientas para la técnica de cirugia de cortado y
pegado de sectores que es utilizada en la demostracion de nuestro teorema principal
0.2.1. Definiremos sectores fuera del conjunto de Julia lleno de una pendiente dada,
maddulos de apertura, casi traslaciones e interpolaciones cuasiconformes.
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En la cirugia, es importante el control de los médulos de apertura de ciertos sec-
tores y entender cémo esto garantiza que podemos interpolar cuasiconformemente
entre ciertas transformaciones frontera.

El médulo de apertura se introdujo en [BD86]. Sin embargo, el argumento para la
interpolacién cuasiconforme no es correcta en este articulo. Fue corregido por Bie-
lefeld en su tesis doctoral [Bie]. El introdujo la nocién de casi traslaciones y mostro
como aplicarlas.

3.2.1. Preliminares: Sectores y modulos de apertura

Sea P un polinomio ménico de grado d > 2 con conjunto de Julia conexo J(P).
Sea ¢ un punto k - periddico repulsor. Existe un nimero finito de rayos externos que
aterrizan en (. Este conjunto de rayos externos se envia en si mismo bajo P* con
un cierto numero de rotacién combinatorio, digamos p/q. Si los ¢ argumentos de un
ciclo de rayos son ciclicamente ordenados como 0 < #; < 6, < --- < 1, entonces
d-0; méd 1 = 64 méd g. Podemos suponer que ¢ es un punto fijo de P. (De lo
contrario, consideremos P* como un polinomio ménico de grado d*.)

Entonces parai = 1,2,...,q, los argumentos anteriores son de la forma dqj_l para
cierto j € {0,1,...,d7 — 2}.

3.2.2. Definicidon de sectores y médulos de apertura

Con P,( y p/q como antes, definimos un sector frontera S con vértice en ¢ como
un dominio acotado simplemente conexo que satisface S C P?(.S), acotado por dos
arcos v, y 1. que satisfacen v; C P?(v;), para j = 1,2, y un tercer arco que conecta
las dos esquinas no iguales de (. La numeracién de v; y 1, es escogida de tal forma
que S esta a la izquierda de ~; cuando se orienta de ¢ hacia fuera.

Considera el cociente S\ P?, obtenemos un dominio fundamental conformemente
equivalente a un anillo Ag. Ver Figura 3.2.

Definimos el médulo de apertura de un sector S con vértice en ¢ como el mdédulo
del anillo Ag, es decir,
moéd (S, P?) = mbd (Ag).

El médulo de apertura de un sector es en general dificil de calcular. Introducire-
mos tres tipos especiales de sectores. En el primer caso, el moédulo de apertura es
calculable.

Sectores Log-Béttcher

Sea ¢p : C\D — C\Kp la transformacion inversa de las coordenadas de Béttcher
conjugando Py(z) := z? con P en la cuenca del infinito. Ademas, sea H, el semiplano
derecho y consideremos ¢p o exp : H, — C\Kp, la transformacién que conjuga la
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S

" [
" 1
N '

Figura 3.2: La definicién de un sector con vértice en (, invariante bajo P? y su mddulo de
apertura.

transformacién M, (multiplicacion por d) con P. Un rayo externo en Rp(0) en C\Kp
corresponde a una semilinea horizontal R(#) con parte imaginaria 276 y todas las
traslaciones verticales por 27. Un equipotencial del potencial p corresponde en H, a
una linea vertical de parte real p.
En H, definimos el sector no acotado log - Béttcher de pendiente s centrado en R(0)
como

S(8) = S°(8) = {p + 2rit € H, ||t — 6] < sp}.

A partir de ahora omitiremos la palabra log - Béttcher. El sector S(0) es enviado
homeomorfamente en el sector S(d - 0) por M,.
El sector no acotado Sp(#) en el plano dinamico de P esta definido como

Sp(0) = (¢p o exp)(5(0)).

Ver Figura 3.3.

t
t = 2w (0 + sp)
27i @ S:(ﬁ\ it —
- Pp 0 exp
t = 2w (0 — sp)
0 pU P

Figura 3.3: La definicién de un sector no acotado en el semiplano superior derecho y sus
correspondientes sectores no acotados en el plano dinamico de P. La region sombreada es
la parte del sector médulo el equipotencial p.
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Notemos que cualquier sector de este tipo se intersecta, no importa que tan pequena
sea la pendiente. Para evitar esto y evitar las intersecciones de diferentes sectores,
consideraremos Unicamente sectores acotados.

Como antes, sea ¢ un punto fijo repulsor en J(P). Consideremos sus 6rbitas hacia
atras U,>o P~"(¢) y todos los rayos que aterrizan en dichos puntos. Sus argumentos
pertenecen al conjunto

J :
_— Z .
{dn(dQ—l) |j e ,nENU{O}}
Escogemos un arbitrario n > 0. Para cualquier n € N U {0}, se define el n - sector
acotado de pendiente s centrado en R(#) como

S5(0) = S2(0,n) = {p+ omit € H, : [t — 0] < sp:p < ;L} | (3.1)

Esto no es dificil de verificar si la pendiente s es escogida como

1
< Sméx = 5 oy
T T (i - 1)
entonces, para cualquier n € NU {0} el n - sector acotado S, (m) para j € Z,
son disjuntos por parejas. Ademas, los sectores acotados

J : k
o — 7 Sl ——— keZ,k1d
SO<dq_1)7j€ y Sn<dn(dq_1)>7 c s ’f ,nGN,

son todos disjuntos a pares, y también lo son sus homadlogos dinamicos. Ver Figura
3.4.

Es facil calcular los médulos de apertura de sectores fuera del conjunto de Julia
lleno.

Proposicion 3.2.1. (Modulos de apertura de sectores log - Béttcher de pen-
diente s).

Sean P un polinomio mdnico de grado d con conjunto de Julia lleno conexo, ¢ un
punto fijo repulsor con numero de rotacion combinatorio p/q, y S%(0) un sector log -
Béttcher de pendiente s con vértice en (. Entonces el médulo de apertura relativo a
P es

2
. s gy _
méd ((Sp(6), P7) qlogdarctan(%rs), (3.2)

por lo tanto, una funcion creciente de s. Si n tiende a 0 y s tiende a +oco, bajo la
condicion de que sn < entonces mod ,(S5(9), P?) tiende a

1
2(d7-1)’ qlogd
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—

0 p
‘_—_‘_—___—‘__'_‘—‘——_

n/d n

Figura 3.4: Sectores acotados disjuntos de pendiente s = smax en H,..

Demostracion. Ya que el mddulo de apertura es invariante bajo conjugaciones ho-
lomorfas, es suficiente probar que méd ((S*(0), (My)?) =

arctan(27s).
qlogd
]

Sectores para aplicaciones de tipo polinomial.

De manera general, sea f : W' — W una aplicacion de tipo polinomial con punto fijo
repulsor ¢ de numero de rotacion combinatorio p/q. Entonces un sector invariante
S C W\K; con vértice en ¢ es un dominio simplemente conexo acotado por una
parte de OW y dos arcos v y 72 con punto final en comun ¢ y que satisfacen que
v; C fi(v;) para j = 1,2. Escribimos S = \v4, 72/ como el sector entre v, y v, 0 por
simplicidad 0.5 := v, y OrS := 79, las curvas izquierda y derecha que acotan a S.
Ver Figura 3.5.

Sectores en dominios linealizables.

Sean A unavecindadde (y ¢ : A — D una coordenada linealizable, que conjuga f :
A" — A con la transformacioén lineal z — Az, donde A’ es una componente conexa
de f~!(A) que contiene a ¢ y A = f’(¢). Un sector en A es un dominio simplemente
conexo S C A con vértice en (, el cual es invariante bajo f9, es decir, SN A =
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Figura 3.5: Un sector general para una aplicacién de tipo polinomial. La vecindad A es un
dominio linealizable.

f4(S) N A. En particular, un sector invariante log - Béttcher bajo P? intersecta al
dominio A en un sector de este tipo. En general, sectores invariantes en A contienen
partes del conjunto de Julia lleno. Si S es un sector para una aplicacién de tipo
polinomial, SN A es un sector en A. (Ver Figura 3.5). Consideremos el Toro cociente
asociado T, = (A\{¢})/f? La proyeccion del sector S en T, es el anillo Ag, cuyo
moédulo es méd (S, f9), el médulo de apertura de S. Ver Figuras 3.6 y 3.7.

- e
2 = 2
2 = log A4
—_— [ S PSR o
z—z+1
0

2 z — z + log M

Figura 3.6: Un sector en los dominios de linealizacion y sus equivalentes conformes.
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Figura 3.7: Un sector invariante S = S2(0) con vértice 3., el punto de aterrizaje del rayo
cero R.(0).

Sea S un sector invariante en A bajo la accién de f9. Escogemos una banda log
del logaritmo definido en ¢(S N A). Entonces la normalizacion de la coordenada de
log - linealizacién es la coordenada de log - linealizacidon normalizada dividiendo por
log \9,

2w =

Tog N (logop)(2).
Conjuga f? en S con la traslacion T; por 1 en la semibanda horizontal <, la ima-
gen de S N A bajo la transformacion log - linealizacién normalizada. Notemos que
un modulo de apertura modd (S, f?) de S es igual al médulo de un cuadrilatero
STTH(59).

Sea ¥ la doble banda infinita que es invariante bajo 7; y la extensién de la semi
banda ><. Esta banda es conformemente equivalente a la doble banda infinita hori-
zontal derecha ¥, con R como frontera inferior y alturaigual a m := mod (S, f9) y
de tal manera que la equivalencia conforme conjuga 7; en 3 con 7 en %,,,.
Observemos que si S es la restriccion de un sector log - Béttcher en el dominio de
linealizacion A de un polinomio P, es decir, S = S%(0) N A entonces el cociente de
dos anillos conformemente equivalente y por el lema anterior

moéd (S, P1) = arctan(27s).

qlogd

3.2.3. Interpolacion cuasiconforme en sectores

En la cirugia necesitamos construir transformaciones cuasiconformes de un sector
invariante en otro, como una interpolacién entre transformaciones de frontera dadas.
En esta subseccién recolectaremos diferentes casos.

Para j = 1,2, sea f; una transformacion holomorfa con punto fijo repulsor ¢; y sea
S; un sector que es invariante bajo f; con véertice en (;. La frontera de S; consiste
de tres piezas 9d;,rS;, las fronteras izquierda y derecha de S;, y 0,..5;, la frontera
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opuesta al vértice. Podemos suponer que ambas 9,5 son reales analiticas y que
OoutS €8 C2.

Lema 3.2.2. (Interpolacion cuasiconformemente simple). Sean f; y S; como an-
tes. Sean g r : OL/rS1 — OL/RS2 ¥ Gout © OoutS1 — OuwSe difeomorfismos dados,
que se supone son analiticos en los lados y C? fuera de la frontera. Ademas, su-
pongamos que g r o f1 = f2 0 g1 r Siempre que este definida. Entonces existe una
extension g : S| — S», que es cuasiconforme en el interior.

Demostracion. La transformacion g es definida inductivamente usando la dinamica
en los sectores. Para n € N, sea (),,, el cuadrilatero cerrado definido como la ce-
rradura de fjf("’l)(Sj)\f]-‘"(Sj). Definimos ¢, : Q11 N Q12 — Q21 N Q22 del interior
de la frontera de @), en el interior de a frontera de > tal que goue 0 f1 = foo g
se satisfaga. Escogamos una extension cuasiconforme g; : Q11 — Q21 de la trans-
formacion frontera la cual es C? - difeomorfismo a trozos. Definimos inductivamente
Gn : Qi — Q2 tal que fy0¢,-1 = g, o f1. Comparar con la Figura 3.8.

Figura 3.8: Una extension cuasiconforme simple de las funciones frontera.

La transformacion resultante g : S; — S, es cuasiconforme con distorsidn igual que
en g; donde la distorsidén no cambia cuando aplicamos pullback por transformacio-
nes holomorfas. O

Para j = 1,2, sea ¢; : A; — D una coordenada linealizable alrededor de ¢; con-
jugando f; con z — \;z, donde \; es el multiplicador de f; en el punto fijo. Luego,
S;NA; = f;(S;)NA; tal que S;NA; es un sector invariante en A ;. Escogemos ramas
del logaritmo definido en S; N A; y consideremos la correspondiente normalizacion
de coordenadas log - linealizaciéon

2w =

(logop;)(z) para zeS;NA,.

10g )‘j
Revisaremos conceptos que necesitamos. Recordemos, que una transformacioén en-
tre dos arcos de Jordan periddicos hacia atras (unilateral infinito) es casi una tras-
lacion si, mas o menos, la transformacion no es tan lejana de la transformacion
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identidad cuando tendemos al infinito y con derivada acotada. Transformaciones pe-
riédicas son ejemplos siempre de casi traslaciones. Un ejemplo de este tipo, es dado
por la siguiente proposicion.

Lema 3.2.3. (Ejemplo de casi traslacion). Sea f : W' — W una transformacion
de tipo cuadratico con conjunto de Julia conexo, ( es un punto fijo repulsor con
ndamero de rotacion combinatorio p/q y S = \r,l/ C W un sector invariante con
vertice ¢ acotado por arcos suaves. Sea f : W' — W otra transformacion de tipo
cuadrético con punto fijo repulsor ¢ con el mismo nimero de rotacién combinatorio, y
S =\7,1/ definido similarmente. Consideremos una transformacion suave i : r — 7
conjugando la dinamica:

o f1=floy.

En las coordenadas log - linealizacion la funcion +) se convierte en una casi trasla-
cion.

En efecto, la funcién ¢ expresada en coordenadas log - linealizables conmuta con la
traslacion por 1 y es por lo tanto una casi traslacion.

Mas generalmente, cualquier sector invariante es conformemente equivalente a una
semibanda estandar invariante bajo la traslacién T3 por 1. De aqui que, la extension
del problema sea reducido a encontrar transformaciones entre semibandas estan-
dar. Usaremos dos resultados. Si dos sectores tienen el mismo médulo de apertura
- 0 equivalentemente si dos semibandas tienen la misma altura- entonces la Unica
transformaciéon de Riemann entre ellos, preserva esquinas cuando extendemos a
las fronteras (en particular mandando (; en (), se extiende como casi traslacién
en las fronteras cercanas al infinito. Por otra parte, si dos bandas tienen diferente
altura y damos una transformacion frontera las cuales son traslaciones, entonces se
extienden en el interior como una transformacion cuasiconforme. En lo que sigue,
aplicaremos estos resultados a nuestra situacion actual.

Lema 3.2.4. (Transformaciones de frontera de casi traslacion) Sean f; y S; como
antes, y sea’R : S1 — Sy la unica transformacion de Riemann, cuya extension a
la frontera manda esquinas en esquinas, en particular (; a (. Denotamos a las
transformaciones frontera por 0 /rR : Or/rS1 — OL/rS2 ¥ Oout R i OoutS1 — OoutSa.
Supongamos que el modulo de apertura de los sectores S; relativos a f; en (; son
iguales. Entonces las transformaciones frontera 0;,rR cuando son expresados en
coordenadas log - linealizables normalizadas son casi traslaciones.

Demostracion. Podemos suponer que R(S;) N A; C Sy N A,. Si no, encogemos A
y redefinimos ;. Consideremos la restriccion de R a S; N A;. La semibanda estan-
dar es obtenida por las coordenadas log - linealizables normalizadas composicion
con transformaciones conformes con la misma altura. Por lo tanto las transformacio-
nes frontera entre las semibandas estandar son casi traslaciones. Ver la siguiente
proposicion.
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Proposicion 3.2.5. (Extension de transformaciones conformes en semibandas
estandar de misma altura). Sea f : 7., — Xy, la transformacion de Riemann
entre el interior de la semibanda cuya extension continua a las fronteras satisface

~ ES ~

f(=00) = =00, f(11(0)) = 72(0), ¥ f(31(1)) = (1). Sean fi(z) = f(x) para x <
7(0) y folz) == f(x + 1) —i parax < Re~,(1). Entonces f;,j = 1,2, son casi
traslaciones.

O

Lema 3.2.6. (Lema general de interpolacion cuasiconforme). Sean f;,S; y ¢; co-
mo antes. Sean g,/ : Or,/rS1 — Or/rS2 transformaciones analiticas y gout : OoutS1 —
O, S2 UN difeomorfismo C?. Supongamos que g, /R SON casi traslaciones cuando se
expresan en coordenadas log - linealizables normalizadas cerca de (;. Entonces
existe una extension g : S| — S,, que es cuasiconforme en el interior.

Demostracion. Podemos suponer que g1 r(0r/rS1 N A1) C Or/rS2 N Ay. Conside-
remos la restriccion de g,z a dr/r51 N A;. La semibanda estandar es obtenida
por composicidén de coordenadas de linealizacién normalizadas con transformacio-
nes conformes con diferentes alturas en general. Pero las transformaciones frontera
inducidas son casi traslaciones por hipétesis. Por lo tanto, podemos extenderlas
cuasiconformemente al interior. Ver el siguiente lema.

Lema 3.2.7. (Interpolacion C' en semibandas). Sean

fi: (=00, m(0)] = (=00, 72(0)]

y

fa: (=00, Reyi(r)] = (—o0, Reya(ry)]
difeomorfismos C? crecientes, que son casi traslaciones.
La transformacion frontera de 0%.7, . adXy, ., consiste de tres difeomorfismos f,(r) =

» = 1,71
fi(@), fa(x+ir) = fo(z)+ire, ¥ f1(n(y)) = 12(:2y), se extiende a una transformacion
cuasiconforme f : X< — ¥

71,71 r2,72°

]

3.2.4. Extremidades del conjunto de Mandelbrot

Las cirugias comienzan tomando polinomios cuadraticos en una extremidad del con-
junto de Mandelbrot o una transformacién de tipo cuadratico hibridamente equiva-
lente a tales polinomios. Recordaremos las caracteristicas de los polinomios cua-
draticos en las extremidades. Sea (2, la componente principal del conjunto de Man-
delbrot, que consiste de todos los valores de c para los cuales P.(z) = 22 + ¢ tiene
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un punto fijo atractor. La frontera 0€), es la cardioide principal, parametrizada por
Yo it € T (e2™)2) — (e*™/2)2

Para cualquier 0 < p < ¢ con mcd(p, q) = 1, 1a p/q - extremidad, L, , del conjunto de
Mandelbrot es la componente conexa de M\, cuya cerradura esta unida a , en
Yo(e?™P/). Ver Figura 3.9.

Figura 3.9: Extremidades del conjunto de Mandelbrot son componentes conexas de M\ Q.

Los polinomios en la p/q - extremidad £,,, comparten las siguientes caracteristi-
cas. El punto fijo interno «. es repulsor y punto de aterrizaje de un ciclo de ¢ rayos
externos mandados entre ellos por un numero de rotaciéon p/q combinatorio. Deno-
taremos por R, los ¢ rayos externos que aterrizan en o, mas el punto fijo en si. La
unica preimagen de «., ademas de si misma, es —a, y este es el punto de aterrizaje
de otros ¢ rayos externos mandados en el ¢ - ciclo de rayos. Denotamos por R_,,
este conjunto de rayos mas el punto pre - fijo —a.. El complemento de R,, U R_,,
consiste de 2¢ — 1 dominios. Denotaremos a estos dominios por {V; }o<, donde V?
contiene al punto critico 0, y por V! = —V! para 0 < i < ¢, todos numerados en
orden ciclico en relacion con +a.. El polinomio cuadratico actia en estos dominios
como

o V0 2,
o VI, Vi Yt meda)
o Vir Var L R UVOUULL VS

El conjunto K\ {a., —a.} tiene 2¢—1 componentes conexas, una para cada conjunto
Viparai =0,1,...,¢—-1,y Viparai=1,...,q— 1. Denotamos las componente de
K.enV'yVipor K'y K!, respectivamente.
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Parat € Q/Z el conjunto M\{~q(t)} tiene dos componentes conexas (excepto si
Q=Qyysit=0).Sea Ly, lacomponente que no contiene a 2, y sea

ﬁﬂ,t = Z;l,t = E;l,t U {79(75)}'

Llamamos a Lq, el limb de M relativo a €2 de argumento interno ¢.

3.2.5. Controlando del médulo de apertura de sectores

En las cirugias necesitamos mandar ciertos sectores en otros de manera conforme,
de tal forma que las transformaciones frontera tengan buenas propiedades. En par-
ticular requerimos que el modulo de apertura de estos sectores sea el mismo.

En la seccién 4 usaremos polinomios P, con ¢ € £,/,\%,,,, donde ©,,, es la compo-
nente hiperbdlica con el mismo punto raiz que la extremidad £, ,. En lo que sigue se
mostrara como es posible controlar el mddulo de apertura si el equipotencial n > 0
es escogido suficientemente pequeno tal que la pendiente s puede ser escogida
suficientemente grande.

Trabajando con polinomios cuadraticos directamente

Para cualquier P, con c € L, consideremos la restriccion P. : W' — W de tipo cua-
dratico donde W', W son acotados por equipotenciales de potencial n/2 y n, para
algun n > 0 escogido arbitrariamente. Consideremos el conjunto de sectores acota-
dos S%(¢;) de pendiente s alrededor de ¢ rayos R.(0;),i =1,...,q, aterrizando en a,
invariante hacia adelante.

Sea A un dominio linealizable alrededor de a. y sea T,,, = A\{a.}/P? el toro
cociente. Observemos que el polinomio P. induce una transformacién conforme
P.: T, — T, . Los q sectores de pendiente s se proyectan a un ¢ - ciclo bajo la
transformacion Q.. del anillo en T.., de médulo en comun m(s), dados por la formula
3.2 del lema 3.2.1. Observemos que m(s) no depende de cy 7. Los anillos interme-
dios forman otro ¢ - ciclo bajo la transformacién P.. Denotamos el médulo comun de
estos anillos intermedios por myx(c, s). Estos médulos son independientes de 7.

Lema 3.2.8. E/ modulo ms(c, s) es una funcion continua de (c,s) € L,,, x R,. Para
c € L4\ fijo, el moédulo ms(c, s) tiende a 0 cuando s tiende a oc.

Demostracién. Sea ¢ una coordenada de linealizacién para P? en una vecindad U,
del punto fijo a,
¢: Uy — ((Uy)

tal que
C(PX(x)) = p¢(x) para x € U= ()~ (U)NUL.

Sea A, una vecindad de a, tal que ((A.) es un disco.
Bajo las hipotesis hechas para ¢, tenemos del Teorema de Yoccoz 4.3.3, que existe
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T € Q/Z\{0} tal que c € L, . la extremidad de M relativa a (2, , de argumento 7.
Cualquier polinomio P. con c € L, - tiene la propiedad de que existe una sucesion
de puntos pellizco, (cuando existen rayos externos que aterrizan en un mismo punto,
el punto de aterrizaje es llamado un punto pellizco), en el conjunto de Julia que
convergen a «. Yy tales que cada punto pellizco tienen argumentos externos (1/3,1/2)
y (1/2,2/3). Ver figura 3.10.

Figura 3.10: Conjunto de Julia con c € Q5 1 /5.

Sea z, un punto pellizco que pertenece a la misma componente conexa de K. N A,
que «. y que tiene al menos dos argumentos externos 1/3 +uy 2/3 — v con u 'y
v € (0,1/6). Entonces la sucesién de puntos z,, € A, satisface que

1
Can) = 2¢(ana)

pertenece a la misma componente de . N A, que a.y

1w 2 w

I”_%<3+4n> _7<3+4n)'
Para s > 0 dado, sean ¢/, y 4/, respectivamente, los puntos del potencial s/4" en
los rayos R.(3 + ) ¥ R.(3 + 4), respectivamente. Podemos escoger ¢ tal que los
sectores S,(1/3) y S,(2/3) contengan los puntos y,,(s) y y.(s) para n suficientemente
grande. Si es necesario podemos reducir 7 tal que ¢n < ;.
Sea T, el toro complejo A.\{a.}/P? (que no depende de s), y seaw, : A\{a.} — T,
la proyeccién. Sea Ay, el anillo en 7. correspondiente al sector X, P? - invariante.
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Cuando s tiende a 0, entonces los puntos w.(y.(s)) y w.(y”(s)) tienden a @ (z,). El
anillo Ay, pasa entre dichos puntos y tiene su ecuador en la clase de homotopia fija
de bucles en T,.. Dotamos T, con la métrica euclidiana local, tal que la geodésica
tiene longitud 1, y denotamos por §(s) la distancia entre w.(v/,(s)) y @.(y/(s)) en esta
métrica. Entonces -

mg(c,s) = mdd (Ag) = 5

donde [ es la longitud de Poincaré en Int(Ay,) del ecuador de Ay.. Este ecuador tiene
una longitud euclidiana > 1 y pasa a una distancia < §/2 de uno de los puntos
we(yh(s)), we(yy(s)). Usando la ; - desigualdad de Koebe, tenemos que

1 1
[ > =1
= og(5(8)),
por lo tanto
™
0d (Ay) < ————.
mod (42) < oa(175)
Pero 6(s) — 0 cuando s — 0, por lo tanto mx(c, s) — 0 cuando s — oo. O

Observacion 3.2.9. Para cualquier ¢, € L,,,\9,/, podemos escoger una pendiente
s (n decreciente si es necesario) tal que mx(c,s) < m(s) se cumple para todo c en
una vecindad de ¢, en L,,,\$,,,. Entonces podemos dividir sectores de pendiente
s en tres subsectores P? - invariantes, Sy, Sy ¥y Sgr, tal que el sector intermedio Sy,
tenga modulo de apertura igual a mx(c, s).



Capitulo 4

CIRUGIA EN POLINOMIOS COMPLEJOS

Se conoce que el conjunto de Mandelbrot es conexo y se conjetura que es localmen-
te conexo (MLC). Si la conjetura MCL es probada, se sigue inmediatamente que M
€S arco conexo, ya que un conjunto conexo y localmente conexo es siempre arco
conexo.

La principal motivacién de Douady para hacer cirugia fue para dar soporte a la
conjetura de arco conexidad. En esta seccién nos enfocaremos en su trabajo con
Branner [BD86], en cirugia de polinomios complejos, tomando Unicamente a la fa-
milia cuadratica, en particular polinomios en £, ,, y £,,3. El teorema principal es el
siguiente

Teorema 4.0.1. (TEOREMA A) Existe una funcion ¢, : L./» — Li/3 que es un
homeomorfismo de L, , en su imagen.

4.1. Ladinamicade P.paracec M

En la seccidon 1.2 del capitulo 1 hablamos del plano dinamico y en la seccion 3.2.4
del capitulo anterior se proporcioné la dinamica de los polinomios cuadraticos elegi-
dos en cualquier p/q - extremidad. En esta seccién mostraremos con més detalle la
dinamica de P, para polinomios cuadraticos tomados en L,/ y Lys.

Recordemos que el polinomio cuadratico P.(z) = 22 + ¢ con ¢ € M, tiene un punto
critico w = 0 y dos puntos fijos a. y 5., sea j. el punto fijo que satisface 5. = ~.(0) y
—5. = 7.(1/2) su pre - imagen. Para ¢ dentro de la cardiode principal de M, el punto
fijo a. es atractor y el conjunto de Julia es una curva de Jordan, pero para c € £,,
el punto fijo «a, es repulsor y un punto de pellizco del conjunto de Julia.

79
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4.1.1. Ladinamicade P paracec L,

Sea P, un polinomio cuadratico en £, ,, y sean w, o Y . como antes. Observemos
que o = 7.(3) = 7.(2) y que su pre - imagen —a., satisface 1.(3) = 7.(2) = —av.

Escogemos n > 0y sean

WC:{zEClGC(2)<%}

los equipotenciales.

De la seccion 3.2.4 recordemos que R, denota los rayos que aterrizan en «. unién
el punto de aterrizaje, entonces R, = R.(3) U {ac} U R(3) ¥ Roa. = Re(3) U
{—ac} U R.(2), descomponen a W en tres subconjuntos compactos V), V! y V!,
conw e V2 3. € Vy B € V> VerFigura 4.1.

Entonces P. induce homeomorfismos de V! en VUV yde V! en VI UV y una
transformacion de grado 2 de V en V1.

R(1/3) R(1/6)

C
Ra c

W, R\,

R.(2/3) R.(5/6)

Figura 4.1: Conjunto de Julia para c € L, /5. Ro, ¥ R_,,, descomponen a W, en 3 subcon-
juntos compactos V2, V! y V1.

4.1.2. Ladinamicade P, para A c L3

Tomamos P, en L3 y sean w, a, y 3, como antes. Los rayos exteriores correspon-
dientes al punto de aterrizaje a, son a, = 1\(3) = 1 (2) = (%) y la preimagen
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—ax = %(ﬁ) = ’VA(%) = ’YA(%)-

Fijamosn >0y

Wy ={z € C|Gx(z) < QE}
Observemos que R,, = Rx(3) U R\(2) U Rx(3) U{ar} Y R_a, = Ra(3;) U Ri($) U
R\(33)U{a,} descomponen a I, en 5 subconjuntos compactos V), Vi, VI, V2 y V2.
Ver figura 4.2.

RA(2/7) p R(1/T)

R(1/14)

R(9/14) R\(11/14)

Figura 4.2: Conjunto de Julia para A € £,/3, R., Y R_., descomponen a W en 5 subcon-
juntos compactos VY, V,L, VI, V2 y V2.

La dinamica de P, induce homeomorfismos Vy, Vil =5 V2y V2, V2 =5 VPU VI UV,
y V¥ — VI una transformacién de grado 2.

4.2. Cirugiade £, a L3

Comencemos con un polinomio cuadratico P. con ¢ € L;/,\{,, construiremos una
transformacion que tenga las mismas propiedades topoldgicas que una transforma-
cién de tipo cuadratico, hibridamente equivalente a un polinomio P, con A = A(¢) €
L3y esto lo haremos en 6 pasos.

Paso 0: Restringuiendo el polinomio a una transformacion de tipo cuadratico
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Rc(3) R.(1) Ra(2) Ra(k)
Vi V2

I7(:1 1 VY N U RA(3) Vo [ Ra(33)
Ve v
Re(3) Rc(2) Ra(4) Ra(2)

Figura 4.3: Bosquejo de las particiones del plano dinamico parac € L5y A € Ly3.

Restringimos P. a una transformacion del tipo cuadrético Q. : W, — W, por la elec-
cion de un potencial n > 0 tal que W, es acotado por el equipotencial elegido. Como
explicamos en la seccién 3.2, podemos escoger sectores de pendiente arbitraria s
alrededor de los rayos R.(1/3) y R.(2/3) en W,, que satisfacen ns < 1/6 tal que
los sectores acotados S%(1/3) y S:(2/3) y sus sucesivas preimagenes son todas
disjuntas. Los sectores estan fuera del conjunto de Julia lleno K. Ver Figura 4.4.

Figura 4.4

Aplicando el lema 3.2.8 y la observacion 3.2.9, podemos elegir  y s tal que myx(c, s) <
m(s), donde my(c, s) es el médulo de aperturade ¥¥ = V/'\ (S5(1/3)US?(2/3)) y m(s)
el modulo de apertura de los dos sectores de pendiente s, con vértice en a, y rela-
tivo a P2. Notemos que —a. es un punto fijo de P2 con el mismo multiplicador que
a. bajo P? y los sectores de pendiente s alrededor de R.(1/6) y R.(5/6) son —P2 -
invariantes y de médulo de apertura m(s).

Por lo tanto, podemos escoger un sector intermedio S, alrededor de R.(5/6) de pen-
diente s,; < s tal que el médulo de apertura mod _,, (Sy, —P?) = myx(c, s). Tene-

mos una subdivision del sector alrededor de R.(5/6) en tres subsectores Sy, Sir, Sk
tal que S;p U Sy U Sg = S5(5/6) N W/, Ver Figura 4.5.
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Figura 4.5

Paso 1: Cortar y pegar para obtener una superficie de Riemann CZ abstracta

Definiremos el espacio C¥ extendiendo a C como se explicard mas adelante.
Cortando alrededor de R.(2/3) y abriendo la apertura creando dos copias del rayo
que denotaremos por R.(2/3)V) c 9V} y R.(2/3)® c dV,°.Ver Figura 4.6.

Rc(3) R(g)

R.(L) R.(%) (‘701)(1)
VO
j%c JFUNENENENINININENININIRIN O e ‘/cl
VL 4 Vo V1 Re(3HD ~Rr(H®
+ C C

(‘701)(2)

R.(2) | Re(2) R.(2)® ~ R.(2) R.(3)

(@) (b)

Figura 4.6: (a) Bosquejo del cortado alrededor del rayo R.(2/3). (b) Bosquejo de la copia
(V12 insertada entre los rayos R.(2/3))y R.(2/3).

Insertamos una copia de ‘7(} entre dichos rayos. El conjunto original es denotado
por (V1) y la copia por (V). Este Gltimo es acotado por una copia de cada rayo
original que denotamos por R.(1/3)® y R.(2/3). Haremos el pegado identificando
2@ en R.(2/3)? con el punto z en R.(2/3), en el mismo equipotencial como 2, e
identificando 2 en R.(1/3)® con P.(z) en R.(2/3)M). La identificacion de R.(2/3)
y R.(2/3)® la denotamos por R.(2/3) mientras que el pegado de R.(2/3)") con
R.(1/3)® es denotado por R.. Ver Figura 4.6.
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El espacio extendido CZ tiene la estructura natural de una superficie de Riemann
isomorfa a C.

Paso 2: Definir la funcion f. en el plano extendido

Definimos la funcién f. por

P.(2) zeV!
P(2)M ze VD
fel2) = 2 z=20 ¢ (‘751)(1)

P.(z) z2=29¢(VH®.

Esta funcion es holomorfa en su dominio dg definicion. Por extension continua,
R.(1/6) es enviado a R.(1/3), y R.(1/3) a R., mientras R.(5/6) es una linea de
discontinuidad. Ver Figura 4.7.

R.(3) Re($)
V|
V2
ﬁc ; J7 O ¢ ‘/Cl
Fhy@ R
R.(%) R.(%)
Figura 4.7

Notemos que f.(z) se acerca a R.(2/3) y R. respectivamente, cuando = se acerca
a R.(5/6) en V' y en V°, respectivamente. Puntos en (V,})® tienen Gnicamente una
preimagen bajo f.. Sea K := (K. N (V}))®, ysea KF := K. UK? la extension del
conjunto de Julia lleno. Notemos que, KF es invariante hacia delante bajo f..

Paso 3: Modificar /. a una transformacion g. en un dominio restringido

Comencemos con la eleccion de un dominio de definicion X! y el rango X. de la
funcion modificada g.. Los sectores alrededor de R.(1/3) y R.(2/3) son denotados
por S5(1/3) y S¢(2/3) mientras que el sector alrededor de R. es denotado por S..
La frontera de X, es escogida como una curva C?, que coincide con la frontera de
WE excepto en el interior de (V.)® U S5(2/3), donde se escoge que pertenezca a
WE\T7”. La frontera de X' coincide con la frontera de W'Z excepto en el interior
de (V)W U S,, donde esta determinada por f. enviando X’ en X.. Modificaremos la
funcion f. en el sector S:(5/6) N W!.. Ver Figura 4.8.
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Figura 4.8: Definicién de sectores, del dominio X! y rango X..

Por la observacion 3.2.9 y anteriormente en el paso 0, podemos dividir al sector
S2(5/6) en tres subsectores Si, Sy Yy Sg. Sea R : Sy — (2@ N X, la Unica
transformacion de Riemann, que cuando extendemos continuamente a las fronte-
ras manda esquinas a esquinas y que el vértice —a, de Sy, es enviado al vértice
o, de (22)@y donde (2%)® es el sector formado entre los sectores S, y S5(2/3), es
decir, (2%)® = (VH@\(S. U S2(2/3)). Ver Figura 4.9

Re(3)

Figura 4.9: La figura muestra donde X’ y X, difieren de W/'¥ y WF y muestra los sectores
que son importnates cuando modificamos f. y g..

Ya que arreglamos que los médulos de apertura sean el mismo, las funciones fron-
tera en los lados son casi traslaciones cuando son expresadas en coordenadas de
log - linealizacién (recordemos el lema 3.2.4). Por el lema 3.2.5 podemos encontrar
transformaciones cuasiconformes

gc:SL—>§cﬂXc Y g.:Sr— S:(2/3)NX.

quienes extienden a las transformaciones frontera dadas por OR./r Yy f.. Esto ter-
mina la construccion de g. : X!, — X,, una transformacién cuasiregular de grado 2.



86 CAPITULO 4. CIRUGIA EN POLINOMIOS COMPLEJOS

Notemos que las orbitas pasan por los sectores laterales S;,r a lo mas una vez,
mientras que las érbitas pueden pasar por S, infinitas veces.

Paso 4: Cambiando la estructura compleja para obtener una funcion hibrida-
mente equivalente /.

Definimos una forma de Beltrami . en X. como se sigue. Sea . := jo en los tres
sectores S5(1/3), S, 55(2/3) en X,. La unién de estos forma un conjunto invariante
hacia delante para g. cuando esta definida. Entonces sea . := (g.)* 1o €n Sp/r. Ya
que las oOrbitas pasan a lo mas una vez en S,z podemos expandir ;.. por sucesiones
de pullbacks bajo g. a U,>1(g.) ™ (SL/r). Por construccion y. es g. - invariante. Ver
figura 4.10

Figura 4.10: Definicién del coeficiente de Beltrami u. en X..

La dilatacion de p. es acotada por la dilatacion de p. en Si g, ya que todos los
pullbacks, excepto el primero, son hechos por funciones holomorfas.

Por el teorema de integrabilidad obtenemos un homeomorfismo ¢. : Int(X,) — D tal
que ¢* g = pe. Sea D, := ¢(X!) y definimos k. : D, — D como h, := ¢.o0g.o ¢!, es
decir,

(X0, ) = (Xe, pe)

N o

(De; p0) == (D, pro)

Entonces h. es holomorfa. En particular, p. = po €n Unzo(gc)’”(lCCE).
Paso 5: Obtener un polinomio en £,

Se sigue de lo anterior que h. : D, — D es una transformacion de tipo cuadratico
con un punto critico en ¢.(0). La 6rbita critica pertenece a ¢.(KF). Por lo tanto el
conjunto de Julia lleno de h. es conexo. Por el teorema de enderezamiento, existe
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una equivalencia hibrida x., que conjunga h. con un unico polinomio cuadratico P,
con A € Lyy3.

Dt p
Xci LXC
X;\ i) XA

Figura 4.11: Bosquejo del resultado de la Cirugia partiendo de un polinomio cuadratico P.
conc ¢ £1/2'

Proposicion 4.2.1. La transformacion ® : L,,, — L4/3 dada por ¢ — \(c) esta bien
definida. Su imagen satisface

D(Ly)2) = Nijz :={\ € Ly/3| P{(0) ¢ V| para cualquiern > 0}.

Mas aun, si P. tiene una Orbita periddica, que es atractora, parabdlica o Siegel,
respectivamente, entonces P\, también la tiene.

Demostracion. Supongamos que tenemos mas opciones en la construccién (un di-
ferente nivel de equipotencial, pendiente, extension, etc.), y obtenemos una funcion
J.. Entonces existe una conjugacion h. entre g. y g. que es de hecho una equivalen-
cia hibrida. Se sigue que las funciones holomorfas iy h. son también hibridamente
equivalentes por la funcién conjugacioén ¢, o k. o ¢!, y también lo son los polinomios
P,y P; obtenidos después del estiramiento. Ya que los conjuntos de Julia llenos,
Keyo ¥ ICPX@’ son conexos, los polinomios Py Yy P, son conjugaciones afines.

Porque las normalizaciones de conjugaciones afines son parecidas a la identidad y
por lo tanto A(c) = A(c). O

Con esta construccion hemos definido una transformacion en el complemento de ©,
es decir, B
ba: Li2\Qj2 — L3,
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la cual extenderemos de manera natural a £, , definiendo
-1 raY
¢A = 9991/3 o) 9991/2 en Ql/g.

donde ¢q, : 2, — D, es la funcién multiplicador que asocia todo ¢ € Q, el multiplica-
dor del ciclo atractor para F.. Ver Figura 4.12.

Figura 4.12: Funcion multiplicador para €25 y Q4 /3.

4.3. Continuidad de la funcién ¢ 4

La continuidad no es obvia, ya que u. y ¢. no dependen continuamente de ¢, y
probablemente h. menos. Comencemos analizando el siguiente diagrama

ge
X —= X,

N

D.-l<.D

NS

P
X, 2= X,

Si consideramos por un momento que X,y X! como subconjuntos del plano com-
plejo, entonces el coeficiente de Beltrami p. y la funcidén g varia homorfamente con
el parametro ¢, como desde el inicio ambos fueron construidos en el plano complejo
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y luego enviados por las coordenadas de Boéttcher, que también varian holomorfa-
mente con el pardmetro. Sin embargo, esto funciona en la cuenca del infinito, que se
mueve con c. Entonces no podemos hacer las mismas afirmaciones para todos los
puntos en el plano dinamico, ya que dado un punto z podria pertenecer a K, para un
¢ dado, pero podria estar en la cuenca del infinito para parametros arbitrariamente
cercanos.

Para empeorar las cosas, una vez que se hacen las identificaciones, la superficie
de Riemann X, varia con c. Si queremos aplicar el teorema de Integrabilidad para
concluir que ¢. depende continuamente de ¢, necesitamos uniformizar X, al disco
Unitario. Pero entonces debemos tener en cuenta la dependencia de la funcién de
uniformizacién con respecto de c.

Recordemos la definicién de la funcion ¢4, es decir,

A 2 € Lip\hye
Py, O Py 2 € Qs

Entonces ¢4 es continua en €, por ser composicién de dos transformaciones de
Riemann. Para mostrar la continuidad completa de ¢4 se hara de la siguiente ma-
nera;

1. Probar la continuidad de ¢4 en £;/2\Q1 ».

2. Verificar que ¢4 es continua en la frontera, es decir, que las dos piezas de la
funcidon estan bien definidas en su frontera comun.

Caso 1. Se probara la continuidad usando el método inspirado por el capitulo Il en
[[DH85]. Sea ¢, una sucesion de puntos en L/, que convergen a un limite c. Sea
P, = P, los polinomios construidos a partir de ., y sea P, el polinomio construido
a partir de P.. Supongamos que A, tiene un limite \. Probaremos que A = A, en
otras palabras que P; = P,

Trataremos por separado los casos ¢ € IntLy2\Q12 Y ¢ € dL1/2\ 2. El caso de ¢
en el interior se basa en la teoria de [MSS83], y la demostracion en este caso es
analogo al de la proposicion 12, capitulo 1.5 en [DH2].

El caso ¢ € 9L4,,\ 2 Se probara gracias a los siguientes dos resultados, la demos-
tracion del primero puede verse en el capitulo 1.6, [DH85].

Proposicion 4.3.1. ([DH85], Proposicion 7) Supongamos que ¢, y ¢, estan en C
con ¢; € OM. Silos polinomios Pi(z) = z* + ¢1 y P2(z) = 2% + ¢2 son cuasiconforme-
mente equivalentes, entonces c¢; = c,.

Lema 4.3.2. Sean )\ y ) € C como antes, con \ € 9L, /3. Los polinomios cuadraticos
Py y P; son cuasiconformemente equivalentes.

Demostracion. Denotamos por g,,, ¢, h., ... 1as funciones g, ¢»,, hy,, . .. definidas
apartirde P, = P,,. Podemos suponer que g,, es obtenido de f,, de la misma manera
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para todo n.
Las funciones ¢, son cuasiconformes con dilatacién acotada. Por lo tanto forman
una familia equicontinua y podemos asumir, restringiendonos a una subfamilia, que
la sucesion ¢, tiende hacia delante a un homeomorfismo ¢.
No necesariamente tenemos d¢ = 0 en K,, ya que K, no es en general el limite de
K, -
Pero

hy = ¢y 0 gn 0 ¢, " tiende hacia delantea h = ¢ogog ™,

y h es cuasiconformemente equivalente a h,. Usando el lema de la pag. 313, capi-
tulo 1.7 en [DH2], obtenemos que % es cuasiconformemente equivalente a P, por
lo tanto

Py~ by e hoge Pry Paoevge Py

X’ X X 2~ X.
e Lk
Dgn " >D D, — D

i an an
Py, i
X

/ A
X5, —= X,

Del lema 4.3.2 obtenemos que P, es cuasiconformemente equivalente a P lo cual
satisface las condiciones de la proposicion 4.3.1 y por lo tanto A = \.

El polinomio, para el cual todo punto critico es estrictamente preperiodico, es lla-
mado polinomio Misiurewicz. Sabemos que todos los puntos Misiurewicz en M, es
decir, los ¢ tal que P. es Misiurewicz, forman un conjunto denso en oM.

Si los ¢, son puntos Misiurewicz en M, entonces los \,, son puntos Misiurewicz en
L3, por lo tanto el lim A, = = 0L, 3y se sigue del lema 4.3.2 que las condiciones
en la proposicion 4.3.1 se cumplen, por lo tanto A = \.

En general, podemos encontrar una sucecion ¢, de puntos Misiurewicz en M ten-
diendo a ¢, y tal que X = ¢4(c}) tiene como I|m|te ay. Por lo tanto tenemos que
a* € Ly3y por lo que acabamos de demostrar que )\ = A", entonces A € 0Ly3.

Aplicando la proposicién 4.3.1, el lema 4.3.2 y la observacién obtenemos A = A. [

Caso 2. Tenemos que probar que
ba(cn) — ¢da(c) cuando ¢, — ¢

donde ¢, € L1/2\/2 Y ¢ € 99y ,. El punto c es de la forma vq, , (6). En los diferentes
casos distinguiremos entre ¢ racional o irracional.
Notemos que de la construccion para 0 € Q/Z, Ly, €l limb de M relativo a €/,
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de argumento interno ¢, es enviado por ¢4 a L3, €l limb de M relativo a €2, /3 de
argumento interno 6. El siguiente resultado es esencial para la demostracion.

Teorema 4.3.3. (Teorema de Yoccoz) Para cada componente hiperbdlica §2, existe
una constante Cy, tal que para cadat = p/q € Q/Z, el diametro de Lo, es < Cq/q.

Comenzamos con los casos:

(a) Caso 0§ irracional: Cada c, € My, con 6, € Q/Z, y la sucesion ¢,, — 0, en
particular el denominador de 6, tiende a co. Entonces ¢4(c,) € Li/39,, Y tenemos
que g, ,(0n) — da(c). Del teorema de Yoccoz sabemos que el diametro de Ly/3,
tiende a 0, entonces ¢4(c,) — Vq, ,,(0n) — 0. Se sigue que ¢a(c,) — dalc).

Figura 4.13: Ejemplo de la sucecién de puntos ¢, que convergen a ¢ con 6 racional, caso

(b).

(b) Caso 0 racional y cada c,, € L1/, con 0, # 0. Este caso es tratado como el caso
anterior.

(c) Caso 0 racional y cada c,, € L, 4. Denotemos por (2., la componente de Int()/)
adjunta a . en el punto o, (¢), denotamos por L, /24, €l limb de M relativo a €2,
de argumento interno ¢’ y distinguimos entre dos casos:

(c1) cn € Qupagp.
- -1
Notemos que ¢A!Qmﬂ = P01 150 © P

(€2) ¢, € 51/279\51/2,9 :
Cada ¢, € L1290 con 6, — 00 1. Entonces ¢(c,) € L1300 - La conclusion
es alcanzada aplicando el teorema de Yoccoz.
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Figura 4.14: Ejemplo de la sucecién de puntos ¢, que convergen a ¢ con 6 racional, caso

(c2).
4.4. Cirugialnversade £,;;a L,

Para terminar de probar que ¢4 es un homeomorfismo de £,/ en su imagen, debe-
mos de revisar la biyectividad y esto o haremos haciendo cirugia partiendo de un
polinomio P, con A € £, 3. En otras palabras, construiremos una transformacion V¥ 4
de una parte de £, /3 en L, », tal que ¥4 0 ¢4 es la identidad en L, /5.

Analogamente a la cirugia anterior, esta construccion tiene lugar en varios pasos
P,\—>f)\—>gl>hl>Pc.

Sea P, con \ € L3, construiremos una funcion que tenga las mismas propieda-
des topoldgicas que una funcion de tipo cuadratico, hibridamente equivalente a un
polinomio P, con c € L 5.

Paso 1: Identificar y pegar para obtener una superficie de Riemann C¥ abs-
tracta

En la primera construccion definimos un espacio X, anadiendo una parte de V... Ya
gue queremos hacer la construccidén opuesta, ahora removeremos la parte similar
que fue anadida.

Utilizaremos la misma notacion de la parte dinamica para P, con A € £, 3.
Definimos un nuevo espacio por la identificacion = € R, (%) con Py(z) € Ri(3) (Ver
Figura 4.15). La identificacion no es equipotencial. Denotamos por R, a la identifica-
cionde Ry(2)y Ri(2). Sea X = V} UV UV, UV el espacio que tiene naturalmente
la estructura de una superficie de Riemann con frontera R - analitica, excepto en las
dos esquinas. Sea X, laimagen de VY U V! UV2U V! en X. Ver Figura 4.16.

Paso 2: Definir la funcion f, en el plano extendido
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‘Rﬂ%) NS Ra?) Ralsa)

IN/)} V2 |45
R®— | yo [ R0 7 VP Ry (33)
15 s | Vi
‘R)\(i) Ra () O A
R, Ra(2)

2)

Figura 4.16: Definicion de los espacios X y X;.

Definiremos a £\, como la funcién de primer retorno de P,, ya que hemos quitado la
parte de V2, por lo tanto,

(P zeVRUV?
f’\(z)_{Pf ze Vi

Esta funcion f, es analitica en el interior de su dominio de definicién pero no esta
definida en V.

Paso 3: Modificar /) a una transformacion g, en un dominio restringido
Fijando ¢ tal que ¢qn < ﬁ y definiendo sectores de pendiente ¢ como antes. Denota-
mos por S = (S(2/7) N V) U (S(4/7) N VD).

2~ A

Modificaremos la frontera de X en S para obtener un subconjunto X ¢ X con fron-
tera C!, y definimos a X por

s ()= wns()

s () -xas ).
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Figura 4.17: Definicion del dominio X'y rango X; de la funcién modificada g,. Asi como de
los sectores Sy S.

Sea S = S(9/14) UV} U S(11/14)\{—a,}. En este paso obtendremos una transfor-
macidn cuasiregular g, que coincide con f en X;\S.
Observemos que el polinomio P, induce un homeomorfismo de S;1(6) en S;(20). En
particular P induce un homeomorfismo
3 k k

Py Si+3(?) — SZ»(?) para k=1,24.
Por lo tanto S es un sector f2 - invariante. Sea 7y = (SN X)\(f) (SN X)y T; =
(f) TN SNX.

La funcién P} también induce un homeormorfismo
P3Gy — @-(;) Uy Si(i)'
Se sigue que la funcién — P induce un homeomorfismo
—P}: S5 — S,
Sean Ty = S\(=P%)"'(S) y T = (=P%) "(T;-1) N .
Elegimos un difeomorfismo g, : Ty — T tal que

1. ¢o es tangente a f en T, N 85, es decir, cuando z — z, con z, € Ty N IS,
entonces go(z)/f(z) — 1.
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2. fPogo=goo—F;en Toﬁ T, y ambas funciones tienen la misma funcién lineal
en cada punto de 7o N T7.

Ty
Figura 4.18: Definicion de la funcion go.

Entonces definimos g; : T, — T inductivamente por

ffogi=gi10—P;.

Finalmente definimos la funcién cuasiregular g : X; — X como

[ f en X\S
=7 o 1) 1

Paso 4: Cambiando la estructura compleja para obtener una funcion hibrida-
mente equivalente 5/,

La estructura compleja es cambiada a una estructura casi compleja o en X, tal que
g*o = 0. De nuevo el punto esencial en la prueba es que g, es holomorfa excepto en
Sy que una 6rbita pasa a lo mas una vez por S : si z € S, entonces g§ () € SUS(})
para todo n donde ¢} esta bien definida. Por lo tanto definimos el coeficiente de
Beltrami como

g*(mo) enS B
pni=9q (") (w) ong™(S),n =0
o en X\Ug "(9).
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Figura 4.19: Definicion del coeficiente de Beltrami .

Por lo tanto, existe una estructura casi compleja ¢ en X, cuasi conformemente equi-
valente a la estructura estandar oy, tal que g*o = o, es decir, que el coeficiente de
Beltrami es invariante bajo g, y o coincide con oy en X\ U g "(S5).

El conjunto K, de puntos = € X; para los cuales ¢"(x) esta definido y pertenece a
X, para todo n, es igual a

K, =Ko (063 T U U063 e (12)).

n

Sea ¢ : Int(X) — U un homeomorfismo cuasiconforme que integra o. Sea U’ =
o(Int (X)), definimos h = pogoyp™ : U’ — D, es decir,

(X1, 1) = (X, )

(U/7 P’O> T)\> <D7 :uo)
Entonces £, es holomorfa. En particular, el coeficiente de Beltrami p., en K, coincide
con /.
Paso 5: Obtener un polinomio en £, ;

La transformacién h, es de tipo polinomial de grado 2. Admite una equivalencia
hibrida a un polinomio cuadratico P., por lo tanto la transformacién

\/I}AI/\P—>C de £1/3 en C,

esta bien definida y puede haber opciones en la definicion: ¢ es determinado de
manera unica sic € M.

Tenemos que ¢ = U (\) € M <= 0 € K. < g¢"(w) € X para todo n <
P (0) ¢ Ky N Int (V) para ningln n. Sean

Nijz={N€ Lz (Vn) PL(0) ¢ Kynint(V)}



4.4. CIRUGIA INVERSA DE L5 A L1/ 97

Figura 4.20: Bosquejo del resultado de la cirugia partiendo de un polinomio cuadratico Py
con A € Lyy3.

Py = {I}A|N1/3 ZN1/3 — M.

Podemos verificar que
\IJA(NI/Z&) C Ly,

pa(L1y2) C Ny,

yquesice L,y =Va(pa(c)), entonces existe una equivalencia hibrida entre P,
y P., por lo tanto ¢ = ¢’. En otras palabras

Vao0pq=idg,,

¢A o QIA - Zle/g
Esto termina la demostracién del Teorema A.
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