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Resumen

En este trabajo se presenta un sistema de ecuaciones diferenciales el cual modela la
produccién de glébulos rojos (eritrocitos) en la sangre, ya que es uno de los procesos
complejos importantes involucrados en la vida. Entre las hormonas que actian sobre la
producciéon de sangre, algunas son de importancia principal, este es el caso de la eri-
tropoyetina, conocida como Epo, una hormona producida principalmente en el rinén.
La produccién de células sanguineas (especialmente glébulos rojos) bajo la accién de la
hormona Epo es lo que llamamos eritropoyesis y esta regulada por controles de retroali-
mentacion negativos mediados por hormonas.

Estamos particularmente interesados en los efectos que la regulacién negativa del receptor
Epo y el factor de transcripcion STATS tienen sobre la dindmica de los glébulos rojos.
Por lo que en el presente trabajo se escribe un modelo matematico de la producciéon de
glébulos rojos en la sangre. Para el estudio de este modelo se desarrolla una estrategia de
investigacion. Esta estrategia nos permite integrar, de manera secuencial, un anélisis de
sensibilidad con el objetivo de evaluar la importancia relativa que los parametros del mo-
delo tienen sobre la evolucién en el tiempo de las variables de estado. Después se integra
un analisis de bifurcacion que nos permite mostrar como para algunos parametros criticos
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V1 RESUMEN

en los modelos matemadticos, cambios significativos en las propiedades de las soluciones
ocurren cuando se modifican estos parametros alrededor de los valores criticos (puntos de
bifurcacién). La estrategia permite reducir los tiempos experimentales ya que nos brinda
bastante informacién sobre cuales parametros trabajar y un comportamiento del sistema
en variedad de condiciones. Se muestra esta metodologia con un modelo multinivel de seis
ecuaciones diferenciales y tres retardos de tiempo, el cual explica el efecto de la eritropo-
yetina (Epo) mediada por la via de senalizacién JAK2-STATS5 en la eritropoyesis.

El sistema resulto extremadamente sensible a la variacién de dos parametros en compara-
cion con los otros parametros. El andlisis revelé que los retrasos temporales asociados con
el proceso de proliferacién-diferenciacion son criticos para inducir oscilaciones patolégicas
sostenidas, el cual se investigd mediante el uso de analisis de bifurcacién. Se estudio la
estabilidad asintética local de los puntos de equilibrio utilizando la ecuacion caracteristica
del modelo y se muestra la existencia de una bifurcacion de Hopf local. Los otros parame-
tros fueron investigados mediante el uso de simulaciones predictivas sistematicas. Como
resultado se obtiene que la modulaciéon de los tiempos de retardo relacionados con la
senalizacion intracelular y la dinamica fisiolégica controlada por hipoxia no es suficiente

para inducir auto-oscilaciones en el sistema.
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Capitulo 1

Introduccion

La transduccién de senales celulares se logra mediante redes de proteinas interactivas
que detectan, modulan y transfieren senales celulares que controlan la expresion génica.
Hasta ahora, el uso de modelos matematicos en la senalizacién celular ha sido limitado
por la disponibilidad de datos experimentales adecuados. Sin embargo, el desarrollo sis-
tematico de técnicas experimentales que permiten la generacion de datos cuantitativos
resueltos en el tiempo [10 - 12] facilita la identificacién de los modelos de la via dindmica

y sus valores de parametros, ajustandolos a los datos del curso experimental.

La amplificacién de senales, definida como un aumento en la intensidad de una senal
a través de redes de reacciones intracelulares, se considera una de las propiedades esen-
ciales en muchas vias de senalizacién celular[13]. El Janus quinasa, transductor de senal
y activador de la transcripcién de la via (JAK-STAT) son una de las vias de senaliza-
cién celular mas estudiadas [14, 15]. La via JAK2-STATS5 se activa a través de diversos
receptores, incluyendo el receptor de eritropoyetina (EpoR). La fosforilacién activada por

3



4 CAPITULO 1. INTRODUCCION

citoquina de EpoR estd mediada por la quinasa citosolica JAK2 que esta asociada con
el dominio citoplasmético de EpoR. Tras la unién de la hormona eritropoyetina (Epo),
JAK2 se activa y fosforila varios residuos de tirosina dentro del dominio citopldsmico de
EpoR [16]. Posteriormente, el factor de transcripcién STAT5 se recluta al receptor acti-
vado, se fosforila y se activa. Tras la activacion STAT5 homodimeriza y migra al nicleo,
donde inicia la transcripcién de los genes diana. De esta manera, un enfoque de biologia de
sistemas podria contribuir a detectar puntos clave que regulan las principales propiedades
de las vias de senalizacién y otros sistemas bioquimicos relacionados con las fragilidades
en las vias de senalizacion relacionadas con el cancer o la progresion de enfermedades

metabdlicas y degenerativas [26]. En este trabajo, nos dedicamos a esta tltima idea.

Hematopoyesis

A lo largo de su vida, los seres humanos requieren una renovacion constante de los
tipos celulares que conforman al organismo, el proceso de la formacién de las células de la
sangre se llama hematopoyesis. El conjunto de células y estructuras implicadas en la fa-
bricacion de las células sanguineas se llama tejido hematopoyético de tal forma, las células
encargadas de esta renovacion son denominadas “células madre” y son caracterizadas por
su alta capacidad de autorenovacion [40] , ademds, tienen la caracteristica de responder
a senales y/o estimulos generados en el ambiente donde se encuentren, de esta forma,
dichas senales comprometen o guian a la célula a su diferenciacién hacia diferentes tipos
celulares con caracteristicas y funciones especializadas de cada érgano [41] . Las células
madre pueden ser clasificadas de la siguiente forma:

I) De acuerdo al tejido de origen: Células madres embrionarias o adultas.



IT) Segun su potencial de diferenciacién: Células totipotenciales, pluripotenciales, multi-
potenciales o unipotenciales.

De acuerdo a esta clasificacién, las células totipotenciales son capaces de dar origen desde
un tejido extraembrionario hasta un organismo completo; las células madre pluripotentes
originan células que se derivan de cualquier capa embrionaria: ectodermo, endodermo o
mesodermo; estas mismas células son capaces de generar todos los tipos celulares que
deriven de una sola capa embrionaria [42] . Asi, en este tipo celular podemos identificar

a las células madre neuronales, mesenquimales y hematopoyéticas.

El sistema hematopoyético tiene como funcién eliminar de la circulacion las células
defectuosas o aquellas que han cumplido con su ciclo de vida y reemplazarlas por células
nuevas del mismo tipo. Este sistema esta integrado por células de diferentes regiones en el
organismo como son: la médula dsea, la sangre y el sistema linfoide, de tal forma, a partir
de una célula madre hematopoyética se pueden originar todos los linajes sanguineos. Las
células madre hematopoyéticas presentan funciones determinadas que las hacen diferentes
a cualquier otra célula como son:

i) son multipotentes, es decir, poseen la capacidad de generar a los linajes sanguineos
divididos en tres grandes grupos: La linea blanca que produce células linfoides: linfocitos
B y T, y células mieloides: basdfilos, eosindfilos, neutréfilos, mastocitos, monocitos y
macroéfagos, la linea roja que produce a los eritrocitos y finalmente, la linea trombocitica
que da origen a megacariocitos y plaquetas.

ii) Poseen un potencial proliferativo elevado, debido a que son capaces de dividirse y dar

origen a un gran nimero de células maduras a lo largo de la vida.
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iii) Presenta la capacidad de generar células madre nuevas idénticas a sus predecesoras,
manteniendo asi simetria en sus procesos de division, es precisamente por esta tultima
capacidad que se dice que la célula madre hematopoyética es auto-renovable.

En conjunto, estas cualidades hacen que las células madre hematopoyéticas sean muy

importantes en el adecuado funcionamiento del sistema hematopoyético.[43,44]

El sistema de produccion de la sangre toma lugar en la médula ésea donde las células
madre pluripotenciales que pueden multiplicarse y convertirse en células madre hema-
topoyéticas, las células mas inmaduras, dan a luz, a lo largo de una serie de divisién a
las células madre comprometidas (glébulos blancos o rojos, plaquetas). El tejido hemato-
poyético proviene del mesodermo y esta conformado por células que se encargan del buen
funcionamiento del organismo a través de la oxigenacion, eliminacién de desechos biologi-
cos, transporte de células y componentes del sistema inmunoldgico. La sobrevivencia en
este tejido depende de cada poblacién y varia desde 100-120 dias en el eritrocito. Ante
la muerte celular, se requiere una produccién periddica de células de los diversos linajes
hematopoyéticos, tal pérdida es compensada por células inmaduras conocidas como célu-
las madre hematopoyéticas encargadas del proceso de hematopoyesis. Esta poblacién se
activa en el inicio de la vida fetal y genera cerca de 2 x 10! eritrocitos y 10! células blan-
cas cada dia. Poseen capacidades de auto-renovacién y diferenciacion a miltiples linajes,

aunque esta capacidad disminuye hacia las etapas maduras del organismo.[45]
Eritropoyesis

La produccién de células sanguineas (especialmente glébulos rojos) bajo la accién de

la hormona Epo es lo que llamamos eritropoyesis. La eritropoyetina actia como un factor



de crecimiento en las células sanguineas. De hecho, la concentracion de Epo reacciona a
los cambios en la concentracion de oxigeno en el torrente sanguineo. Por ejemplo, una
disminucién en la concentracién de oxigeno (que puede ser debido a sangrado o moverse
a altas altitudes) conduce a una liberacién de eritropoyetina. El control de la Epo sobre
el sistema de produccién de sangre desencadena la produccion de células sanguineas, ac-
tuando sobre las células madre pluripotenciales [9]. Estas células se dividen y aumentan la
produccion de células sanguineas maduras. De la misma manera, cuando la concentracion
de células sanguineas es demasiado alta (lo que significa que una gran cantidad de oxigeno
es llevado por células sanguineas maduras), entonces la retroalimentacién negativa actia

sobre la concentracién de eritropoyetina para disminuir la produccién de la hormona.

Rifién
‘ oxigeno
Stimulate \A 777\
d
inhibit /' 1Er|tropoyetlna
(EPO)
1 OXIGENO /

Glébulos
Rojos

Médula Osea

Figura 1.1: Regulacién de la eritropoyesis. [47]

Para el modelado, se utiliza el marco bien establecido basado en ecuaciones diferen-
ciales ordinarias [27], que describe los cambios espacio-temporales de las concentraciones

de proteinas y otras proteinas biol6gicas pequenas (productos génicos, ARN, metabolitos,
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etc.) con ecuaciones cinéticas:

p

d y
@Xi:;cij'%'HXi” i=1,... ng

k=1

Donde X, representa cualquiera de las n, variables dependientes del modelo (por ejemplo,
concentraciones de proteinas o fosfoproteinas, ARN, nivel de expresién génica). Aqui, la
tasa bioquimica j se expande como producto de una constante de velocidad (v;) y las p
variables del sistema a 6rdenes cinéticos caracteristicos (g;;), mientras que ¢;; son los coe-
ficientes estequiométricos del sistema que describe la conservacion de masa. La principal
diferencia entre los modelos de ley de potencia y los modelos de ecuaciones diferenciales
ordinarias convencionales utilizados en biologia de sistemas es que los érdenes cinéticos
pueden tener valores no enteros. Hay dos razones principales para permitir érdenes cinéti-
cos no enteros: en primer lugar, las reacciones en ambientes no homogéneos conducen a
érdenes cinéticos no enteros [18 - 20] y en segundo lugar en ausencia de datos sobre los
mecanismos de reaccion detallados se obliga a menudo a condensar varios pasos en re-
presentaciones simplificadas. En los modelos de ley de potencia, los 6rdenes cinéticos son
parametros del modelo y deben estimarse a partir de datos experimentales. Los valores
negativos para el orden cinético representan la inhibicién, mientras que un cero indica
que la variable no afecta al proceso descrito. Cuando se consideran los valores positivos
para un orden cinético, son posibles varias alternativas: los valores entre cero y uno re-
presentan un comportamiento similar a la saturacién para la tasa modelada y con valores
superiores a uno los modelos de la ecuacion de velocidad de los procesos cooperativos. Un
orden cinético igual a uno significa que el sistema se comporta como el modelo cinético

convencional de acciéon de masas. Al permitir érdenes cinéticos no enteros, positivos o



negativos, consideramos para la misma estructura de modelo una clase mas grande de

modelos cinéticos a partir de la cual podemos seleccionar un candidato adecuado.
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Capitulo 2

Modelo.

Estudiaremos el siguiente modelo matematico el cual describe el proceso de diferen-
ciacién y proliferaciéon de eritrocitos en la eritropoyesis. Basandonos en el articulo (In-
tegration of sensitivity and bifurcation analysis to detect critical processes in a model
combining signalling and cell population dynamics, S. Nikolov , X. Lai , U.W. Liebal , O.

Wolkenhauer & J. Vera, 2010).

2.1. Esquema del modelo matematico

La Figura (2.1) ilustra el esquema del modelo propuesto.

En el modelo de produccién de células rojas que describe la diferenciacién y prolifera-
cién celular en la eritropoyesis, se supone que EpoR y JAK2 forman un complejo estable
EpoR / JAK2, para todos los procesos bioquimicos incluidos. Todas las variables del mo-
delo que describe los estados considerados de EpoR se refieren a poblaciones del receptor
en la membrana plasmética. Basandonos en datos experimentales [28], asumimos en el mo-

11
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Degradacion Produccién

Degradacion Desactivacion

gt Y — 9
EJ mPIEPJ

AL

Reclutamiento

Proliferacion celular Muerte celular

Figura 2.1: Estructura del modelo matematico propuesto que describe la diferenciacion
y proliferacién celular en la eritropoyesis. Donde: complejo receptor no activado (EJ);
complejo receptor activado (pEpJ); STATH citosolico activado (DpS); STATS nuclear
activado (DpS,,.); cantidad total de STATS (Sror); poblacién de células rojas en la sangre

(N); niveles sangineos de eritropoyetina (Epo).
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delo que la dinamica del estado intermedio del receptor en el que sélo JAK2 esta activado
es despreciable en la descripcion del sistema. Por lo tanto, se consideraron dos estados po-
sibles para el complejo EpoR / JAK2: i) EpoR / JAK2 no unido a Epo, EJ; y ii) complejo
EpoR / JAK2 ligado a Epo activado, pEpJ. La activacién del receptor estd modelado
con un término que dependia de la concentracion de Epo y de la cantidad de complejo
de receptor no activado en la membrana plasmética (y2 - £J - Epo) También se incluye
una ecuacion de velocidad para la degradacion del receptor Epo activado . La estructura
del modelo se completé mediante la inclusion de términos que describen el reclutamiento
de nuevos complejos EpoR / JAK2 a la membrana plasmadtica y la degradacién de los
complejos EpoR / JAK2 no activados [28].

Se han considerado tres estados posibles para STAT5 en el modelo: i) STAT5 no
activado y mondémero en el citosol, S; ii) STAT5 activado en el citosol, DpS; y iii) STAT5
activado en el nicleo, DpSnc. Los procesos considerados en el modelo son la activacion de
STATS5 por el complejo de receptor activado EpoR / JAK2, la translocacion al niicleo de
STATS5 citosdlico activado y la desactivacién y traslocacién posterior de STATH nuclear
al citoplasma. Se supone que la cantidad total de STATS5 es constante. Finalmente, la
concentracion de Epo en el medio extracelular, Epo, se considera la senal de entrada del

sistema.
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2.2. Construccion del modelo matematico

Se derivé el siguiente modelo matematico de varios niveles en ecuaciones diferenciales

ordinarias que describen el proceso de eritropoyesis.

2.2.1. Construccion del sistema de ecuaciones diferenciales

Para el complejo receptor no activado (E.J) podemos ver en el esquema del modelo ma-
tematico que esta conformado por una velocidad de formacién, la cudl es el reclutamiento
del mismo con una constante de velocidad 7y, el cudl debe ser positivo. Asi mismo, tiene
dos velocidades de pérdida, que deben ser negativas, la primera es la parte del complejo
receptor no activado que se degrada con una constante de velocidad v, y la segunda, la
parte de (EJ) que se activa con (Epo) por una constante de velocidad 7. Por lo tanto,

tenemos la siguiente ecuacién diferencial para (E.J):

d
%EJ:fyO—PyZ-EJ-EpO—%-EJ

Para el complejo receptor activado (pEpJ) podemos ver que estd conformado por una
velocidad de formacién, la cudl es la activacién de (EJ) con (Epo) con una constante de
velocidad 7., también tiene una velocidad de pérdida, que es el mismo complejo receptor
activado con una constante de velocidad 73, que posteriormente activard a (S). Por lo

tanto, tenemos la siguiente ecuacién diferencial para (pEpJ):

d
%pEpJ =Y EJ-Epo—s-pEpJ

Del mismo modo para el STAT5 citosélico activado (Dps) podemos ver que estd confor-

mado por una velocidad de formacién, la cudl es la activacién de (S) con (pEpJ) con
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una constante de velocidad ~s, también tiene una velocidad de pérdida, que es el mismo
STATS5 citosdlico activado con una constante de velocidad ~g, que posteriormente en-
trara al nicleo y llamaremos (DpS,.). Entonces, tenemos la siguiente ecuacion diferencial

para (DpS):

d
7 PpS =755 pEpJ —76- DpS

Para el STAT5 nuclear activado (DpS,.) podemos ver que estd conformado por una
velocidad de formacion, la cudl es la cantidad de STAT5H citosélico activado con una
constante de velocidad 7. También tiene una velocidad de pérdida, que es el mismo
STATS5 nuclear activado por una constante de velocidad 74 que es lo que posteriormente
sale del nicleo, pero a diferencia de lo anterior, (DpS,.) sale del nicleo con un tiempo de
retardo 7 que es el tiempo transcurrido de activado STATS en el nicleo. Por lo tanto,

tenemos la siguiente ecuacién diferencial para (DpS,,.):

d
%Dpsnc =% - DpS — V4 (Dpsnc(t - 7-1))

Siguiendo de manera similar, vemos que la poblacién de células rojas en la sangre (V)
esta conformado por una velocidad de formacion, que es la activacion de la proliferacion
celular y DpS,,. con una constante de velocidad -7, controlada por una funcién F; que
depende de la poblacién de células rojas en la sangre, al igual que en la ecuacién ante-
rior, tenemos un tiempo de retardo 73 asociado con el conjunto de procesos que explican
la diferenciacién-proliferacion de los globulos rojos de progenitores. También tiene una

velocidad de pérdida, que es la muerte celular, la cual la escribimos como (N) por una
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constante de velocidad 7s, entonces, tenemos la siguiente ecuacién diferencial para (INV):

d

“N=N

dt

(t—73)-

(V7 - DpSpe(t — 73)] - Fi(N) — 8- N

Para los niveles sanguineos de eritropoyetina Epo, podemos ver que estd conformado

por una velocidad de formacién, que es la poblacién de células rojas en la sangre con

una constante de velocidad 79, controlada por una funcién F, en funciéon de N, tenemos

también un tiempo de retardo 7 tiempo asociado con el proceso controlado por hipdxia

de la sintesis, liberacion y transporte de Epo. También tiene una velocidad de pérdida,

que es la degradacién de Epo, la cual se puede escribir como (Epo) por una constante de

velocidad 719. La ecuacion diferencial para (Epo) estd dada de la siguiente manera:

dt

d
—FEpo =9 F5(N) — 710 - Epo

Como resultado se tiene el siguiente modelo matematico:

%Eu o — - EJ - Epo—ny - EJ (2.1)
%pEpJ Yo - EJ - Epo— 3 - pEpJ (2.2)
Z%Lms Vs - (Spor — 2+ DpS — 2 - DpS,.) - pEpJ — 6 - DpS (2.3)
%Dpsnc Y6 - DpS — 4 - (DpSpe(t — 1)) (2.4)
%N N(t —13) - [y7 - DpSpe(t — 13)] - Fi(N) — 75 - N (2.5)
%Epo Yo+ F5(N) — 10 - Epo (2:6)
donde
AN Bk} Fy(N) ! Sror — S = 2DpS + 2DpSh.

T B AN —T75)

T 1+ kNT(t—1)
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El modelo incluye seis ecuaciones diferenciales que representan: la dindmica del complejo
receptor Epo (ecuaciones (2.1) y (2.2)), el factor de transcripcién STAT5 (ecuaciones (2.3)
y (2.4)), la poblacién de glébulos rojos (ecuacién (2.5)) y la consentracion extracelular de
Epo (ecuacién (2.6)), que es un circuito de retroaimentacién regulado por la poblacién
de células disponible mediante el control fisiolégico del nivel de hipdxia. En el caso de
los 6rdenes cinéticos, los valores pueden ser ntimeros positivos o negativos no enteros,
justificados a través de razones biofisicas [28]. La agregacién adicional en las ecuaciones

conduce a ecuaciones altamente no lineales tales como las ecuaciones de Michaelis-Menten

v Hill [29].

2.2.2. Parametros utilizados en el analisis del modelo.

Los valores de los parametros utilizados en el modelo estan incluidos en el Cuadro 2.1.
Inicialmente se detectaron tres posibles fuentes de retardos en el tiempo del modelo: el
tiempo transcurrido de activado STAT5 en el nucleo (71); tiempo asociado con el proceso
controlado por hipdxia de la sintesis, liberacién y transporte de Epo (73); v el retardo
asociado con el conjunto de procesos que explican la diferenciacion-proliferacién de los
glébulos rojos de progenitores (73). 71 y T estdn en el intervalo de minutos, mientras que

73 dura varios dias.

Estamos particularmente interesados en los efectos que la regulacién negativa del re-
ceptor Epo y el factor de transcripcion STAT5 tienen sobre la dinamica de los glébulos

rojos.
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Parametro Valor Proceso

Yo 3.6 Reclutamiento de EpoR

" 3.6 Degradacion de EpoR

Y2 0.07045 Activacién de EpoR

Y3 25.2 Desactivacion de EpoR

V4 672.48 Translocacion de STATS citosélico

s 522.72 Activacién de STATSH

Y6 653.76 Translocacién de STATSH nuclear

Y7 803 Diferenciacién-proliferacion de eritrocitos

Y8 0.05 Degradacion de eritrocitos

Yo 6570 Sintesis de Epo

Y10 0.28 Degradacion de Epo

K 1.62 Diferenciacion-proliferacién de eritrocitos

ko 0.0382 Sintesis de Epo

6] 6.5 Diferenciacion-proliferacién de eritrocitos

Stor 1 Cantidad total de STAT5 (constante)

T 0(<10 min) | Tiempo transcurrido de activado STAT5 en el ntcleo

To 0(30-60 min) | Tiempo asociado con el proceso controlado por hipéxia
de la sintesis, liberacion y transporte de Epo

T3 3-10 dias Retardo asociado con el conjunto de procesos que
explican la diferenciacién-proliferacion de los
glébulos rojos de progenitores.

Cuadro 2.1: Pardmetros utilizados en el andlisis del modelo.



Capitulo 3

Analisis de sensibilidad.

Actualmente los modelos mateméticos que se estan utilizando para investigar fenéme-
nos bioldgicos son cada vez mas realistas. Las nuevas caracteristicas de los modelos uti-
lizan a menudo pardmetros cuyos valores no pueden ser conocidos exactamente. A raiz
de esto hay una necesidad de realizar analisis de sensibilidad paramétrica de los modelos
representados por sistemas algebraicos diferenciales.

Surgen diversos inconvenientes cuando se pretende realizar un anélisis de sensibilidad
para sistemas de ecuaciones diferenciales que tienen una gran cantidad de parametros

comparada con la cantidad de variables.

19
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3.1. Objetivo del analisis de sensibilidad

El objetivo de un analisis de sensibilidad es evaluar la importancia relativa que las
variables de entrada, las condiciones iniciales de las variables de estado y los pardmetros
del modelo tienen sobre la evolucion en el tiempo de las variables de estado y las salidas.
El andlisis de sensibilidad se define como el estudio de cémo la variacion en los resulta-
dos criticos de un modelo dado (senales de salida, flujos metabdlicos, concentraciones de
metabolitos) puede ser repartida, cualitativa o cuantitativamente, a diferentes fuentes de

variacion en el modelo, especialmente cambios en los valores de los parametros del modelo.

La sensibilidad del estado x; con respecto al pardmetro P; se define como

g __ D [%(PJ'JFAPJ‘)—%(PJ‘)
Y AP

Donde z; es la funcién que devuelve el estado estacionario para este elemento (estado o
velocidad de reaccién) para los pardmetros dados.

Se estudié la sensibilidad a la variacién en los pardmetros del modelo para dos re-
sultados del sistema: la fraccion de STATS activado en el nicleo (DpSnc) y la poblacién
de proliferaciéon de células eritropoyéticas (N). Ademds, estamos especialmente interesa-
dos en la variacion de las sensibilidades con respecto a tres propiedades del sistema. En
primer lugar, el retraso asociado con el tiempo transcurrido para el proceso de prolifera-
cién-diferenciacién de los glébulos rojos (73), que ya fue investigado como un parametro
critico de bifurcacién en trabajos anteriores [5]. Con este fin, se mantuvieron los valores
de todos los demas parametros a sus valores nominales y se modifico el retardo 73 desde

tiempo muy pequeno (poco realista) hasta valores patolégicos muy largos. El intervalo de
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los valores fisiologicos factibles es de 3-8 dias. Las sensibilidades de DpSnc se calcularon

para varios valores relevantes y se muestran en la Figura 3.1. [46]

Sensitivity index

Figura 3.1: Sensibilidades de la variable DpSnc con respecto a los cambios en la con-

tabilizacién del tiempo de retardo para el proceso de diferenciacion-proliferacion celular

(73).[46]

Cada columna representa el conjunto de sensibilidades calculadas para un valor dado
de retardo de tiempo 73, cuya suma era igual a uno para permitir una comparaciéon de las
sensibilidades con diferentes valores del parametro investigado.

Cuando se consideran tiempos muy cortos, los indices de sensibilidad permanecen
constantes y estan distribuidos casi equitativamente para los diferentes parametros. La
excepcion son las variables que tienen una sensibilidad cercana a cero. Cuando se consi-
deran valores fisiolégicos mas factibles para el 73, este pardametro se convierte en el mas

sensible, junto con el parametro que explica el agotamiento de la poblacion de globulos
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rojos (7s), mientras que la sensibilidad para la mayoria de los otros pardmetros se hace
insignificante. Los resultados para las sensibilidades de N fueron muy similares a los de
DpSnc. En segundo lugar, se consideré la influencia de sobreexpresion de Epo receptor
(EpoR) y STATS5 en el DpSnc y N sensibilidades. Para ello, se calcularon las sensibilidades
del sistema para diferentes valores de reclutamiento de Epo en la membrana plasmatica
(70) v nivel de expresién STAT5 (Sror) que oscilaban entre la regulacién negativa extre-
ma (0.1 el valor nominal de los pardmetros) y la sobreexpresion extrema (diez veces el
valor nominal).[46]

Los resultados del andlisis se muestran en la Figura 3.2. Alli, cada caja pequena re-

presenta los valores de sensibilidades normalizadas para un nivel dado de expresion para

EpoR y STATS5.
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Figura 3.2: Sensibilidades de la variable DpSnc y N con respecto a los cambios en los

niveles de expresién para EpoR () v Sror.[46]

Se asume que 73 = 3,9 dias como valor fisiolégico para la contabilizacién del tiempo
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de retardo para la diferenciacion de los glébulos rojos y 7 = 60 min. Aunque los rangos
de ambos parametros son amplios, las sensibilidades de ambos estados muestran poca
variacion con respecto a diferentes niveles de vy y Stor. La tnica diferencia notable en el
patron de sensibilidad se produce para los bajos niveles de expresion de ambos EpoR y
STATS5 (v y Stor mas pequenos que 0.5), donde los indices de sensibilidad se mantienen
constantes y casi distribuidos por igual para los diferentes parametros, pero casi cero para
los parametros de contabilidad para el retardo. Para las condiciones de sobreexpresion de
ambas proteinas, el analisis reveld que los dos parametros que contribuyen a la mayoria
de la sensibilidad DpSnc y N son la tasa de degradacién de eritrocitos (vg) y tiempo de
proliferacion de eritrocitos 73. Ademas, la influencia de 7, en las caracteristicas del sistema
es insignificante sin importar el valor de 4y y Stor (que era la conjetura inicial) y sugiere
que se puede dejar de lado ese parametro en un analisis posterior. Para determinar los
parametros mas interesantes a considerar para el andlisis adicional, se calculd la media
y la desviacién estdndar para las sensibilidades de cada parametro [46]. Estos valores
dan una idea de las consecuencias que las variaciones en cada parametro tienen sobre el
comportamiento del sistema. El uso de valores de sensibilidad para cada valor dado de 7,
v Stor permite el calculo de este promedio, lo que realmente permite la implementacién
de la clasificacion cualitativa de los parametros basados en sus indices de sensibilidad. Los

resultados de la clasificacién de pardmetros se muestran en la Figura 3.3.[46]
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Figura 3.3: Indices de sensibilidades medias de la variable DpSnc (izquierda) y N (derecha)
con respecto a los cambios en los niveles de expresion para EpoR (79) y Sror. Los valores
originales provienen del andlisis en la Figura 3.2. Para el indice de sensibilidad normalizado
(eje Y), se calcula la media de estos valores (linea roja en cada columna), la desviacién
estandar (linea discontinua azul) y el maximo y minimo ( lineas continuas negras) para

cada pardmetro considerado (indicado en el eje X).[46]
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3.2. Parametros criticos del modelo

A través del analisis, la lista de parametros criticos del modelo con respecto a la

sensibilidad se enumeran a continuacién, por orden de importancia:

{73, V85 Y105 STOTs V3> V4 V75 V55 70}

Se ha utilizado la sensibilidad media de 0.02 como umbral. Los indices de los otros parame-
tros por debajo del umbral son insignificantes. Curiosamente, el sistema parece extrema-
damente sensible a la variacién de g y 73 en comparacién con los otros parametros, pero
para 73 sélo en la limitacién de la variacién discutida anteriormente. El parametro se-
cundario importante es 7,9, que explica la velocidad de degradacion de Epo. Todos los
demas parametros enumerados anteriormente se encuentran en un estrecho intervalo de
valores medios de sensibilidad muy similares. Sobre la base de la informacién biologica
disponible [5], se creé una segunda lista de pardmetros incluyendo aquellos pardmetros
cuya variacién puede relacionarse potencialmente con condiciones patoldgicas en leucemia

y otros tipos de enfermedades en la sangre:

{’707 Y2, STOT V65 T35 V10, ”Ys}

Los primeros cuatro parametros de la lista se relacionan con el nivel de senalizacién del
modelo estudiado y explican los procesos que podrian ser no regulados en condiciones
patologicas. Los otros tres parametros de la lista estan relacionados con el nivel fisiolégico
/ poblacional del modelo y su investigacién podria ser relevante desde una perspectiva

farmacoldgica y / o biomédica. Ademds, para un anélisis posterior, se eligi6 los pardmetros
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de interseccion entre ambas listas:

{0, Stor, T3, 710, Vs }

Donde la modulacion en 73 se investigd mediante el uso de anélisis de bifurcacion, mientras
que los otros parametros fueron investigados mediante el uso de simulaciones predictivas

sistemaéticas.

3.3. Simulaciones predictivas sistematicas

Hay algunas simulaciones numéricas para confirmar los resultados del andlisis sobre
el papel de 73 y la capacidad potencial de los otros dos tiempos (77 y 72) para alterar la
dindmica determinada por 73. En la Figura (3.4) se muestra los resultados de las simu-
laciones [46]. Se consideran dos escenarios: 73 menor (superior) y superior (inferior) que
su punto de bifurcacién (7,; ~ dias). Luego se compara el comportamiento del sistema
con 7, = 0 (izquierda) y 7 = 30 min (derecha). Como podemos ver, la dindmica del
sistema no se ve afectada modificando 75, y mantiene su estado estacionario o estado osci-
latorio de acuerdo con los valores asignados al retardo de tiempo predominante 73. Otras
simulaciones mostraron que tanto el menor retardo de tiempo 73 como la combinacién de
ambos 71 y 7o no pueden modificar la dindamica predefinida por el valor elegido para 73
(no mostrado). Por lo tanto, se asume 73 = 75 = 0 en otras simulaciones.

La Figura 3.5 confirma los resultados del analisis de bifurcacién cualitativa. Para los
valores nominales en los parametros del modelo, surgen oscilaciones para valores de 73

superiores a 3,9 dias, con modulacién en la amplitud de estas oscilaciones.
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Los resultados de las simulaciones predictivas sistematicas sugieren que la desregula-
cién de algunas caracteristicas intracelulares importantes en la via JAK2-STAT5 (como
el reclutamiento del complejo receptor en la membrana plasmatica y la cantidad total de
STATS5 en el modelo) puede inducir importantes cambios dindmicos en el sistema , inclu-
yendo la regulacién negativa del nivel de hematocrito (relacionado con la variable N en el
modelo) cuando una o ambas proteinas son reprimidas. Ademads, el andlisis indica que las
condiciones patolégicas con hormona Epo defectuosa (vida corta) (altos valores en ~q)
inducen una reduccién lenta en el nivel de hematocrito. Curiosamente, para las condicio-
nes hipotéticas con vida corta para los eritrocitos (valores altos en 7g) combinado con la
rotacion rapida en la hormona Epo (altos valores en ;) el modelo predice un aumento
contraintuitivo en la poblacion de glébulos rojos, que se relaciona con el funcionamiento
anormal (acelerado) del bucle de retroalimentacién fisiolégica en esas condiciones. Final-
mente, un aumento del tiempo de proliferacién de los eritrocitos (en el modelo 73) debido
a la alteracién de otras redes bioquimicas implicadas en el proceso de diferenciaciéon puede
provocar la aparicién de oscilaciones patoldgicas cuya amplitud aumentara con el tiempo

de diferenciacién. [46]
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no tiene influencia en la dindmica del sistema.[46]
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Figura 3.5: Analisis de bifurcaciéon que representa la modulacion de 73 cuando el resto de
los parametros del modelo estan en sus valores nominales. El modelo predice oscilaciones
sostenidas para 73 = 3,9 (aparece una linea gris discontinua, el punto negro y las lineas
punteadas representan el valor méximo y minimo del N oscilatorio, respectivamente). La

linea continua negra representa las soluciones de estado estacionario de N en términos de

73.[46]
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Capitulo 4

Analisis de bifurcacion.

Para algunos parametros criticos en los modelos matematicos, cambios significativos
en las propiedades de las soluciones ocurren cuando se modifican (incluso ligeramente)
alrededor de los valores criticos (puntos de bifurcacién). Cuando los pardmetros que dan
cuenta de esas propiedades se modifican a través de estos valores criticos, la dindmica del
sistema puede cambiar drasticamente: pueden surgir oscilaciones autégenas, endégenas o,
inversamente, las oscilaciones pueden desaparecer como oscilaciones temporales amorti-
guadas que conducen a estados estables. Una clasificacién aproximada de bifurcaciones
distingue entre bifurcaciones locales y globales. Las bifurcaciones locales son aquellas que
se producen cerca de estados de equilibrio criticos y cerca de puntos fijos. Desde un punto
de vista analitico, la aparicion de oscilaciones sostenidas generalmente se relaciona con
una transicion a través de un punto de bifurcacién de Andronov-Hopf. Esta bifurcacion
local es el mecanismo maés simple y mas comun en el que una solucién estable surge mas
alla del punto de bifurcacion, en forma de un ciclo limite de pequena amplitud que rodea

31
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al estado de equilibrio inestable.

4.1. Analisis de estabilidad.

Aqui, enfocamos nuestra atencién solamente en bifurcaciones locales. Con el fin de
investigar los parametros cuya modulacién potencialmente puede inducir la aparicion de
tales puntos de bifurcacion, se ha calculado analiticamente las ecuaciones algebraicas que
representan los puntos fijos del sistema. Por lo tanto, linealizamos el sistema alrededor
de estos puntos fijos, expandiendo las funciones no lineales en las ecuaciones como una
serie de Maclaurin cerca de los estados de equilibrio del sistema. Luego derivamos la
matriz de estabilidad del sistema y calculamos su ecuacién caracteristica. El andlisis de
esta matriz en términos de las condiciones de Ruth-Hurwitz para la estabilidad de los
estados estacionarios se utilizé para determinar la existencia y la naturaleza de los puntos
de bifurcacién del sistema.[46]

El objetivo de este paso en el andlisis fue establecer el papel de los diferentes retardos

existentes en el modelo en la aparicion de los puntos de bifurcacion.
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Para comenzar con el andlisis de estabilidad, primero haremos un renombramiento de
variables para el modelo matematico original, lo que nos lleva a trabajar con la siguiente

estructura:

Degradacion Produccion

)
TZ
*’Yw y6< |'——_‘\\

-~

Degradacion

Y,

B

v
"

Y

AL

Reclutamiento

N == T

Proliferacion celular Muerte celular

Figura 4.1: Estructura del modelo mateméatico propuesto que describe la diferenciacion y
proliferacién celular en la eritropoyesis, donde: complejo receptor no activado (EJ) = y;
complejo receptor activado (pEpJ) = ya; STATS citosdlico activado (DpS) = y3; STATS
nuclear activado (DpS,.) = ya; cantidad total de STAT5 (Sror); poblacién de células

rojas en la sangre (N) = ys; niveles sangineos de eritropoyetina (Epo) = ys.
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4.1.1. Linealizacidon del sistema de ecuaciones diferenciales

Nos enfocamos en bifurcaciones locales. Con el fin de investigar los parametros cuya
modulacién potencialmente puede inducir la aparicion de tales puntos de bifurcacion.
Una vez realizado el renombramiento de variables, trabajaremos con el siguiente sistema
de ecuaciones diferenciales y calcularemos analiticamente las ecuaciones algebraicas que
representan el punto fijo.

Sean 71 = 15 = 73 = 0, escribimos F} y F5 en serie de MacLaurin, es decir,
Bk} v (2
F f— ~ 1 9 e _ . e
) = SO e g ’

1
F =~ 1 —koyl + (koyl)? — - -
5(Ys) T () 2y + (k2ys)

tomando sélo los términos lineales, obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones diferen-

ciales:
Y= Yo~ "2%1Y — N1 (4.1)
Yo = 72Y1¥e — V3Y2 (4.2)
U3 = 5(Stor — 2y3 — 2Y1)y2 — YeUs3 (4.3)
Ys = YeYs — Vals (4.4)
Us = Ys[vryalF1(ys) — Y5 (4.5)
U6 = YoF2(ys) — 106 (4.6)

donde

Stor — S = 2ys + 2y,
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El siguiente paso serd resolver el siguiente sistema, esto nos permitira encontrar los puntos

fijos

Yo — V2¥1ye —1yr = 0

Y2Y1Y6 — V3y2 = 0

v5(Stor — 2ys — 2ya)y2 — Yeys = O
Y6Ys — Yays = 0

Y7BYays — 8ys = O

Yo —Y10ye = O

por lo que obtenemos los siguientes conjuntos de ecuaciones

Solucién 1:

_(1) Y0710
nooT Y1710 + Y2%9
yél) _ Y0279
Y3(My10 + Y279)
1y YoY2 Y45 Y9 STOT
vsn T 2 (74 + Y6) + 1372Y6 (1710 + Y279) (4.7)
Yo2Yo V4 T Ve Y3VaYe\ V1Y Y27
RO Y0Y2V576 Y9 STOT
o= 27907279 (Y4 + Y6) + V372%6 (V1710 + Y29)
B =0
o= 2

Y10
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Solucién 2:

_ 1 _
77 = (0 — 55,
1
—(2)
—(2) V4V6Y4
Yo o = _(2)”
Y5YeSTor — 2(7a + V6)Us4
(2 Y4 _(2
i) = 2, (4.8)
Ve
—(2) Y6
Y = ———(Sror — 9),
* 2(v4+ ) ( )
—(2)
32 =k ViBYs 1,
V8
1
gé?) = &—, donde Qf) > 8 .

M0 1 + ky(57)7 V13

Ahora estamos interesados en obtener la ecuacién caracteristica para la linealizacion del
sistema (4.1)-(4.6) cerca del punto de equilibrio E(;) i = 1,...,6, por lo que escribimos
las ecuaciones diferenciales para una pequena perturbacién cerca del punto de equilibrio,

es decir, y; = y;+x; , 1 = 1,...,6. Sustituyendo estas ecuaciones en el sistema (4.1)-(4.6),

obtenemos un nuevo sistema linealizado

dﬂ?l

— = —C1%1 — Ca%e — Y2T1Te,

dt

dl'g

_dt = C3T1 — 7Y3%2 + Ccoxg + Y2X1 g,

d.Tg

ﬁ = (49 — C5X3 — Cgly — 21’21’3 - 2?[721‘4, (49)
dl’4

_ —T1X

— = Y%T3 — Yal T4

dt ’

d.175 _ €7T3X 677—3)( 6727-3X 6727—3)( 2 5*37'336 3
e —Y8Ts5 + C7 T4+ Cg T4+ C T4T5 — C1o Ty — C11 Ty

—01267373"3:490? - 013€’4T3Xx§ — 014€’4T3X:C4x§ - 015€’5TSX:L'4$§,

dmﬁ _ K—TQX €—2T2X 2 6—37'2)( 3 €—4T2X 4 £_5TQX 5
_dt = —Ci6 Ts — Y10le — Ci7 Ty — C18 Ty — C19 Ty — C Ty

—6216_672)(1'? — 6226_772)(1'57).
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donde

c1 = M+ 7%Us, C2=Y2Y1, C3= "Y2Vs,
7
s = 2Ya+%, C6=2¥2, Cr ="y (1 — k—i), cs = Y73y <1 -
1
g = P (1 - 4%), clo = 67761;43/5, cn = 4%5]6%4%,
1 1 1
1Py _ 47753/_5 b
C13 = R C14 = R C15
1 1

E_TjXZCZ' = .CEz(t — Tj).

ca = V5S7or — 2(Ys + Ya),

12=06

22

= 6= Tyokals, c17 = 2170kays,
1

37

cis = 35vkals, Cro = 35Y0kals, o0 = 21Y0kalz, Co1 = TYokals, Cop = Yoka.

4.1.2.

Matriz de estabilidad

Asi tomando los valores lineales de la linealizacion del sistema obtenemos la siguiente

matriz de estabilidad del sistema (4.9).

C3

4.1.3.

—73

Cs

6

0

0 0

0 0

—cq 0

— b TIX 0
cgl™TX gl TTX — g

0 —cy X

Ecuacion caracteristica

C2

—710

(4.10)

El siguiente paso serd calcular la ecuacién caracteristica de la matriz de estabilidad,

para dicho célculo, asi como algunos calculos anteriores se utilizé el programa Maple 17,
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el cual di6 como resultado la siguiente ecuacion:

X0+ Kix° + Kox* + Ksx® + Kux* + Ksx + K

= (7TX(Tyx° + Tox* + Tax® + Tux® + Tsx + To)

HOTXTx? 4+ 073X (T x® + Tox* + Thox® + T x? (4.11)
+Tiax + Tiz) + 072Xy 52

+0~ M (T xd + Tigx® + Tirx? + Tisx + Tho)

+0~ X (T x 4 Thy).

con

Ky = a+c+7+ 75+ Mo,

Ky = ci(y3+ 78+ 70+ ¢6) +73(78 + 710 + ¢6) + c6(78 + 710) + 18710,

Kz = ci(v3ce + 7378 + 13710 + CoCs + Y10C6 + Y8710 + V6¢7) + V3(Y6Cr + Y8C6 + Y10C6 + Y8710)
+¥6¢7(78 + 710) + V8710

Ky = 3(yacier + Y678¢r + 78¢1C6 + 710C1C6),

Ks = vy3y6cr(vsc1 + Y1061 + Y8710)-
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T

13

1y

—v, T = —va(y3 + 78 + 710 + 1 + C6),

—ale1 (3 + 98 + 710 + ¢6) + 73(8 + Y10 + ¢6) + (98 + Y10)C6 + Y87V10),
—vace(y3¢1 + V378 + Y3710 +8710),  T5 = —374¢6(Y8C1 + Y10C1 + Y8710),
Y37aY8Y10C1C6,  T7 = cacrcrz(cr —¢3), Ty =co, Ty = co(y3 + 10+ c1 + Co),
colc1(v3 + 710 + ¢6) +¥3(c6 + 710) + V6C7 + Y10(74 + C6)],

—co(V6c7 — V3Y6Cr — Y3¢1C6),  Tiz = Y3Y6CrCo(Y10 + €1);  Tiz = —¥3Y6710C1C7Co,
Yacacscrz,  Tis = yaco, Thie = Yaco(y3 +c1+¢c), Tir = vacsco(V3 + 710),

—7374710C1C6C9, Toy = —V6C2C5C8C17, Ty = ’)/6020508017(03 - Cl)-

Debido a la presencia de mas de un retraso en el sistema (4.1)-(4.6), el andlisis del signo

de las partes reales de los valores propios es muy complejo y no se puede considerar un

enfoque directo. Por lo tanto, en el andlisis se usara un método que consiste en determi-

nar la estabilidad del punto estacionario cuando los retrasos son igual a cero y usando

algunos argumentos analiticos deduciremos condiciones para la estabilidad de los estados

estacionarios cuando un retraso es distinto de cero.

Casol: i =1 =713=0

Si suponemos que 7 = T2 = 73 = 0. Entonces la ecuacién caracteristica (4.11) es escrita

como la siguiente ecuacion polinomial de sexto grado

KN+ K+ K+ K+ Kix +K; =0 (4.12)
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donde
K = K,—T —T;,
K; = Ky =15 — Ty —Tis,
Ky = K3—T5— Ty — T, (4.13)
KZ = K4 - T4 - T7 - Tll - T14 - T177
Kg - K5 - T5 - T12 - TIS - T20>

K = K¢—T5—Tis —Tig — Th.

4.2. Criterio de Routh-Hurwitz

Segun el criterio de Routh-Hurwitz para la estabilidad del punto estacionario, todos

los valores propios de (4.11) tienen partes reales negativas si y sélo si

ki >0, (4.14)
donde
Kf 1 0
Kr 1
ki =Ky, ky= ks =\\K; Ky Ki||o
Ky K
K5 Ki Kj

son los determinantes de Routh-Hurwitz, por lo que tenemos el siguiente lema:

Lema 4.1. Si kf > 0, i = 1,...,6, los puntos de equilibrio (4.7) y (4.8) del sistema

(4.1)-(4.6) son localmente asintdticamente estable.

Aplicando el Lema 4.1 para los puntos fijos del sistema (4.3), para el primer punto, en

comparacién con el segundo, se tiene que g5 = 0, entonces, como c;7 = 21y9kyyjz, es decir,
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para el primer punto c;7 = 0, por lo que tiene la siguiente matriz de estabilidad

—C1 0 0 0 0 —C2
C3 —73 0 0 0 Co
0 Cy —C¢ —C7 0 0
Ap = (4.15)
0 0 % - 0 0
0 0 0 cs  Cog— s 0
0 0 0 0 0 —710

Luego estudiamos en particular el signo de A tal que cg —vg — A = 0, es decir

=3
A=co— s =0 (1 - 4%) — 75 = (803)(6,5)(1) — 0,05 = 5219,45 > 0
1

y por el criterio de Routh-Hurwitz se obtiene que (4.7) es un punto de equilibrio inestable.

Para el segundo punto, tenemos la siguiente matriz de estabilidad

—c; 0 0 0 0 —C2
C3 —3 0 0 0 Co
0 cs —Cg —C7 0 0
Ay = (4.16)
0 0 Yo T4 0 0
0 0 0 Cg Cg — 78 0
0 0 0 0 —Ci7 —710

de igual manera al estudio anterior, nos enfocamos en signo de cg —v3 — A = 0, pero con

la diferencia de que y5 > 0, entonces tenemos que (1 — 4%—2) < 0, luego
1

=3
>\209—vs=776(1—4%) -7 <0
1

y por el criterio de Routh-Hurwitz concluimos que (4.8) es asintéticamente estable.
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Caso2: i =7=0y 13>0

Esta eleccion esta motivada por las razones biolégicas, como ya hemos mencionado, 73 es
mucho mas largo que los otros dos tiempos de retardo y puede potencialmente tener un
mayor efecto sobre la dindmica del sistema. A continuacién se establece 77 = 75 = 0 en

(4.11), y la ecuacion caracteristica resultante es la siguiente

X +Bix® + Box* + Bsx® + Bux® + Bsx + Bs (4.17)

= K_TBX(TSXE’ + Myx* + Max® + Max® + Myx + Ms)

donde

B, = Ki—T\,, By=Ky—-T, B3=Ks—-1T3, By=Ky—Ty—T; - Ty,
Bs = Ks—1T15, Bs=Kg—Ts, My =Ty+Ti5, My="Tio+ Tig,

M; = Ty +Tyy, My=Tio+Tis+ 1Ty, Ms="T3+To+ 1.

4.3. Analisis de bifurcacion

La ecuacién caracteristica (4.17) es trascendental y no puede ser resuelta analiticamen-
te. Ademads tiene un niimero indefinido de raices. Como la estabilidad del estado de equili-
brio depende del signo de las partes reales de las raices de (4.17),sea x = m+in (m,n € R),

reescribimos (4.17) en términos de su parte real e imaginaria, lo que nos lleva a las si-
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guientes igualdades

m® —n® — 15m*n? + 15m?*n* + By(m® — 10m*n? + 5mn*) + By(m®* + n* — 6m*n?)
+Bs(m® — 3mn®) + By(m® — n®) + Bym + Bg = (7" {Ts[(m® — 10m’n* 4+ 5mn*) cos ns
+(n® 4+ 5m*n — 10m*n®) sinnrs) + My [(m* + n* — 6m?n?) cosnts + (4m®n — 4mn?) sin n)
+Ms[(m? — 3mn?) cosnts + (3m?*n — n®) sin nrs] + Ms[(m? — n?) cos ns + 2mn sin ny)

+My(m cosnts + nsinnts) + Ms cos nTg}, (4.18)

6 m°n — 20m*n® + 6mn® + Bi(n® + 5m*n — 10m*n?®) + 4mnBy(m? — n?) + Bs(3m?n — n?)
+2Bymn + Bsn = (" {T5[(n” + 5m*n — 10m°n®) cosnts — (m® — 10m®n® + 5mn*) sin n7;)
+ M, [4mn(m? — n?) cosnts — (m* + n* — 6m?n?) sinns] + Ms[(3m*n — n?) cosnrs

2

—m(m? — 3n?) sin nrs] + Msz[2mn cosnts — (m* — n?) sinnts] + My(n cos ns — msinnrs)

— Ms5 sin m'g}.

luego buscamos raices puramente imaginarias (x = £in), ya que esto nos permitird en-
contrar el primer punto de bifurcacién, por tanto la ecuacién caracteristica se convierte

en el siguiente par de igualdades

—nS + Bon* — Byn® + Bg = (Tyn® — Myn® + Myn)sinnt
+(Myn* — M3n? + Ms) cosnr, (4.19)
Bin® — Bsn® + Bsn = (Tgn® — Myn® + Myn) cosnt

+(=Mn* + M3n? — M;) sinnr.
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La ecuacién (4.19) puede reescribirse en una estructura diferente.

(—n6 + B2n4 — B4TL2 + BG)(M17L4 — M3n2 + M5)

cosnTy = n2(T8n4 — M2n2 + M4)2 + <—M1TL4 + M3n2 - M5)2
4 TLQ(Tng4 — M2n2 -+ M4)(Bln4 — Bgn2 + B5)
n2(T8n4 — MQTLQ + M4)2 -+ (—M1n4 + M3n2 — M5)2
(4.20)
. TL(BlTL4 — Bg?’L2 + B5)(—M1’I’L4 + M3n2 — M5)
sinnrty =

n2(T8n4 — ]\42712 + M4)2 + (—M17’L4 + M3n2 — M5)2

X n(T8n4 — M2n2 + M4)(—n6 + an4 — B4n2 + Bﬁ)
’I”Lz(Tg’n,4 — M2n2 + M4)2 + (—M1n4 + M3n2 — M5)2

Si suponemos que el primer punto de bifurcacién es (n}, 70) entonces los otros puntos de
bifurcacién del sistema (ny, 73) satisfacen la relacién nym, = ndrd + 2om, v=1,2,...,00.
Ademéds, si n es solucién de (4.19), lo mismo aplica para —n. Entonces, lo siguiente se
estudia sélo para soluciones positivas n de (4.19).

Sumando el cuadrado de las dos ecuaciones de (4.19) se obtiene la siguiente ecuacién:

g(n) = n?+ (B} —T; —2By) -n'" + [BY — M} — 2(B1Bs — By — TyMs)] - n®
+[B2 — MZ + 2(B,Bs — BaBy — Bg + My Ms — TgM,)] - n°
+[B} — M3 + 2(ByBs + My My — BsBs — My M) - n' (4.21)
+[B2 — M} + 2(M3sMs — ByBg)] - n® + B — M2 = 0.
Curiosamente el lado izquierdo de la ecuacién es positivo para valores grandes de n? y

negativo para n = 0 si y sélo si M2 > B2, es decir, la ecuacién (4.21) tiene al menos una

raiz real positiva.
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Para utilizar el teorema de la bifurcacion de Hopf en el modelo, se puede aplicar el siguiente

teorema.

Teorema 4.1. Supongamos que ny, es la raiz positiva menor de (4.21). Entonces in(m,) =
iny es una raiz simple de (4.17) y m(73) + in(13) es diferenciable respecto a T35 en una

vecindad de T3 = Tp.

Para establecer una bifurcacién de Andronov-Hopf en 73 = 7, necesitamos que se

cumpla la siguiente condicion de transversalidad

d
o )
drs | -,
Por lo tanto, si denotamos
H(x,73) = X°+ Bix’ + Box" + Bsx® + Bax* + Bsx + Bs (4.22)

— 07X (Tyx® + Myx* + Mox® + Msx® + Myx + M),

obtenemos la siguiente igualdad

por lo tanto

dx OH  0H
dT3 87'3 ' 8)(
—XCX(Tex® + Myx* + Mox® + Max? 4+ Myx + Ms)
6X° + 5B1x* +4Box3 4+ 3Bsx? + 2Byx + Bs + P — Py

(4.23)
donde

P = 7l X(Tex® 4+ Mix* + Max® + Max® + Myx + M),

Py = 0TX(5Txx* + 4Myx3 + 3Myx? 4 2Msx + My).
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Lo siguiente sera evaluar la parte real de esta ecuacién en 73 = 7, y ajustando x = iny

obtenemos lo siguiente

dm — Re (dX>
drs T3=Tp drs ) |, ™
B L2+
{ n2{3|B2 — M2 + 2(ByBs — ByBy — Bs + My My — TsMy)] - ng}}
- T (4.24)
{7’1,2{2 32 M2—|—2(BQBg—|—M2M4 BgB5—M1M5)] n§+B§—M42}}
+ L2 + 12
{2 M3 M; — 3436)}
* rrrE
donde

L = 5Bin} — 3Bsn} + Bs + 1(—nd + Byng — Byn? + Bg) — (5Txng — 3Man? + My) cos nyTy
+2nb(2]\/[1n§ - MS) sin NpTh,
I = 2ny(3n; — 2Boni + By) + 1(Binj — Bsni} + Bsny) + 2ny(2Mn; — Ms) cos nyTy,

4—(5T8n;)l — 3M2n§ + M) sin ny7p.

El siguiente paso serd hacer un cambio de variable § = n? en la ecuacién (4.21) y calcular
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su derivada, de estos calculos obtenemos el siguiente resultado:

/ dg
Ol = 5

T3=T}

= 60° +5(B] — T —2By) - 0* + 4|B; — M} — 2(B1 B3 — By — TxM)] - 6°
+ 3[B2 — M} + 2(B,Bs — ByBy — Bs + My M3 — TgMy)] - 62 (4.25)
+ 2[B% — MZ 4 2(ByBg + MyM, — BsBs — M, Ms)] - 0 + B — M?

+ 2(MsMs — ByBg).

Ahora, si n, el la raiz simple positiva menor de (4.21), entonces j—é g2 > 0. En este caso
=n;
se concluye que
. (dm -~ fdx ni g (n})
—_— = = = ——=>0. 4.26
szgn( i T3—n,> szgn{ i Tg—n,} e (4.26)

Finalmente, de acuerdo con el teorema de bifurcacién de Hopf (6.1), se define el siguiente

teorema:

Teorema 4.2. Si n, es la raiz positiva menor de (4.26), entonces una bifurcacion de

Andronov-Hopf ocurre cuando T3 pasa a través de Ty.

Corolario 4.1. Cuando 73 < 7, entonces el estado estacionario E del sistema (4.1)-(4.6)

es localmente asintoticamente estable.

Este andlisis indica que un ciclo limite (oscilacién auto-sostenida) surgird si el retardo
T3 €s mayor que 7, mientras que el ciclo limite desaparecera si el retardo es menor. En otras
palabras, se puede concluir que en este caso el retardo 73 tiene un papel desestabilizador ya
que cambia drasticamente las propiedades del sistema al pasar por el punto de bifurcacion

provocando la aparicién de un ciclo limite [46]. Observamos que los resultados estan
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de acuerdo con los resultados de [5] para el modelo reducido de contabilidad sélo para
la dindmica de la poblacion celular en la eritropoyesis. En ésta version ampliada del
modelo, que también explica los eventos subcelulares, el retardo 3 asociado con el proceso
de diferenciacién celular de los progenitores mantiene la capacidad de desestabilizar la
dinamica del sistema provocando oscilaciones sostenidas.

Ademads, un aumento en el momento de la proliferacién y la diferenciacién ha sido
sugerido como un mecanismo emergente utilizado por las células cancerosas para crear
resistencia contra el ADN relacionado al dano con drogas [48]. Por lo tanto, las modulacio-
nes de este retardo pueden tener importantes consecuencias patolégicas. Por otra parte, la
modulacién de algunos importantes procesos intracelulares en la via JAK2-STAT5 (reclu-
tamiento de complejo receptor en la membrana plasmatica y la cantidad total de STATS
en el modelo) parece ser capaz de inducir importantes cambios dindmicos en el sistema.
Curiosamente, ambos procesos se relacionan directamente con la desregulacion del recep-
tor y el factor de transcripcién que es presumiblemente presente en procesos patoldgicos

como la leucemia [49-50].
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Resultados.

El analisis realizado en el capitulo 4 confirma la importancia de los retrasos en el
tiempo asociados con el proceso de proliferacién-diferenciacion (73) como parametro critico
para la aparicion de oscilaciones patologicas sostenidas en la eritropoyesis. Esto esta de
acuerdo con resultados previos para modelos de proliferacién de glébulos rojos [5]. Por
otro lado, este andlisis también sugiere que la modulacién de otros retrasos de tiempo
considerados en el modelo (relacionados con el desplazamiento nucleo-citopldsmico de
STATS5 y la dindmica fisiolégica hipoacomodada de Epo) no es suficiente para inducir

auto-oscilaciones en el sistema.

El analisis sugiere que algunos parametros en el nivel de poblacién celular del modelo
(relacionados con los factores ambientales que controlan la semivida de la hormona Epo
y las células) desempenan un papel importante en la modulacién de las propiedades del
sistema. Por otra parte, la modulacion de algunos importantes procesos intracelulares
en la via JAK2-STAT5 (reclutamiento de complejo receptor en la membrana plasmatica

49
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y la cantidad total de STAT5 en el modelo) parece ser capaz de inducir importantes
cambios dindmicos en el sistema. El analisis de los resultados sugiere que el sistema es
capaz de compensar (a través del bucle de retroalimentacién de nivel fisiolégico sobre
la hipoxia) el deterioro parcial de los procesos de senalizacién intracelular, representado
por la regulacién negativa / sobreexpresién del complejo receptor (vy) de STAT5. Sin
embargo, el sistema no estd disenado para controlar el deterioro en los procesos criticos
de nivel fisiolégico (representados por 75 y Y10) v, por lo tanto, oscilaciones patoldgicas

con amplitud creciente aparecen en ese caso.[46]
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Conclusiones.

En este trabajo, se ha estudiado una estrategia para combinar varias herramientas
analiticas existentes utilizadas para la investigaciéon de modelos bioquimicos de una ma-
nera estructurada. En este caso, la integracién del analisis de sensibilidad y bifurcacion
permitié: (i) la deteccién de los conjuntos de parametros del modelo capaces de modular
las principales caracteristicas dindmicas del sistema; (ii) la explicacién de los pardmetros
criticos entre ellos, cuya modulacién induce la aparicién de puntos de bifurcacién; (iii)
la caracterizacién de dichos puntos de bifurcacién y (iv) el andlisis del comportamien-
to inducido por la modulaciéon de los pardmetros seleccionados. El objetivo del método
es apoyar el diseno de simulaciones predictivas mas informativas, que se centran en los
parametros criticos del modelo y los efectos biolégicos de procesos bioquimicos relacio-
nados. El método también puede integrarse en el procedimiento general de modelado en
biologia de sistemas debido a su capacidad para detectar los procesos criticos del modelo

que requiere una investigacion.
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Apéndice

(A1) Modelos con retardo.
El crecimiento logistico en una poblacién estd modelado por la siguiente ecuacién

diferencial

dN N

donde r, K son constantes positivas, la tasa de natalidad per capita es r <1 — %) ; es decir,
es dependiente de N y la constante K es la capacidad de carga del medio ambiente. La
capacidad de carga K determina el tamano de la poblacion de estado estacionario estable,
mientras que r es una medida de la velocidad a la que se alcanza; es decir, es una medida
de la dinamica.

Una de las deficiencias de los modelos de poblaciones individuales como (6.1) es que se
considera la tasa de de natalidad para actuar instantaneamente mientras que puede haber
un retardo de tiempo para tener en cuenta el tiempo necesario para alcanzar la madurez,
el periodo finito de gestacién y asi sucesivamente. Se pueden incorporar estos retrasos al

considerar los modelos de ecuaciones diferenciales con retardo de la forma

d]Z—Lft) = F(N(t),N(t — 7)) (6.2)

donde 7 > 0 es el retardo, el cual es un parametro. Uno de estos modelos, que ha sido
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utilizado, es la extensién del modelo de crecimiento logistico (6.1), es decir, la ecuacién

de retardo diferencial
dN N(t—r7)
— =7rN 1——= )
o rN(t) ( I ) (6.3)

donde r, K, 7 son constantes positivas. Este dice que el efecto regulador depende de la
poblacién en un momento anterior, ¢ — 7n en lugar de que en ¢.

El cardcter de las soluciones de (6.3) y el tipo de condiciones de contorno requerido
son bastante diferentes de las de (6.1). Tenga en cuenta que para calcular la solucién para
t > 0 requerimos N(t) para todo —7 < ¢ < 0. Sin embargo, podemos obtener alguna
impresion cualitativa de la clase de soluciones de (6.3) que son posibles.

Hacemos referencia a la siguiente figura:

N(1)

f] f]+T I f|+T 1

Figura 6.1: Solucién esquemética del modelo de poblaciéon de ecuacién con retardo

Supongamos que para alguna t = t1, N(t;) = K y que de un tiempo ¢t < t1, N(t—7) <

K. Luego de la ecuacién (6.3) [1— %} >0, ¥ > 0y por lo tanto N(t) en el instante

t; sigue aumentando. Cuando t =t; + 7, N(t —7) = N(t; + 7 —7) = N(t1), N(t;) = K

yasi & = 0. Parat; +7 <t <ty, Nt —7) >0y asi & <0y N(t) disminuye hasta

t =ty + 7 desde entonces % = 0 otra vez porque N(to +7 —7) = N(ty) = K.
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Por lo tanto existe la posibilidad de comportamiento oscilatorio.
Consideramos ahora la linealizacién de (6.3) sobre el estado estacionario N = K.
Ahora hacemos una adimensionalizacién para (6.3).
Sean
N = NyN* , t =tot" , T ="TT" (6.4)
sustituyendo (6.4) en (6.3) obtenemos lo siguiente

NodN* NoN*(tot* — 7o7*)

=rNoN™*|1
todt~ 0 [ K ]
ponemos

Ny
— =1 = No=K
K 0
1 1

=1 = ty = —
Tt[) r

por lo tanto la ecuacién (6.3) queda de la siguiente manera

dN(t)
— = N(t)[1 = N(t—71)] (6.5)

De la linealidad sobre el estado estacionario N = 1, tenemos que si ponemos N(t) =

1+ n(t)
dn(t)
il (14+n(t)[1—1—n(t)]
=—n(t—71)—n(t)n(t —71)
entonces
dn(t) _
— —n(t — 7). (6.6)

Primero estudiaremos la solucién de ecuaciones diferenciales con retardo en general y

posteriormente daremos un caso particular de la solucién de la ecuacién (6.6).
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Anadlisis de un modelo con retardo lineal.

Tenemos la ecuacion diferencial con retardo de primer orden.

/

y (t) = ay(t —9) , >0 (6.7)
para «, ¢ arbitrarios.

Suponiendo que la ecuacién (6.7) admite una solucién en la forma y(t) = ce™, al

sustituir en (6.7) se obtiene

(t—9) rd

cre™ = ace” = acete”

—rd rd rd

luego r = ae™"?, entonces re"® = «, por lo tanto re™ —a = 0 es la ecuacion caracteristica

no lineal.

Para 6 > 0 fijo, definimos la funcién

f(r)=re? —a (6.8)

Necesitamos encontrar las raices de f(r); es decir, las soluciones de

re” —a =0 (6.9)

Si o = 0 la ecuacién (6.7) se reduce a 4/ (t) = 0 y la tinica solucién de la ecuacién (6.9) es
r = 0.

Si av # 0 se tiene lo siguiente:

rd

Analizamos el comportamiento para f(r) = re™ — «, luego derivando obtenemos lo
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siguiente
f/ (r) = roe™® + e’
rée” + e =0
e’(ré+1) =0
ro+1 =0
entonces
1
r=—-
0

17

[ (r) =ré’e™ + 20e”

7 1_ 1 _1_(5
f( 5)— de” " + 20e —€>0

por lo tanto —% es minimo. Ahora se estudian tres casos para la funcién

Caso 1: f(—3) >0

1

En este caso tenemos que —%e‘ —a > 0, entonces a < —é < 0.

En este caso f(r) no tiene raices reales.

Caso 2: f(—3)=0

1
5

e”!' —a =0, entonces o = — <.

En este caso tenemos que — e

Aqui f(r) tiene exdctamente una raiz real, r = —x.

=

Caso 3: f(—3) <0

1

En este caso tenemos que —%e‘ — a < 0, entonces —i <a<0.

f(r) tiene exdctamente dos raices reales, ambas negativas.
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El caso de nuestro interés es el Caso 1 el cual estudiaremos con més detalle.

Caso 1. a < —é < 0. En este caso f(r) no tiene raices reales, pero podemos buscar

raices complejas z = p + iq tales que ze* — a = 0, es decir
) )

(p +iq)ePHi9 — o =0 , (p +iq)e®(cos g + isindg) — o = 0

Igualando a cero la parte real e imaginaria obtenemos

pe’® cos(8q) — qe’ sin(dq) —a =0 = pcosdq — gsindg = ae (6.10)

pe’® sin(dq) + qe® cos(dq) =0 = gcosdq+ psindg =0 (6.11)

Como ¢ # 0, la ecuacion (6.11) se puede escribir en la siguiente forma

p=—qcot(¢d) , q#O0 (6.12)

De la ecuacién (6.12) se tiene que p — —% cuando ¢ — 0, ya que

liI%(—qcot(qé))zlim—_qécos(qd) m —008(¢0) _ 1
q—

q—0 Jsin(gd) ~ 50 58111(515) S
q

De manera que (6.10) y (6.11) se satisfacen con (p, q) = (—%,0). Ahora sustituimos (6.12)
en (6.10)

—q cot(qd) cos(qd) — gsin(gd) = ae?d cot(ad)
—qgsin(qd) cos(¢9) cos(qd) — gsin®(qd) = asin(gd)e® «0t@)
sin(qd)

—q = asin(gd)e®® @)

entonces

q = —asin(gd)et? coted) (6.13)
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Sea x = ¢d. Entonces la ecuacién (6.13) es

1
r = —adsin(z)e® ) donde —da > — (6.14)
e
Para resolver (6.14) encontramos la interseccién de
y==x y y = —ad sin(z)e® @) (6.15)

1T '.-
Y

Figura 6.2: Gréfica de las funciones y = z (Iinea punteada) & y = —ad sin(z)e* <@

(lineas continuas).

De la grafica anterior podemos ver que la ecuacién (6.14) tiene infinitas soluciones.

Ahora, sea r;, una raiz de (6.14). Como ¢ = £, sea g, = “F. Los valores de p; se
calculan con la ecuacién (6.12) usando los valores de g. Entonces las raices de la ecuacién
(6.9) son pi, + iqx v las soluciones caracteristicas son ePk! cos(qit) y €Px' sin(gxt). Como
(6.7) es lineal, la solucién formal de la ecuacion diferencial con retardo cuando o < —5-

€S

y(t) = Z ePrt [C’lk cos(qxt) + Cor sin(gxt) |,

k=0
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donde Cy; y Cy son constantes.

Caso 2. a = —5—16. En este caso la solucion es:

y(t) = Coe =) ¢ Z Pkt [Clk cos(qxt) + Cox Sin(‘]kt)] ;

k=0

Caso 3. —é < a < 0 la solucién es:

y(t) _ Ole'rot + CQeTlt + Z epkt |:Olk COS(qkt) + CQkI SIH(th):| 5
k=0

donde py, v ¢ son las raices de (6.10) y (6.11) para el rango de valores de «, y r¢ y r1 son

las raices reales de (6.9).

Caso 4. a > 0. La solucién es:

y(t) = Cse™ + ) e {cm cos(qit) + Cop sin(gxt) |,

k=0
donde py y gx son las raices de (6.10) y (6.11) para o > 0.

Como ejemplo tenemos la siguiente ecuacion con retardo lineal

y su solucion es
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(A2) Bifurcacién de Hopf.

El comportamiento dinamico de muchos procesos fisicos y biologicos vienen modela-
dos por un sistema de ecuaciones. En general estas ecuaciones son no lineales y, ademas,
dependen de ciertos parametros que representan los posibles valores de las magnitudes
que fijan el caso concreto de procesos o el control del sistema.

La eleccion de los valores concretos de los parametros del sistema determina los posibles
estados de equilibrio del mismo y su modo de respuesta dindmica ante las pequenas per-
turbaciones de cada estado de equilibrio. Al evolucionar con continuidad los valores de los
parametros, los posibles estados de equilibrio van cambiando, de manera que pueden surgir

algunos nuevos equilibrios o desaparecer otros o simplemente cambiar sus propiedades.

En términos generales, el andlisis del carécter de un punto de equilibrio de un sistema
dindmico, es decir, la discucion de si es o no estable, se remite a la investigacién de la
estabilidad del origen como punto de equilibrio del sistema linealizado.

Basicamente el signo de la parte real de los valores propios de la matriz de coeficientes del
sistema linealizado es quien fija la estabilidad, que se garantiza cuando todos los valores
propios tienen parte real negativa.

En sistemas dinamicos dependientes de parametros, el modelo linealizado también cam-
biara al modificarse los valores de dichos parametros de manera que el caracter de los
correspondientes puntos de equilibrio puede resultar alterado. Los cambios cualitativos
del caracter de un determinado punto de equilibrio son el resultado de lo que se denomina

una bifurcacién.

En sistemas con un sélo parametro la pérdida de estabilidad se produce genéricamente
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mediante dos posibles mecanismos netamente diferenciados.

En el primero de ellos, un valor propio real inicialmente negativo evoluciona con el cam-
bio de los valores del parametro hacia el semiplano real positivo. Puede demostrarse que,
también genéricamente, en este caso se pierde la estabilidad por la confluencia del punto
de equilibrio estable (nodo) con otro inestable (silla). Este fendmeno se denomina por esta
razén bifurcacion nodo-silla.

La segunda posibilidad aparece cuando la estabilidad se pierde como consecuencia de que
un par de valores propios complejos conjugados atraviesan el eje imaginario con lo que el
punto de equilibrio se vuelve inestable. En este caso genéricamente se produce lo que se
denomina una bifurcacién de Hopf.

La caracteristica esencial de la bifurcacion de Hopf es que, para valores del parametro
cercanos al valor de bifurcacién, se produce la aparicién de un ciclo limite del sistema en
las cercanias del estado de equilibrio.Existen dos posibilidades diferentes, de propiedades
y consecuencias practicas muy distintas.

En primer lugar, el ciclo limite (que sera inestable) puede coexistir con el punto de equi-
librio estable, antes de que el parametro alcance el valor de bifurcacién. En este caso la
bifurcacién de Hopf se denomina subcritica, y supone en la practica una limitacién del
dominio de atraccién del punto de equilibrio.

Como segunda posibilidad, el ciclo limite puede surgir una vez que se ha transpasado el
valor de bifurcacién. En este caso se habla de una bifurcacién de Hopf supercritica, en
la que el ciclo limite es estable. En este supuesto el ciclo constituye un atractor que mitiga

la inestabilidad del punto de equilibrio.
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Teorema 6.1 (Andronov-Hopf). Considerese el sistema dindmico
x=f(x,p), xeR" peR

donde f es suave.
Si existe un punto fijo x.(p) para p € I(intervalo)C R y en x.(p) el sistema tiene Jaco-
biano J(x.) con un par de valores propios complejos conjugados A(p) = m(p) +in(p) para

el cual, a un valor critico de p(=p.) € I,
e m(p:) =0
e n(p.) #0
o MM (p.) #0,

entonces, cuando p pasa a través de p., X.(p) cambia la estabilidad y una bifurcacion de

ciclo limite a partir de ella.

Acontinuacién se estudia detalladamente el Teorema de Andronov-Hopf para el caso
particular en un sistema dinamico bidimensional.
(A3) Bifurcaciéon de Hopf en un sistema dindmico bidimensional.
Estudiaremos en detalle un ejemplo de sistema diferencial plano dependiente de un
parametro que presenta una bifurcacién de Hopf.

Consideremos el siguiente sistema dinamico bidimensional

& = flz,y) = pz —woy + (ax — by)(2® + °) (6.16)

g = glz,y) =wor + puy + (b + ay)(2* + *)
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donde la primera indica derivada respecto al tiempo, se supone que a, b y wy son tres
valores reales fijos y que p es un parametro real. Se supone ademas que wy > 0.
Para buscar los puntos de equilibrio se presenta este sistema, igualamos a cero el sistema
(6.16), obteniendo un punto de equilibrio en el origen del plano.
Para estudiar la estabilidad de este punto de equilibrio, debemos hallar los valores propios

de este sistema. Por lo tanto, calculamos la matriz Jacobiana del sistema

of(zy)  Of(zyy)

ox dy

dg(z,y)  9g(z,y)

O Oy 2=0,y=0

w4 3ax? + ay? — 2byr  —wy + 2axy — ba? — 3by?

wo + 3bz? + by? + 2ayr  p+ abry + ax® + 3ay?
z=0,y=0

B —Wo

Wo M

Calculamos los valores propios, es decir, buscamos los valores de \ tales que |J —\I| =

p—A —wo
=0

wo = A

Los valores propios son el par de niimeros complejos conjugados
)\1’2 = U + iwo.

de manera que puede asegurarse que el origen es un punto de equilibrio estable si el
parametro p es negativo, e inestable si el parametro p es positivo. Obviamente el valor

it = 0 corresponde a una situacién de bifurcacion.
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Vamos a comprobar que ademas de este punto de equilibrio el sistema presenta, para
determinados valores del parametro p, un ciclo limite, que de hecho es un circulo centrado

en el origen. Introduciendo al funcion compleja

2(t) = x(t) +iy(t), (6.17)

esta variable satisface la ecuacion diferencial

o= i+
= px —woy + (az — by)(2® + y*) + ilwor + py + (b + ay)(2* + y?)]

= (x4 iy) +iwo(x + iy) + (2% + y?)[(ax + by) + i(bx + ay)),

y por lo tanto podemos escribir el sistema (6.16) en la forma

2= pz +iwpz + (a + bi)z|z|*.

Hemos probado asi que el sistema se puede escribir en la forma

2 (t) = (u+iwo)z + (a + ib)z| 2|2 (6.18)
Si usamos la forma polar
2(t) = p(t)e”?, (6.19)
se tiene que
2 (t) = p (1) 4 p(t)e?Dif (¢). (6.20)

sustituyendo al ecuacién (6.19) en (6.18) obtenemos

/

2 (t) = (p + iwe) p(t)e® ™D 4 (a4 ib) p3(t)e? V), (6.21)
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e igualando las ecuaciones (6.20) y (6.21) obtenemos:
p (e’ + p()e? i () = (1 + iwo)p(H)e?™ + (a+ ib)p*(t)e
p(t)+p()ib (1) = (u+iwo)p(t) + (a+ib)p’(t).

igualando la parte real y la imaginaria, resultan las ecuaciones

% = pp+ap®  (evolucién del radio polar),
® = wy+bp* (evolucién del dngulo polar).

La primera ecuacion

dp 3
— = up+ap°, 6.22
o = ko tap (6.22)
que sélo tendra sentido para p > 0, no depende del dngulo polar, por lo tanto esta des-
acoplada y puede estudiarse por separado.

Para encontrar los puntos de equilibrio de la ecuacién diferencial (6.22), debemos igualar

dicha ecuacion a cero. De esta manera llegamos
pp + ap® = 0 < p(u + ap?) =0,

y obtenemos un punto de equilibrio en p = 0 para cualquier valor de yu, que se corresponde
con el punto de equilibrio existente en el origen del sistema original. Ademas,la ecuacion
presenta en ciertos casos un segundo punto de equilibrio, que viene dada por la solucion
positiva de la ecuacién

4 ap? =0,
en el supuesto de que esta ecuacion tenga raices positivas.

Despejando, esta solucién viene dada por

p(p) =4/ —
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y existe como solucién real cuando el radicando es positivo, es decir, cuando el producto
ajs es negativo.

La existencia de este punto de equilibrio p(u) para el radio polar supone que en el sistema
original existe un circulo estacionario centrado en el origen, cuyo radio es este valor de
equilibrio p(u).

Esta o6rbita del sistema sera estable o inestable segtin el punto de equilibrio de la ecuacion
diferencial del radio polar sea estable o inestable. Para analizar la estabilidad del ciclo

limite de radio p(u), bastara analizar el signo de la derivada, que viene dada por

d 3 M
— 7= p+ 3a(—=) = —2p.
ap e+ o) | yme= ot 3a(=0) = —2u

Se obtiene asi que el punto de equilibrio, y por tanto el ciclo limite asociado, es estable

cuando g > 0 e inestable cuando p < 0.

Las ecuaciones diferenciales del sistema en coordenadas polares se pueden integrar,
obteniendo con ello las soluciones del sistema explicitamente. Para simplificar la exposicion
supondremos que b =0y wy = 1, lo que supone practicamente que 6 = t.

Si la condicién inicial es p(0) = po > 0, separando variables se tiene

P dp /t
— 2 = [ d,
/po pp+ap® Jo

por fracciones parciales se obtiene

P dp Pl ap 1 p ?
3T — ey |dp=— I
po 1P+ ap o Lp  pp+ap?) mlo 1+ ap?)z ],
por lo tanto
1
—{m Ll} —t+e (6.23)
mL 1+ ap®)?
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1
c=—1In Po

S — (6.24)
me et apdl?

sustituyendo (6.24) en la ecuacién (6.23) y multiplicando la ecuacién por 2u obtenemos

_r
1+ ap?|z

Po

21n .
|1+ apg|>

=2ut 4+ 21n

de donde se deduce que la dependencia de p y t viene establecida por la ecuacién

2 2
p o Po 2t

u+ap?| |+ apg

(6.25)

Para analizar las soluciones de (6.25), es conveniente distinguir dos casos, determinados
por el signo del producto apu.

Caso 1: au > 0.

En este caso el signo de p coincide con el signo de a y, como ya hemos visto, no exite
ciclo limite.
Haciendo £ = r2, la relacién entre p y t se puede escribir como

2 2
14 _Po o2ut

p+ap? e+ ap

)

despejando p se deduce la expresion de su dependencia explicita de ¢, que es como sigue

poet”
p= = :
V14 51— e

Las soluciones presentan entonces un comportamiento radicalmente diferente segiin que

(6.26)

el parametro p sea negativo o positivo.
i) u<0.

En este caso, el radicando del denominador es siempre positivo, por lo que la solucion
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estd definida en todo el intervalo [0, 00). Adema&s se cumple

lim p =0,

t—o00

es decir, el origen es un punto de equilibrio asintéticamente estable cuyo dominio de
atraccion es todo el plano. La Figura 6.3 representa un aspecto de las trayectorias en este

Ccaso.

Figura 6.3: 1 < 0, a < 0, foco estable.

i)y > 0.

En este caso el radicando sélo tiene sentido en el intervalo [0, t], donde

1
too = —In(1 + =),
24 I
va que

p2 7“2 7,2 7“2
1+2(1—-e?)>0= 5 +1—e>0= 1+ — > = In(1+ =) > 2ut,

2 2 2 2

r Po Po Po

por lo tanto
1 r?
t < —In(1+ =),
24 I
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cuando

1 r?
t— —1In(l+ —),
21 I

entonces

,02
\/1+—g<1 — e2nt) — ()

r

y ademas se tiene

lim p = oo,
t—o0

por lo tanto la solucién se hace no acotada en un tiempo finito.
Esta situacion indica que el origen es un punto de equilibrio inestable. La Figura 6.4

representa trayectorias tipicas del sistema en este supuesto.

Figura 6.4: > 0, a > 0, foco inestable.

Caso 2: apu < 0.

En ete caso, los signos de u y de a son diferentes y, como antes apuntamos, existe un

ciclo limite. Poniendo £ = —r2, el ciclo limite es un circulo centrado en el origen de radio
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Luego tenemos

2 2 2 2
P P o2ut P o Po o2ut

= —>
ptap*  p+apd a(¥ +p?)  a(h+p})

Por lo tanto la relacion entre p y t se escriben en la siguiente forma

p2 — pg e2,ut
= "Il

|p?

Dado que la ecuacion presenta un punto de equilibrio en p = r, podemos ver que si pg > r
se cumplira que p > r para todo t > 0.

Anélogamente, si py < r también sera p < r para todo t > 0.

Con esta observacion, se deduce que la anterior relacién entre p y t se pueden escribir en

la forma

2 _ 2 2
pr—=r Po—T
puesto que las diferencias p? —r? y p2 —r? tienen en todo caso el mismo signo. Despejando

en esta ecuacion el valor de p se tiene

poet”
p= - :
\/1 + f—g(em‘t —-1)

De nuevo, el comportamiento de la solucién es diferente segin el valor del parametro p

(6.27)

sea positivo o negativo.
i) u>0.
En este caso el radicando del denominador es siempre positivo, cualquiera que sea el valor
de p # r; ademas
finp=r.

En el sistema original, esto viene a decir que el origen del sistema es un punto de equilibrio

inestable, el cual se encuentra rodeado por una érbita cerrada aislada (ciclo limite), que es
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tunica y estable. El ciclo limite es un circulo de radio p(u) = r cuyo dominio de atraccién
es todo el plano, salvo el origen que es un punto de equilibrio inestable. Todas las érbitas
que empiezan fuera o dentro del ciclo limite, excluyendo el origen, tienden a este ciclo
cuando t — oo.

Este cambio de comportamiento al inestabilizarse el origen y llegar a una oscilacién auto-
sostenida es el tipico en una bifurcacién de Hopf supercritica. La Figura 6.5 representa
varias trayectorias del sistema, algunas que comienzan dentro del ciclo limite y otras en

su exterior.

Figura 6.5: > 0, a < 0, ciclo limite estable.

ii) p <O.

En este supuesto, es necesario distinguir los dos casos a) py < r y b) pg > r, es decir, que
le punto inicial esté situado dentro o fuera del ciclo limite.

a) pp <.

El radicando del denominador de (6.27) siempre toma valores positivos, con lo que la
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solucion existe para todo ¢t > 0 y ademas se cumple que

lim = 0.
t—o00

b) po > .

En cambio, en este caso, la solucion sélo existe mientras

% r’ r
0

por lo tanto

Ademas se cumple que

lim p = oo.
t—o0

Esta situacion se corresponde con el hecho de que el origen es un punto de equilibrio
estable cuyo dominio de atraccion es el circulo centrado en el mismo de radio r, y que
este circulo es un ciclo limite inestable, lo cual es tipico en una bifurcacién de Hopf

subcritica. La Figura 6.6 representa varias soluciones de este caso.

Figura 6.6: 4 < 0, a > 0, ciclo limite inestable.
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(A4) Definiciones.
Daremos algunas definiciones biolégicas y bioquimicas que nos permitiran comprender

mucho mejor los procesos estudiados en este trabajo.

Definicién 6.0.1 (Transduccion de senal). La transduccion de senal ocurre cuando una
molécula de senalizacion de fluido extracelular activa un receptor de superficie de la célula.
A su vez, este receptor altera moléculas intracelulares creando una respuesta. Hay dos
etapas en este proceso:

1. Una molécula de senalizacion activa un receptor especifico en la membrana celular.

2. Un segundo mensajero transmite la senal hacia la célula, provocando una respuesta
fisiologica.

En cualquiera de las etapas, la senal puede ser amplificada. Por lo tanto, una molécula

de senalizacion puede causar muchas respuestas.[30,31]

Definicién 6.0.2 (Expresién génica). La expresion génica es el proceso por medio del
cual todos los microorganismos procariotas y células eucariotas transforman la informa-
cion codificada por los dcidos nucleicos en las proteinas necesarias para su desarrollo,
funcionamiento y reproduccion con otros organismos. La expresion génica es clave para

la creacion de un fenotipo.[35]

Definicién 6.0.3 (Producto génico). El producto génico es el material bioquimico, ya sea
ARN o proteina, resultado de la expresion de un gen. Algunas veces se usa una medida de
la cantidad de producto génico para inferir qué tan activo es un gen. Cantidades anormales
de producto génico pueden correlacionarse con alelos causantes de enfermedades, tal como

la sobreactividad de los oncogenes, que pueden causar cdncer.[36,37]
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Definicién 6.0.4 (Diferenciacién celular). La diferenciacion celular es el proceso por el
cual las células de un linaje celular concreto (el linaje celular se determina en el momento
de la formacion del embridn) sufren modificaciones en sud expresion génica, para adqui-
rir la morfologia y las funciones de un tipo celular especifico y diferente al resto de tipos
celulares del organismo. Cualquier célula que presente potencmA (capacidad de diferen-
ciacion) es lo que se denomina célula madre. Estas pueden clasificarse segin su capacidad

de diferenciacion en totipotentes, pluripotentes, multipotentes y unipotentes.[32]

Definicién 6.0.5 (Proliferacion celular). La proliferacion celular designa el desarrollo de
las células. La proliferacion celular se realiza a través de la mitosis, un fenomeno en el
cual la célula de base se divide y da lugar al nacimiento de dos células hijas idénticas. La
proliferacion celular es normal en un organismo en desarrollo (en el feto, por ejemplo) o
en un proceso de cicatrizacion. Sin embargo, puede ser excesivo y patologico en caso de

cancer. En estos casos la proliferacion celular es incontrolable y dd lugar al nacimiento

del tumor.[33]

Definicién 6.0.6 (Fosforilacién). La fosforilacion es la adicion de un grupo fosfato a
cualquier otra molécula. Su papel predominante en la bioguimica lo convierte en un im-
portante objeto de investigacion sobre todo en la fosforilacion de proteinas y de fructosa.
En el metabolismo, la fosforilacion es el mecanismo basico de transporte de energia desde
los lugares donde se produce hasta los lugares donde se mecesita. Asimismo, es uno de
los principales mecanismos de requlacion de la actividad de proteinas en general y de las

enzimas en particular.[34]

Definicién 6.0.7 (Citoquinas). Las citocinas (también denominadas citoquinas) son pro-
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teinas que regulan la funcion de las células que las producen sobre otros tipos celulares.
Son los agentes responsables de la comunicacion intercelular, inducen la activacion de re-
ceptores especificos de membrana, funciones de proliferacion y diferenciacion celular, qui-
miotaxis, crecimiento y modulacion de la secrecion de inmunoglobulinas. Son producidas
fundamentalmente por los linfocitos y los macrdfagos activados. Las citocinas secretadas
por linfocitos se llaman linfocinas, aquellas producidas por macrdfagos (Mf) son monoci-
nas, etc. (dependiendo del tipo de célula). Su accion fundamental consiste en la requlacion

del mecanismo de la inflamacion. Hay citocinas pro-inflamatorias y anti-inflamatorias.

Definicién 6.0.8 (Tirosina quinasa). Una tirosina quinasa es una enzima que puede
transferir un grupo fosfato/i a un residuo de tirosina de una proteina. Estas enzimas son
un subgrupo de un gran conjunto de proteina quinasas. La fosforilacion es una importante
funcion de la transduccion de senales que requla la actividad enzimdtica. Las hormonas
que actian sobre los receptores asociados a tirosina quinasas son generalmente factores
de crecimiento que promueven la division celular, como por ejemplo la insulina, el factor

de crecimiento insulinico y el factor de crecimiento epidérmico.

Definicién 6.0.9 (Translocacién proteica). La translocacion proteica es el proceso de
liberacion del ribosoma a la superficie de los organulos y la introduccion de la proteina

“immadura” en su interior.

Definicién 6.0.10 (Monémero). Un mondmero es una molécula de pequeria masa mo-
lecular que estd unida a otros monomeros, a veces cientos o miles, por medio de enlaces

quimicos, generalmente covalentes, formando macromoléculas llamadas polimeros. [38,39]

(A5) Caélculos con Maple 17:



> restart,
> with(linalg) :

> ecl :=y0]=[2]y[1]y[6] =v1]-y[1]=0;

ecl = _Yzy1y6_yly1+Y0:0 @
> ec2:=V2]y[1]y[6] =¥[3]¥[2]=0;
ec2 = yzy1y6—y3y2=0 2
> ec3 =v[5]-(S[TOT]—=2-y[3] —2-y[4])-y[2] =¥6]y[3]=0;
ec3 =1, (STOT—2y3 —2y4) Yy =%y =0 (€)]
> ecd :==v[6]-y[3] —7[4]-y[4]=0;
ecd = —y4y4+y6y3=0 C)]
> ec5 = y[5]Y7]-y[4]-B—v(8]y[5]=0;
ecs =Py Yy vs — %5 =0 )]
> ec6:=1v9] —v10]-y[6]=0;
ecb = —y10y6+y9=0 (6)
> solve({ecl, ec2, ec3, ec4, ec5, ec6}, {y[1], y[2],y[3], y[4], ¥[5],y[61});
YOYlo Y2Y0Y9
LRI % (71 Yo Th Y9)
_ YS Yz YO Yg STOTY4 v
O A A A R R AR TR AR A A !
) Y5 %% % % Stor =0,y =
2%RYY %2 U BB TRBL LR FBBEYYY  Hg
> ecll ==v[0]—v[2]y[1]y[6]—7[1]y[1]=0;
ecll= -1y ys =Yy t7%=0 ®)
> ecl2 :=[2]y[1]-y[6]—Y(3]-¥[2]=0;
ecl2 = %L y6—'y3y2=O )]
> ecl3 =15]-(S[TOT]—=2-y[3] =2-y[4])-y[2] =¥6]-¥[3]=0;
ecl3 =Y (Sror=2y3=2y4) ¥, =% »3=0 10)
> ecl4 =16]y[3] —v4]y[4]-L=0;
ecl4:=-LY,y, +Yy;=0 11)
S|I'N
> cel$ = yISIN- (U194 N] B (1 =y 15T i ey | M8 1oIs1=0:

N
5
ecl5:=y5N[Y7y4N]B 1 — JE J_ngsz (12)




> ecl6:=y9] (1 —k[2]-y[5]y[51y[51y[5]¥[5]¥[5]y[5]-M)-y[10]-y[6]=0;

ecl6:=v, (~Mhkyyi+1) =%, 75=0 (13)
PRIMERA ECUACION
> subs(y[1]=Y[1]+x[1],y[6]=Y[6]+x[6],ecll);
% (Y %) (Yo tx) =% (Y +xp) 9% =0 (14)
> ec2] = simplify(%);
ec2l = -Y Yo, = Y hxg — Yg ¥, X; — %X % — Y1y, — v %, +74,=0 15)
_> subs(y[0]=7[2]-Y[1]-Y[6]+[1]-Y[1], ec2]);
“Y Y X — YoV x) — Y, Xy xg — Y x; =0 (16)
(> ec211 = simplify(%):
ec2]]:=-Y v, xg — Yot x; — %X X — ¥ X, =0 a7
B collect(ec211, [x[1], x[6]], factor);
(~Ysm = HXe =W)X — ¥ %% =0 (18)
[ SEGUNDA ECUACION
> subs(y[1]1=Y[1]+x[1], y[2]=Y[2] +x[2], y[6]=Y[6] +x[6], ecI2);
yz(Yl—i-xl) (Y6+x6) —73(Y2+x2)=0 19
(> ec22 = simplify(%):
ec22 =Y Yo, Y hxg + Yghx Thx X — ¥ —1x,=0 (20)
_> subs(Y[2]-Y[1]-Y[6]1=9[3]-Y[2], ec22);
Y1, Xg + Yot x) T, X x5 — ¥ X, =0 21)
(> ec22] = simplify(%);
ec22] =Y, Y, xg + Yo, x; Y, X x5 — ¥, X, =0 (22)
=> collect(ec221, [x[1],x[2], x[6]], factor);
(Y6yz+y2x6) x1+Ylyzx6—y3x2=0 (23)
;TERCERA ECUACION
> subs(y[2]1=Y[2] +x[2],y[3]=Y[3] +x[3],y[4]=Y[4] +x[4], ecl3);
Ys (Sror—2Y;—2x;—2 Y4—2x4) (L +x) =% (Y5 +x)=0 (24)
(> ec23 = simplify(%);
ec23 =Sor Vs + S0V =2 L By, =2 Y v, =2 Yo xs =2 Yy ¥ x, =2 V3 Yo x, (25)

=2 X% — 2 X Xy = 295 X, — Yy — =0
> subs(-Y[3]1-1(6]1=0,v(5]-S[TOT]-¥[2]=0,-2-¥{5]-Y[3]-¥[2]=0,-2-¥[5]-Y[4]-Y[2] =0,
ec23);
STOTYsz—z Y2y5x3—2 Y2y5x4—2 Y3y5x2—2 Y4ysx2—2y5x2x3—2Y5x2x4—76x3=0 (26)
(> ec231 = simplify(%);
ec231=S8ror VX =2 V)Y x3 =2 Xy Vo Xy =2 V3 Xy — 2 X, Yy — 2, X3 — 2, Xy Xy — Y Xy (27)
=0




> collect(ec231, [x[2], x[3], x[4]], factor);

(—275x3—275x4—|—75 (STOT—Z Y, —2 Y4)>x2—|— (—2 Yzys—y6) X3 =2 Y, % x,=0 (28)
[ CUARTA ECUACION
> subs( y[3]1=Y[3]+x[3],y[4]1=Y[4] +x[4], ecl4);
—Ly4(Y4—|—x4 —I—y6(Y3—|—x3)=O (29)
> ec24 = simplify(%);
ec24:=-LY,y, —Lyx,+ ;v +7x=0 30)
> subs(Y[3] = M, ec24 |;
v6]
“Lyyx, +,x3=0 31)
> ec24] = simplify(%);
ec24l = -Ly, x4+ x3=0 32)
=> collect(ec241, [ x[3], x[41]], factor);
“Lyyx, +v,x3=0 (33)
[ QUINTA ECUACION
> subs( y[4]1=Y[4] +x[4],y[5]1=Y[5]+x[5], ecl));
(Ys+x5)° N
(Y5+x5)N[y7(Y4+x4)N][3 I—T —YS(Y5+x5)=O (34)
1
> ec25 = simplify(%);
1
ec25:= - E((YS txs) (N[ (Ya+xy) N|BYS+3N [y, (Y, +x,) N|B Y5 xg 35)
1

3N [ (Y xg) N|BYsos + N7 [ (Y +3xy) N B — N [ (Y, +x,) N|BA +

kﬁ))=o

- V8] ;
> subs| ¥Y[4]= Y[5]N ,ec2s5 |;
N-[v[7]-N]-B-(1—Y[5]'Y[5]'k[1]-k[1]k[l])
| Y%
3| (Y5t x5) N? Y : 3 Ty | N BYS3 9
g Y:N
1
%
2 8 :
+3 Ny, ey +x, | N|BYSxg
5
N[BpNB 1= =53 ]
ki
2 % :
+3N |y, Ay | VB
5
N[LN|B|1——73
ki




% %
2 8 3 8
+ N7 |7, 3 +x4 | N|Bxs—N|v,

Y: YN
N[y,N|B|1 - ; N[uN|B|1 - ;
3 3 _
+x, | N|BA +%k | | =0
> ec251 == simplify(%);
3
Y. K
ec251 =~ | (Yy4x5) | N |y, | - s 1 b, [ N|BY 3Ny 37)
Rl Ul K R P YT B o A
3 3
% ki ) 2 T Ky
- +x, [ N[BYsxs+3N" | | -
N[y7N][3(NY§’—k§) ! N[y7N][3(NY§’—kf)
3
tx, | N|BY2+N |y | - L tx, | N2 =Ny
4 5%5 7 N[Y7N]B<NY53—/€?) 4 5 7
3
% i 3 3
- +x, | N[Bk +7.4 || =0
3 3 4 1 8™
N[%,N]|B(NYs—k)
B collect(ec251, [ x[4],x[5], N1, factor);
3
Y. k
) 81 4
NY | - +x,| N Bx5
7 N[y7N]B(NY§’—k§> ] 38)
K
3
%k 3
ANy, | - +x, | N|BYx]
TON[uN|B (N —R)
3
3
Y. K
2 81 2 2
6N |V, | - 3o T | VB Y5
) ¥ [eN]B (VE=R) )
3
3
% 3.2
4y | - +x, |[N|BEN
"ON[uN]B(NY—R) N %k
p— ’Y -
b TN N]B (N k)




3
ngl 2
- X, |N|[BYIN
K N[%N]B(NY; —K) s| VIBYs
+x, | N[BN =y | x — > + |,
1
4 +x, | N|BY-N=Y.y,=0
_ x —_— 'Y:
N[ypN|B(NY: =) s
B collect(ec251, [ x[4], N1, factor);
3
% ki 3 > 2, 3\ A2
Y. +x +x,| N Yo+3Yoxc+3Yox:+x) N
(¥s Tx5) |1 N[Y7N]B(NY§’—/€§) 4] B (75 5 s 545 + )
B 3
ky
(Y + ik Fx, | N|BN =7, (¥ +x)=0
X - X —_ X =
( 5 5) Y7 N['Y7N]B(NYS3_I€T) 4 78( 5 5)
:SEXTA ECUACION

> subs( y[S]1=Y[5]+x[5],y[6]=Y[6]+x[6], eclb);
Y (M (Ys+x5)" +1) =7, (Y5 +%) =0

> ec26 = simplify(%);
— 7 5 2 3 3 4
ec26:= - M Y]y ky — T MY Y, kx5 — 21 M Y3 Y, ky X3 — 35 MY; Y, by x3 — 35 M Y2 v, ey x5

2 5 6 7
—21 MY ygkzxs—7MY5y9k2x5—Mygksz—Y6ylo —y10x6+79=0

> subs(Y[6]= Y91 (1 —K[2]-Y[5]-Y[5]-Y[S5]-Y[5]-Y[5]-Y[5]-Y[5]-M)

Y110]
7 5 2 3 3 4
MYy ky =T MYy kyxg — 21 MY2 Y, kyxa — 35 MYS Y, ky X2 — 35 M Y2 Y, ky X4 — 21 M

,ec26 |;

2 5 6 7 7
Ys Y, ky x5 — 7 MYy, ky xs — My, ky x5 —, (—MY5 k2+1) — Yo% +%=0

> ec261 = simplify(%);

— S5 2 3 3 4 2
ec261 = ~T MYS vy, ky x5 — 21 MY; Yy by x5 — 35 MYa y by x — 35 M Y3y, ey ¥t — 21 M Y3y, K,

5 6 7
X5 — T MYy by xg — My, ky x5 — 7, %, =0

> collect(ec261, [ x[5],x[6], M], factor);
=T MYy kyxg — 21 MY2 Y, kyxa — 35 MYS Yy kyx2 — 35 M YZ Y, ky X4 — 21 MY; Y, ey 2

6 7
=T MY kyxs — My ky x5 —,, X6 =0
;MATRIZ DE ESTABILIDAD DEL SISTEMA

> A := matl’iX([[—c[l] —X,0,0,0,0,-¢[2]], [0[3],—7[3] —X,0,0,0, c[2]], [0,c[5],-¢[6]
—X,-¢[71,0,01,[0,0,v(6],-y[4] -L — X, 0,0], [0,0,0,c[8]-N, c[9] -N —7[8]-X, 0],

[0,0,0,0,-c[17]-M,-y{10]-X]]);

(39)

(40)

41)

42)

43)

(44)



¢, —X 0 0 0 0 -¢,
3 =X 0 0 0 o
0 Cs —c6—X -¢q 0 0
A= “45)
0 0 Y Ly, —X 0 0
0 0 0 cg N Ncg—X—\(8 0
0 0 0 0 -ca M Yo —X

=> deter := det(A);
a’eter:=L)(Acly4+LX4c6y4+LX4y3y4+LX47478+LX474710+X3c1c6y3+X3c1 Co Yo 46)

+X3c1 Yo +X3cly3yg+X3cly3ylo +X3clygylo +X3C6Y3Y8+XSC6Y3YIO
+X3c6y8710 +X37378710 —|—X3c1 c7y6—i—X3c7\(3y6—|-)(3c7y6\(8—|—X3c7\(6y10—NX4c1 Cy
—NX4c609—NX4€9\(3—NX409710—NLXclc6cgy3y4—NLXclc6cg’y4ylo
—NLXcicgY, Yo~ NLX ooV Yy —NLeycgol Yy Yy TNMXcyescge7
tNMc cyesege; Y, —NMce, ey, cgcs 6y +X6—i-)(scl—i—)(sc6-i-Xsy3+X578+Xsy10
—|-LX2c1 067/374-|—LX2C1 C6Y4Yg+LX2‘71 c6y4y10+LX2cly3y4yg+LX2cly3y4ylo
L e Y Y TLX oY % HLX B Y o LA G RN LR Y RN
TXC B RN T X BN KT X GBYY TXe %% TXGBY% %N,
+clc7y3y6y8710—NLX3c1c974—NLX3c6cgy4—NLX3cgy3y4—NLX3c9y4ylo
—Nchlc6cgy3—Nchlc6c9ylo—Nchlc7cgy6—Nchlcgy3ylo—NX2060973710
—NX2c7cgy3yé—NX2070976710 +X4c6710 +X47378+X473710+X478710+X407y6
“NX g+ Ly +X e+ X ey + X o g + X ey, + X e+ X ey,
—NLXZC9V3Y4Y10—NX016‘66’9Y3Y10_NXC167097376_NX"1C7C9Y6710
—NXc7cgy3y6ylo—Nclc7cgy3'yéylo+LXclc6y3y4yg+LXclc6y3’y4ylo

TLXc eV Yo tLX e B Ko TLX Y KV T LYy % Yo

—NLX ¢jcgcey,—NLX ¢, oYY, —~NLX ¢ coY, Yy —NLX ¢5co¥, Y,
—NLX2c6cgy4y10 +X201 C6V3Y1O+X201 0678710+X2cly378y10+X2c6y3ygylo
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