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Introduccion

Con base en la teoria clasica de algebras de Lie complejas semisimples, ver
por ejemplo [1], se puede caracterizar la isomorfia de estas dlgebras, a partir
del espacio dual de la subélgebra de Cartan y una base del sistema de raices
asociado al espacio dual, mediante la cual se obtiene una matriz de Cartan.
Mediante el clasico teorema de Serre [2] cada algebra de Lie compleja y semi-
simple g es isomorfa a una algebra g4(A), definida por generadores y relaciones
en términos de la matriz de Cartan A asociada algebra de Lie g. Este teorema
fue extendido por Barot y Rivera [3] con el objetivo de asignar una repre-
sentacion a cada algebra de Lie semisimple asociada a una matriz casi Cartan
simétrica definida positiva. El resultado principal de [3] permite caracterizar la
isomorfia de las algebras de Lie complejas semisimples a partir de la equivalen-
cia de matrices casi Cartan simétricas definidas positivas. Como parte de esta
propuesta se desea extender este teorema para matrices casi Cartan definidas
positivas no necesariamente simétricas. Es por ello, que otro de los objetivos de
este trabajo es caracterizar la equivalencia de matrices casi Cartan definidas
positivas.

Hasta el momento el método para saber si dos matrices casi Cartan definidas

positivas A y A’ son equivalentes es el siguiente:

(a) Usando el método de las inflaciones (ver [4]) se puede transformar cada
una de las matrices A y A’ en su correspondiente matriz de Cartan

asociada Ap y As.
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(b) Se verifica que las bigréficas (drboles) asociados a la matrices de Cartan

Aa y A’y son isomorfos.

El método de las inflaciones resulté un avance a fin de determinar cuando dos
matrices casi Cartan de n x n son equivalentes. La complejidad de este algo-
ritmo usando un resultado de Ovsienko se puede acotar por n7" [ver ademas
[5]], como resultado de esta tesis, se muestra que para el caso definido positivo,
este algoritmo es polinomial (O(n°)) y se propone un algoritmo para decidir si
una matriz casi Cartan admisible es definida positiva y calcular su tipo Dyn-
kin en O(n?®) operaciones [6]. En [7], [5] a cada matriz casi Cartan simétrica
y definida positiva se le asocia una bigrafica, en este trabajo se extiende el
concepto de bigrafica de modo que esta pueda ser asociada a cada matriz casi
Cartan definida positiva (simétricas y no simétricas). Mediante esta represen-
tacion se busca caracterizar la equivalencia de matrices casi Cartan definidas
positivas de forma combinatoria. Especificamente, las matrices casi Cartan que
son equivalentes a matrices de Cartan no simétricas como las que se obtienen

de las Algebras de Lie B, C,,,Fy, v Go.



Capitulo 1

Algebras de Lie

En este capitulo seran mostrados los resultados tedricos necesarios para una
mejor comprension del problema de investigacién. Los resultados y definiciones

correspondientes a las algebras de Lie fueron consultados en [1].

1.1. Conceptos Basicos

Definicion 1 (Algebras de Lie). Sea K un campo. Un dlgebra g es un espacio
vectorial sobre K con un producto [X, Y] tal que es lineal en cada variable. El

algebra es un Algebra de Lie si el producto satisface también:
» [X, X] =0 para cada X € g,
= la Identidad de Jacobi:
(X, Y], Z1 +[[Y, 2], X] + [[Z, X],Y] = 0

para todo X,Y, Z € g.
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Si a y b son subconjuntos de g se denotara como:
[a,b] = span{[X,Y]|X € a,Y € b}.
Se dird que g es abeliana si y sélo si [g, g] = {0}.

Para cada algebra de Lie g se tiene la aplicacién lineal ad : ¢ — Endgg dada
por:
(adX)(Y) = [X,Y].

Sea g una K—algebra asociativa, si se define el corchete como el conmutador:
(X,Y]=XY -YX

se tiene que (g,[—, —]) es una dlgebra de Lie.

Una subdlgebra de Lie de g es un subespacio vectorial h de g tal que:
[h, h] C h.

De igual manera se define el ideal i de un algebra de Lie g como el subconjunto
de h de g tal que [h, g] C h.

Ejemplo 1. B, 1 > 2, (so(2l + 1,K)), es el algebra de matrices antisimétricas

de dimensién impar,
0(21 + 1K) = {A € KCHD>CH - 4 4 AT = 0}

los ideales en este caso son la propia algebra y 0.

Definicion 2. Sea la siguiente una sucesién de ideales de g, ¢',..., g" tales
que g = g, ¢"" = [¢", g"]. Se dird que g es soluble si 3 i tal que g* = 0. De
un modo similar si se toma la sucesién de ideales de g, ¢1,..., g, tales que

9= 91,9n+1 = [gn, g], g se denominard nilpotente si 3 ¢ tal que g; = 0.

Toda algebra de Lie admite un unico ideal soluble maximal llamado radical

(rad). Un algebra de Lie se denomina semisimple si y sélo si radg = 0. De
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manera general puede resultar complicado determinar si un algebra de Lie es
semisimple mediante este método. Por esta razon se introducird la siguiente
definicién:

Definicion 3 (Forma de Killing). Se denomina Forma de Killing B a la forma

bilineal simétrica de g dada por:

B(X,Y)=Tr(adX,adY).

Esta resulta de gran importancia pues permite caracterizar las Algebras de Lie
semisimples de una manera practica y sencilla como se puede apreciar en el
siguiente teorema.

Teorema 1 (Criterio de Semisimplicidad de Cartan). El Algebra de Lie g es

semisimple si y solo si la Forma de Killing es no degenerada.

En general una forma bilineal f(z,y) de g es no degenerada si la aplicacién de
g a g* dada por y — (x — f(x,y)) es un isomorfismo. La no degeneracién de la
forma de Killing tiene consecuencias relevantes como la identificacion candnica
de g con g*.

Asociado al concepto de dlgebra semisimple se encuentra el de subdlgebra de
Cartan, a partir del cual se desprenden las matrices de Cartan, las cuales

juegan un papel importante en este trabajo.

1.2. Subalgebra de Cartan

Definicion 4 (Subdalgebra de Cartan). Una subédlgebra h de g se denomina

subdlgebra de Cartan de g si satisface las siguientes condiciones:

= h es nilpotente.

» El normalizador de h es todo h; es decir,

h=n(h)={z€glx,y] € h, Vy € h}
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Es bien conocido que si un algebra de Lie g es compleja semisimple, entonces
g tiene una subdlgebra de Cartan h y que en el espacio dual de h, siempre se

puede definir un sistema de raices A C h*.

Ejemplo 2. Sea sp(2n,C) = {A € C*? . ATJ + JAT = 0} donde J =

0 Id,
(Id 0 el dlgebra de Lie compleja simple de tipo C,,. Se tiene la siguiente

subdlgebra de Cartan h = H € sp(2n,C) de la forma:

1.3. Sistema de Raices

Definicion 5 (Sistemas de Raices). Un sistema de raices en un espacio finito-
dimensional V' con producto interno < -,- > es un conjunto finito A de ele-

mentos distintos de cero de V' tales que:

= A genera a V,

» Las tranformaciones ortogonales s, (¢) = ¢ — 2<|i—"§‘>04, para o € A, tiene

la siguiente propiedad s,(A) C A

2<B3,a> :
= Tz esun entero cualesquiera que sean o'y 3 en A.

Si para todo « en A se tiene que « es una raiz y %Oz no lo es, entonces se dira

que el sistema de raices A es reducido.
Definicion 6 (Raiz Simple). Una raiz « es simple si @« > 0 y « no puede ser

descompuesta como o = 31 + (5 donde 1, B2 son raices positivas, ver seccion

I11.5 de [1].
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Ejemplo 3. Sea h la subdalgebra de Cartan definida en el ejemplo anterior y

sean e;(H) = h;, entonces el siguiente es un sistema de raices:
d={te;tej:1<i#j<nfU{f2e,:k=1...n}

A partir de estas definiciones se puede introducir uno de los resultados mas

importantes de las dlgebras de Lie conocido como la descomposicién de Cartan.

Sea o € h* donde h* es el dual de la subalgebra de Cartan. Entonces se tiene

que el conjunto:
go ={x € 9| [H,z]| =a(H)x VH € h}

es un subespacio vectorial g y gg = h.

1.4. Descomposiciéon de Cartan

Teorema 2 (Descomposicion de Cartan). Sea g un &lgebra de Lie compleja

Semisimple y sea h la subalgebra de Cartan. Entonces se tiene que:

gzh@Zgo‘.

aEA

Si A es un sistema de raices, entonces existe una base de raices simples IT C A.

Definicion 7 (Matriz de Cartan). Sea II C A una base de raices simples,

enumerado como Il = {ay,...,q}, donde | = dimV. La matriz de [ x [, A =
(A;;) dada por:
2 <oy, >
A= T

Se denomina matriz de Cartan de A y II. La matriz A no depende de la eleccion

de II, ni de la eleccién de h y es Unica hasta isomorfia de matrices.
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Si en la definicién de matriz de Cartan dada anteriormente se considera una
base arbitraria (no necesariamente de raices simples) la matriz A;; obtenida
se denomina matriz casi Cartan. En [1] se presenta el siguiente resultado que
permite asociarle a cada matriz de Cartan un algebra de Lie compleja semi-

simple.

Teorema 3 (Serre). Sea g un algebra de Lie compleja semisimple y sea A la
matriz de Cartan A asociada a g. Sea g4(A) el dlgebra de Lie generada por los

3l elementos {x;,e;,e_; : 1 <i <[} sujetos a las siguientes relaciones:

R1- [hi, h;] =0, Vi, j
R2- [hi,egj] = —EAz‘jesj, V’i,E S {1, —1}
R3- [eci,e_ci] =ch; Vi,e € {1,—-1}

R4- (ade.;)'™(es;) = 0, donde n = méx{0, —edA;;} Ve, 0 € {1,—1}

Entonces g4(A) es un algebra de Lie compleja semisimple, isomorfa a g.

En [3] se propuso el Teorema 4 que generaliza las relaciones dadas por Serre
para el caso de matrices casi-Cartan simétricas. Para presentar este resultado

es necesario introducir una definicién y un poco de notacién.

Se dice que dos matrices simétricas A y A’ son equivalentes si existe una matriz
Z-invertible T tal que A’ = T*AT.

Sea A una matriz casi Cartan definida positiva y simétrica, se denota como
g5(A) al algebra de Lie compleja definida por el conjunto de generadores B; =
{ei,e_iyh; 1 = 1,...,l} v que satisface las relaciones R1, R2, R3, R4 y la

siguiente relacion:

R5- [ecyiyy- -+, €e04,) = 0, donde (iy,...,4) es un ciclo sin cuerdas en A, g; €

{1,-1}, &1 = =&, si Ayjigey, > 05 g4, si Ayyip,, < 0, donde se usan
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corchetes multiples, definidos inductivamente por

[T1, X9, ..., xy] = [21, [T2, - - ., 2]

Teorema 4 (Relaciones de Serre Generalizadas (caso simétrico)). Sean A y A’
matrices casi Cartan definidas positivas y simétricas. Entonces las matrices A
y A’ son equivalentes, si y sélo si las dlgebras de Lie complejas g5(A) y g5(A)

son isomorfas.

Uno de los aportes de este trabajo, es extender los resultados del Teorema 4
a las matrices casi Cartan definidas positivas no simétricas. De este modo, la
isomorfia de las dlgebras de Lie complejas g5(A) y g5(A’) queda completamente
definida por la equivalencia de matrices casi Cartan. Ademas como parte de

este trabajo se realiza la caracterizaciéon combinatoria de esta equivalencia.

1.4.1. Matrices de Cartan

A lo largo de este trabajo M,,x,(K) (respectivamente M, (K)) denotara el
conjunto formado por todas las matrices de tamano m X n (respectivamente
n x n) con coeficientes en el anillo K C C. Sea A € M,«n(R). Sean Z =
{i1,d9, ..,ixg} con 1 < ip < ig < ... < i < meZ = {j1,72, ., Jr} con
1 <ji < ja <..<yji <ndos conjuntos de indices. La matriz S € My (R)
con entradas Sp, = A;,;, con p € {1,2,....k}, ¢ € {1,2,...,1} es llamada una
submatriz de A. Si k =1y j. = i, para r € {1,2,....k}, S es llamada una
submatriz principal de A. El k-ésimo menor principal es el determinante de

la submatriz principal A®) = (Aff)) donde 4,j € {1,2,...,k}.

Una matriz A € M,(R) es definida positiva en R™ si z'Az > 0 para todo
z € R"\ {0}.
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Existen matrices que son definidas positivas en R"” y no son necesariamente

simétricas, por ejemplo la matriz

2

-2 —«

A:

a
5 ] para a # —1.

El siguiente resultado es considerado clasico por lo cual no se incluira la de-

mostracion.

Teorema 5. Sea A € M, (R) simétrica. Entonces, las siguientes propiedades
son equivalentes:

(a) La matriz A es definida positiva.

(b) Los menores principales de A son todos positivos (Criterio de Sylvester).
Existen varias formas de definir una matriz de Cartan, en esta seccion se
iniciard con la definicién dada en [1, pdginas 157 y 158 | y en la siguiente
seccién se mostrara que es equivalente a la dada en [3].

Una matriz diagonal D = diag(dy,ds, ...,d,) con (D € M,(R) es llamada
positiva si d; > 0 para cada i € {1,2,...,n}.

Definicion 8. [1, paginas 157 y 158 | Una matriz de Cartan, es una matriz
A = (A;;) con A € M,(Z) que cumple con lo siguiente:

(a) Ay =2

(b) A;j =0siysolosi Aj; =0

() A;; <0, para toda i # j

(d) Existe una matriz diagonal D € M, (R) positiva, tal que DAD™! es

simétrica y definida positiva.

El siguiente es un ejemplo sencillo de una matriz de Cartan.
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Ejemplo 4. La matriz A= | —1 2 —1 | es una matriz de Cartan y D =

V2 0 0
0 V2 0
0 0 1

Lema 1. Sean A, D € M,,(R) con D = diag(dy,ds, ..., d,) una matriz diagonal

positiva tal que DAD™! es simétrica, entonces
(G) Aij > 0 si, y solo si, Aﬂ >0
(b) Aij <0si,y sélo si, Aji <0
() Ai; =0si, y solo si, Aj; = 0.
Demostracion. Como la matriz DAD~! es simétrica, entonces didj’lAij =

djd,flAji. Por lo tanto A;; tiene el mismo signo que Aj; y A;; = 0 si, y sélo si,

Este lema demuestra que la Definicion 8 es equivalente a la siguiente definicion.

Definicion 9. Una matriz de Cartan, es una matriz A = (A;;) con A € M,,(Z)
tal que:

(b) existe una matriz diagonal positiva D € M,(R) tal que DAD™! es

simétrica y definida positiva.

Una matriz A € M, (R), es llamada simetrizable, si existe una matriz diagonal
positiva D € M, (R) tal que DA es simétrica. La matriz diagonal D es llamada

un simetrizador de la matriz A.
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Observacion 1. El simetrizador de una matriz A no es tnico, si D es un si-
metrizador de A, entonces para todo numero real r > 0, rD también es un

simetrizador.

Lema 2. Sean A € M,(R) las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. existe una matriz diagonal positiva D € M,(R) tal que DAD™! es

simétrica.

2. A es simetrizable.

Demostracion. Suponga que existe una matriz diagonal positiva D € M, (R)
tal que DAD™! = S donde S es una matriz simétrica, tome D' = D - D
entonces D'’A = DSD y por lo tanto A es simetrizable. Ahora suponga que
la matriz A es simetrizable entonces existe una matriz diagonal positiva D =
diag(dy,ds, ...,d,) tal que DA = S con S una matriz simétrica, se toma Dy =

diag(\/dyi,\/ds, ...,\/d,) entonces Dy AD;* = D;SD;! es simétrica. O

A partir de el Lema 2 se obtiene que la Definicién 9 es equivalente a la siguiente

definicion.
Definicion 10. Una matriz de Cartan, es una matriz A = (A4;;) con A € M, (Z)
tal que:

(b) existe una matriz diagonal positiva D € M, (R), tal que DA es simétrica

y definida positiva.

Esta todavia no es la definiciéon buscada, ain se necesita que la matriz D sea
entera. Para obtener esta definicién equivalente se introducen algunos resulta-

dos sobre las matrices de Cartan.

Proposicion 1. [1] Sea A € M, (Z) una matriz de Cartan. Sean i, j € {1,2...n}

con ¢ # j entonces
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((Z) 0< AijAji <4
(b) Ay € {0,—1,-2,—3}
Demostracion. (a) Sea D la matriz diagonal que satisface la propiedad (b) de

la Definicién 10 y suponga que D = diag(dy, ds, ..., d,). Por corolario 2 se sabe

que el determinante de la submatriz principal

deji 2dj

es positivo, entonces 4 — A;;A;; > 0y asi A;;A;; < 4. Més atn, como A;; <0
y Aj; <0 entonces A;;Aj; > 0.
(b) Si A;; # 0 entonces Aj; # 0. Ahora como A;;, Aj; € Zy A;; <0y A; <0

el resultado se sigue de (a). O

K

Este resultado permite asociarle una bigrafica B4 a cada matriz de Cartan
A. Siguiendo los resultados expuestos en [15] una grdfica mirta es una terna
G = (V, &, A) que consiste en un conjunto V # () de vértices, un conjunto de
aristas £ (no dirigidas) y un conjunto A de flechas tales que € N.A = (.

En este trabajo una bigrafica G es una grafica mixta junto con una funcién

w:EUA — N que asigna el peso a cada arista o flecha e € £ U A.

Aplicando esta nueva definicién podemos asociar una bigrafica By = (V, €, A, w)

a cada matriz de Cartan A como sigue:

V=A{1,2,...,n}

E={eyli,jeVceoni#jyl|Ajl=|Aul #0}

A={aij|i,j €V coni##jy|Ayl <|Aul}

Para todo e € EU A, w(e) = Aji.
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Una matriz de Cartan A es conexa si su bigrafica asociada B4 es conexa.
El siguiente resultado establece una propiedad importante de las matrices de

Cartan conexas.

Proposicion 2. [1, Lema 2.56, pagina 160] Sea A una matriz de Cartan conexa.
Entonces la matriz diagonal D tal que DA es simétrica y definida positiva es

unica hasta multiplicacion por escalar.

Demostracion. La demostracion es en esencia la misma idea dada en [1], sélo
se ha modificado con el fin de facilitar su entendimiento. Suponga que D y
D’ son matrices diagonales con entradas positivas en la diagonal tales que las

matrices P = DAy P’ = D'A son simétricas y definidas positivas. Entonces
diaij = djaji, d;aij = d;-aji

con lo cual a; = a;; = 0 o di(dj)~" = (dj)~"'d;. Si se hace d;(d;)~" = b,
como A es conexa, existe un camino (simple) entre los vértices 1 y N, sea
W = (1,i1,...,N) ese camino en By, es decir, existe una sucesién de enteros
1 =ig,%1,...,in—1 = N tales que A;,_,;, # 0 para 1 < s < N. De esto se

obtiene

blzbiozbi1:"':b :bN-

Asf las entradas diagonales de D’ son proporcionales a las entradas diagonales
de D. O]

Es facil convencerse que después de una permutacion adecuada de indices, cada
matriz de Cartan se puede escribir como una matriz diagonal por bloques,
donde cada bloque es una matriz de Cartan conexa, es decir, dada una matriz
de Cartan A existe una matriz permutaciéon P tal que P'AP es una matriz
diagonal por bloques, donde cada bloque es una matriz de Cartan conexa. Sin

embargo este trabajo se centrard exclusivamente en las matrices de Cartan
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conexas.
Las matrices de Cartan conexas estén clasificadas (ver por ejemplo [1, pdginas
170-184]), dada una matriz de Cartan conexa A, existe una matriz permutacién
P tal que la bigrafica B/, asociada a la matriz A’ = P*AP es una de las dadas

en la siguiente lista, llamadas diagramas de Dynkin:

An 1 2 . n-1 0 4|1

Eg 1—2—3—s5—7¢

E;, —2—3—s5—6—1

ES ]—2—3——5——6——7——38

Fy l——a—2s3— 4

N \ Gy 1<

Sea Aa la matriz asociada al diagrama de Dynkin A. Si Ax es simétrica,
entonces la matriz identidad es un simetrizador de An. Si A = B,,, entonces
un simetrizador de Ax es Dy, = diag(2,...,2,1), si A = C, tenemos que
D¢, = diag(1,...,1,2) es un simetrizador de A, finalmente si A = Fy (A =
G2) entonces Dy, = diag(2,2,1,1) (Dg, = diag(1,3)) es simetrizador de Ax.

Lema 3. Sea A una matriz de Cartan y sea D un simetrizador de A. Si A’
es otra matriz de Cartan tal que A’ = P'AP (donde P es una matriz de

permutacion), entonces D' = P'DP es un simetrizador de A’.

Demostracion. Tomemos D' = P'DP, entonces

D'A" = P'DPP'AP
= P'DAP
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y la matriz P'DAP es simétrica y por el criterio de Sylvester también es

definida positiva. O

Asi toda matriz de Cartan conexa tiene un simetrizador con entradas en los
enteros positivos, usando esta esta observacién y la Proposiciéon 2 podemos

concluir que la Definiciéon 10 es equivalente a la siguiente definicion, que es la

dada en [3, §] .

Definicion 11. Una matriz de Cartan, es una matriz A = (4;;) con A € M, (Z)
tal que:

(b) existe una matriz diagonal positiva D € M,,(Z), tal que DA es simétrica

y definida positiva.

Observacion 2. Si a la matriz D de la definiciéon anterior se le pide que tenga
traza minima, entonces por la Proposicién 2, la matriz D es tnica y sera

llamada el simetrizador de A.



Capitulo 2

Matrices casi Cartan

no-simétricas definidas positivas

2.1. Introduccion a las matrices casi Cartan

En esta seccién se generalizan algunos de los resultados presentados en el

capitulo anterior a matrices casi Cartan.

Definicion 12. [3, 8] Una matriz casi Cartan, es una matriz A = (A;;) con
A e M,(Z) tal que:

(b) existe una matriz diagonal positiva D € M,,(Z), tal que DA es simétrica.
Se dice que una matriz casi Cartan A es definida positiva si y sélo si DA es

definida positiva.

La siguiente proposicion es andloga a la Proposicion 1

Proposicion 3. Sea A € M,,(Z) una matriz casi Cartan definida positiva. Sean

i,j € {1,2..n} con i # j entonces

17
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((Z) 0< AijAji <4
(b) A;; € {0, +1, 42, +£3}
Demostracion. (a) Sea D la matriz diagonal que satisface la propiedad (b) de la

Definicién 12 y suponga que D = diag(dy, ds, ..., d,). Por criterio de Sylvester,

se tiene que el determinante de la submatriz principal

deji 2dj

es positivo, entonces 4 — A;;A;; > 0y asi A;;Aj; < 4. Mas atun, como A;; y Aj;
tienen el mismo signo, entonces A;;A; > 0.

(b) Si A;; # 0 entonces Aj; # 0. Ahora como A,
de (a). O

Aji € Z el resultado se sigue

Al igual que para las matrices de Cartan, este resultado permite asociarle una
bigrafica B4 = (V, £, A, w) a cada matriz casi Cartan definida positiva A como

sigue:

V={1,2,...,n}

E={e|i,jeVceoni#jy|Aj|l=|A;l #0}

A={ay|i,j€Veoni##jy |Ayl <|Aul}

Para todo e € EUA, w(e) = Aj;.

Una matriz casi Cartan A es conexa si su bigrafica asociada B, es conexa. El
siguiente resultado y su demostracién son anédlogos a la Proposicién 2.

Proposicion 4. Sea A una matriz casi Cartan definida positiva y conexa. Enton-
ces la matriz diagonal D tal que DA es simétrica es unica hasta multiplicacién

por escalar.

Para cada matriz casi Cartan conexa y definida positiva A existe un tnico

simetrizador D € M,,(Z) de traza minima que cumple con la Definicién 12.
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2.2. Equivalencia de matrices casi Cartan de-

finidas positivas

Dos matrices casi Cartan A y A’ son equivalentes y se escribe A ~ A’ si
existe una matriz T, Z—invertible tal que A’ = D' 'TT(DA)T, donde D y
D’ son matrices diagonales enteras con entradas positivas y conjugadas por
una matriz de permutacién tales que DA y D’A’ son simétricas. Considere la
matriz elemental E9, = I +oegel; entonces T9.(A) = D'~ (E?)T(DA)E?, seré
llamada inflacion si s # ry o < 0, deflacion si s # 1y o > 0y cambio de
signo si s = ry 0 = —1. Ademas considere la matriz de permutacion P, =
I—(es—e,)(es—er)T. Se dird que Ay A’ son G —equivalentes (A ~g A) si son
equivalentes y 1" es una composicion de inflaciones, deflaciones, permutaciones

y cambios de signos.

Lema 4. Sea A una matriz casi Cartan conexa y definida positiva, D el simetri-
zador de Ay T € {I,, P, E;”*}. Entonces A’ = (D')"*TTDAT es una matriz

PTDP, i T = P;
casi Cartan definida positiva con simetrizador D’ =
D, en otro caso.

Demostracion. Si T = E_” s entonces:
—Asr —Asr
D'A"=E “"DAE
de esto se obtiene:

d; ;k = _AsrdsAsk + drArk
= dr<_ArsAsk + Ark)

como A es conexa, existe k # r tal que A/, # 0y como A, = — A, As + A,

T

[
entonces d,. = d,.
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De igual manera:

d;g ;qr = _AsrdkAks + dkAkr
- dk(_AsrAks + Akr)

implica que dj, = dy,

’ . .
Ahora para demostrar que A" = D™ E- A DAFE_“ es una matriz casi Cartan

sélo resta probar que A, = 2.
A;r = Arr - ASTAT‘S - A’I‘S<AS7‘ - ASTASS) = AT‘T‘

si ¢ # r entonces A, = Aj;.

Si T = P entonces D'’A’ = P'DAP con lo cual D' = P'DP. Si T = I,
entonces D = D', O

2.2.1. Formas cuadraticas enteras

Se denomina forma cuadrdtica entera a una funcién g : Z" — Z de la forma:
n n
2
q(z) = Z qix; + Z qijTikj
i=1 i<j

donde ¢;, ¢;j € Z 'y ¢; > 0 para todo i = 1,...,n. Se denomina forma integral
a la forma cuadratica entera ¢ tal que % € Z. Si ademds se cumple que ¢; = 1

entonces se denomina forma unitaria. A cada matriz casi Cartan A se le puede
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asociar una forma cuadratica de la siguiente manera:
L 7
qpa(z) = 57 DAzx.

Si A es simétrica entonces

qi = 77 Qi = Qij

en el caso de matrices casi Cartan no simétricas:

Q4
- dis  Gij = ai;d;.

%’22

Se dird que x € Z™ es una raiz de qpa si gpa(x) = ¢; para algin 1 < i < n. Sea
A € qCy D el simetrizador de A. Se define como raiz positiva a una raiz x # 0
de gpa, tal que x; > 0. Se denota por R (¢gpa) C Z™ al conjunto de todas las
rafces de gpa, y por R" (¢gpa) € N™ al subconjunto de R (gp4) de las raices
positivas. Se denomina raiz de una forma cuadratica unitaria a los z € Z"
tales que g(x) = 1. Esto se debe a que este conjunto constituye un sistema
de raices. En el caso de las formas cuadraticas enteras, asuma que A es uno
de los diagramas de Dynkin A,,,B,,, C,,, D, Eg, E7, Eg,Fy, 0 Go, D € M (Z) el
simetrizador de la matriz de Cartan Aa, ¥ gpa, : Z" — Z la forma cuadratica
asociada. A partir de los resultados propuestos en [9], [10], [11], [12] se obtiene
que, para A # C, , el conjunto R (gpa,) de raices gpa, es un sistema de
raices reducido e irreducible y su diagrama de Dynkin asociado es A. Ademas,
se cumple que para A = C,, n > 5, el conjunto R (gpa,) no es un sistema de

raices de tipo C,.

Ejemplo 5. Considere la matriz de Cartan asociada al diagrama de Dynkin Cs,
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es facil mostrar que a = (0,1,0,0,0) y 8 = (—1, =2, —3, —3, —2) son elementos

de R(qD(Cs )7 pero:
2(a, B)

(o, q)

1
=——¢7Z.
5 ¢

De lo cual se obtiene que R(gpc,) no es un sistema de raices.

En el Lema 11 se demuestra que el conjunto R* (qD Acn) tiene cardinalidad

n

4
tema irreducible de tipo C,, tiene cardinalidad n?, ver [11].

(n® — 6n? + 15n — 6), mientras que el conjunto de raices positivas de un sis-

2.2.2. El método de las Inflaciones

El Teorema 6 permite caracterizar la equivalencia de formas cuadraticas ente-
ras y por ende de las matrices casi Cartan positivas a partir de su diagrama de
Dynkin asociado. Este fue demostrado para formas cuadraticas por Ovsienko
en [4] y también puede ser obtenido parcialmente a partir de resultados de
Makuracki [13]. Como parte de los resultados propuestos en este trabajo se ha
incluido una demostracion inspirada en el Teorema 8.26 [14] para conveniencia
del lector (vea ademds [10], ambas son demostraciones para formas cuadréticas

unitarias).

Teorema 6 (Método de las inflaciones). Sea A una matriz casi Cartan definida

positiva, entonces A ~ Ax donde Ax es una matriz de Cartan.

Demostracion. Si existen s,r, s # r tal que A, > 0, considere ¢ = qpa,
donde gpa es la forma cuadratica asociada a DA, A’ = T ;4 (A) y ¢ =
qpa. Entonces T2 aplica el conjunto de raices de g, R (q) biyectivamente
en R (¢') y el conjunto de raices positivas R™ (¢) inyectivamente en R (¢').
Como e, = T4 (e, — Ages) € RT (¢') pero e, — Ay e no estd en RY (q), existen
menos elementos en R* (¢) que en R* (¢'). Ademds dado que el nimero de
raices positivas puede ser aumentado siempre que existan s,r, s # r tal que

Ag > 0, se cumple que |[RT (¢) | < |R" (ga) | < R (ga) |, el conjunto R (ga) es
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finito ver [14] y siguiendo este procedimiento se obtiene una matriz de Cartan
An. O

El tipo Dynkin de la matriz casi Cartan definida positiva A queda determinado

por el diagrama de Dynkin asociado a la matriz Ax del teorema anterior.

Sea A una matriz casi Cartan no-simétrica, para determinar el tipo Dynkin de
A es necesario utilizar inflaciones sobre DA, donde D es el simetrizador de A
el cual se demostré que es tnico. Sea A’ = D™LE A= (DA)E "=, entonces se
puede reducir el nimero de operaciones en la expresién aplicando el siguiente

resultado:

Proposicion 5. Sea A una matriz casi Cartan positiva, D una matriz diagonal

con entradas positivas tal que DA es simétrica. Entonces:
-1 _As'r“ J— _A7's
D (Ers )D - E’/‘s

Demostracion. En la expresién D~ (E_A)D, los elementos de la diagonal
seran iguales a 1 y el resto de los elementos a excepcion de la entrada rs deben
ser 0.

La entrada rs en el producto D~*(E_ ) es modificada como sigue:

= la fila r de E % es multiplicada por d; !,

= en la columna j multiplicando D~!(E_ ) por d; se obtiene — A, dyd, !,
pero —A,,.dy = —A,sd,, de lo cual se obtiene —A,,.d,d ' = —A,,. O

Se define T4 (A) = E; A~AE,#. A partir de los resultados anteriores se

obtiene el siguiente algoritmo:

El teorema siguiente permite caracterizar la equivalencia usual de matrices a

partir de la equivalencia ~g definida anteriormente.
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Algoritmo 2.2.1: Algoritmo de las Inflaciones

Entrada: Una matriz casi Cartan definida positiva A

mientras exista una entrada no diagonal A, > 0 hacer
A= E A AE A,

Teorema 7. Si A y A’ son matrices casi Cartan positivas. Entonces A" ~ A si

y sélo si A" ~q A.

Demostracion. Si A" ~g A es claro que A" ~ A. Por el contrario si A’ ~ A
entonces por Teorema 6 A" ~g A\ v A ~c Aa donde Ap y Ay son matrices

de Cartan isomorfas. Luego A’ ~ A. m

2.3. Bigraficas.

Cada bigréfica G = (V, &, A,w) puede representarse graficamente con un dia-
grama D¢ de puntos, lineas (sélidas y punteadas) y flechas (sélidas y puntea-
das) con pesos. Los puntos del diagrama D¢ son representados por los vértices

de G, cada arista es representada de la siguiente forma:

e Sea ey, € & si w(ew) < 0 (w(ew) > 0) se traza una linea sélida (puntea-

da) entre los puntos u y v con peso w = w(€uw), 4 - u_¥_p)-

e Sea ay, € Asiw(ay) <0 (w(ay) > 0) se traza una flecha punteada (s6li-

da), con peso w(ay,) del vértice u al vértice v, u-~"->v (u——>v).

A lo largo de este trabajo no se hace distincion entre la bigrafica G y su dia-

grama Dg.

Ejemplo 6. Si la bigrafica G esta dada por los siguientes conjuntos

e El conjunto de vértices es V = {1,2,3,4,5,6}.
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o Kl conjunto de aristas es £ = {6127 €13, €24, €34, €35, 645}
e El conjunto flechas es {asq}

o w(ass) = =2y w(ew)=—1si{u,v}eé.

Entonces el diagrama de G es

Si u,v € V son tales que ey, € £, o que a,, € A, decimos que u y v son
adyacentes. Un camino del vértice u al vértice v en una grafica mixta G es
una sucesion de vértices, W : vgvy - - - v,_1v,, tal que para j = 1,...,n, los
vértices vj_; y v; son adyacentes y u = vy, v = v,. El vértice inicial es vy, el
vértice final es vy,, y los vértices vy, ..., v,_1 son llamados vértices internos del
camino W; la longitud de un camino W es el nimero de aristas y flechas en

W (contando repeticiones).

Ejemplo 7. De camino, longitud y vértices intermedios.

Un camino del vértice 1 al vértice 3 de longi-

2 3 tud uno seria el 13, de longitud 2 tendriamos
los caminos 123 y 143 en los cuales los vértices
intermedios serian 2 y 4 respectivamente. Un

1 4 camino de longitud 4 del vértice 1 al vértice 3

seria 12423.

Un camino es cerrado si el vértice inicial es también el vértice final. Un ruta

es un camino donde las aristas y flechas no se repiten, un camino simple es
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una ruta en la que sus vértices internos no se repiten; un ciclo es un camino

simple cerrado de longitud al menos tres.

Ejemplo 8. Camino simple y ciclo

Un camino simple del vértice 1 al vértice 3 de lon-

2 3 gitud uno seria el 13, de longitud 2 tendriamos los
caminos 123 y 143, de longitud 3 tendriamos el
1243, sin embargo se puede apreciar que no exis-
1 4 te un camino simple de longitud 4. Un ejemplo de

ciclo seria 12341.

Una bigréfica es coneza si entre cada par de vértices existe un camino. Es facil
demostrar que si existe un camino en G, entonces existe un camino simple en
G. Un camino trivial, ruta trivial, o camino simple trivial, consiste de un sélo
vértice sin aristas ni flechas.
Una sub-bigrdfica de una bigrafica G' es una bigrafica cuyo conjunto de vértices
(respectivamente conjunto de aristas y conjunto de flechas) es un subconjunto
del conjunto de vértices (respectivamente conjunto de aristas y conjunto de
flechas) de G y w se restringe al subconjunto. La sub-bigrafica de G sub-
bigrafica inducida por el conjunto de vértices V; CV es Sg = (Vs, Es, As, we,)
donde &g (Ag) consiste de cada arista (flecha) entre los vértices de Vg. Un
ciclo sin cuerdas es un ciclo C' : i1,...,1,1; tal que C' es una sub-bigrafica
inducida por el conjunto de vértices V; = {iy, ..., 4}
Una bigrfica G = (V, &, A,w) es llamada completa si [£] + |A] = (¥)).
FEjemplo 9. Ciclo inducido y bigrafica completa
2 ———3

La bigrafica que aparece en la figura es completa,

en efecto basta comprobar que |V| = 4, |E]+|A| =
54+41=6=(3).
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2.4. Operaciones sobre bigraficas

Sea A una matriz casi Cartan no-simétrica definida positiva. El principal ob-
jetivo de esta seccién es aplicar operadores de inflacion en el proceso de deter-
minar el tipo Dynkin de A directamente sobre la bigrafica asociada a A (vea,
[16]). Estas transformaciones serdn realizadas sin utilizar multiplicaciones de

matrices y en términos de la suma de bigraficas que definiremos a continuacién.

2.4.1. Suma de bigraficas

Definicion 13. Sean G = (V, &, A,w), G' = (V' &', A, ). Entonces, la suma
de G y G’ se define como G G' = (VU V', E" A" ") donde:

w(e), ifee (E\NE)UA\A)
W'(e) = qw(e), ifee (E'\E)U (A \ A
W(e)+wle), ifee (ENE)UANA)

E"=(EU&)\{eeén& |W(e)+w(e) =0y A"=(AUA)\{eec ANA |
w'(e) +w(e) = 0}.

Nota 1. La operaciéon & es conmutativa y asociativa.

2.4.2. Flaciones sobre matrices casi Cartan no simétri-

cas positivas.

Sea b, = —A,sA, paratodo i #£ ry G%Z ") la bigrafica asociada a cada arista

o flecha entre i y r. Si b, = b,; # 0 entonces G?l = i-brip ( respectiva-

mente ¢ bri 7") si bz‘r <0 (bw > 0) Si |bm| > |bir|; bei,r} = Z;bﬂ_ﬂ‘ ( 1 bri >7’) si

bir < 0 (by > 0). Con T, 4= (G) denotamos la bigrafica asociada a la matriz
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A" = E- A AE, . Entonces toda inflacién o deflacién puede ser graficamente

interpretada como sigue:

Teorema 8. Sea A una matriz casi Cartan conexa y positiva definida, G la

bigrafica asociada a A. Entonces se cumple que:

MG =Ge @ G,

i # b #0

Demostracion. Si realizamos el producto T4 (DA) = DA’ se obtiene:
Aij s1 1 7& rvj 7é r
A=A —AGAy ifi=rj#r
Ai’r‘ — AsrAis if ¢ 7& T',j =T
el resto se obtiene directamente de las propiedades de la suma. O

Ejemplo 10. Sea GG una bigrafica, note que aplicando la inflacién 77; sobre G

es equivalente al siguiente procedimiento:

b b b b
GOGH 3 BCGH, DG, DGES,

L, T G 1
5 7
s b es s ». N
.2 6 D4 > 3 2y g
1 ®2 3 LN 7
5 @123 ~5
(a) G (b) Teorema 8 (c) Th5(G)

Ficura 2.1: Aplicando una inflacién sobre la bigrafica G
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2.5. Matrices casi Cartan de tipo B,

Se denota por F[X,Y] y se denomina A — blogue a la bigrafica completa de
| X |+ Y] vértices donde los conjuntos X, Y forman una particién de los vérti-
ces de F[X,Y] y que posee las caracteristicas de que si v1,v3 € X Vvi,v9 €Y
entonces v; y vo estan unidos por una arista punteada, en caso contrario si
vy € X, vy € Y entonces vy y vy estan unidos por una arista sélida.

En [17] Barot demuestra que si G = (V, &, A) es una bigréfica completa aso-
ciada a una matriz casi Cartan definida positiva de tipo A,,; entonces este debe
ser de tipo F[X,Y] y tal que | X|+ |Y| = |V| =n.

2.5.1. Construccién de bigraficas de tipo B,

Sea F[X,Y] un A — blogue y sea v un vértice de F[X,Y] se denota como
?U[X, Y] (E[X, Y]) v se denomina como B — bloque (C — blogue) a la bigréfica
obtenido de F'[X,Y] luego de sustituir cada arista sélida (punteada) incidente
en v por una flecha sélida (punteada) que apunta a (saliendo de) v. Al vértice v
se le nombrard vértice distinguido. Un vértice v € V se denomina vértice fuente
(respectivamente pozo) si para todo a;; € A el vértice i (respectivamente j) es

igual a vy ey, € ¢ E.

FiGuraA 2.2: A-bloque, B-bloque y C-bloque

T3 — T4 T3 — T4

562"‘ -.135
v.ﬂUl 70" v.xlﬂv v.I1 —
(a) FIX,Y] (b) FuIX,Y] () FulX.Y]

En [17] es introducido el concepto de ensamble de A—bloques. Abarca y Rivera

[5] reinterpretaron este concepto para introducir el arbol de A—bloques.
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En este trabajo es presentado el ensamble de un modo mas general en términos
de la suma de bigraficas.

Sean G1,Go,...,G, bigraficas y GG una bigrafica tal que:
G=G0G...8G,

entonces G es un ensamble de las bigraficas G;, i € {1,...,n}.

Sea G = G1®GLP. . .G, la bigrafica conexa compuesta por el ensamble de los
A-bloques Go,G3, ..., G, v el B-bloque G, tal que las componentes conexas
de G son exactamente G, G, . .., G,, todo vértice de separacion es la intersec-
cién de exactamente dos bloques y el vértice distinguido no es de separacién.
La bigrafica resultante sera llamada B-ensamble. Bajo las mismas hipotesis y
reemplazando el B-bloque por un C-bloque es obtenida una definicién similar

para C-ensamble.

48\<—\54 7 _.7\5 5
d) G (e) A () B: (8) Az

FicurA 2.3: Descomposicion del B-ensamble G en bloques

Lema 5. Sea G = ?U[X, Y] un B — blogue. Entonces para toda flacién 1,4,
s,re XUY:

(a) T;2G = (G —r)®s—rsis,ré¢{vyy A, >0,
T, 4G =(G—-r)ds rsis,ré¢{v)y A, <0.

b) T;AG=(G—-r)®s—rsir=vy A, >0,
T, 4G =(G—-r)®s rsir=vy A, <0.
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F1GURA 2.4: Efectos de las flaciones sobre los B-bloques
(€) T-AG=F[XU{r},Y\ {r}]sis=v.

Demostracion. (a) Sean s # v y r # v. Se puede asumir sin pérdida de

generalidad que v,7 € Y y Ay, > 0. Aplicando T;**" se obtiene:

—Agr _ bi
M (@) =Ge PG,

et
:}?U[X,Y]@@i fr@@i—r@rav@@?sm},
1#£8,v 1#£8,v
bir>0 bir<0
:}?U[X,Y]@@i rod GB i—r ®r—uv @ s—2r,
ieX i€ Y\ {rsv}

I?U[X,Y\{r}] ®s @527,
T4 (G) = (F[X,Y] 1) @ s—r.

(b) Sir =vy Ag > 0, entonces aplicando el mismo procedimiento se obtiene:

T4 (G) = BX, Y\ {r}] @ s r &Gl ). (2.1)
(c¢) Sis = v para toda arista o flecha entre los vértices i y 7 con peso w existe

una arista o flecha entre los mismos vértices con peso —2w. Con lo cual
el resultado se cumple.
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Lema 6. Sea G = ﬁﬁv @ F un B-ensamble, donde l?v es un B—bloque, F' es un

A—bloque y s es el vértice de separacion, entonces:

. sir#v, T4 (G) = (F, —r) @ F donde F' —r = F,

— —
s sir=w, TS;AST(G):F;@F”dOHde Fl—r=F, F’/:ﬁ_r-

Demostracion. Asuma que ?U = ?U[X, Y], F=FX"Y'],re XUY —{v},
y s € XNX', entonces, si A, <0 :

*Asr /
T4 (@) = BIX Yo FIX'\ Yo @ a,,
i # by #0
/ bi b;
—EXY|eFX.Y]e @ &, @ .
i#£rieXUY jex uy’
b.
—(FxY]-ne @ &, eFX,Y,
jeXxX uy’

— (FX,Y] - r) & FIX'U{r},Y"].

de lo cual se puede elegir F[X'U{r}, Y] como F’, note que si A, > 0 entonces
ﬁ

F' = F[X'Y'"U{r}]. Si r = v escogiendo F" = ?U[X,Y] —ry F=F[X'U

{r},Y’] se obtiene el resultado deseado. O

2.5.2. Demostracién del resultado principal para B,

Resulta de interés conocer si los B—ensambles son invariantes bajo flaciones,

i.e. si G’ es un B—ensamble, entonces T G es también un B—ensamble.

Lema 7. Sea A una matriz casi Cartan, B4 un B—ensamble. Entonces T, 4" (B,)

es un B—ensamble (vea, [16]).

Demostracion. Como B, es un B-ensamble, se tiene que:

Bi=GaF[X.,Y|aFX,Y],
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donde F:[X, Y] es el B—bloque en By, F[X',Y'] es un A-bloque, G y G &
F[X')Y'] son A-ensambles, y F| X" Y'] & ?U[X, Y] es un B-ensamble. Si s, r €
V((GE® F[X',Y']) y s¢ XUY, entonces se cumple:

T, 4 (By) =T, (G FIX', Y @ FZ[X, Y].

ST

A partir de los resultados propuestos en [17] y [5], T4 (G ® F[X’,Y’]) es un
A—ensamble. Como s no es un vértice de separacion, entonces T, 4" (B4) es

un B-ensamble.

Sis,re (XUY)yse X UY’ es un vértice de separacion, entonces:

T A (Ba) = G & Ty (FIX', Y| @ F[X,Y]).

Asuma sin pérdida de generalidad que s € X' y r € Y. A partir del Lema 6,

si A, < 0 entonces
T, (Ba) = G & (FIX' U {r}, Y] & (F[X,Y] - 7)),

y por lo tanto T, 4 (B4) es un B-ensamble. De un modo similar, si s,r €
(X'UY")y s € XUY es un vértice de separacion, entonces se tiene que s € X

yveY

T, (Ba) = G (FIX, Y] ) @ B[X U {r},Y]).
Sis,r € XUY y s,7 no son vértices de separaciéon, aplicando el Lema 5 se
cumple que T4 (B4) es un B—ensamble. O
Teorema 9. Sea GG un B—ensamble, T" una composicion de flaciones. Entonces

T(G), es un B—ensamble.

Demostracion. La demostracién se puede obtener facilmente por induccién
sobre el nimero de flaciones en la composicién T'. El caso base fue probado en
el Lema 7. O
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Ya fue probada una implicacion del resultado principal. Para probar la otra

implicacion sera conveniente comenzar probando que todo B—bloque tiene tipo
Dynkin B.

Lema 8. Todo B—bloque no vacio G = I?U[X, Y] tiene tipo Dynkin B.

Demostracién. Suponga que v € Y,y X # 0, X = {x1,...,x}. Aplicando
T 1 sobre G es obtenido:

2T1

—FX\{x1}.Y]® 21—,

17

aplicando sucesivamente 7, a G.

T TR (G) = BlfoY]e @ o,

i€[2... k|
si|Y|>1ytomando Y = {y1,...,yw} sise aplica un argumento similar,
-1 - —1
Tyk/yk/ Tyglezkzk 100" TIQCQ (G) Y

=Fl{z}AAnlo @ w20 P via—viOyw—0.
i€2.. k), j K

Si X = () aplicando directamente T}, | I ... T, sobre G se obtiene el resul-
tado deseado. Con lo cual F X,Y] tlene tipo Dynkin B. n

Teorema 10. Sea G un B—ensamble entonces existe una sucesién de flaciones

con composicién T tal que T'(G) es un B—bloque.

Demostracion. Sea

G= @ FIX, Vi@ FX,Y]

ek,
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siguiendo los resultados obtenidos en [5] 3 X', Y’ y una sucesién de inflaciones
con composicién 1" tal que F[X', Y] =T(P, ., , F[Xi Yi]), entonces:

T(G)=F[X"Y'N® F,[X,Y]

Sea s € YUY’ un vértice de separacion, aplicando la transformacién T,

TL(G) = F[X,Y U {z}] @ FIX' - {},Y]

sz’

Repitiendo este procedimiento para todo x’ en X’ UY”’ el B—ensamble puede
ser embebido en un s6lo B—bloque. El resto de la demostracién puede ser

deducido facilmente del lema 8. OJ

El siguiente teorema es una consecuencia directa de los resultados anteriores

y es el principal resultado de esta seccién.

Teorema 11. Sea GG una bigrafica. Entonces, G tiene tipo Dynkin B si y sélo

si es un B—ensamble.

2.5.2.1. Raices de la forma cuadratica asociada a B,,.

Sea ¢ la forma cuadratica asociada a la matriz casi Cartan B,,, entonces esta

puede ser representada del siguiente modo:

n—1n

q(z1, ..., ) = Z (zi — x;)* + 2}

i<j

donde sus raices conforman el siguiente conjunto:
{reZ": q(x) =162},

Para el calculo de las raices positivas consideraremos sélo los x € N™. Veamos
primero para cuales valores de = se cumple que ¢(z) = 2. Claramente esto sélo

se cumple si exactamente dos sumandos son iguales a 1, si x1 = 1 entonces; x1 =
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ro=...=z;=1,x41=...=2,=0620x1=1, 29=...=2,=062.Si

1 =0entonces; 11 =0 =... =0, =0, Tjp1 = ... =2, =1, Tpgp1 = ... =

x, = 0 6 2. De igual manera para que se cumpla que ¢(z) = 1 exactamente un

sumando debe ser 1y el resto 0. Si z; = 1 entonces; x1 =25, = ... =1z, =1,
sizy =001 =29=...=2;,=0, ;.7 =...=2x, = 1. Con lo cual las raices
de B,, son las siguientes:

’Ral’ces ‘ ‘

0,...,0,1,...,1,0,...,0) | 2=2r=D)

0,...,0,1,...,1,2,...,2) | {n=2ln=l)

1,...,1,2,...,2 n—1

(

(1,...,1,0,...,0) (n—1)

0,...,0,1,...,1) (n—1)

(1,...,1) 1

| Total | n? |

2.6. Bigraficas de tipo Dynkin C,

Lema 9. Sea A una matriz casi Cartan definida positiva tal que A’ es una

matriz casi Cartan definida positiva, ademas:
A= TS;AST (A) )
entonces, (A’)" y A' tienen el mismo tipo Dynkin.

Demostracion.

(AN = (B A= AE )
= (B, ) AE )
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— 7Asr t *Ars
- Ers A Esr )
— 7A$s t 7A§7‘
- Ers A Esr ’
j— _Aér t

- Tsr (A ) )

con lo cual (A")! tiene el mismo tipo Dynkin que A’. O

Lema 10. Si Ay A® son matrices casi Cartan definidas positivas y {7;}"} es

una secuencia de flaciones con composicion T tal que:
A'=T(A), (2.2)

entonces, las matrices (A’)" y A* tienen el mismo tipo Dynkin.

Demostracion. La demostracion puede ser realizada aplicando induccién sobre
el niimero de elementos en la sucesién {T;7*}. El caso base puede ser obtenido
del lema 9. O

Por el Teorema 10, toda matriz tiene tipo Dynkin B, si y sélo si su transpuesta
tiene tipo Dynkin C,. Sea A una matriz casi Cartan y Bs un B—ensamble.
Entonces (A");; = Aji = Ay, (A7) = [Ajul = 1y [(AT)j0] = [Ayy| = 2. De
lo cual Byr se mantiene igual a B4, pero, con las flechas en direccién opuesta.
El siguiente teorema es obtenido directamente de los resultados presentados

anteriormente y es el teorema fundamental de esta seccion.

Teorema 12. Sea GG una bigréafica. Entonces G tiene tipo Dynkin C,, si y sélo

si es un C—ensamble.

2.6.1. Raices de la forma cuadratica asociada a C,

Lema 11. Sea q : Z™ — Z la forma cuadrética integral asociada a C,,. Entonces

q tiene % (n® — 6n* 4 15n — 6) raices positivas.
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Demostracion. El conjunto de raices positivas de C estd compuesto por los

x € 7" tales que:

1<i<n—1 1<i<n—1

o equivalentemente

24 Y (@i = wi)? + (T — 22,)? € {2,4) (2.3)

1<i<n

Se calculan los vectores positivos & € Z"™ tales que el polinomio (2.3) toma el
valor 2 6 4. Usando un argumento similar que en el lema anterior se tiene que

las n-uplas son las que aparecen en el Cuadro 2.1.

[]

El siguiente resultado es una consecuencia directa de [14, Prop. 8.25] y del

calculo de las raices de las formas integrales asociadas a B,, y C,,.

Teorema 13. Sea gp 4 una forma integral tal que B4 es un diagrama de Dynkin.

Entonces |R™ (gpa) | es como se indica en la siguiente lista:

A |B. c, D, Es Er Es Fy Gy
B(ntl)|n® 2P —6n+15n—6) n(n—1) 36 63 120 24 6

2.7. Bigraficas de tipo Dynkin [Fy

En [18] Kasjan y Simson estudiaron un enfoque diferente de la Z—equivalencia
de matrices casi Cartan en M (Z). Una matriz casi Cartan definida positiva A
(con simetrizador D) tiene tipo Dynkin Fy si y sélo si:

) Y Y

(i) D = P'DaAP con P una matriz de permutaciéon y Da = diag(1,1,2,2).
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’ Raices \ Conteo
(0,...,0,1,...,1,0,...,0) 5=2)(n=1)
(1,...,1,2,...,2,1) (n —2)
(1,...,1,0,...,0) (n—1)
(0,...,0,1,...,1,1) (n—2)
(1,...,1) 1
(0,...,0,1,...,1,0,...,0,1,...,1,2,...2,1)
0,...,0,1,...,1,2,..,2,1, .., 1,2,...2,1) | 330 0(k+ 1) (n—5—k)(n — 4 — k)
0,...,0,1,...,1,2,...,2,3,...,3,2,...2,1)
0,...,0,1,...,1,2,...,2,3,...,3,4,...4,2)
(0,...,0,1,...,1,0,...,0,1,...1,0,...,0)
0,...,0,1,...,1,2,...,2,1,...,1,0,...0) | 130 0(k+1)(n—4—k)(n—3—k)
(0,...,0,1,...,1,0,...,0,1,...1,1)
0,...,0,1,...,1,2,...,2,1,...1,1)
Eo,. .,0,1,. .,1,2,...,2,3,...3,1% IS on—4—k)(n—3—k)
0,...,0,1,...,1,2,...,2,3,...3,2
(1,...,1,2,...,2,3,...,3,4,...4,2)
(1,...,1,0,...,0,1,...,1,0,...0)
21,. 1,200,201, ..,1,0,...0; IS —=3—k)(n—2—k)
1,...,1,2,...,2,3,...,3,2,...2
(1,...,1,0,...,0,1,...,1,1)
(1,...,1,2,...,2,3,...,3,1) (n=8)(n=2)
(0,...,01) 1

| Total | 2 (n® — 6n* + 151 — 6)

CUADRO 2.1: Raices de la forma cuadratica asociada a C,,

(i7) speccq, = specc,, donde specc , es el espectro de una matriz trian-
gular superior Gar = (g;;) dado por g; = %(DA)Z-Z- y gi; = (DA);; para
todo 7 < j.

En esta seccién nosotros presentamos una descripcion completa de las bigrafi-
cas de tipo Dynkin F4 en términos de la Z—equivalencia definida al inicio de
este documento. Esta caracterizacion es constructiva y permite determinar si

una bigrafica tiene tipo Dynkin F, por inspeccion simple.
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Lema 12. Sea GG una bigréfica tal que G = F4. Entonces para toda sucesién

de flaciones T', G'T" es una extension por un vértice de una bigrafica de tipo
Dynkin B3 o Cs.

Demostracion. Sea A’ la matrix casi Cartan asociada a T(G). Dado que A’
es una matriz casi Cartan conexa y definida positiva de tipo Dynkin Fy, toda
submatriz principal conexa S de A’ con S € M3(Z) debe ser una matriz casi
Cartan definida positiva de tipo Dynkin Az, B3 6 Cs. Para probar que existe
una submatriz principal conexa S con tipo Dynkin B3 o C3, suponga que toda
S de A" con S € Mj(Z) tiene tipo Dynkin Az. Como A’ es una matriz no
simétrica, existen dos vertices r,v de T(G) tales que max{|A,,|, |[Aw|} # 1y
la submatriz principal conexa que contiene la fila y columna correspondiente
a r 'y v respectivamente, claramente no posee tipo Dynkin A. Con lo cual A’
necesariamete tiene una submatrix principal conexa de tipo Dynkin B; 6 C3 y

el resultado se cumple. O]

Lema 13. Sea G una bigréfica de tipo Dynkin B3 o C3. Entonces una bigrafica
tiene tipo Dynkin Fy si y sélo si es una extensién por un vértice y de G tal

que:

= hay una arista entre v y v,

» toda conexién entre y y cualesquiera de los vértices no distinguidos de-
berd ser por una flecha tal que esta apunta a (sale de) y si v es un pozo
(fuente),

= condicién de ciclo: todo ciclo sin cuerdas debera tener un niimero impar

de conecciones punteadas (aristas o flechas).

Demostracion. Es facil comprobar que las siguientes bigraficas tienen tipo
Dynkin Fjy.

Para probar que las tinicas graficas subyacentes de las bigraficas con tipo Dyn-

kin 4 son las asociadas a estas bigraficas, asuma que x1, xo son vértices no
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2—3 2—3
an S X
— 1—4 1—4
(a) (b) (c) (d) (e) ()

FiGurA 2.5: Bigraficas de tipo Dynkin Fy

distinguidos. Si se adiciona una flecha entre v y y se tiene alguna de las si-

guientes subgraficas que no son definidas positivas:

Tg — UV —Y Toa—V—Y T2+—vV—Y T2—vV«—1Y

Si se adiciona al menos una de las aristas e,,, y €,, se obtiene una subgréfica

no positiva:
) y 1 —Y T1—Y
4 7 I I
T; — U Ti — vV T v xr v

2 — 2 —

Si se adicionan al menos una de las aristas e,,, o al menos una de las flechas
ay., entonces se tienen las siguientes posibilidades para la bigrafica resultante:
= tiene tipo Dynkin B, 6 Cy,
= tiene como subgrafica una de las descritas anteriormente,
= tiene como grafica subyacente una de las descritas a continuacion:

Yy—T1 — T2 —v Yy—T1 — To «— 0V



Capitulo 3

Algoritmo para determinar el
tipo Dynkin de una matriz casi

Cartan positiva

Hasta el momento se ha mostrado que se puede calcular el tipo Dynkin de una
matriz casi Cartan tanto simétrica como no simétrica utilizando el Algoritmo
de la Inflaciones. La tinica cota superior conocida para el niimero de inflaciones
es una exponencial, vea [7],[4],[5]. En este capitulo se mostrard que en realidad
este algoritmo es polinomial (O(n®)), vea [6]. Ademds se propone una modi-
ficacion del mismo para decidir si una matriz casi Cartan es definida positiva
y calcular su tipo Dynkin en O(n®) operaciones tomando una matriz entera

como entrada.

42
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3.1. El Algoritmo de las Inflaciones es polino-

mial

La demostracién del teorema que enuncia el Método de las Inflaciones en el
capitulo anterior implica que el maximo nimero de iteraciones no puede ser
superior a [(A) = [R* (ga) | donde A representa el tipo Dynkin de la matriz
A asociada a ga. En [7] la cota exponencial dada para este algoritmo fue
de n - 6" sin embargo en este mismo articulo se sugiere que en la practica
el algoritmo funciona de modo més rapido. Atendiendo a los resultados que
fueron mostrados en el capitulo anterior el peor caso ocurre cuando A tiene tipo
Dynkin C,,, con un méximo de iteraciones [(A) = O(n*). Cuando se restringe
a matrices simétricas el peor caso es D, con un méximo de O(n?) iteraciones.
Una implementacién directa seria buscar las entradas no diagonales tales que
A, > 0 haciendo un recorrido sobre toda la matriz A en cada iteracién. Con
lo cual el algoritmo tardarfa O(n®) para determinar el tipo Dynkin positivo
de la matriz A, de tener uno esta.

Note que la matriz de entrada en el Algoritmo de las Inflaciones debe ser
definida positiva. De ser dada como entrada una matriz que no es definida
positiva el algoritmo puede entrar en un ciclo infinito como se ve en el siguiente

ejemplo.
Ejemplo 11. Sea A la matriz casi Cartan asociada a la siguiente bigrafica:

L

2 |
Ga= \3//4

Si se escoge en cada iteracién k s tal que s € {1,2,3,4}, k=s—1(3) yr=4

se obtiene un ciclo infinito.
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3.2. Algoritmo de las Inflaciones modificado

En esta seccion se mejorara el Algoritmo de las Inflaciones con el fin de manejar
matrices enteras y reportar el tipo Dynkin finito de estas si tiene uno en O(n3)
operaciones. Note que removiendo el vértice distinguido de B,, y C,, se obtiene
A,,_1, ademas note que F, es el tinico diagrama de Dynkin con flechas definido

positivo sin vértice distinguido.

Se dice que una matriz A € M, (Z) is localmente simetrizable si A; =2 y se

cumplen las siguientes condiciones para todo ¢ # j:
» sgn(A;;) = sgn(Aj;), donde sgn(z) € {—1,0,1} denota el signo del
namero real z;

. Ags Aj;
» si A;; # Aj; entonces a2, €Noz- el

La matriz A € M,(Z) es admisible si es localmente simetrizable, no tiene
aristas multiples y |A;;| < 3 para toda i # j.

Un vértice v en una bigrafica G es llamado un vértice pozo si para todo vérti-
ce x adyacente a v, se tiene que x es adyacente a v por medio de una flecha
xr——=v . El vértice v es llamado vértice fuente si para todo vértice x adya-
cente a v, se tiene que = es adyacente a v por medio de una flecha r<—wv .
Decimos que un vértice v de una bigrafica G es un vértice distinguido si es un

vértice pozo o un vértice fuente, y todas las flechas de GG son incidentes en V.

Lema 14. Sea A € M, (Z) una matriz casi Cartan no simétrica tal que su
bigrafica G4 no tiene vértice distinguido; entonces A tiene el tipo Dynkin [y

o no es definida positiva.

Demostracion. Inmediata por Teoremas 12 y 11. O

A cada matriz admisible A € Z, se le asocia una bigrafica G4 de la siguiente

forma, el conjunto de vértices es {1,...,n}, si |4;;| =1 = |Aj;| se traza una
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arista solida (respectivamente punteada) si A;; < 0 (respectivamente A;; > 0),
en el caso que |A;;| # |Aji| se traza una flecha solida i — j (respectivamente
punteada i——->7 )si|Aj| > |Ai;| v Aji <0 (respectivamente si [Aj;| > |A;]
y Aj; > 0).

Basados en el Lema 14 tenemos que considerar matrices admisibles cuya bigrafi-

ca asociada tenga un vértice distinguido.

Lemma 3.1. Sea A una matriz admisible. St su bigrdfica asociada G4 tiene

un vértice distinguido entonces A es una matriz casi Cartan.

Demostracion. Como A es una matriz entera tal que A; = 2, sélo resta de-
mostrar que A es simetrizable. Sea r € {1,..., N} es el vértice distinguido
de G4. Si r es un vértice pozo entonces |A4,;| = 2 y |A;;] = 1 para toda
i # j, i # r (recordar que |A;;| < 3), entonces si se define la matriz diagonal

D = diag(dy, . ..,dy), como

1 ifi=r;

2 ifi#r

d; =

tenemos que en A’ = DA todas las entradas fuera de la diagonal principal
son iguales a cero o tienen valor absoluto igual a dos. Més atin, como A es
localmente simetrizable, entonces A}, = A, para toda i # j, es decir, A’
es simétrica y por lo tanto A es simetrizable. Si r es una fuente, se toma
D = diag(dy, . ..,dy), definida por

2 ifi=mr;
1 ifi#r

]

Asi, todo matriz admisible con vértice distinguido es una matriz casi Cartan

y podemos usar toda la notacion y resultados del capitulo 2.
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Para cada matriz admisible A y se dird que su bigréfica asociada G 4 es sdlida

en flechas si todas sus flechas tienen un estilo de linea sélido.

Lema 15. Sea A una matriz admisible. Si la bigrafica G4 es sdlida en fle-

chas, tiene un vértice distinguido y contiene una arista punteada s r entonces
T4 (G4) o T4 (G 4) es sélida en flechas.

Demostracion. Por simplicidad suponga que el vértice distinguido x es un
pozo; el caso donde x es una fuente es andlogo. Ahora se tienen tres casos

dependiendo de los vértices s y r:

1. Sino existen flechas sélidas s—az y r—z entonces tanto T, =" (G 4) como

T-A(G4) son sélidas en flechas.

2. Si existen flechas sélidas s—x y r—ax) entonces T, (G4) elimina la
flecha r—z mientras que T.,"7(G 4) elimina a u—z. Cualquiera de los

dos casos produce una bigrafica sélida en flechas.

3. Si sdlo existe una de las flechas s—ux, r—uz, se puede asumir sin ninguna
pérdida de generalidad que sélo existe la flecha s—x . Asf, T4 (G4)

deja la flecha s—uax sin cambios.

3.2.1. Resumen del algoritmo propuesto
El siguiente algoritmo trabaja en tres etapas en una matriz de entrada A:

Entrada: una matriz entera A con entradas diagonales A;; = 2.

Etapa 1 Preprocese A para comprobar si es una matriz admisible; si A es no
simétrica, compruebe si tiene un vértice distinguido, y elimine cualquier
flecha punteada usando flaciones. Ademas, durante esta etapa construya

una estructura de datos que ayude a localizar aristas punteadas
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Etapa 2 Aplique el algoritmo de inflaciones hasta un ntmero maximo de
iteraciones actualizando la matriz A en cada iteracién; y considere lo
siguiente, si A es no-simétrica escoja A, > 0 tal que T4 (G,4) es
sélido por flechas (ver Lema 15 y su demostracién). Por tltimo, dar

mantenimiento a la estructura de datos.

Etapa 3 Realizar como méximo dos recorridos transversales de bigraficas para

decidir si algiin diagrama de Dynkin coincide con la bigrafica.

3.2.2. Preprocesado de A

Esta parte del algoritmo esta compuesta por dos pasos principales; el filtrado y
la busqueda eficiente de aristas punteadas. Después del primer paso se conocera
la admisibilidad y simetria de A y también su vértice distinguido si tiene
uno. En el segundo paso se construye una estructura de datos para localizar
cualquier arista punteada en tiempo lineal. Después de eso se transforma cada
flecha punteada de G4 en sélida. El siguiente algoritmo toma una matriz A
con entradas diagonales A;; = 2 y dos vértices i, j tales que |A4;;| = 2 como
entrada y devuelve la variable distinguido € {i,j} si uno de ellos es un vértice

fuente o pozo y una variable P donde:

» distinguido: es inicializada con NONE y guardard el posible vértice dis-

tinguido de existir este,

s P: es una variable booleana la cual devolverd FALSE si la matriz A no

tiene tipo Dynkin finito y TRUE en otro caso.

3.2.2.1. Filtrado de A

Se comienza recorriendo cada vértice ¢ comprobando paso a paso si |A;;| < 3
para todo j y las condiciones localmente simétricas. Si alguna de estas afirma-

ciones no se cumple entonces A no es admisible y por lo tanto A no tiene un
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Algoritmo 3.2.1: Algoritmo para encontrar un posible vértice distinguido.

Algoritmo buscardistinguido (A, 1,5, N, P, distinguido)
src=esfuente(A,7, 5, N)
snk=espozo(A,1,j, N)
si src = —1 and snk = —1 and N # 4 entonces

| P:=FALSE
si src = —1 and snk # —1 entonces

‘ distinguido := snk
si src # —1 and snk = —1 entonces

‘ distinguido := src
devolver distinguido, P
Function espozo(A,i,j, N)

z:=1
POZ0 =1

mientras z < N and pozo = ¢ hacer

si A, #0 and (|Ai.| #2 or |A,;| # 1) and z # i entonces
‘ pozo = —1
Z++

devolver pozo
Function esfuente(A, i, 7, N)
z:=1
fuente :==j

mientras z < N and fuente = j hacer
si A,; #0 and (JA;.| # 1 or |A,;| #2) and z # j entonces
‘ fuente == —1
z++

devolver fuente

tipo de Dynkin finito. Durante este proceso mientras las condiciones admisi-
bles para A se mantienen, compruebe la simetria y si existe alguna entrada no
simétrica, entonces compruebe que A tiene un vértice distinguido para n # 4
. Sino es el caso entonces A no tiene un tipo finito de Dynkin. Si n = 4 esta
condicién no es necesaria. En primer lugar se crean las siguientes variables

para almacenar esta informacion:

= Sim: es una variable booleana que devuelve TRUE si la matriz es simétri-

ca y FALSE si no lo es.
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= Admisible: es una variable booleana que devuelve TRUE si la matriz es

admisible y FALSE si no lo es.

El algoritmo descrito a continuacion muestra este proceso de filtrado.

Algoritmo 3.2.2: Filtrado de A
Datos: Una matriz entera A con entradas diagonales A;; = 2.
Resultado: Admisible, A, Sim, distinguido, P
Admisible:=TRUE, Sim:=TRUE, distinguido:=NONE, P:=TRUE, i := 1;
mientras : < N and P hacer
j=1
mientras j < N and P hacer
si @ # j entonces
si (|A;;] =2 and |A;;| # 1) or sgn(A;;) # sgn(A;;) or
|A;;| > 3 entonces
| Admisible:=FALSE; P:=FALSE
si A;; # Aj; entonces
| Sim:=FALSE
si A;; =2 and distinguido:=NONE entonces

‘ distinguido, P=buscardistinguido (A, i, j, N, P, distinguido)
si (A;; =2 and distinguido # NONE) and i,j # distinguido
entonces
| P:=FALSE
g+ -+

i+ +

Remark 3.2. Note que si P := FALSE la admisibilidad y la simetria no son

verificadas necesariamente sobre toda la matriz.

3.2.2.2. Busqueda eficiente de aristas punteadas y miiltiples

Se denomina como aristas multiples entre los vértices i y j si |4;;] = |A4j| >
1. Recuerde que el algoritmo de inflaciones busca una arista punteada s r
en cada iteracién y luego realiza una inflacion T4 (G 4). Recuerde que una
flacion actia sélo en columna y fila r de A. Ademas, observe que ninguna

bigrafica G' con aristas multiples puede ser definida positiva. Idealmente, el
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algoritmo de inflaciones debe buscar tanto aristas punteadas como un par de
vértices con una arista multiple en cada iteracién. Si existen aristas multiples
entonces el algoritmo para inmediatamente, y se tiene que G no tiene tipo

Dynkin.

Con una estructura de datos que proporcione informacion acerca de las aristas
punteadas se puede acelerar su busqueda. Esta estructura de datos es una

matriz binaria g = (g1, g2, - - ., g») definida por

1 si existe al menos una arista punteada adyacente al vértice ;
9i =
0 en otro caso.

(3.1)

Después de realizar una inflacién T4 (G 4) tenemos que dar mantenimiento
a ¢. Esto es posible comprobando las filas y las columnas s, r de A, si hay otra
arista punteada que termina en el vértice ¢ entonces ¢g; = 1, sino ¢g; = 0. Sea
x el vértice distinguido de G. Si G es una bigrafica que no es sélida en flechas
entonces aplicando T},.! para todas las flechas punteadas u >z (0 zu si x es

una fuente) obtendremos una bigrafica sélida en flechas equivalente.

3.2.3. Inflaciones para el caso simétrico

Primero asuma que A es simétrica. Del Teorema 13 se sigue que si A es una
matriz casi Cartan definida positiva entonces toda cadena de inflaciones tiene

longitud a lo sumo:

5 (n+1) sin<4
((n)=<n (150 —168) + 504 si6<n <8 (3.2)

n(n—1) en otro caso
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Esto significa que si A es una matriz simétrica admisible y el Algoritmo de las
Inflaciones no ha llegado a su fin después de ¢ (n) iteraciones entonces A no es

definida positiva o no es una matriz casi Cartan.

3.2.4. Inflaciones para el caso no simétrico

Para el caso no simétrico se puede utilizar otro enfoque. Después de la Etapa 1
si A es no simétrica entonces A tiene un vértice distinguido on < 4. Sin <4
se aplica el Algoritmo de las Inflaciones a A, si el algoritmo no ha llegado a
su fin después de 24 iteraciones entonces A no tiene un tipo de Dynkin finito.
De lo contrario, sea G solido en flechas. Aplicando secuencialmente el Lema
15 se puede utilizar el Algoritmo de las Inflaciones sin introducir una flecha
punteada. Asi, el caso no simétrico puede resolverse aplicando inflaciones en

la bigrifica simétrica G*l usando como maximo ¢(n — 1) iteraciones.

3.2.5. Recuperando el tipo Dynkin

Suponiendo que el ciclo principal del Algoritmo de las Inflaciones termind
exitosamente en menos de ¢ (n) pasos, no habra aristas punteadas ni flechas
punteadas en GG, pero todavia tenemos que comprobar si G es un diagrama de
Dynkin y devolver el tipo Dynkin. Para ello, considere el siguiente método de

clasificacion:

1. Realice un transversal de graficas en la grafica subyacente de G y calcule
una lista de flechas y una lista de los vértices con exactamente uno o tres
vecinos; si el transversal revela cualquier ciclo, cualquier arista multiple,
cualquier vértice con més de 3 vecinos, o més de una flecha, Entonces GG
no es un diagrama de Dynkin. El recorrido transversal se puede realizar
utilizando un algoritmo de busqueda en profundidad (véase [19] para una

explicacion detallada).
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2. Si sélo existe un vértice u con exactamente 3 vecinos entonces:

a) si G contiene cualquier flecha entonces G no es un diagrama Dynkin;

b) realiza una buisqueda a lo ancho a partir de u y para cada vértice v
calcule la distancia d,, la cual consiste en el niumero de aristas de

el camino mas corto de u a v;
» si existe al menos un vértice a distancia 2 de u entonces G es
Dy,;
» si 6 <n <8, existe al menos un vértice a distancia 3 y exacta-

mente dos vértices a distancia 2 de u, entonces G es E,,.

¢) G no es un diagrama de Dynkin.
3. Sea x y y dos vértices con exactamente un vecino.

s Si G tiene exactamente una flecha uv—uv:

a) Siv € {z,y} entonces G es B,
b) Siu € {z,y} entonces G es C,
c

d

Sin=4yu,v¢{zr,y} entonces G es F,

)
)
)
) G no es un diagrama de Dynkin

s Ges A,

3.2.6. Analisis del algoritmo propuesto

En esta subseccion se analiza brevemente el algoritmo. Etapa 1 fue propuesta
en las subsecciones 3.2.2 y 3.2.2.2. Escaneando la matriz A antes del bucle
principal del Algoritmo de las Inflaciones se puede calcular g o encontrar aristas
miiltiples en O(n?) iteraciones. La bisqueda de una arista punteada se puede
hacer en O(n) buscando un ¢ tal que g; = 1 y luego escanear la i-th fila de A.
Finalmente, después de cada inflacién Tj, se puede buscar una arista punteada
o aristas multiples que terminan en r mediante el escaneado de la r-ésima fila

en O(n) operaciones. A partir de lo cual se puede implementar la Etapa 1 en
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O(n?) pasos. El niimero méximo de iteraciones en la Etapa 2 se mostré en
las subsecciones 3.2.4 y 3.2.3 O(n?) al costo de O(n) cada uno. Finalmente,
a partir de la subseccion 3.2.5 se tiene que la Etapa 3 se puede implementar
haciendo una biisqueda a lo ancho dos veces, para un total de O(n?) pasos.
Claramente, la Etapa 2 es la m4s lenta, con un tiempo de ejecucién de O(n?);

ast se tiene que la complejidad del algoritmo sugerido es O(n3).



Capitulo 4

Algebras de Lie complejas
semisimples asociadas a

matrices casi Cartan positivas.

En este capitulo se propone asociar a cada matriz casi Cartan definida positiva
A un élgebra de Lie compleja semisimple g5(A) definida por los generadores
ei,e_i, h; (1 <i < N)y las siguientes relaciones,

Ri(A) [hi, hj] = 0 para todo i, j,

RQ(A) [hz, 65]'] = _5Aij€6j7 para todo Z,] yee€ {1, —1},

R3(A) e, e—ci] = €h; para todo iy e € {1, —1},

R4(A) (ad es)'*"(es;) = 0, donde n = max{0, —e0A;;}, parae,d € {1,—1} y
1<i,7<N.

R5(A) [ecyiyy-- €, =0, donde (i1, ...,4;) es un ciclo sin cuerdas en G4 y

—El41, lffllZ >0
g €{l,—-1},a= { Al e

€141, if Aiziz+1 <0

o4



Algebras de Lie complejas semisimples asociadas a matrices casi Cartan
positivas.

95

para 1 <[ <t — 1. Los corchetes multiple son definidos inductivamente
por:

[T1, o, ..y @] = [T1, [T2, .. ., 24]].

El siguiente teorema es el principal resultado de este capitulo.

Teorema 14. Sean A y A’ matrices casi Cartan definidas positivas. Entonces
A~ A siysolosi gs(A) ~ gs(A).

4.1. Transformaciones elementales

El conjunto de matrices casi Cartan definidas positivas se denotara con qC'™.

Por Teorema 7 se tiene que el siguiente resultado es suficiente para probar el

Teorema 14.

Teorema 15. Sean A y A’ matrices casi Cartan no simétricas positivas. Si

A ~¢g A’ entonces g5(A) es isomorfo a g5(A’).

El siguiente resultado es 1til para reducir situaciones especiales.

Lema 16. Sea A una matriz casi Cartan no simétrica definida positiva y 1 <

i1, ..,1 < n. Entonces

(T AL, . L) DAT, AL, .. L) = (I, .. LTS A DAL, .. LT D s

it L gp it sr

donde ¢ es el nimero de indices a con 1 <a <tyi, € {r,s}.
Demostracion. Esto se sigue directamente del hecho que T4 I; = ;T2 para
i=r,sy T ;A I, = T, en otro caso. O]

Nota 2. Para demostrar el Teorema 15, es suficiente considerar los dos casos
A= D7 'I.DAI, y A = DT, 4" ) DAT_ "=, donde A, < 0.

),
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Proposicion 6. Sea A una matriz casi Cartan no simétrica definida positiva. Si

A" = D7'I,.DAI, entonces las &lgebras de Lie g5(A) y gs(A’) son isomorfas.

Demostracion. Denote por e;,e_;, h; v e, e . hl los generadores de g5(A) y

g5(A’) respectivamente. Ademés

€ epy, SIE=T —h,, sii=r.

- {eei, sii#r ~ {hi, sii#r

Verificar que estos elementos satisfacen las relaciones Ry (A’), Ra(A'), Rg(A4') y

R4(A’) es facil. Para verificar R5(A’) sea v = (i1, ...,4;) un ciclo sin cuerdas de
A’. Observe que 7 es también un ciclo sin cuerdas en A. Si r ¢ {iy,...,4;} la
comprobacion es muy facil. Sir € {iy,...,4}, r = i,, entonces sea e, € {1, —1}

e inductivamente

—El+1, if Aiziz+1 >0
g =
€141, if Ail’il+1 <0
para 1 <[ <t — 1. Entonces
[65’12'17 ce ey 6621_1%_17 eeaiaa 65;1+1ia+17 D 76521}]
= [ea’lila <. 76811711'@,17 €_cligs e€;+lia+1a SR 7€5tit]
= [eel’ila e Cey i 15 Ceyigs 68a+1ia+17 s 7€Etit] =. T,
donde ¢, = —¢, y €; = € para todo j # a. En orden de ver que z = 0, se

usard la relacién Rs(A). Para esto se debe asegurar que

—&l+1, si A >0

U1
g1 =

El+1, si A <0

U4

paral <[ <t—1y1<[<t—1. Esto se tiene facilmente de I,D = D;r y
A :Az’m_H para l # a,a — 1y de Al = _—A

Ui+ Ui+

l=a—1.

i, €N el caso que l =a o
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La subdlgebra de Lie gg(A) generada por é; y h; por (t=1,...,N, and ¢ €
{1,—1}) es claramente gg(A). Con lo cual se obtiene un homomorfismo de
&lgebras de Lie ¢ : gg(A’) — g¢(A) que aplica ¢, en é; y b, en h;. Similarmente
se obtiene un homomorfismo de &dlgebras de Lie 1 : gg(A) — gs(A’). Esto es

suficiente para probar que ¢ y 1 son inversos entre si.
O

Corolario 1. Existe un automorfismo ® de g5(¢q) que envia e.; a e_.; y h; a—h;
para todo 1 <i < N.

Demostracion. Denote por ¢, : g5(A) — g5(A) el isomorfismo que aplica e.; en
e v h;a TLZ', donde e,; y TLZ son definidos como en (4.1). Entonces el isomorfismo

b =piopso...0py aplicae, ene_; y h; en —h; paratodo 1 <i< N. [

El resto del capitulo esta dividido en varios pasos en orden de domostrar el
siguiente resultado, el cual es suficiente para demostrar el Teorema 15 (y por

lo tanto el Teorema 14).

Proposicion 7. Sea A una matriz casi Cartan no simétrica definida positiva,
Ay, <0y A= D YTA ) DA(T#=). Entonces gs(A) y g5(A’) son dlgebras de

Lie isomorfas.

4.2. Ciclos sin cuerdas en matrices casi Cartan

no simétricas definidas positivas

Un ciclo sin cuerdas en A es llamado positivo si cumple la condicion de ciclo.

Teorema 16. Si A es una matriz casi Cartan positiva y suponga que C =

(41,...,14) (t > 3) es un ciclo sin cuerdas en A, entonces B 4(C) es I —equivalente
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a uno de los suguientes cuatro tipos.

Gy @ - ° C?YV(In) °
S 7N,
CY¥ (Out) : o ClV: o250

PN -

Demostracion. La demostracion se sigue directamente de la clasificacion de las

matrices casi Cartan presentada en el capitulo 2. ]

4.3. Verificacion de las relaciones Ri(A')-Ry(A")

Asuma que A es una matriz casi Cartan definida positiva y A = T4 (A').
Denote los generadores de g5(A) por e;, e_;, h; y los generadores de gs(A’) por

!/ / !/
e, e, h.

Entonces los siguientes elementos en g5(A) €., h; pueden ser definidos como:

et’;‘i: ’L:

~ { lecr,€es], sii=r 7 { h, — Ayshg, sii=r si Ay = —1

€ci si1#r, h;, sit £ r
(4.2)
_ 1[ess,egs,ew], sit=r ~ { h, +hg, sii=r si Ay = —2
Cei = 2 hl =
€cis si1#r, hi, sii#r
(4.3)

Lema 17. Sea A' = D™ (T A" ) DAT 4. Los elementos ¢.; y h; satisfacen
las relaciones Ry (A’), Ro(A") y Rs(A).
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Demostracion. Claramente, estos elementos satisfacen las relaciones Ry(A’).
_ . . . = ~ _ _ _ /
»Para A, = —1, sii,j # r entonces [h;, €] = [hi, e.5] = cAjje; = Al e
Y [€ei, €—ei] = [€ciye—ci] = €h; = €hy, entonces s6lo los casos que involucran al
indice r deben ser considerados para la relaciones Ry(A’) y R3(A4’). Primero se

verifica que la relacion Ro(A’) se satisface.

o] = (B, [eors o] (por definicién)
= [ecr, [his €cs]] + [€css [€cry Dil] (por la identidad de Jacobi)
= —cAilecr, ees] + Ai[ecs, eer]  (by Ra(A') y la bilinearidad)
= —e(Air + Ais)ecr, €c]
= —cAj e (A}, = Ai + Ais).

De un modo similar, se tiene que:

[hrs €] = [hr — Arshs, €]
= —c(Ay — ArsAgjec;
= —e(A; + 24, )ee;
= —cAl e, (A, = A +24A,)

Para completar Ry(A’), se calcula

[hry€er] = [hr — Arshs, [ecr, ec]]
= [ecr, [hr — Apshs, ecs]] + [ecs, [€cr, by — Arpshy]]
= (—edps +eArAs)eer, es] + (€A — A Ay ) [ees, €2
= —e(Ars — ArsAss + Apr — ArsAsr)[€cr, €cd]

_ /
- _EArr 667" I

en la dltima igualdad se usa que Ags = A, =2, Ay, = —1, A, = 2y Al =
Para demostrar R3(A’) se puede repetidamente hacer uso de la identidad de

Jacobi y la igualdad [e.,e_..] = €h, (la cual es obtenida de R3(A)) en la
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tercera linea de las siguientes igualdades.

(i€ cr] = [[Ecrs €cs]s [6—crs €—cd]]
= [e—cr, [[€ers €es]s e—cs]] + [e—cs, [e—ery [€er, €c5]]]
= [e—cr, [[ecs; €es]s €er]] + [€—cs; [€css [€cry €1 ]]]
= —¢le—cr, [hs, ecr]] + €le—cs, [€cs, hr]
= SPAgle_g eo] + 7 Al s, €]
= —cA,h, —cA h,
= ¢eh, —cA,sh,

= ¢h,.

» En el caso Ay = —2, para probar Ry(A’) se tiene:

[his€er] = [hi, [€cs, €es, €cr] (por definicién)
= —2edecs, Ces, €] — A [Ces, Ecs, €cr )
= —e(Ap + 24;)[ecr, €]
= —cA e, (A, = Ai + 24A;5).

Similarmente se tiene que:

[hra eaj] = [hr + hs, efj]
= —e(Ay + Agj)e;
= _EA;ngj (A/m = A, + Asi)

Para completar la demostracién de Ra(A’), se calcula

[hm gar] = [hr + hsa [6557 €es, ear“
- _5(2147‘8 + 2Ass + ATT + Asr) [6687 €es, Cer

/
= —cA,, e,
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para probar R3(A’) podemos realizar el siguiente calculo

4[567’7 g—sr] - Hessa Ces; 687‘]7 [6—557 €_cs, 6—6r“

[[e—cs, €—cr], [[€cs: €ess €cr)s €—cs]] + [€—cs, [[€—css €—cr], [Ecs, €cs, €cr]]]

usando la identidad de Jacobi es fécil probar que [[e_cs, €—cr], [€cs, €cs, €or]] =

_([[[6557 657‘]7 [6—687 e—ar”a 6€S]+[[[6—88a 6—67’]7 ees]y [6557 657"” = _(0+Asr [6—67’7 [eesa eer]]) -
_AsrArseas
= _2[[6—687 e—sr]7 [eesa esr]] - AsrArs [e—ss; ees]
= _2€Asrhr - 2€Arsh3 + AsrArsghs
= 45}{7”.
L]

Lema 18. Sea A’ = T4+ (A), entonces se cumple que ¢.; y h; satisfacen las

relaciones Ry(A’).

Demostracion. » Sea A, = —1, se debe mostrar que (ad e,;)'*™ (&) = 0
donde m’ = méx{0, —ed Aj;}, para cualquier ¢,d € {1, —1} y cualquier 7, j =
1,...,n. Sii = j se consideran los casos cuando € = § y € = —9. El primero
es obvio. Si e = —4 se tiene que m’ = 2 y (ad ¢,)(c_) = eh; por R3(¢).
Por tanto (ad ¢.)%(€_;) es un miltplo de e.; por Re(¢), lo cual implica que
(ad e;)%(e_) = 0. Para i # j se distinguen varios casos, los cuales son

descritos como sigue.

» Caso i # r, j # r: Como consecuencia se tiene que €,; = €z, €5 = €55 y A;j =
Ayj, m' = max{0, —edA;;}, por lo cual (ad é) ™ (¢5;) = (ad e) T (e5;) =

0 por Ry(q).

»Casoi=r, j#rs:SiA.s =—1, entonces A’rj =A;+ A ysi Ay = =2,
entonces Al; = A,; + 24,;. Suponga que m’ = 0. Entonces se cumple que
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» Si A, =0, se tiene que A,; = —Ay; 0 A,; = —24; con lo cual ambos
son cero (por lo cual [e.,e5] = 0, [ecs, €5;] = 0 y consecuentemente

(ad e.)(es;) = 0 por R4(A) ) o ambos son distintos de cero y (j,7,s)
es un ciclo sin cuerdas en A de lo cual se obtiene (ad ¢.,)'*™ (&) =

[[ecr, €cs), €sj] = —[esj, [€er, €es])] = 0 por Rs(A).

» Si 55A;j > 0, se tiene que €0 A,; > 0y edA,; > 00edA,; <0yedA,; > 0.
Si edA,; > 0y edAs; > 0, entonces [e.,, es5;] = 0 = [e.s, €55] por Ra(A).
Usando la identidad de Jacobi se puede mostar que 0 = [[e., €x5], €55] =

(ad e.,)(es;). SiedA,; <0y edA,; > 0 la demostracion es obvia.

» Sim/ # 0, una de las siguientes tres condiciones se satisface:

(a) Asj:()yArjséO
(b) Asj#oyAerO

() As; 70y Apj #0

» Sim' =1, la demostracién para los casos (a) y (b) puede ser consultada

en [3]. El caso (c) es obvio.

» Sim’ = 2, entonces A]; = —2e§ y ademds se cumple que Ay; = 0 o
A,;; =0.Si Ag; =0, se obtiene

[688765j] 07
[657"7 €er,y Cer eﬁj] - 07
=0.

[ess: €es, esr]

[6537 Hesra ess]; €6j]] =0.
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[687‘7 668]7 Cer, 655]7 [[667’7 eas] 65]]
[667’7 ez—:s]y Cer, [[667“7 653]7 e&j“ £s

€es |€ [ [ Cer, 655]7 66]']] [657‘7 €es

[ ]
[ ]
[ I
[ I

€es, |€ [ [ Cery 6(5j]; ees]] [eem €es

Usando la identidad de Jacobi se obtiene que
(ad €,)°(€55) = —[ecs; [€cs, €cry €ers €55, [€ers Cesl] = [€cs, [[€crs €s1], [€cs, €er], [€cr, €cs]] -
Con lo cual,

(ad €,)°(€55) = [€cs, [€crs ers €55, €ers €es]] — (ad €r)°(E55)
por otro lado;

[657"7 €er, €555 Cer, ees] - [esm €er,y Cesy Cer eéj]
= _[esra €er, €esy €555 esr]
- [eam [€5j> ear] [eara ees] [667"7 €es) [eéja eer]7 ear]

i
= [eers [€5j; [€cr, €cs]]s €cr] + [[[€55, €cr), €cr]; €csy Eer]
= —[ecr; €er, €55, [€ers €es]] + [[[€5), €cr]; [€cs, €er]], €cr]
Cers [€555 €er]s Cess Cer]
Cers [€555 Cess Eers €cr

+ Cer; Eer, 6637 €es) esr]

]
]
]
—lecr, €cr, €55, [€crs €cs)
]
—lecr, €cr, €55, [€cr, €2

]

[

[ [

[ [

—[ecr, €er, €55, [€crs €s]] — |
[ [

[ [

[
[
[
[

—|€er; €er, €65, |€er, Ees €ery Cery €555 Cer,y ees]

]
J -
J -
]
J -
= —2[ecr, €cr, €55, €cp, Ces)

entonces [6557 [657"7 €er; €555 Cery eas]] =0 por lo cual (ad ggr)g(ggj) =0.

» El caso en el cual A,; = 0 es similar al anterior.
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»Casoi=r,j=s:51 A =1 entonces

(ad €.,)%(c_.s)

gar, [esm 655]7 e—as] )

Nsm [67557 ess]a ez—:r] )

=
=
= [€er, (—€)hs, €cr]
=

~ 2
€er, € Arsear] )

D

— ATSI:I:65T7 653]7 667’} )
= —A,,S(ad 657‘)2(658)7
=0

el cual es cero por Ry(q) teniendo en cuenta que 1+ max{0, —e%4,,} = 2. Por
otro lado se tiene que (ad €.,.)(€s) = [[ecr, €cs), €2s] = (ad ec4)*(eer) = 0 por

Ry4(g) nuevamente. Si A,; = 2, la demostracién es anédloga al caso anterior.
» Caso it # r,s, j =r: La demostracion es sil=milar al caso i =r, j #r,s.

»Casoi=s,j=r:siAl . =1e=—dseobtienequem’ =1y (ad e.)*(€_.,) =

[€csy €esy €—csy €—cp| = [€csy €—cry €—cs, €e5]. Con lo cual
(ad €)% (€ ) = [ees; €cr, —€hs] = [ecs, Arse_cp] = 0
por Ry(q). Si e =9, se tiene que m’ = 0 y por tanto
(ad ¢.,)(c.) = —(ad e.)*(eer) =0

por Ry(q) y teniendo en cuenta que max{0, —e?A,,} = 1. El argumento para

el caso A, = 2, es muy similar al caso anterior.

» Si Ay, = —2, para demostrar Ry(A’) se deben considerar los siguientes casos.
Sii=j 014,75 #r lademostracion es similar al caso cuando A, = —1.
»Casoi=r,j#r,s:Como A,; = —1, entonces se cumple que A’Tj = A, j+A

y ademas se satisface alguna de las siguientes condiciones:
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(a) Agj =0y A #0
(b) Ag; #0y Ay =0

(C) Asj#OyArj#O

> Si A, # 0y Ay # 0 se tiene que [es;, [€er, €es]] = 0 por R5(A), de lo cual

se obtiene [[es, [ezs; eer]]; €55] = [[€cs, €5j], [€cs, €cr]] = [er[€es) [€cs €s5]]]

0 aplicando R4(A), entonces (ad é.,)' ™™ (¢5;) = 0.

> Si Ay; # 0y A; =0, se tiene que para m’ = 1, [[e.s, [€es, €], €55] =

[ecr[€cs, [€cs, €55]]] = 0 como [egs, [ecs, €55]] = 0 por Ry(A). Si m' = 2

obtenemos una subgrafica que no es definida positiva.

> Si A;; =0y A # 0, para m' = 1 se tiene que [[ecs, [€cs, €cr]], €55] =
[ecr|€cs, [€es, €55]]] = 0 dado que [e.s, e5;] = 0 por Ry(A4). Si m/ = 2 se

obtiene una submatriz de A que no es una matriz casi Cartan.

»Caso i # r,s, j =r: La demostracion es similar al caso i =r, j # r,s.

»Caso i = s, j =r:Dado que A’ = 2, si m" = 0 se obtiene directamente por

R4(A). Si m' = 2 entonces § = —¢ de lo cual

Q(ad ges)g(g—sr) = [essa €esy Cesy C—csy C—cs e—ar] )
- Asr [ess’ €esy) C—cs, e—ar] )
= A:S))r [6537 efsr] ’

=0,



Algebras de Lie complejas semisimples asociadas a matrices casi Cartan
positivas.

4.4. Verificaciéon de las relaciones R;(A’)

Por el Teorema 16 y la Proposicién 6 es suficiente considerar los ciclos sin

cuerdas que aparecen en los tipos 1 a 5:

Lema 19. Para cualquier ciclo sin cuerdas v = (r,1,s) de tipo 1 en A’, los

siguientes monomios son cero en gs(A):

(CL) [essa €el, gsr] (b) [6—517 €_ces, gsr] (C) [e—esa gera 661] (d) [g—ar7 Ces, 651]

(6) [gsra €el, ez—:s] (f) [67517 gfera ess]

K K s K K
r- 17 1 e 1 r 1 e 1

Figura 4.1: Tipo 1

Demostracion. Primero se mostrard que [e.s, €1, €] = 0.

[ecss €1, €cr] = [€cs, €e1, Cer, Ces)
[€css €ery €e1, Ces)

= [[ec1, €es); €cry €24
[[ec1, €ers €es], €es]

= - [easa €e1, gar]
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Ahora se muestra que [e_.1,e_., €] = 0.

[6—817 €_cs, g&r] - [6—61a €_es; Eer,y eas]
= [67517 €er, €_cs, ess]
= €[e—ala €er, hfs]

= _Asr [6—51 ) ear]

Los casos (¢), (d) y (f) son similares al caso anterior. El caso (e) es un resultado
directo del caso (a). O

Lema 20. Para cualquier ciclo sin cuerdas v = (r,1,s) de tipo 2 en A’, los

siguientes monomios son cero en gs(A):

(a> [6687 €el1, gsr] (b) [6—817 €_es, gsr] (C> [6—687 gera 651] (d) [g—am Ces, 651]

(6) [gsra €e1, ess] (f) [67517 gfera ess]

Figura 4.2: Tipo 2

Demostracion. Primero se mostrard que le.s, e.1, €] = 0 al igual que en el

caso anterior.

[6537 €el, gsr] = _[6687 gz—:ru 661]

[gara €e1, ess]

la dltima oracién se obtiene de Ry(A) tomando en cuenta que [e., €| = 0.

Para A, A,;, A se tienen las siguientes posibilidades:
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(a) Si Ay, Ay y Agi son diferentes de 0, entonces existe un ciclo sin cuerdas

(i,s,7) en A, de lo cual [e., €1, e.5] =0,

(b) Sial menos A,; o Ay es igual a 0, entonces aplicando R4(A) se tiene que

[easy 6alagar] =00 [eesagam 651] =0.

Para demostrar que [e_.1, e_.q, €-,.] = 0 se tiene lo siguiente:

[6—617 €_¢s) ger] - _[6—617 Ces, eer]
= _([€ET7 [6*817 ess“ + [6537 [687“7 6751]])

= 0

Los casos (¢), (d) y (f) son similares al caso anterior. El caso (e) es un resultado

directo del caso (a). O

Lema 21. Sea v = (r,2,1,s) un ciclo sin cuerdas de tipo 3 en A’, entonces los

siguientes monomios son cero en gs(A):

(&) [6537 €el, €2, ger] (b) [67527 €_¢1,€—cs, g&r] (C) [6755) g&ra €e2, 651]
(d) [6—527 g—er; €es, 661] (6) [g—era €es, €el, 652] (f) [6—817 €_¢es) gery 682]

(h) [a:m €2, €e1, ess] (g) [6—517 €_¢2, g—sra ees]

S sy S—— 1

FiGura 4.3: Tipo 3

Demostracion. La demostracién es un resultado directo de la relacién Rs(A)
para los casos (b), (¢), (d) y (g). En el caso (a) se tiene que [es, €c1, €co, €er] =
[6887 gsr: €e2, 651] =0 por RE)(A) Dado que [67517 €_¢es) gsra 652] = [6751: €e2, gsra 6755] =

2[e_c1,€:9,e.r] = 0 el caso (f) se cumple. Para el caso (h) se obtiene que
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[gam €e2, €e1, ess] - [gsra €es, Cel, 652] - [[6617 652]7 essuger] =0 by R4(A> El caso
(e) es similar al (h). O

Lema 22. Sea v = (r,2,1,s) un ciclo sin cuerdas de tipo 4 en A’, entonces los

siguientes monomios son cero en gs(A):

(CL) [eesa €e1, €2, ger] (b) [6—52: €_c1,€—¢s; gsr] (C) [6—557 gsra €e2, 681]
(d> [6—627 g—em €es) 651] (6) [g—sra €esy Eel, 652] (f) [6—617 €_es, gsrv 682]

(h) [E/ET') €e2, €el, ess] (g) [6751, €_¢2, ’576,,7 658]

FiguraA 4.4: Tipo 4

Demostracion. La demostracion para los casos (b), (¢), (a), (d) y (h) es la mis-
ma que en el tipo 3. Para el caso (e) se obtiene que [€_..,€ecs, €1, €00 =

_[[6617662]76—6876—67"] = _[[651) [6—6576—57"]]7662] =0 por R5<A> Para demos-

trar (f),

[6—517 €_¢es) g&‘?"a 622] = [e—ala €e2, g&rv e—as]
- [6—517 €e2, Ees) ear]
= [[ecs, €cr]s €2, €21

0

En el caso (g) se tiene que

[6—517 €_¢2, g—ara 655] [6—517 €es, g—&ra 6—52]

[g—am 6—62]7 €es) e—sl]

[
0
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Lema 23. Sea v = (r,1,2) un ciclo sin cuerdas de tipo 5 en A’; entonces los

siguientes monomios son cero en gs(A):

(CL) [6827 €el, gsr] <b> [6—617 €_¢2, g&:r] (C) [6—627 gsm €e1, ] (d) [g—em €e2, 661]

(6) [gerv €e1, 682] (f) [67517 gfsra 652]

2 T 2 T T
r- 1 r- 1 re 17 1 - 1

Ficura 4.5: Tipo 5

Demostracion. Los casos (d) y (f) pueden ser obtenidos directamente. Para el
caso (a) se tiene que [6627 €el, gar] = _[6627 €es, Eel, esr] - _[6687 €2, €e1, eer] =0.

El resto de los casos puede ser obtenido por un procedimiento similar. O

Sea A una matriz casi Cartan positiva, A, < 0y A’ = T, 4 (A). Entonces los
elementos ¢; y h; satisfacen las relaciones Ri(A’)-Rs(A’) y por lo tanto existe

un homomorfismo ¢ : g5(A’) — g5(A) que aplica €., ae.; y h. a hi.

Similarmente, se definen los siguientes elementos g5(A’) €'.;, h/; como:

I [6,87“7 elES]’ lfl =r 77 hr/r- - Arsh;, if 1= if AST =—1
€ei = ;=

el if i £, R, ifi#r
~ 1[e’ el e, ifi=r ~ .+ h., ifi=r if Agp = —2
ey = 9 lresy Tesy rerh h/i — r EY sr

€L, if i # 7, hs, if i £ 7
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Con lo cual, existe un homomorfismo v : g5(A) — g5(A4’) y es facilmente

verificable que son mutuamente inversos. Si A, = —1 se tiene lo siguiente:

¥ o w(ear) = @([e;rv el—ss]) )
()0(6/57')7 80(6,—6«3)] )

[esr> 668]7 efss] )

= [
[
= —|[[e—cs, €es), €]
= clhs, €er)

2
= —¢€ Asr€5r7

= €er -

@([e,—es’ el—ES’ 6;7‘]) ?

/ / /

[¢<e—€s)7 90([6—557 esr])} )

1

€_¢s) [e—es’ _[ees’ [6557 eer] 3
2

1 1

-6—.&‘5; |:_§Heas; ear]a [6—&9’ ess] - 5[6687 [6557 667’]7 e—ss]:|:| 3

e (el cal il + ewnea] )|

[e—cs, [ees, €]
1

_ 2
= —Z¢€ Asrez-:ra

2

= €er -

N = N = N = N =N =N
1

Con lo cual el resultado se cumple.
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