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“A ti mi amor”



Agradecimientos
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Introducción

Con base en la teoŕıa clásica de álgebras de Lie complejas semisimples, ver

por ejemplo [1], se puede caracterizar la isomorf́ıa de estas álgebras, a partir

del espacio dual de la subálgebra de Cartan y una base del sistema de ráıces

asociado al espacio dual, mediante la cual se obtiene una matriz de Cartan.

Mediante el clásico teorema de Serre [2] cada álgebra de Lie compleja y semi-

simple g es isomorfa a una álgebra g4(A), definida por generadores y relaciones

en términos de la matriz de Cartan A asociada álgebra de Lie g. Este teorema

fue extendido por Barot y Rivera [3] con el objetivo de asignar una repre-

sentación a cada álgebra de Lie semisimple asociada a una matriz casi Cartan

simétrica definida positiva. El resultado principal de [3] permite caracterizar la

isomorf́ıa de las álgebras de Lie complejas semisimples a partir de la equivalen-

cia de matrices casi Cartan simétricas definidas positivas. Como parte de esta

propuesta se desea extender este teorema para matrices casi Cartan definidas

positivas no necesariamente simétricas. Es por ello, que otro de los objetivos de

este trabajo es caracterizar la equivalencia de matrices casi Cartan definidas

positivas.

Hasta el momento el método para saber si dos matrices casi Cartan definidas

positivas A y A′ son equivalentes es el siguiente:

(a) Usando el método de las inflaciones (ver [4]) se puede transformar cada

una de las matrices A y A′ en su correspondiente matriz de Cartan

asociada A∆ y A′∆.
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Caṕıtulo 1. Introducción 2

(b) Se verifica que las bigráficas (árboles) asociados a la matrices de Cartan

A∆ y A′∆ son isomorfos.

El método de las inflaciones resultó un avance a fin de determinar cuando dos

matrices casi Cartan de n × n son equivalentes. La complejidad de este algo-

ritmo usando un resultado de Ovsienko se puede acotar por n7n [ver además

[5]], como resultado de esta tesis, se muestra que para el caso definido positivo,

este algoritmo es polinomial (O(n6)) y se propone un algoritmo para decidir si

una matriz casi Cartan admisible es definida positiva y calcular su tipo Dyn-

kin en O(n3) operaciones [6]. En [7], [5] a cada matriz casi Cartan simétrica

y definida positiva se le asocia una bigráfica, en este trabajo se extiende el

concepto de bigráfica de modo que esta pueda ser asociada a cada matriz casi

Cartan definida positiva (simétricas y no simétricas). Mediante esta represen-

tación se busca caracterizar la equivalencia de matrices casi Cartan definidas

positivas de forma combinatoria. Espećıficamente, las matrices casi Cartan que

son equivalentes a matrices de Cartan no simétricas como las que se obtienen

de las Álgebras de Lie Bn, Cn,F4, y G2.



Caṕıtulo 1

Álgebras de Lie

En este caṕıtulo serán mostrados los resultados teóricos necesarios para una

mejor comprensión del problema de investigación. Los resultados y definiciones

correspondientes a las álgebras de Lie fueron consultados en [1].

1.1. Conceptos Básicos

Definición 1 (Álgebras de Lie). Sea K un campo. Un álgebra g es un espacio

vectorial sobre K con un producto [X, Y ] tal que es lineal en cada variable. El

álgebra es un Álgebra de Lie si el producto satisface también:

[X,X] = 0 para cada X ∈ g,

la Identidad de Jacobi:

[[X, Y ], Z] + [[Y, Z], X] + [[Z,X], Y ] = 0

para todo X, Y, Z ∈ g.

3
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Si a y b son subconjuntos de g se denotará como:

[a, b] = span{[X, Y ]|X ∈ a, Y ∈ b}.

Se dirá que g es abeliana si y sólo si [g, g] = {0}.

Para cada álgebra de Lie g se tiene la aplicación lineal ad : g → EndKg dada

por:

(adX)(Y ) = [X, Y ].

Sea g una K−álgebra asociativa, si se define el corchete como el conmutador:

[X, Y ] = XY − Y X

se tiene que (g, [−,−]) es una álgebra de Lie.

Una subálgebra de Lie de g es un subespacio vectorial h de g tal que:

[h, h] ⊆ h.

De igual manera se define el ideal h de un álgebra de Lie g como el subconjunto

de h de g tal que [h, g] ⊆ h.

Ejemplo 1. Bn, l ≥ 2, (so(2l+ 1,K)), es el álgebra de matrices antisimétricas

de dimensión impar,

o(2l + 1,K) = {A ∈ K(2l+1)×(2l+1) : A+ AT = 0}

los ideales en este caso son la propia álgebra y 0.

Definición 2. Sea la siguiente una sucesión de ideales de g, g1, . . . , gn tales

que g = g1, gn+1 = [gn, gn]. Se dirá que g es soluble si ∃ i tal que gi = 0. De

un modo similar si se toma la sucesión de ideales de g, g1, . . . , gn tales que

g = g1, gn+1 = [gn, g], g se denominará nilpotente si ∃ i tal que gi = 0.

Toda álgebra de Lie admite un único ideal soluble maximal llamado radical

(rad). Un álgebra de Lie se denomina semisimple si y sólo si radg = 0. De
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manera general puede resultar complicado determinar si un álgebra de Lie es

semisimple mediante este método. Por esta razón se introducirá la siguiente

definición:

Definición 3 (Forma de Killing). Se denomina Forma de Killing B a la forma

bilineal simétrica de g dada por:

B(X, Y ) = Tr(adX, adY ).

Esta resulta de gran importancia pues permite caracterizar las Álgebras de Lie

semisimples de una manera práctica y sencilla como se puede apreciar en el

siguiente teorema.

Teorema 1 (Criterio de Semisimplicidad de Cartan). El Álgebra de Lie g es

semisimple si y sólo si la Forma de Killing es no degenerada.

En general una forma bilineal f(x, y) de g es no degenerada si la aplicación de

g a g∗ dada por y → (x→ f(x, y)) es un isomorfismo. La no degeneración de la

forma de Killing tiene consecuencias relevantes como la identificación canónica

de g con g∗.

Asociado al concepto de álgebra semisimple se encuentra el de subálgebra de

Cartan, a partir del cual se desprenden las matrices de Cartan, las cuales

juegan un papel importante en este trabajo.

1.2. Subálgebra de Cartan

Definición 4 (Subálgebra de Cartan). Una subálgebra h de g se denomina

subálgebra de Cartan de g si satisface las siguientes condiciones:

h es nilpotente.

El normalizador de h es todo h; es decir,

h = n(h) = {x ∈ g [x, y] ∈ h, ∀y ∈ h}
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Es bien conocido que si un álgebra de Lie g es compleja semisimple, entonces

g tiene una subálgebra de Cartan h y que en el espacio dual de h, siempre se

puede definir un sistema de ráıces ∆ ⊆ h∗.

Ejemplo 2. Sea sp(2n,C) = {A ∈ C2n×2n : ATJ + JAT = 0} donde J =(
0 Idn

Idn 0

)
el álgebra de Lie compleja simple de tipo Cn. Se tiene la siguiente

subálgebra de Cartan h = H ∈ sp(2n,C) de la forma:

H =



h1

... 0

hn

−h1

0
...

0 −hn



1.3. Sistema de Ráıces

Definición 5 (Sistemas de Ráıces). Un sistema de ráıces en un espacio finito-

dimensional V con producto interno < ·, · > es un conjunto finito ∆ de ele-

mentos distintos de cero de V tales que:

∆ genera a V ,

Las tranformaciones ortogonales sα(φ) = φ− 2<φ,α>
|α|2 α, para α ∈ ∆, tiene

la siguiente propiedad sα(∆) ⊆ ∆

2<β,α>
|α|2 es un entero cualesquiera que sean α y β en ∆.

Si para todo α en ∆ se tiene que α es una ráız y 1
2
α no lo es, entonces se dirá

que el sistema de ráıces ∆ es reducido.

Definición 6 (Ráız Simple). Una ráız α es simple si α > 0 y α no puede ser

descompuesta como α = β1 + β2 donde β1, β2 son ráıces positivas, ver sección

II.5 de [1].
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Ejemplo 3. Sea h la subálgebra de Cartan definida en el ejemplo anterior y

sean ej(H) = hj, entonces el siguiente es un sistema de ráıces:

Φ = {±ei ± ej : 1 ≤ i 6= j ≤ n} ∪ {±2ek : k = 1 . . . n}

A partir de estas definiciones se puede introducir uno de los resultados más

importantes de las álgebras de Lie conocido como la descomposición de Cartan.

Sea α ∈ h∗ donde h∗ es el dual de la subálgebra de Cartan. Entonces se tiene

que el conjunto:

gα = {x ∈ g| [H, x] = α(H)x ∀H ∈ h}

es un subespacio vectorial g y g0 = h.

1.4. Descomposición de Cartan

Teorema 2 (Descomposición de Cartan). Sea g un álgebra de Lie compleja

Semisimple y sea h la subálgebra de Cartan. Entonces se tiene que:

g = h⊕
∑
α∈∆

gα.

Si ∆ es un sistema de ráıces, entonces existe una base de ráıces simples Π ⊆ ∆.

Definición 7 (Matriz de Cartan). Sea Π ⊆ ∆ una base de ráıces simples,

enumerado como Π = {α1, . . . , αl}, donde l = dimV . La matriz de l × l, A =

(Aij) dada por:

Aij =
2 < αi, αj >

|α2
i |

Se denomina matriz de Cartan de ∆ y Π. La matriz A no depende de la elección

de Π, ni de la elección de h y es única hasta isomorf́ıa de matrices.
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Si en la definición de matriz de Cartan dada anteriormente se considera una

base arbitraria (no necesariamente de ráıces simples) la matriz Aij obtenida

se denomina matriz casi Cartan. En [1] se presenta el siguiente resultado que

permite asociarle a cada matriz de Cartan un álgebra de Lie compleja semi-

simple.

Teorema 3 (Serre). Sea g un álgebra de Lie compleja semisimple y sea A la

matriz de Cartan A asociada a g. Sea g4(A) el álgebra de Lie generada por los

3l elementos {xi, ei, e−i : 1 ≤ i ≤ l} sujetos a las siguientes relaciones:

R1- [hi, hj] = 0, ∀i, j

R2- [hi, eεj] = −εAijeεj, ∀i, ε ∈ {1,−1}

R3- [eεi, e−εi] = εhi ∀i, ε ∈ {1,−1}

R4- (adeεi)
1+n(eδj) = 0, donde n = máx{0,−εδAij} ∀ε, δ ∈ {1,−1}

Entonces g4(∆) es un álgebra de Lie compleja semisimple, isomorfa a g.

En [3] se propuso el Teorema 4 que generaliza las relaciones dadas por Serre

para el caso de matrices casi-Cartan simétricas. Para presentar este resultado

es necesario introducir una definición y un poco de notación.

Se dice que dos matrices simétricas A y A′ son equivalentes si existe una matriz

Z-invertible T tal que A′ = T tAT .

Sea A una matriz casi Cartan definida positiva y simétrica, se denota como

g5(A) al álgebra de Lie compleja definida por el conjunto de generadores Bs =

{ei, e−i, hi : i = 1, . . . , l} y que satisface las relaciones R1, R2, R3, R4 y la

siguiente relación:

R5- [eε1i1 , . . . , eεtit ] = 0, donde (i1, . . . , it) es un ciclo sin cuerdas en A, εt ∈
{1,−1}, εl = −εl+1, si Aiδiδ+1

> 0; εl+1, si Aiδiδ+1
< 0, donde se usan
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corchetes múltiples, definidos inductivamente por

[x1, x2, . . . , xt] = [x1, [x2, . . . , xt]].

Teorema 4 (Relaciones de Serre Generalizadas (caso simétrico)). Sean A y A′

matrices casi Cartan definidas positivas y simétricas. Entonces las matrices A

y A′ son equivalentes, si y sólo si las álgebras de Lie complejas g5(A) y g5(A′)

son isomorfas.

Uno de los aportes de este trabajo, es extender los resultados del Teorema 4

a las matrices casi Cartan definidas positivas no simétricas. De este modo, la

isomorf́ıa de las álgebras de Lie complejas g5(A) y g5(A′) queda completamente

definida por la equivalencia de matrices casi Cartan. Además como parte de

este trabajo se realiza la caracterización combinatoria de esta equivalencia.

1.4.1. Matrices de Cartan

A lo largo de este trabajo Mm×n(K) (respectivamente Mn(K)) denotará el

conjunto formado por todas las matrices de tamaño m × n (respectivamente

n × n) con coeficientes en el anillo K ⊆ C. Sea A ∈ Mm×n(R). Sean I =

{i1, i2, ..., ik} con 1 ≤ i1 < i2 < ... < ik ≤ m e I ′ = {j1, j2, ..., jk} con

1 ≤ j1 < j2 < ... < jl ≤ n dos conjuntos de ind́ıces. La matriz S ∈ Mk×l(R)

con entradas Spq = Aipjq con p ∈ {1, 2, ..., k}, q ∈ {1, 2, ..., l} es llamada una

submatriz de A. Si k = l y jr = ir para r ∈ {1, 2, ..., k}, S es llamada una

submatriz principal de A. El k-ésimo menor principal es el determinante de

la submatriz principal A(k) = (A
(k)
ij ) donde i, j ∈ {1, 2, ..., k}.

Una matriz A ∈ Mn(R) es definida positiva en Rn si xtAx > 0 para todo

x ∈ Rn \ {0}.
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Existen matrices que son definidas positivas en Rn y no son necesariamente

simétricas, por ejemplo la matriz

A =

[
2 α

−2− α 2

]
para α 6= −1.

El siguiente resultado es considerado clásico por lo cual no se incluirá la de-

mostración.

Teorema 5. Sea A ∈ Mn(R) simétrica. Entonces, las siguientes propiedades

son equivalentes:

(a) La matriz A es definida positiva.

(b) Los menores principales de A son todos positivos (Criterio de Sylvester).

Existen varias formas de definir una matriz de Cartan, en esta sección se

iniciará con la definición dada en [1, páginas 157 y 158 ] y en la siguiente

sección se mostrará que es equivalente a la dada en [3].

Una matriz diagonal D = diag(d1, d2, ..., dn) con (D ∈ Mn(R) es llamada

positiva si di > 0 para cada i ∈ {1, 2, ..., n}.

Definición 8. [1, páginas 157 y 158 ] Una matriz de Cartan, es una matriz

A = (Aij) con A ∈Mn(Z) que cumple con lo siguiente:

(a) Aii = 2

(b) Aij = 0 si y sólo si Aji = 0

(c) Aij ≤ 0, para toda i 6= j

(d) Existe una matriz diagonal D ∈ Mn(R) positiva, tal que DAD−1 es

simétrica y definida positiva.

El siguiente es un ejemplo sencillo de una matriz de Cartan.
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Ejemplo 4. La matriz A =


2 −1 0

−1 2 −1

0 −2 2

 es una matriz de Cartan y D =


√

2 0 0

0
√

2 0

0 0 1

.

Lema 1. Sean A, D ∈Mn(R) con D = diag(d1, d2, ..., dn) una matriz diagonal

positiva tal que DAD−1 es simétrica, entonces

(a) Aij > 0 si, y sólo si, Aji > 0

(b) Aij < 0 si, y sólo si, Aji < 0

(c) Aij = 0 si, y sólo si, Aji = 0.

Demostración. Como la matriz DAD−1 es simétrica, entonces did
−1
j Aij =

djd
−1
i Aji. Por lo tanto Aij tiene el mismo signo que Aji y Aij = 0 si, y sólo si,

Aji = 0.

Este lema demuestra que la Definición 8 es equivalente a la siguiente definición.

Definición 9. Una matriz de Cartan, es una matriz A = (Aij) con A ∈Mn(Z)

tal que:

(a) Aij ≤ 0 si i 6= j y Aii = 2.

(b) existe una matriz diagonal positiva D ∈ Mn(R) tal que DAD−1 es

simétrica y definida positiva.

Una matriz A ∈Mn(R), es llamada simetrizable, si existe una matriz diagonal

positiva D ∈Mn(R) tal que DA es simétrica. La matriz diagonal D es llamada

un simetrizador de la matriz A.
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Observación 1. El simetrizador de una matriz A no es único, si D es un si-

metrizador de A, entonces para todo número real r > 0, rD también es un

simetrizador.

Lema 2. Sean A ∈Mn(R) las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. existe una matriz diagonal positiva D ∈ Mn(R) tal que DAD−1 es

simétrica.

2. A es simetrizable.

Demostración. Suponga que existe una matriz diagonal positiva D ∈ Mn(R)

tal que DAD−1 = S donde S es una matriz simétrica, tome D′ = D · D
entonces D′A = DSD y por lo tanto A es simetrizable. Ahora suponga que

la matriz A es simetrizable entonces existe una matriz diagonal positiva D =

diag(d1, d2, ..., dn) tal que DA = S con S una matriz simétrica, se toma D1 =

diag(
√
d1,
√
d2, ...,

√
dn) entonces D1AD

−1
1 = D1SD

−1
1 es simétrica.

A partir de el Lema 2 se obtiene que la Definición 9 es equivalente a la siguiente

definición.

Definición 10. Una matriz de Cartan, es una matriz A = (Aij) con A ∈Mn(Z)

tal que:

(a) Aij ≤ 0 si i 6= j y Aii = 2.

(b) existe una matriz diagonal positiva D ∈Mn(R), tal que DA es simétrica

y definida positiva.

Esta todav́ıa no es la definición buscada, aún se necesita que la matriz D sea

entera. Para obtener esta definición equivalente se introducen algunos resulta-

dos sobre las matrices de Cartan.

Proposición 1. [1] Sea A ∈Mn(Z) una matriz de Cartan. Sean i, j ∈ {1, 2...n}
con i 6= j entonces
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(a) 0 ≤ AijAji < 4

(b) Aij ∈ {0,−1,−2,−3}

Demostración. (a) Sea D la matriz diagonal que satisface la propiedad (b) de

la Definición 10 y suponga que D = diag(d1, d2, ..., dn). Por corolario 2 se sabe

que el determinante de la submatriz principal[
2di diAij

djAji 2dj

]

es positivo, entonces 4− AijAji > 0 y aśı AijAji < 4. Más aún, como Aij ≤ 0

y Aji ≤ 0 entonces AijAji ≥ 0.

(b) Si Aij 6= 0 entonces Aji 6= 0. Ahora como Aij, Aji ∈ Z y Aij ≤ 0 y Aji ≤ 0

el resultado se sigue de (a).

Este resultado permite asociarle una bigráfica BA a cada matriz de Cartan

A. Siguiendo los resultados expuestos en [15] una gráfica mixta es una terna

G = (V , E ,A) que consiste en un conjunto V 6= ∅ de vértices, un conjunto de

aristas E (no dirigidas) y un conjunto A de flechas tales que E ∩ A = ∅.
En este trabajo una bigráfica G es una gráfica mixta junto con una función

ω : E ∪ A → N que asigna el peso a cada arista o flecha e ∈ E ∪ A.

Aplicando esta nueva definición podemos asociar una bigráficaBA = (V , E ,A, ω)

a cada matriz de Cartan A como sigue:

V = {1, 2, . . . , n}

E = {eij | i, j ∈ V con i 6= j y |Aij| = |Aji| 6= 0}

A = {aij | i, j ∈ V con i 6= j y |Aij| < |Aji|}

Para todo e ∈ E ∪ A, ω(e) = Aji.
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Una matriz de Cartan A es conexa si su bigráfica asociada BA es conexa.

El siguiente resultado establece una propiedad importante de las matrices de

Cartan conexas.

Proposición 2. [1, Lema 2.56, página 160] Sea A una matriz de Cartan conexa.

Entonces la matriz diagonal D tal que DA es simétrica y definida positiva es

única hasta multiplicación por escalar.

Demostración. La demostración es en esencia la misma idea dada en [1], sólo

se ha modificado con el fin de facilitar su entendimiento. Suponga que D y

D′ son matrices diagonales con entradas positivas en la diagonal tales que las

matrices P = DA y P ′ = D′A son simétricas y definidas positivas. Entonces

diaij = djaji, d′iaij = d′jaji

con lo cual aij = aji = 0 o di(d
′
i)
−1 = (d′j)

−1dj. Si se hace di(d
′
i)
−1 = bi,

como A es conexa, existe un camino (simple) entre los vértices 1 y N , sea

W = (1, i1, . . . , N) ese camino en BA, es decir, existe una sucesión de enteros

1 = i0, i1, . . . , iN−1 = N tales que Ais−1is 6= 0 para 1 ≤ s < N . De esto se

obtiene

b1 = bi0 = bi1 = · · · = biN−2
= bN .

Aśı las entradas diagonales de D′ son proporcionales a las entradas diagonales

de D.

Es fácil convencerse que después de una permutación adecuada de ı́ndices, cada

matriz de Cartan se puede escribir como una matriz diagonal por bloques,

donde cada bloque es una matriz de Cartan conexa, es decir, dada una matriz

de Cartan A existe una matriz permutación P tal que P tAP es una matriz

diagonal por bloques, donde cada bloque es una matriz de Cartan conexa. Sin

embargo este trabajo se centrará exclusivamente en las matrices de Cartan
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conexas.

Las matrices de Cartan conexas están clasificadas (ver por ejemplo [1, páginas

170-184]), dada una matriz de Cartan conexa A, existe una matriz permutación

P tal que la bigráfica B′A asociada a la matriz A′ = P tAP es una de las dadas

en la siguiente lista, llamadas diagramas de Dynkin:

. . . n-1An 1 2 n

. . .Bn 2
1 2 n-1 n

. . .Cn
2

1 2 n-1 n

. . .Dn 1 2 n-2

n-1

n

1 2 3

4

5 6E6

1 2 3

4

5 6 7E7

1 2 3

4

5 6 7 8E8

F4
2

1 2 3 4

G2
3

1 2

Sea A∆ la matriz asociada al diagrama de Dynkin ∆. Si A∆ es simétrica,

entonces la matriz identidad es un simetrizador de A∆. Si ∆ = Bn, entonces

un simetrizador de A∆ es DBn = diag(2, . . . , 2, 1), si ∆ = Cn tenemos que

DCn = diag(1, . . . , 1, 2) es un simetrizador de A∆, finalmente si ∆ = F4 (∆ =

G2) entonces DF4 = diag(2, 2, 1, 1) (DG2 = diag(1, 3)) es simetrizador de A∆.

Lema 3. Sea A una matriz de Cartan y sea D un simetrizador de A. Si A′

es otra matriz de Cartan tal que A′ = P tAP (donde P es una matriz de

permutación), entonces D′ = P tDP es un simetrizador de A′.

Demostración. Tomemos D′ = P tDP , entonces

D′A′ = P tDPP tAP

= P tDAP
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y la matriz P tDAP es simétrica y por el criterio de Sylvester también es

definida positiva.

Aśı toda matriz de Cartan conexa tiene un simetrizador con entradas en los

enteros positivos, usando esta esta observación y la Proposición 2 podemos

concluir que la Definición 10 es equivalente a la siguiente definición, que es la

dada en [3, 8] .

Definición 11. Una matriz de Cartan, es una matriz A = (Aij) con A ∈Mn(Z)

tal que:

(a) Aij ≤ 0 si i 6= j y Aii = 2.

(b) existe una matriz diagonal positiva D ∈Mn(Z), tal que DA es simétrica

y definida positiva.

Observación 2. Si a la matriz D de la definición anterior se le pide que tenga

traza mı́nima, entonces por la Proposición 2, la matriz D es única y será

llamada el simetrizador de A.



Caṕıtulo 2

Matrices casi Cartan

no-simétricas definidas positivas

2.1. Introducción a las matrices casi Cartan

En esta sección se generalizan algunos de los resultados presentados en el

caṕıtulo anterior a matrices casi Cartan.

Definición 12. [3, 8] Una matriz casi Cartan, es una matriz A = (Aij) con

A ∈Mn(Z) tal que:

(a) Aii = 2.

(b) existe una matriz diagonal positiva D ∈Mn(Z), tal que DA es simétrica.

Se dice que una matriz casi Cartan A es definida positiva si y sólo si DA es

definida positiva.

La siguiente proposición es análoga a la Proposición 1

Proposición 3. Sea A ∈Mn(Z) una matriz casi Cartan definida positiva. Sean

i, j ∈ {1, 2...n} con i 6= j entonces

17
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(a) 0 ≤ AijAji < 4

(b) Aij ∈ {0,±1,±2,±3}

Demostración. (a) Sea D la matriz diagonal que satisface la propiedad (b) de la

Definición 12 y suponga que D = diag(d1, d2, ..., dn). Por criterio de Sylvester,

se tiene que el determinante de la submatriz principal[
2di diAij

djAji 2dj

]

es positivo, entonces 4−AijAji > 0 y aśı AijAji < 4. Más aún, como Aij y Aji

tienen el mismo signo, entonces AijAji ≥ 0.

(b) Si Aij 6= 0 entonces Aji 6= 0. Ahora como Aij, Aji ∈ Z el resultado se sigue

de (a).

Al igual que para las matrices de Cartan, este resultado permite asociarle una

bigráfica BA = (V , E ,A, ω) a cada matriz casi Cartan definida positiva A como

sigue:

V = {1, 2, . . . , n}

E = {eij | i, j ∈ V con i 6= j y |Aij| = |Aji| 6= 0}

A = {aij | i, j ∈ V con i 6= j y |Aij| < |Aji|}

Para todo e ∈ E ∪ A, ω(e) = Aji.

Una matriz casi Cartan A es conexa si su bigráfica asociada BA es conexa. El

siguiente resultado y su demostración son análogos a la Proposición 2.

Proposición 4. Sea A una matriz casi Cartan definida positiva y conexa. Enton-

ces la matriz diagonal D tal que DA es simétrica es única hasta multiplicación

por escalar.

Para cada matriz casi Cartan conexa y definida positiva A existe un único

simetrizador D ∈Mn(Z) de traza mı́nima que cumple con la Definición 12.
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2.2. Equivalencia de matrices casi Cartan de-

finidas positivas

Dos matrices casi Cartan A y A′ son equivalentes y se escribe A ∼ A′ si

existe una matriz T , Z−invertible tal que A′ = D′−1T T (DA)T, donde D y

D′ son matrices diagonales enteras con entradas positivas y conjugadas por

una matriz de permutación tales que DA y D′A′ son simétricas. Considere la

matriz elemental Eσ
sr = I+σese

T
r ; entonces T σsr(A) = D′−1(Eσ

sr)
T (DA)Eσ

sr será

llamada inflación si s 6= r y σ < 0, deflación si s 6= r y σ > 0 y cambio de

signo si s = r y σ = −1. Además considere la matriz de permutación Psr =

I−(es−er)(es−er)T . Se dirá que A y A′ son G−equivalentes (A ∼G A) si son

equivalentes y T es una composición de inflaciones, deflaciones, permutaciones

y cambios de signos.

Lema 4. Sea A una matriz casi Cartan conexa y definida positiva, D el simetri-

zador de A y T ∈ {Ir, P, E−Asrsr }. Entonces A′ = (D′)−1T TDAT es una matriz

casi Cartan definida positiva con simetrizador D′ =

P TDP, si T = P ;

D, en otro caso.

Demostración. Si T = E−Asrsr entonces:

D′A′ = E−Asrrs DAE−Asrsr

de esto se obtiene:

d′rA
′
rk = −AsrdsAsk + drArk

= dr(−ArsAsk + Ark)

como A es conexa, existe k 6= r tal que A′rk 6= 0 y como A′rk = −ArsAsk +Ark,

entonces d′r = dr.
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De igual manera:

d′kA
′
kr = −AsrdkAks + dkAkr

= dk(−AsrAks + Akr)

implica que d′k = dk

.

Ahora para demostrar que A
′
= D−1E−Asrrs DAE−Asrsr es una matriz casi Cartan

sólo resta probar que A
′
ii = 2.

A′rr = Arr − AsrArs − Ars(Asr − AsrAss) = Arr

si i 6= r entonces A′ii = Aii.

Si T = P entonces D′A′ = P TDAP con lo cual D′ = P TDP . Si T = Ir

entonces D = D′.

2.2.1. Formas cuadráticas enteras

Se denomina forma cuadrática entera a una función q : Zn → Z de la forma:

q(x) =
n∑
i=1

qix
2
i +

n∑
i<j

qijxixj

donde qi, qij ∈ Z y qi > 0 para todo i = 1, . . . , n. Se denomina forma integral

a la forma cuadrática entera q tal que
qij
qi
∈ Z. Si además se cumple que qi = 1

entonces se denomina forma unitaria. A cada matriz casi Cartan A se le puede
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asociar una forma cuadrática de la siguiente manera:

qDA(x) =
1

2
xTDAx.

Si A es simétrica entonces

qi =
aii
2
, qij = aij

en el caso de matrices casi Cartan no simétricas:

qi =
aii
2
di, qij = aijdi.

Se dirá que x ∈ Zn es una raiz de qDA si qDA(x) = qi para algún 1 ≤ i ≤ n. Sea

A ∈ qC y D el simetrizador de A. Se define como raiz positiva a una raiz x 6= 0

de qDA, tal que xi ≥ 0. Se denota por R (qDA) ⊆ Zn al conjunto de todas las

ráıces de qDA, y por R+ (qDA) ⊆ Nn al subconjunto de R (qDA) de las ráıces

positivas. Se denomina ráız de una forma cuadrática unitaria a los x ∈ Zn

tales que q(x) = 1. Esto se debe a que este conjunto constituye un sistema

de ráıces. En el caso de las formas cuadráticas enteras, asuma que ∆ es uno

de los diagramas de Dynkin An,Bn,Cn,Dn,E6,E7,E8,F4, o G2, D ∈Mn(Z) el

simetrizador de la matriz de Cartan A∆, y qDA∆
: Zn → Z la forma cuadrática

asociada. A partir de los resultados propuestos en [9], [10], [11], [12] se obtiene

que, para ∆ 6= Cn , el conjunto R (qDA∆
) de ráıces qDA∆

es un sistema de

ráıces reducido e irreducible y su diagrama de Dynkin asociado es ∆. Además,

se cumple que para ∆ = Cn, n ≥ 5, el conjunto R (qDA∆
) no es un sistema de

ráıces de tipo Cn.

Ejemplo 5. Considere la matriz de Cartan asociada al diagrama de Dynkin C5,

2 −1 0 0 0

−1 2 −1 0 0

0 −1 2 −1 0

0 0 −1 2 −1

0 0 0 −2 2


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es fácil mostrar que α = (0, 1, 0, 0, 0) y β = (−1,−2,−3,−3,−2) son elementos

de R(qDC5), pero:
2(α, β)

(α, α)
= −1

2
/∈ Z .

De lo cual se obtiene que R(qDC5) no es un sistema de ráıces.

En el Lema 11 se demuestra que el conjunto R+
(
qDACn

)
tiene cardinalidad

n
4

(n3 − 6n2 + 15n− 6), mientras que el conjunto de ráıces positivas de un sis-

tema irreducible de tipo Cn tiene cardinalidad n2, ver [11].

2.2.2. El método de las Inflaciones

El Teorema 6 permite caracterizar la equivalencia de formas cuadráticas ente-

ras y por ende de las matrices casi Cartan positivas a partir de su diagrama de

Dynkin asociado. Este fue demostrado para formas cuadráticas por Ovsienko

en [4] y también puede ser obtenido parcialmente a partir de resultados de

Makuracki [13]. Como parte de los resultados propuestos en este trabajo se ha

incluido una demostración inspirada en el Teorema 8.26 [14] para conveniencia

del lector (vea además [10], ambas son demostraciones para formas cuadráticas

unitarias).

Teorema 6 (Método de las inflaciones). Sea A una matriz casi Cartan definida

positiva, entonces A ∼ A∆ donde A∆ es una matriz de Cartan.

Demostración. Si existen s, r, s 6= r tal que Asr > 0, considere q = qDA,

donde qDA es la forma cuadrática asociada a DA, A′ = T−Asrsr (A) y q′ =

qDA′ . Entonces TAsrsr aplica el conjunto de ráıces de q, R (q) biyectivamente

en R (q′) y el conjunto de ráıces positivas R+ (q) inyectivamente en R+ (q′).

Como er = TAsrsr (er−Asres) ∈ R+ (q′) pero er−Asres no está enR+ (q), existen

menos elementos en R+ (q) que en R+ (q′). Además dado que el número de

ráıces positivas puede ser aumentado siempre que existan s, r, s 6= r tal que

Asr > 0, se cumple que |R+ (q′) | < |R+ (q∆) | < |R (q∆) |, el conjuntoR (q∆) es
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finito ver [14] y siguiendo este procedimiento se obtiene una matriz de Cartan

A∆.

El tipo Dynkin de la matriz casi Cartan definida positiva A queda determinado

por el diagrama de Dynkin asociado a la matriz A∆ del teorema anterior.

Sea A una matriz casi Cartan no-simétrica, para determinar el tipo Dynkin de

A es necesario utilizar inflaciones sobre DA, donde D es el simetrizador de A

el cual se demostró que es único. Sea A′ = D−1E−Asrrs (DA)E−Asrsr , entonces se

puede reducir el número de operaciones en la expresión aplicando el siguiente

resultado:

Proposición 5. Sea A una matriz casi Cartan positiva, D una matriz diagonal

con entradas positivas tal que DA es simétrica. Entonces:

D−1(E−Asrrs )D = E−Arsrs

Demostración. En la expresión D−1(E−Asrrs )D, los elementos de la diagonal

serán iguales a 1 y el resto de los elementos a excepción de la entrada rs deben

ser 0.

La entrada rs en el producto D−1(E−Asrrs ) es modificada como sigue:

la fila r de E−Asrrs es multiplicada por d−1
r ,

en la columna j multiplicando D−1(E−Asrrs ) por dj se obtiene −Asrdsd−1
r ,

pero −Asrds = −Arsdr, de lo cual se obtiene −Asrdsd−1
r = −Ars.

Se define T−Asrsr (A) = E−Arsrs AE−Asrsr . A partir de los resultados anteriores se

obtiene el siguiente algoritmo:

El teorema siguiente permite caracterizar la equivalencia usual de matrices a

partir de la equivalencia ∼G definida anteriormente.
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Algoritmo 2.2.1: Algoritmo de las Inflaciones

Entrada: Una matriz casi Cartan definida positiva A
1 mientras exista una entrada no diagonal Asr > 0 hacer
2 A := E−Arsrs AE−Asrsr ;

Teorema 7. Si A y A′ son matrices casi Cartan positivas. Entonces A′ ∼ A si

y sólo si A′ ∼G A.

Demostración. Si A′ ∼G A es claro que A′ ∼ A. Por el contrario si A′ ∼ A

entonces por Teorema 6 A′ ∼G A′∆ y A ∼G A∆ donde A∆ y A′∆ son matrices

de Cartan isomorfas. Luego A′ ∼G A.

2.3. Bigráficas.

Cada bigráfica G = (V , E ,A, ω) puede representarse gráficamente con un dia-

grama DG de puntos, ĺıneas (sólidas y punteadas) y flechas (sólidas y puntea-

das) con pesos. Los puntos del diagrama DG son representados por los vértices

de G, cada arista es representada de la siguiente forma:

• Sea euv ∈ E si ω(euv) < 0 (ω(euv) > 0) se traza una ĺınea sólida (puntea-

da) entre los puntos u y v con peso ω = ω(euv), u ω v ( u ω v ).

• Sea auv ∈ A si ω(auv) < 0 (ω(auv) > 0) se traza una flecha punteada (sóli-

da), con peso ω(auv) del vértice u al vértice v, u ω > v ( u ω > v ).

A lo largo de este trabajo no se hace distinción entre la bigráfica G y su dia-

grama DG.

Ejemplo 6. Si la bigráfica G está dada por los siguientes conjuntos

• El conjunto de vértices es V = {1, 2, 3, 4, 5, 6}.
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• El conjunto de aristas es E = {e12, e13, e24, e34, e35, e45}

• El conjunto flechas es {a56}

• ω(a56) = −2 y ω(euv) = −1 si {u, v} ∈ E .

Entonces el diagrama de G es

1 3

5 2 // 6

2 4

Si u, v ∈ V son tales que euv ∈ E , o que auv ∈ A, decimos que u y v son

adyacentes. Un camino del vértice u al vértice v en una gráfica mixta G es

una sucesión de vértices, W : v0v1 · · · vn−1vn, tal que para j = 1, . . . , n, los

vértices vj−1 y vj son adyacentes y u = v0, v = vn. El vértice inicial es v0, el

vértice final es vn, y los vértices v1, . . . , vn−1 son llamados vértices internos del

camino W ; la longitud de un camino W es el número de aristas y flechas en

W (contando repeticiones).

Ejemplo 7. De camino, longitud y vértices intermedios.

1

2 3

4

Un camino del vértice 1 al vértice 3 de longi-

tud uno seŕıa el 13, de longitud 2 tendŕıamos

los caminos 123 y 143 en los cuales los vértices

intermedios seŕıan 2 y 4 respectivamente. Un

camino de longitud 4 del vértice 1 al vértice 3

seŕıa 12423.

Un camino es cerrado si el vértice inicial es también el vértice final. Un ruta

es un camino donde las aristas y flechas no se repiten, un camino simple es



Bigráficas 26

una ruta en la que sus vértices internos no se repiten; un ciclo es un camino

simple cerrado de longitud al menos tres.

Ejemplo 8. Camino simple y ciclo

1

2 3

4

Un camino simple del vértice 1 al vértice 3 de lon-

gitud uno seŕıa el 13, de longitud 2 tendŕıamos los

caminos 123 y 143, de longitud 3 tendŕıamos el

1243, sin embargo se puede apreciar que no exis-

te un camino simple de longitud 4. Un ejemplo de

ciclo seŕıa 12341.

Una bigráfica es conexa si entre cada par de vértices existe un camino. Es fácil

demostrar que si existe un camino en G, entonces existe un camino simple en

G. Un camino trivial, ruta trivial, o camino simple trivial, consiste de un sólo

vértice sin aristas ni flechas.

Una sub-bigráfica de una bigráfica G es una bigráfica cuyo conjunto de vértices

(respectivamente conjunto de aristas y conjunto de flechas) es un subconjunto

del conjunto de vértices (respectivamente conjunto de aristas y conjunto de

flechas) de G y ω se restringe al subconjunto. La sub-bigráfica de G sub-

bigráfica inducida por el conjunto de vértices V1 ⊆ V es SG = (VS, ES,AS, ωEs)
donde ES (AS) consiste de cada arista (flecha) entre los vértices de VS. Un

ciclo sin cuerdas es un ciclo C : i1, . . . , it, i1 tal que C es una sub-bigráfica

inducida por el conjunto de vértices V1 = {i1, . . . , it}.
Una bigráfica G = (V , E ,A, ω) es llamada completa si |E|+ |A| =

(|V|
2

)
.

Ejemplo 9. Ciclo inducido y bigráfica completa

1

2 3

4

La bigráfica que aparece en la figura es completa,

en efecto basta comprobar que |V| = 4, |E|+ |A| =
5 + 1 = 6 =

(
4
2

)
.
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2.4. Operaciones sobre bigráficas

Sea A una matriz casi Cartan no-simétrica definida positiva. El principal ob-

jetivo de esta sección es aplicar operadores de inflación en el proceso de deter-

minar el tipo Dynkin de A directamente sobre la bigráfica asociada a A (vea,

[16]). Estas transformaciones serán realizadas sin utilizar multiplicaciones de

matrices y en términos de la suma de bigráficas que definiremos a continuación.

2.4.1. Suma de bigráficas

Definición 13. Sean G = (V , E ,A, ω), G′ = (V ′, E ′,A′, ω′). Entonces, la suma

de G y G′ se define como G⊕G′ = (V ∪ V ′, E ′′,A′′, ω′′) donde:

ω′′(e) =


ω(e), if e ∈ (E \ E ′) ∪ (A \ A′)

ω′(e), if e ∈ (E ′ \ E) ∪ (A′ \ A)

ω′(e) + ω(e), if e ∈ (E ∩ E ′) ∪ (A ∩A′)

E ′′ = (E ∪ E ′) \ {e ∈ E ∩ E ′ | ω′(e) + ω(e) = 0} y A′′ = (A∪A′) \ {e ∈ A∩A′ |
ω′(e) + ω(e) = 0}.

Nota 1. La operación ⊕ es conmutativa y asociativa.

2.4.2. Flaciones sobre matrices casi Cartan no simétri-

cas positivas.

Sea bri = −ArsAsi para todo i 6= r y Gbi
{i,r} la bigráfica asociada a cada arista

o flecha entre i y r. Si bir = bri 6= 0 entonces Gbi
{i,r} := i bri r ( respectiva-

mente i bri r) si bir < 0 (bir > 0). Si |bri| > |bir|, Gbi
{i,r} := i bri r ( i bri r) si

bir < 0 (bir > 0). Con T−Asrsr (G) denotamos la bigráfica asociada a la matriz
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A′ = E−Arsrs AE−Asrsr . Entonces toda inflación o deflación puede ser gráficamente

interpretada como sigue:

Teorema 8. Sea A una matriz casi Cartan conexa y positiva definida, G la

bigráfica asociada a A. Entonces se cumple que:

T−Asrsr (G) = G⊕
⊕

i 6= r, bir 6= 0

Gbi
{i,r}.

Demostración. Si realizamos el producto T−Asrsr (DA) = DA′ se obtiene:

A′ij =


Aij si i 6= r, j 6= r

Arj − ArsAsj if i = r, j 6= r

Air − AsrAis if i 6= r, j = r

el resto se obtiene directamente de las propiedades de la suma.

Ejemplo 10. Sea G una bigráfica, note que aplicando la inflación T−13 sobre G

es equivalente al siguiente procedimiento:

G⊕Gb1
{1,3} ⊕G

b2
{2,3} ⊕G

b4
{4,3} ⊕G

b5
{5,3}

1

2
3

4
5

6

7

(a) G

⊕1
2

3

⊕2
4

3

⊕4
2

3

⊕5
−2

3

G

(b) Teorema 8

1

2
3

4
5

6

7

(c) T−23(G)

Figura 2.1: Aplicando una inflación sobre la bigráfica G
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2.5. Matrices casi Cartan de tipo Bn

Se denota por F [X, Y ] y se denomina A − bloque a la bigráfica completa de

|X|+ |Y | vértices donde los conjuntos X, Y forman una partición de los vérti-

ces de F [X, Y ] y que posee las caracteŕısticas de que si v1, v2 ∈ X ∨ v1, v2 ∈ Y
entonces v1 y v2 están unidos por una arista punteada, en caso contrario si

v1 ∈ X, v2 ∈ Y entonces v1 y v2 están unidos por una arista sólida.

En [17] Barot demuestra que si G = (V , E ,A) es una bigráfica completa aso-

ciada a una matriz casi Cartan definida positiva de tipo An; entonces este debe

ser de tipo F [X, Y ] y tal que |X|+ |Y | = |V| = n.

2.5.1. Construcción de bigráficas de tipo Bn

Sea F [X, Y ] un A − bloque y sea v un vértice de F [X, Y ] se denota como
−→
Fv[X, Y ] (

←−
Fv[X, Y ]) y se denomina como B− bloque (C− bloque) a la bigráfica

obtenido de F [X, Y ] luego de sustituir cada arista sólida (punteada) incidente

en v por una flecha sólida (punteada) que apunta a (saliendo de) v. Al vértice v

se le nombrará vértice distinguido. Un vértice v ∈ V se denomina vértice fuente

(respectivamente pozo) si para todo aij ∈ A el vértice i (respectivamente j) es

igual a v y evj, eiv /∈ E .

Figura 2.2: A-bloque, B-bloque y C-bloque

x1

x2

x3 x4

x5

v

(a) F [X,Y]

x1

x2

x3 x4

x5

v

(b)
−→
Fv [X,Y]

x1

x2

x3 x4

x5

v

(c)
←−
Fv [X,Y]

En [17] es introducido el concepto de ensamble de A−bloques. Abarca y Rivera

[5] reinterpretaron este concepto para introducir el árbol de A−bloques.
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En este trabajo es presentado el ensamble de un modo mas general en términos

de la suma de bigráficas.

Sean G1, G2, . . . , Gn bigráficas y G una bigráfica tal que:

G = G1 ⊕G2 ⊕ . . .⊕Gn

entonces G es un ensamble de las bigráficas Gi, i ∈ {1, . . . , n}.

Sea G = G1⊕G2⊕. . .⊕Gn la bigráfica conexa compuesta por el ensamble de los

A-bloques G2, G3, . . . , Gn y el B-bloque G1, tal que las componentes conexas

de G son exactamente G1, G2, . . . , Gn, todo vértice de separación es la intersec-

ción de exactamente dos bloques y el vértice distinguido no es de separación.

La bigráfica resultante será llamada B-ensamble. Bajo las mismas hipótesis y

reemplazando el B-bloque por un C-bloque es obtenida una definición similar

para C-ensamble.

3

4
5

67

8

1

2

(d) G

1 2

7

(e) A1

7

6

5

8

(f) B1

3 4

5

(g) A2

Figura 2.3: Descomposición del B-ensamble G en bloques

Lema 5. Sea G =
−→
Fv[X, Y ] un B − bloque. Entonces para toda flación T−Asrsr ,

s, r ∈ X ∪ Y :

(a) T−Asrsr G = (G− r)⊕ s r si s, r /∈ {v} y Asr > 0 ,

T−Asrsr G = (G− r)⊕ s r si s, r /∈ {v} y Asr < 0 .

(b) T−Asrsr G = (G− r)⊕ s r si r = v y Asr > 0 ,

T−Asrsr G = (G− r)⊕ s r si r = v y Asr < 0 .
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1

2

3

4

5

(a) G

12

34

5

(b) T−A45
45 (G)

Figura 2.4: Efectos de las flaciones sobre los B-bloques

(c) T−Asrsr G =
−→
Fv[X ∪ {r}, Y \ {r}] si s = v .

Demostración. (a) Sean s 6= v y r 6= v. Se puede asumir sin pérdida de

generalidad que v, r ∈ Y y Asr > 0. Aplicando T−Asrsr se obtiene:

T−Asrsr (G) = G⊕
⊕
i 6=r
bir 6=0

Gbi
{i,r} ,

=
−→
Fv[X, Y ]⊕

⊕
i 6=s,v
bir>0

i r ⊕
⊕
i 6=s,v
bir<0

i r ⊕ r v ⊕Gbs
{s,r} ,

=
−→
Fv[X, Y ]⊕

⊕
i ∈ X

i r ⊕
⊕

i ∈ Y \ {r, s, v}

i r ⊕ r v ⊕ s 2 r ,

=
−→
Fv[X, Y \ {r}]⊕ s r ⊕ s 2 r ,

T−Asrsr (G) = (
−→
Fv[X, Y ]− r)⊕ s r .

(b) Si r = v yAsr > 0, entonces aplicando el mismo procedimiento se obtiene:

T−Asrsr (G) =
−→
Fv[X, Y \ {r}]⊕ s r ⊕Gbs

{s,r} . (2.1)

(c) Si s = v para toda arista o flecha entre los vértices i y r con peso ω existe

una arista o flecha entre los mismos vértices con peso −2ω. Con lo cual

el resultado se cumple.
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Lema 6. Sea G =
−→
Fv ⊕ F un B-ensamble, donde

−→
Fv es un B−bloque, F es un

A−bloque y s es el vértice de separación, entonces:

si r 6= v, T−Asrsr (G) = (
−→
Fv − r)⊕ F ′ donde F ′ − r = F ,

si r = v, T−Asrsr (G) =
−→
F ′v ⊕ F ′′ donde

−→
F ′v − r = F , F ′′ =

−→
Fv − r .

Demostración. Asuma que
−→
Fv =

−→
Fv[X, Y ] , F = F [X ′, Y ′] , r ∈ X ∪ Y − {v} ,

y s ∈ X ∩X ′ , entonces, si Asr < 0 :

T−Asrsr (G) =
−→
Fv[X, Y ]⊕ F [X ′, Y ′]⊕

⊕
i 6= r, bir 6= 0

Gbi
{i,r} ,

=
−→
Fv[X, Y ]⊕ F [X ′, Y ′]⊕

⊕
i 6= r, i ∈ X ∪ Y

Gbi
{i,r} ⊕

⊕
j ∈ X ′ ∪ Y ′

G
bj
{j,r} ,

= (
−→
Fv[X, Y ]− r)⊕

⊕
j ∈ X ′ ∪ Y ′

G
bj
{j,r} ⊕ F [X ′, Y ′] ,

= (
−→
Fv[X, Y ]− r)⊕ F [X ′ ∪ {r}, Y ′] .

de lo cual se puede elegir F [X ′∪{r}, Y ′] como F ′, note que si Asr > 0 entonces

F ′ = F [X ′, Y ′ ∪ {r}]. Si r = v escogiendo F ′′ =
−→
Fv[X, Y ] − r y

−→
F ′v = F [X ′ ∪

{r}, Y ′] se obtiene el resultado deseado.

2.5.2. Demostración del resultado principal para Bn

Resulta de interés conocer si los B−ensambles son invariantes bajo flaciones,

i.e. si G es un B−ensamble, entonces T σsrG es también un B−ensamble.

Lema 7. SeaA una matriz casi Cartan,BA un B−ensamble. Entonces T−Asrsr (BA)

es un B−ensamble (vea, [16]).

Demostración. Como BA es un B-ensamble, se tiene que:

BA = G⊕ F [X ′, Y ′]⊕
−→
Fv[X, Y ] ,
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donde
−→
Fv[X, Y ] es el B−bloque en BA, F [X ′, Y ′] es un A-bloque, G y G ⊕

F [X ′, Y ′] son A-ensambles, y F [X ′, Y ′]⊕
−→
Fv[X, Y ] es un B-ensamble. Si s, r ∈

V(G⊕ F [X ′, Y ′]) y s /∈ X ∪ Y , entonces se cumple:

T−Asrsr (BA) = T−Asrsr (G⊕ F [X ′, Y ′])⊕
−→
Fv[X, Y ] .

A partir de los resultados propuestos en [17] y [5], T−Asrsr (G⊕F [X ′, Y ′]) es un

A−ensamble. Como s no es un vértice de separación, entonces T−Asrsr (BA) es

un B-ensamble.

Si s, r ∈ (X ∪ Y ) y s ∈ X ′ ∪ Y ′ es un vértice de separación, entonces:

T−Asrsr (BA) = G⊕ T−Asrsr (F [X ′, Y ′]⊕
−→
Fv[X, Y ]) .

Asuma sin pérdida de generalidad que s ∈ X ′ y r ∈ Y . A partir del Lema 6,

si Asr < 0 entonces

T−Asrsr (BA) = G⊕ (F [X ′ ∪ {r}, Y ′]⊕ (
−→
Fv[X, Y ]− r)) ,

y por lo tanto T−Asrsr (BA) es un B-ensamble. De un modo similar, si s, r ∈
(X ′∪Y ′) y s ∈ X ∪Y es un vértice de separación, entonces se tiene que s ∈ X
y v ∈ Y ′.

T−Asrsr (BA) = G⊕ ((F [X ′, Y ′]− r)⊕
−→
Fv[X ∪ {r}, Y ]) .

Si s, r ∈ X ∪ Y y s, r no son vértices de separación, aplicando el Lema 5 se

cumple que T−Asrsr (BA) es un B−ensamble.

Teorema 9. Sea G un B−ensamble, T una composición de flaciones. Entonces

T (G), es un B−ensamble.

Demostración. La demostración se puede obtener fácilmente por inducción

sobre el número de flaciones en la composición T . El caso base fue probado en

el Lema 7.
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Ya fue probada una implicación del resultado principal. Para probar la otra

implicación será conveniente comenzar probando que todo B−bloque tiene tipo

Dynkin B.

Lema 8. Todo B−bloque no vaćıo G =
−→
Fv[X, Y ] tiene tipo Dynkin B.

Demostración. Suponga que v ∈ Y , y X 6= ∅, X = {x1, . . . , xk}. Aplicando

T−1
x2x1

sobre G es obtenido:

T−1
x2x1

(G) =
−→
Fv[X \ {x1}, Y ]⊕ x1 x2 ,

aplicando sucesivamente T−1
xixi−1

a G.

T−1
xkxk−1

. . . T−1
x2x1

(G) =
−→
Fv[{xk}, Y ]⊕

⊕
i ∈ [2 . . . k]

xi−1 xi .

si |Y | > 1 y tomando Y = {y1, . . . , yk′} si se aplica un argumento similar,

T−1
yk′yk′−1

. . . T−1
y2y1

T−1
xkxk−1

. . . T−1
x2x1

(G) ,

= F [{xk}, {y1}]⊕
⊕

i ∈ [2 . . . k],

xi−1 xi ⊕
⊕

j ∈ [2 . . . k′],

yi−1 yi ⊕ yk′ v .

Si X = ∅ aplicando directamente T−1
yk′yk′−1

. . . T−1
y2y1

sobre G se obtiene el resul-

tado deseado. Con lo cual
−→
Fv[X, Y ] tiene tipo Dynkin B.

Teorema 10. Sea G un B−ensamble entonces existe una sucesión de flaciones

con composición T tal que T (G) es un B−bloque.

Demostración. Sea

G =
⊕

i ∈ [2 . . . k′],

F [Xi, Yi]⊕
−→
Fv[X, Y ]
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siguiendo los resultados obtenidos en [5] ∃ X ′, Y ′ y una sucesión de inflaciones

con composición T tal que F [X ′, Y ′] = T (
⊕

i ∈ [2 . . . k′],
F [Xi, Yi]), entonces:

T (G) = F [X ′, Y ′]⊕
−−−−−→
Fv[X, Y ]

Sea s ∈ Y ∪ Y ′ un vértice de separación, aplicando la transformación T 1
sx′ :

T 1
sx′(G) =

−→
Fv[X, Y ∪ {x′}]⊕ F [X ′ − {x′}, Y ′]

Repitiendo este procedimiento para todo x′ en X ′ ∪ Y ′ el B−ensamble puede

ser embebido en un sólo B−bloque. El resto de la demostración puede ser

deducido fácilmente del lema 8.

El siguiente teorema es una consecuencia directa de los resultados anteriores

y es el principal resultado de esta sección.

Teorema 11. Sea G una bigráfica. Entonces, G tiene tipo Dynkin B si y sólo

si es un B−ensamble.

2.5.2.1. Ráıces de la forma cuadrática asociada a Bn.

Sea q la forma cuadrática asociada a la matriz casi Cartan Bn, entonces esta

puede ser representada del siguiente modo:

q(x1, . . . , xn) =

n−1,n∑
i<j

(xi − xj)2 + x2
1

donde sus ráıces conforman el siguiente conjunto:

{x ∈ Zn : q(x) = 1 ó 2}.

Para el cálculo de las ráıces positivas consideraremos sólo los x ∈ Nn. Veamos

primero para cuales valores de x se cumple que q(x) = 2. Claramente esto sólo

se cumple si exactamente dos sumandos son iguales a 1, si x1 = 1 entonces; x1 =
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x2 = . . . = xi = 1, xi+1 = . . . = xn = 0 ó 2 ó x1 = 1, x2 = . . . = xn = 0 ó 2. Si

x1 = 0 entonces; x1 = x2 = . . . = xi = 0, xi+1 = . . . = xk = 1, xk+1 = . . . =

xn = 0 ó 2. De igual manera para que se cumpla que q(x) = 1 exactamente un

sumando debe ser 1 y el resto 0. Si x1 = 1 entonces; x1 = x2 = . . . = xn = 1,

si x1 = 0; x1 = x2 = . . . = xi = 0, xi+1 = . . . = xn = 1. Con lo cual las ráıces

de Bn son las siguientes:

Ráıces

(0, . . . , 0, 1, . . . , 1, 0, . . . , 0) (n−2)(n−1)
2

(0, . . . , 0, 1, . . . , 1, 2, . . . , 2) (n−2)(n−1)
2

(1, . . . , 1, 2, . . . , 2) (n− 1)
(1, . . . , 1, 0, . . . , 0) (n− 1)
(0, . . . , 0, 1, . . . , 1) (n− 1)
(1, . . . , 1) 1

Total n2

2.6. Bigráficas de tipo Dynkin Cn

Lema 9. Sea A una matriz casi Cartan definida positiva tal que At es una

matriz casi Cartan definida positiva, además:

A′ = T−Asrsr (A) ,

entonces, (A′)t y At tienen el mismo tipo Dynkin.

Demostración.

(A′)t = (E−Arsrs AE−Asrsr )t ,

= (E−Asrsr )tAt(E−Arsrs )t ,
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= E−Asrrs AtE−Arssr ,

= E−A
t
rs

rs AtE−A
t
sr

sr ,

= T−A
t
sr

sr (At) ,

con lo cual (A′)t tiene el mismo tipo Dynkin que At.

Lema 10. Si A y At son matrices casi Cartan definidas positivas y {T σkij } es

una secuencia de flaciones con composición T tal que:

A′ = T (A) , (2.2)

entonces, las matrices (A′)t y At tienen el mismo tipo Dynkin.

Demostración. La demostración puede ser realizada aplicando inducción sobre

el número de elementos en la sucesión {T σkij }. El caso base puede ser obtenido

del lema 9.

Por el Teorema 10, toda matriz tiene tipo Dynkin Bn si y sólo si su transpuesta

tiene tipo Dynkin Cn. Sea A una matriz casi Cartan y BA un B−ensamble.

Entonces (AT )ij = Aji = Aij, |(AT )vj| = |Ajv| = 1 y |(AT )jv| = |Avj| = 2. De

lo cual BAT se mantiene igual a BA, pero, con las flechas en dirección opuesta.

El siguiente teorema es obtenido directamente de los resultados presentados

anteriormente y es el teorema fundamental de esta sección.

Teorema 12. Sea G una bigráfica. Entonces G tiene tipo Dynkin Cn si y sólo

si es un C−ensamble.

2.6.1. Ráıces de la forma cuadrática asociada a Cn

Lema 11. Sea q : Zn → Z la forma cuadrática integral asociada a Cn. Entonces

q tiene n
4

(n3 − 6n2 + 15n− 6) ráıces positivas.
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Demostración. El conjunto de ráıces positivas de C está compuesto por los

x ∈ Zn tales que:

∑
1≤i≤n−1

x2
i −

∑
1≤i<n−1

xi xi+1 + 2x2
n − 2xn−1 xn ∈ {1, 2}

o equivalentemente

x2
1 +

∑
1≤i<n

(xi − xi+1)2 + (xn−1 − 2xn)2 ∈ {2, 4} (2.3)

Se calculan los vectores positivos x ∈ Zn tales que el polinomio (2.3) toma el

valor 2 ó 4. Usando un argumento similar que en el lema anterior se tiene que

las n-uplas son las que aparecen en el Cuadro 2.1.

El siguiente resultado es una consecuencia directa de [14, Prop. 8.25] y del

cálculo de las ráıces de las formas integrales asociadas a Bn y Cn.

Teorema 13. Sea qDA una forma integral tal que BA es un diagrama de Dynkin.

Entonces |R+ (qDA) | es como se indica en la siguiente lista:

An Bn Cn Dn E6 E7 E8 F4 G2

n
2

(n+ 1) n2 n
4

(n3 − 6n2 + 15n− 6) n (n− 1) 36 63 120 24 6

2.7. Bigráficas de tipo Dynkin F4

En [18] Kasjan y Simson estudiaron un enfoque diferente de la Z−equivalencia

de matrices casi Cartan en M4(Z). Una matriz casi Cartan definida positiva A

(con simetrizador D) tiene tipo Dynkin F4 si y sólo si:

(i) D = P tD∆P con P una matriz de permutación y D∆ = diag(1, 1, 2, 2).
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Ráıces Conteo

(0, . . . , 0, 1, . . . , 1, 0, . . . , 0) (n−2)(n−1)
2

(1, . . . , 1, 2, . . . , 2, 1) (n− 2)
(1, . . . , 1, 0, . . . , 0) (n− 1)
(0, . . . , 0, 1, . . . , 1, 1) (n− 2)
(1, . . . , 1) 1
(0, . . . , 0, 1, . . . , 1, 0, . . . , 0, 1, . . . , 1, 2, . . . 2, 1)

(0, . . . , 0, 1, . . . , 1, 2, . . . , 2, 1, . . . , 1, 2, . . . 2, 1) 1
2

∑n−6
k=0(k + 1)(n− 5− k)(n− 4− k)

(0, . . . , 0, 1, . . . , 1, 2, . . . , 2, 3, . . . , 3, 2, . . . 2, 1)
(0, . . . , 0, 1, . . . , 1, 2, . . . , 2, 3, . . . , 3, 4, . . . 4, 2)
(0, . . . , 0, 1, . . . , 1, 0, . . . , 0, 1, . . . 1, 0, . . . , 0)

(0, . . . , 0, 1, . . . , 1, 2, . . . , 2, 1, . . . , 1, 0, . . . 0) 1
2

∑n−5
k=0(k + 1)(n− 4− k)(n− 3− k)

(0, . . . , 0, 1, . . . , 1, 0, . . . , 0, 1, . . . 1, 1)
(0, . . . , 0, 1, . . . , 1, 2, . . . , 2, 1, . . . 1, 1)

(0, . . . , 0, 1, . . . , 1, 2, . . . , 2, 3, . . . 3, 1) 1
2

∑n−5
k=0(n− 4− k)(n− 3− k)

(0, . . . , 0, 1, . . . , 1, 2, . . . , 2, 3, . . . 3, 2)
(1, . . . , 1, 2, . . . , 2, 3, . . . , 3, 4, . . . 4, 2)
(1, . . . , 1, 0, . . . , 0, 1, . . . , 1, 0, . . . 0)

(1, . . . , 1, 2, . . . , 2, 1, . . . , 1, 0, . . . 0) 1
2

∑n−4
k=0(n− 3− k)(n− 2− k)

(1, . . . , 1, 2, . . . , 2, 3, . . . , 3, 2, . . . 2)
(1, . . . , 1, 0, . . . , 0, 1, . . . , 1, 1)

(1, . . . , 1, 2, . . . , 2, 3, . . . , 3, 1) (n−3)(n−2)
2

(0, . . . , 01) 1

Total n
4

(n3 − 6n2 + 15n− 6)

Cuadro 2.1: Ráıces de la forma cuadrática asociada a Cn

(ii) speccG∆
= speccG∆′

donde speccG∆′
es el espectro de una matriz trian-

gular superior G∆′ = (gij) dado por gii = 1
2
(DA)ii y gij = (DA)ij para

todo i < j.

En esta sección nosotros presentamos una descripción completa de las bigráfi-

cas de tipo Dynkin F4 en términos de la Z−equivalencia definida al inicio de

este documento. Esta caracterización es constructiva y permite determinar si

una bigráfica tiene tipo Dynkin F4 por inspección simple.
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Lema 12. Sea G una bigráfica tal que G = F4. Entonces para toda sucesión

de flaciones T , GT es una extensión por un vértice de una bigráfica de tipo

Dynkin B3 o C3.

Demostración. Sea A′ la matrix casi Cartan asociada a T (G). Dado que A′

es una matriz casi Cartan conexa y definida positiva de tipo Dynkin F4, toda

submatriz principal conexa S de A′ con S ∈ M3(Z) debe ser una matriz casi

Cartan definida positiva de tipo Dynkin A3,B3 ó C3. Para probar que existe

una submatriz principal conexa S con tipo Dynkin B3 o C3, suponga que toda

S de A′ con S ∈ M3(Z) tiene tipo Dynkin A3. Como A′ es una matriz no

simétrica, existen dos vertices r, v de T (G) tales que máx{|Arv|, |Avr|} 6= 1 y

la submatriz principal conexa que contiene la fila y columna correspondiente

a r y v respectivamente, claramente no posee tipo Dynkin A. Con lo cual A′

necesariamete tiene una submatrix principal conexa de tipo Dynkin B3 ó C3 y

el resultado se cumple.

Lema 13. Sea G una bigráfica de tipo Dynkin B3 o C3. Entonces una bigráfica

tiene tipo Dynkin F4 si y sólo si es una extensión por un vértice y de G tal

que:

hay una arista entre v y y,

toda conexión entre y y cualesquiera de los vértices no distinguidos de-

berá ser por una flecha tal que esta apunta a (sale de) y si v es un pozo

(fuente),

condición de ciclo: todo ciclo sin cuerdas deberá tener un número impar

de conecciones punteadas (aristas o flechas).

Demostración. Es fácil comprobar que las siguientes bigráficas tienen tipo

Dynkin F4.

Para probar que las únicas gráficas subyacentes de las bigráficas con tipo Dyn-

kin F4 son las asociadas a estas bigráficas, asuma que x1, x2 son vértices no
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1 2 3 4

(a)

1

2 3

4

(b)

1

2 3

4

(c)

1

2 3

4

(d)

1

2 3

4

(e)

1

2 3

4

(f)

Figura 2.5: Bigráficas de tipo Dynkin F4

distinguidos. Si se adiciona una flecha entre v y y se tiene alguna de las si-

guientes subgráficas que no son definidas positivas:

x2 v y x2 v y x2 v y x2 v y

Si se adiciona al menos una de las aristas eyxi y evy se obtiene una subgráfica

no positiva:

xi

y

v xi

y

v x2

x1 y

v x2

x1 y

v

Si se adicionan al menos una de las aristas eyxi o al menos una de las flechas

ayxi entonces se tienen las siguientes posibilidades para la bigráfica resultante:

tiene tipo Dynkin B4 ó C4,

tiene como subgráfica una de las descritas anteriormente,

tiene como gráfica subyacente una de las descritas a continuación:

y x1 x2 v y x1 x2 v



Caṕıtulo 3

Algoritmo para determinar el

tipo Dynkin de una matriz casi

Cartan positiva

Hasta el momento se ha mostrado que se puede calcular el tipo Dynkin de una

matriz casi Cartan tanto simétrica como no simétrica utilizando el Algoritmo

de la Inflaciones. La única cota superior conocida para el número de inflaciones

es una exponencial, vea [7],[4],[5]. En este caṕıtulo se mostrará que en realidad

este algoritmo es polinomial (O(n6)), vea [6]. Además se propone una modi-

ficación del mismo para decidir si una matriz casi Cartan es definida positiva

y calcular su tipo Dynkin en O(n3) operaciones tomando una matriz entera

como entrada.

42
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3.1. El Algoritmo de las Inflaciones es polino-

mial

La demostración del teorema que enuncia el Método de las Inflaciones en el

caṕıtulo anterior implica que el máximo número de iteraciones no puede ser

superior a l(A) = |R+ (q∆) | donde ∆ representa el tipo Dynkin de la matriz

A asociada a q∆. En [7] la cota exponencial dada para este algoritmo fue

de n · 6n+1 sin embargo en este mismo art́ıculo se sugiere que en la práctica

el algoritmo funciona de modo más rápido. Atendiendo a los resultados que

fueron mostrados en el caṕıtulo anterior el peor caso ocurre cuando A tiene tipo

Dynkin Cn, con un máximo de iteraciones l(A) = O(n4). Cuando se restringe

a matrices simétricas el peor caso es Dn con un máximo de O(n2) iteraciones.

Una implementación directa seŕıa buscar las entradas no diagonales tales que

Asr > 0 haciendo un recorrido sobre toda la matriz A en cada iteración. Con

lo cual el algoritmo tardaŕıa O(n6) para determinar el tipo Dynkin positivo

de la matriz A, de tener uno esta.

Note que la matriz de entrada en el Algoritmo de las Inflaciones debe ser

definida positiva. De ser dada como entrada una matriz que no es definida

positiva el algoritmo puede entrar en un ciclo infinito como se ve en el siguiente

ejemplo.

Ejemplo 11. Sea A la matriz casi Cartan asociada a la siguiente bigráfica:

GA = 4

1
2

3

Si se escoge en cada iteración k s tal que s ∈ {1, 2, 3, 4}, k ≡ s− 1(3) y r = 4

se obtiene un ciclo infinito.
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3.2. Algoritmo de las Inflaciones modificado

En esta sección se mejorará el Algoritmo de las Inflaciones con el fin de manejar

matrices enteras y reportar el tipo Dynkin finito de estas si tiene uno en O(n3)

operaciones. Note que removiendo el vértice distinguido de Bn y Cn se obtiene

An−1, además note que F4 es el único diagrama de Dynkin con flechas definido

positivo sin vértice distinguido.

Se dice que una matriz A ∈ Mn(Z) is localmente simetrizable si Aii = 2 y se

cumplen las siguientes condiciones para todo i 6= j:

sgn(Aij) = sgn(Aji), donde sgn(x) ∈ {−1, 0, 1} denota el signo del

número real x;

si Aij 6= Aji entonces
Aij
Aji
∈ N o

Aji
Aij
∈ N.

La matriz A ∈ Mn(Z) es admisible si es localmente simetrizable, no tiene

aristas multiples y |Aij| < 3 para toda i 6= j.

Un vértice v en una bigráfica G es llamado un vértice pozo si para todo vérti-

ce x adyacente a v, se tiene que x es adyacente a v por medio de una flecha

x // v . El vértice v es llamado vértice fuente si para todo vértice x adya-

cente a v, se tiene que x es adyacente a v por medio de una flecha x oo v .

Decimos que un vértice v de una bigráfica G es un vértice distinguido si es un

vértice pozo o un vértice fuente, y todas las flechas de G son incidentes en V .

Lema 14. Sea A ∈ Mn(Z) una matriz casi Cartan no simétrica tal que su

bigráfica GA no tiene vértice distinguido; entonces A tiene el tipo Dynkin F4

o no es definida positiva.

Demostración. Inmediata por Teoremas 12 y 11.

A cada matriz admisible A ∈ Zn se le asocia una bigráfica GA de la siguiente

forma, el conjunto de vértices es {1, . . . , n}, si |Aij| = 1 = |Aji| se traza una
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arista solida (respectivamente punteada) si Aij < 0 (respectivamente Aij > 0),

en el caso que |Aij| 6= |Aji| se traza una flecha solida i // j (respectivamente

punteada i // j ) si |Aji| > |Aij| y Aji < 0 (respectivamente si |Aji| > |Aij|
y Aji > 0).

Basados en el Lema 14 tenemos que considerar matrices admisibles cuya bigráfi-

ca asociada tenga un vértice distinguido.

Lemma 3.1. Sea A una matriz admisible. Si su bigráfica asociada GA tiene

un vértice distinguido entonces A es una matriz casi Cartan.

Demostración. Como A es una matriz entera tal que Aii = 2, sólo resta de-

mostrar que A es simetrizable. Sea r ∈ {1, . . . , N} es el vértice distinguido

de GA. Si r es un vértice pozo entonces |Arj| = 2 y |Aij| = 1 para toda

i 6= j, i 6= r (recordar que |Aij| < 3), entonces si se define la matriz diagonal

D = diag(d1, . . . , dN), como

di =

1 if i = r;

2 if i 6= r.

tenemos que en A′ = DA todas las entradas fuera de la diagonal principal

son iguales a cero o tienen valor absoluto igual a dos. Más aún, como A es

localmente simetrizable, entonces A′ij = A′ji para toda i 6= j, es decir, A′

es simétrica y por lo tanto A es simetrizable. Si r es una fuente, se toma

D = diag(d1, . . . , dN), definida por

di =

2 if i = r;

1 if i 6= r.

Aśı, todo matriz admisible con vértice distinguido es una matriz casi Cartan

y podemos usar toda la notación y resultados del caṕıtulo 2.
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Para cada matriz admisible A y se dirá que su bigráfica asociada GA es sólida

en flechas si todas sus flechas tienen un estilo de ĺınea sólido.

Lema 15. Sea A una matriz admisible. Si la bigráfica GA es sólida en fle-

chas, tiene un vértice distinguido y contiene una arista punteada s r entonces

T−Asrsr (GA) o T−Asrsr (GA) es sólida en flechas.

Demostración. Por simplicidad suponga que el vértice distinguido x es un

pozo; el caso donde x es una fuente es análogo. Ahora se tienen tres casos

dependiendo de los vértices s y r:

1. Si no existen flechas sólidas s x y r x entonces tanto T−Asrsr (GA) como

T−Arsrs (GA) son sólidas en flechas.

2. Si existen flechas sólidas s x y r x) entonces T−Asrsr (GA) elimina la

flecha r x mientras que T−Arsrs (GA) elimina a u x. Cualquiera de los

dos casos produce una bigráfica sólida en flechas.

3. Si sólo existe una de las flechas s x, r x, se puede asumir sin ninguna

pérdida de generalidad que sólo existe la flecha s x . Aśı, T−Asrrs (GA)

deja la flecha s x sin cambios.

3.2.1. Resumen del algoritmo propuesto

El siguiente algoritmo trabaja en tres etapas en una matriz de entrada A:

Entrada: una matriz entera A con entradas diagonales Aii = 2.

Etapa 1 Preprocese A para comprobar si es una matriz admisible; si A es no

simétrica, compruebe si tiene un vértice distinguido, y elimine cualquier

flecha punteada usando flaciones. Además, durante esta etapa construya

una estructura de datos que ayude a localizar aristas punteadas
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Etapa 2 Aplique el algoritmo de inflaciones hasta un número máximo de

iteraciones actualizando la matriz A en cada iteración; y considere lo

siguiente, si A es no-simétrica escoja Asr > 0 tal que T−Asrsr (GA) es

sólido por flechas (ver Lema 15 y su demostración). Por último, dar

mantenimiento a la estructura de datos.

Etapa 3 Realizar como máximo dos recorridos transversales de bigráficas para

decidir si algún diagrama de Dynkin coincide con la bigráfica.

3.2.2. Preprocesado de A

Esta parte del algoritmo está compuesta por dos pasos principales; el filtrado y

la búsqueda eficiente de aristas punteadas. Después del primer paso se conocerá

la admisibilidad y simetŕıa de A y también su vértice distinguido si tiene

uno. En el segundo paso se construye una estructura de datos para localizar

cualquier arista punteada en tiempo lineal. Después de eso se transforma cada

flecha punteada de GA en sólida. El siguiente algoritmo toma una matriz A

con entradas diagonales Aii = 2 y dos vértices i, j tales que |Aij| = 2 como

entrada y devuelve la variable distinguido ∈ {i, j} si uno de ellos es un vértice

fuente o pozo y una variable P donde:

distinguido: es inicializada con None y guardará el posible vértice dis-

tinguido de existir este,

P: es una variable booleana la cual devolverá False si la matriz A no

tiene tipo Dynkin finito y True en otro caso.

3.2.2.1. Filtrado de A

Se comienza recorriendo cada vértice i comprobando paso a paso si |Aij| < 3

para todo j y las condiciones localmente simétricas. Si alguna de estas afirma-

ciones no se cumple entonces A no es admisible y por lo tanto A no tiene un



Algoritmo para determinar el tipo Dynkin de una matriz casi Cartan positiva 48

Algoritmo 3.2.1: Algoritmo para encontrar un posible vértice distinguido.

1 Algoritmo buscardistinguido(A, i, j, N, P, distinguido)
33 src=esfuente(A, i, j, N)

55 snk=espozo(A, i, j, N)

6 si src = −1 and snk = −1 and N 6= 4 entonces
7 P:=False
8 si src = −1 and snk 6= −1 entonces
9 distinguido := snk

10 si src 6= −1 and snk = −1 entonces
11 distinguido := src
1313 devolver distinguido, P

1 Function espozo(A, i, j, N)

2 z := 1
3 pozo := i
4 mientras z ≤ N and pozo = i hacer
5 si Aiz 6= 0 and (|Aiz| 6= 2 or |Azi| 6= 1) and z 6= i entonces
6 pozo := −1
7 z + +

8 devolver pozo

9 Function esfuente(A, i, j, N)

10 z := 1
11 fuente := j
12 mientras z ≤ N and fuente = j hacer
13 si Azj 6= 0 and (|Ajz| 6= 1 or |Azj| 6= 2) and z 6= j entonces
14 fuente := −1
15 z + +

16 devolver fuente

tipo de Dynkin finito. Durante este proceso mientras las condiciones admisi-

bles para A se mantienen, compruebe la simetŕıa y si existe alguna entrada no

simétrica, entonces compruebe que A tiene un vértice distinguido para n 6= 4

. Si no es el caso entonces A no tiene un tipo finito de Dynkin. Si n = 4 esta

condición no es necesaria. En primer lugar se crean las siguientes variables

para almacenar esta información:

Sim: es una variable booleana que devuelve True si la matriz es simétri-

ca y False si no lo es.
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Admisible: es una variable booleana que devuelve True si la matriz es

admisible y False si no lo es.

El algoritmo descrito a continuación muestra este proceso de filtrado.

Algoritmo 3.2.2: Filtrado de A

Datos: Una matriz entera A con entradas diagonales Aii = 2.
Resultado: Admisible, A, Sim, distinguido, P

1 Admisible:=True, Sim:=True, distinguido:=None, P:=True, i := 1;
2 mientras i ≤ N and P hacer
3 j := 1
4 mientras j ≤ N and P hacer
5 si i 6= j entonces
6 si (|Aij| = 2 and |Aji| 6= 1) or sgn(Aij) 6= sgn(Aji) or

|Aij| ≥ 3 entonces
7 Admisible:=False; P:=False
8 si Aij 6= Aji entonces
9 Sim:=False

10 si Aij = 2 and distinguido:=None entonces
11 distinguido, P=buscardistinguido(A, i, j, N, P, distinguido)
12 si (Aij = 2 and distinguido 6= None) and i, j 6= distinguido

entonces
13 P:=False

14 j + +

15 i+ +

Remark 3.2. Note que si P := False la admisibilidad y la simetŕıa no son

verificadas necesariamente sobre toda la matriz.

3.2.2.2. Búsqueda eficiente de aristas punteadas y múltiples

Se denomina como aristas múltiples entre los vértices i y j si |Aij| = |Aji| >
1. Recuerde que el algoritmo de inflaciones busca una arista punteada s r

en cada iteración y luego realiza una inflación T−Asrsr (GA). Recuerde que una

flación actúa sólo en columna y fila r de A. Además, observe que ninguna

bigráfica G con aristas múltiples puede ser definida positiva. Idealmente, el
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algoritmo de inflaciones debe buscar tanto aristas punteadas como un par de

vértices con una arista múltiple en cada iteración. Si existen aristas múltiples

entonces el algoritmo para inmediatamente, y se tiene que G no tiene tipo

Dynkin.

Con una estructura de datos que proporcione información acerca de las aristas

punteadas se puede acelerar su búsqueda. Esta estructura de datos es una

matriz binaria g = (g1, g2, . . . , gn) definida por

gi =

1 si existe al menos una arista punteada adyacente al vértice i;

0 en otro caso.

(3.1)

Después de realizar una inflación T−Asrsr (GA) tenemos que dar mantenimiento

a g. Esto es posible comprobando las filas y las columnas s, r de A, si hay otra

arista punteada que termina en el vértice i entonces gi = 1, sino gi = 0. Sea

x el vértice distinguido de G. Si G es una bigráfica que no es sólida en flechas

entonces aplicando T−1
uu para todas las flechas punteadas u x (o x u si x es

una fuente) obtendremos una bigráfica sólida en flechas equivalente.

3.2.3. Inflaciones para el caso simétrico

Primero asuma que A es simétrica. Del Teorema 13 se sigue que si A es una

matriz casi Cartan definida positiva entonces toda cadena de inflaciones tiene

longitud a lo sumo:

` (n) =


n
2

(n+ 1) si n < 4

n (15n− 168) + 504 si 6 ≤ n ≤ 8

n (n− 1) en otro caso

(3.2)
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Esto significa que si A es una matriz simétrica admisible y el Algoritmo de las

Inflaciones no ha llegado a su fin después de ` (n) iteraciones entonces A no es

definida positiva o no es una matriz casi Cartan.

3.2.4. Inflaciones para el caso no simétrico

Para el caso no simétrico se puede utilizar otro enfoque. Después de la Etapa 1

si A es no simétrica entonces A tiene un vértice distinguido o n ≤ 4. Si n ≤ 4

se aplica el Algoritmo de las Inflaciones a A, si el algoritmo no ha llegado a

su fin después de 24 iteraciones entonces A no tiene un tipo de Dynkin finito.

De lo contrario, sea G sólido en flechas. Aplicando secuencialmente el Lema

15 se puede utilizar el Algoritmo de las Inflaciones sin introducir una flecha

punteada. Aśı, el caso no simétrico puede resolverse aplicando inflaciones en

la bigráfica simétrica G[x] usando como máximo `(n− 1) iteraciones.

3.2.5. Recuperando el tipo Dynkin

Suponiendo que el ciclo principal del Algoritmo de las Inflaciones terminó

exitosamente en menos de ` (n) pasos, no habrá aristas punteadas ni flechas

punteadas en G, pero todav́ıa tenemos que comprobar si G es un diagrama de

Dynkin y devolver el tipo Dynkin. Para ello, considere el siguiente método de

clasificación:

1. Realice un transversal de gráficas en la gráfica subyacente de G y calcule

una lista de flechas y una lista de los vértices con exactamente uno o tres

vecinos; si el transversal revela cualquier ciclo, cualquier arista múltiple,

cualquier vértice con más de 3 vecinos, o más de una flecha, Entonces G

no es un diagrama de Dynkin. El recorrido transversal se puede realizar

utilizando un algoritmo de búsqueda en profundidad (véase [19] para una

explicación detallada).
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2. Si sólo existe un vértice u con exactamente 3 vecinos entonces:

a) si G contiene cualquier flecha entonces G no es un diagrama Dynkin;

b) realiza una búsqueda a lo ancho a partir de u y para cada vértice v

calcule la distancia duv la cual consiste en el número de aristas de

el camino más corto de u a v;

si existe al menos un vértice a distancia 2 de u entonces G es

Dn;

si 6 ≤ n ≤ 8, existe al menos un vértice a distancia 3 y exacta-

mente dos vértices a distancia 2 de u, entonces G es En.

c) G no es un diagrama de Dynkin.

3. Sea x y y dos vértices con exactamente un vecino.

Si G tiene exactamente una flecha u v:

a) Si v ∈ {x, y} entonces G es Bn
b) Si u ∈ {x, y} entonces G es Cn

c) Si n = 4 y u, v /∈ {x, y} entonces G es F4

d) G no es un diagrama de Dynkin

G es An

3.2.6. Análisis del algoritmo propuesto

En esta subsección se analiza brevemente el algoritmo. Etapa 1 fue propuesta

en las subsecciones 3.2.2 y 3.2.2.2. Escaneando la matriz A antes del bucle

principal del Algoritmo de las Inflaciones se puede calcular g o encontrar aristas

múltiples en O(n2) iteraciones. La búsqueda de una arista punteada se puede

hacer en O(n) buscando un i tal que gi = 1 y luego escanear la i-th fila de A.

Finalmente, después de cada inflación Tsr se puede buscar una arista punteada

o aristas múltiples que terminan en r mediante el escaneado de la r-ésima fila

en O(n) operaciones. A partir de lo cual se puede implementar la Etapa 1 en
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O(n2) pasos. El número máximo de iteraciones en la Etapa 2 se mostró en

las subsecciones 3.2.4 y 3.2.3 O(n2) al costo de O(n) cada uno. Finalmente,

a partir de la subsección 3.2.5 se tiene que la Etapa 3 se puede implementar

haciendo una búsqueda a lo ancho dos veces, para un total de O(n2) pasos.

Claramente, la Etapa 2 es la más lenta, con un tiempo de ejecución de O(n3);

aśı se tiene que la complejidad del algoritmo sugerido es O(n3).



Caṕıtulo 4

Álgebras de Lie complejas

semisimples asociadas a

matrices casi Cartan positivas.

En este caṕıtulo se propone asociar a cada matriz casi Cartan definida positiva

A un álgebra de Lie compleja semisimple g5(A) definida por los generadores

ei, e−i, hi (1 ≤ i ≤ N) y las siguientes relaciones,

R1(A) [hi, hj] = 0 para todo i, j,

R2(A) [hi, eεj] = −εAijeεj, para todo i, j y ε ∈ {1,−1},

R3(A) [eεi, e−εi] = εhi para todo i y ε ∈ {1,−1},

R4(A) (ad eεi)
1+n(eδj) = 0, donde n = max{0,−εδAij}, para ε, δ ∈ {1,−1} y

1 ≤ i, j ≤ N .

R5(A) [eε1i1 , . . . , eεtit ] = 0, donde (i1, . . . , it) es un ciclo sin cuerdas en GA y

εt ∈ {1,−1}, εl =

−εl+1, if Ailil+1
> 0

εl+1, if Ailil+1
< 0

54
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para 1 ≤ l ≤ t− 1. Los corchetes multiple son definidos inductivamente

por:

[x1, x2, . . . , xt] = [x1, [x2, . . . , xt]].

El siguiente teorema es el principal resultado de este caṕıtulo.

Teorema 14. Sean A y A′ matrices casi Cartan definidas positivas. Entonces

A ∼ A′ si y sólo si g5(A) ' g5(A′).

4.1. Transformaciones elementales

El conjunto de matrices casi Cartan definidas positivas se denotara con qC+.

Por Teorema 7 se tiene que el siguiente resultado es suficiente para probar el

Teorema 14.

Teorema 15. Sean A y A′ matrices casi Cartan no simétricas positivas. Si

A ∼G A′ entonces g5(A) es isomorfo a g5(A′).

El siguiente resultado es útil para reducir situaciones especiales.

Lema 16. Sea A una matriz casi Cartan no simétrica definida positiva y 1 ≤
i1, . . . , it ≤ n. Entonces

(T−Asrsr Ii1 . . . Iit)
tDA(T−Asrsr Ii1 . . . Iit) = (Ii1 . . . IitT

(−1)εAsr
sr )tDA(Ii1 . . . IitT

(−1)εAsr
sr ),

donde ε es el número de ı́ndices a con 1 ≤ a ≤ t y ia ∈ {r, s}.

Demostración. Esto se sigue directamente del hecho que T−Asrsr Ii = IiT
Asr
sr para

i = r, s y T−Asrsr Ii = IiT
−Asr
sr en otro caso.

Nota 2. Para demostrar el Teorema 15, es suficiente considerar los dos casos

A′ = D−1IrDAIr y A′ = D−1(T−Asrsr )tDAT−Asrsr , donde Asr < 0.
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Proposición 6. Sea A una matriz casi Cartan no simétrica definida positiva. Si

A′ = D−1IrDAIr entonces las álgebras de Lie g5(A) y g5(A′) son isomorfas.

Demostración. Denote por ei, e−i, hi y e′i, e
′
−i, h

′
i los generadores de g5(A) y

g5(A′) respectivamente. Además

ẽεi =

{
eεi, si i 6= r

e−εr, si i = r
y h̃i =

{
hi, si i 6= r

−hr, si i = r.
(4.1)

Verificar que estos elementos satisfacen las relaciones R1(A′), R2(A′), R3(A′) y

R4(A′) es fácil. Para verificar R5(A′) sea γ = (i1, . . . , it) un ciclo sin cuerdas de

A′. Observe que γ es también un ciclo sin cuerdas en A. Si r /∈ {i1, . . . , it} la

comprobación es muy fácil. Si r ∈ {i1, . . . , it}, r = ia, entonces sea ε′t ∈ {1,−1}
e inductivamente

εl =

−εl+1, if Ailil+1
> 0

εl+1, if Ailil+1
< 0

para 1 ≤ l ≤ t− 1. Entonces

[ẽε′1i1 , . . . , ẽε′a−1ia−1
, ẽε′aia , ẽε′a+1ia+1

, . . . , ẽε′tit ]

= [eε′1i1 , . . . , eε′a−1ia−1
, e−ε′aia , eε′a+1ia+1

, . . . , eεtit ]

= [eε1i1 , . . . , eεa−1ia−1 , eεaia , eεa+1ia+1 , . . . , eεtit ] =: x,

donde εa = −ε′a y εj = ε′j para todo j 6= a. En orden de ver que x = 0, se

usará la relación R5(A). Para esto se debe asegurar que

εl =

−εl+1, si Ailil+1
> 0

εl+1, si Ailil+1
< 0

para 1 ≤ l ≤ t − 1 y 1 ≤ l ≤ t − 1. Esto se tiene fácilmente de IrD = DIr y

A′ilil+1
= Ailil+1

para l 6= a, a− 1 y de A′ilil+1
= −Ailil+1

en el caso que l = a o

l = a− 1.
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La subálgebra de Lie g6(A) generada por ẽεi y h̃i por (i = 1, . . . , N, and ε ∈
{1,−1}) es claramente g6(A). Con lo cual se obtiene un homomorfismo de

álgebras de Lie ϕ : g6(A′)→ g6(A) que aplica e′εi en ẽεi y h′i en h̃i. Similarmente

se obtiene un homomorfismo de álgebras de Lie ψ : g6(A) → g6(A′). Esto es

suficiente para probar que ϕ y ψ son inversos entre śı.

Corolario 1. Existe un automorfismo Φ de g5(q) que env́ıa eεi a e−εi y hi a−hi
para todo 1 ≤ i ≤ N .

Demostración. Denote por ϕr : g5(A)→ g5(A) el isomorfismo que aplica eεi en

ẽεi y hi a h̃i, donde ẽεi y h̃i son definidos como en (4.1). Entonces el isomorfismo

Φ = ϕ1 ◦ ϕ2 ◦ . . . ◦ ϕN aplica eεi en e−εi y hi en −hi para todo 1 ≤ i ≤ N .

El resto del caṕıtulo está dividido en varios pasos en orden de domostrar el

siguiente resultado, el cual es suficiente para demostrar el Teorema 15 (y por

lo tanto el Teorema 14).

Proposición 7. Sea A una matriz casi Cartan no simétrica definida positiva,

Asr < 0 y A′ = D−1(TAsrsr )tDA(TAsrsr ). Entonces g5(A) y g5(A′) son álgebras de

Lie isomorfas.

4.2. Ciclos sin cuerdas en matrices casi Cartan

no simétricas definidas positivas

Un ciclo sin cuerdas en A es llamado positivo si cumple la condición de ciclo.

Teorema 16. Si A es una matriz casi Cartan positiva y suponga que C =

(i1, . . . , it) (t ≥ 3) es un ciclo sin cuerdas enA, entonces BA(C) es I−equivalente
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a uno de los suguientes cuatro tipos.

Cn • •

• • · · · •

CW3 (In) : • __
2

??
2

• •

CW3 (Out) : •
2

��

2

��
• •

CW4 : • 2 // •

•
2
// •

Demostración. La demostración se sigue directamente de la clasificación de las

matrices casi Cartan presentada en el caṕıtulo 2.

4.3. Verificación de las relaciones R1(A′)-R4(A′)

Asuma que A es una matriz casi Cartan definida positiva y A = T−Asrsr (A′).

Denote los generadores de g5(A) por ei, e−i, hi y los generadores de g5(A′) por

e′i, e
′
−i, h

′
i.

Entonces los siguientes elementos en g5(A) ẽεi, h̃i pueden ser definidos como:

ẽεi =

{
[eεr, eεs], si i = r

eεi, si i 6= r,
h̃i =

{
hr − Arshs, si i = r si Asr = −1

hi, sii 6= r .

(4.2)

ẽεi =


1

2
[eεs, eεs, eεr], si i = r

eεi, si i 6= r,
h̃i =

{
hr + hs, si i = r si Asr = −2

hi, si i 6= r .

(4.3)

Lema 17. Sea A′ = D−1(T−Asrsr )tDAT−Asrsr . Los elementos ẽεi y h̃i satisfacen

las relaciones R1(A′), R2(A′) y R3(A′).
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Demostración. Claramente, estos elementos satisfacen las relaciones R1(A′).

IPara Asr = −1, si i, j 6= r entonces [h̃i, ẽεj] = [hi, eεj] = εAijeεj = εA′ijeεj

y [ẽεi, ẽ−εi] = [eεi, e−εi] = εhi = εh̃i, entonces sólo los casos que involucran al

ı́ndice r deben ser considerados para la relaciones R2(A′) y R3(A′). Primero se

verifica que la relación R2(A′) se satisface.

[h̃i, ẽεr] = [hi, [eεr, eεs]] (por definición)

= [eεr, [hi, eεs]] + [eεs, [eεr, hi]] (por la identidad de Jacobi)

= −εAis[eεr, eεs] + εAir[eεs, eεr] ( by R2(A′) y la bilinearidad)

= −ε(Air + Ais)[eεr, eεs]

= −εA′irẽεr (A′ir = Air + Ais).

De un modo similar, se tiene que:

[h̃r, ẽεj] = [hr − Arshs, eεj]

= −ε(Arj − ArsAsj)eεj
= −ε(Arj + 2Asj)eεj

= −εA′rj ẽεj (A′ri = Ari + 2Asi)

Para completar R2(A′), se calcula

[h̃r, ẽεr] = [hr − Arshs, [eεr, eεs]]

= [eεr, [hr − Arshs, eεs]] + [eεs, [eεr, hr − Arshs]]

= (−εArs + εArsAss)[eεr, eεs] + (εArr − εArsAsr)[eεs, eεr]

= −ε(Ars − ArsAss + Arr − ArsAsr)[eεr, eεs]

= −εA′rrẽεr,

en la última igualdad se usa que Ass = Arr = 2, Asr = −1, Ars = −2 y A′rr = 2.

Para demostrar R3(A′) se puede repetidamente hacer uso de la identidad de

Jacobi y la igualdad [eεr, e−εr] = εhr (la cual es obtenida de R3(A)) en la
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tercera ĺınea de las siguientes igualdades.

[ẽεr, ẽ−εr] = [[eεr, eεs], [e−εr, e−εs]]

= [e−εr, [[eεr, eεs], e−εs]] + [e−εs, [e−εr, [eεr, eεs]]]

= [e−εr, [[e−εs, eεs], eεr]] + [e−εs, [eεs, [eεr, e−εr]]]

= −ε[e−εr, [hs, eεr]] + ε[e−εs, [eεs, hr]]

= ε2Asr[e−εr, eεr] + ε2Ars[e−εs, eεs]

= −εAsrhr − εArshs
= εhr − εArshs
= εh̃r.

I En el caso Asr = −2, para probar R2(A′) se tiene:

[hi, ẽεr] = [hi, [eεs, eεs, eεr]] (por definición)

= −2εAis[eεs, eεs, eεr]− εAir[eεs, eεs, eεr]

= −ε(Air + 2Ais)[eεr, eεs]

= −εA′irẽεr (A′ir = Air + 2Ais).

Similarmente se tiene que:

[h̃r, eεj] = [hr + hs, eεj]

= −ε(Arj + Asj)eεj

= −εA′rj ẽεj (A′ri = Ari + Asi)

Para completar la demostración de R2(A′), se calcula

[h̃r, ẽεr] = [hr + hs, [eεs, eεs, eεr]]

= −ε(2Ars + 2Ass + Arr + Asr)[eεs, eεs, eεr]

= −εA′rrẽεr,
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para probar R3(A′) podemos realizar el siguiente cálculo

4[ẽεr, ẽ−εr] = [[eεs, eεs, eεr], [e−εs, e−εs, e−εr]]

= [[e−εs, e−εr], [[eεs, eεs, eεr], e−εs]] + [e−εs, [[e−εs, e−εr], [eεs, eεs, eεr]]]

usando la identidad de Jacobi es fácil probar que [[e−εs, e−εr], [eεs, eεs, eεr]] =

−([[[eεs, eεr], [e−εs, e−εr]], eεs]+[[[e−εs, e−εr], eεs], [eεs, eεr]] = −(0+Asr[e−εr, [eεs, eεr]]) =

−AsrArseεs

= −2[[e−εs, e−εr], [eεs, eεr]]− AsrArs[e−εs, eεs]

= −2εAsrhr − 2εArshs + AsrArsεhs

= 4εh̃r.

Lema 18. Sea A′ = T−Asrsr (A), entonces se cumple que ẽεi y h̃i satisfacen las

relaciones R4(A′).

Demostración. I Sea Asr = −1, se debe mostrar que (ad ẽεi)
1+m′(ẽδj) = 0

donde m′ = máx{0,−εδA′ij}, para cualquier ε, δ ∈ {1,−1} y cualquier i, j =

1, . . . , n. Si i = j se consideran los casos cuando ε = δ y ε = −δ. El primero

es obvio. Si ε = −δ se tiene que m′ = 2 y (ad ẽεi)(ẽ−εi) = εh̃i por R3(q′).

Por tanto (ad ẽεi)
2(ẽ−εi) es un múltplo de ẽεi por R2(q′), lo cual implica que

(ad ẽεi)
3(ẽ−εi) = 0. Para i 6= j se distinguen varios casos, los cuales son

descritos como sigue.

ICaso i 6= r, j 6= r: Como consecuencia se tiene que ẽεi = eεi, ẽδj = eδj y A′ij =

Aij, m
′ = máx{0,−εδAij}, por lo cual (ad ẽεi)

1+m′(ẽδj) = (ad eεi)
1+m′(eδj) =

0 por R4(q).

ICaso i = r, j 6= r, s: Si Ars = −1, entonces A′rj = Arj + Asj y si Ars = −2,

entonces A′rj = Arj + 2Asj. Suponga que m′ = 0. Entonces se cumple que

A′rj = 0 o εδA′rj > 0.
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I Si A′rj = 0, se tiene que Arj = −Asj o Arj = −2Asj con lo cual ambos

son cero (por lo cual [eεr, eδj] = 0, [eεs, eδj] = 0 y consecuentemente

(ad ẽεr)(ẽδj) = 0 por R4(A) ) o ambos son distintos de cero y (j, r, s)

es un ciclo sin cuerdas en A de lo cual se obtiene (ad ẽεr)
1+m′(ẽδj) =

[[eεr, eεs], eδj] = −[eδj, [eεr, eεs]] = 0 por R5(A).

I Si εδA′rj > 0, se tiene que εδArj ≥ 0 y εδAsj ≥ 0 o εδArj < 0 y εδAsj ≥ 0.

Si εδArj ≥ 0 y εδAsj ≥ 0, entonces [eεr, eδj] = 0 = [eεs, eδj] por R4(A).

Usando la identidad de Jacobi se puede mostar que 0 = [[eεr, eεs], eδj] =

(ad ẽεr)(ẽδj). Si εδArj < 0 y εδAsj ≥ 0 la demostración es obvia.

I Si m′ 6= 0, una de las siguientes tres condiciones se satisface:

(a) Asj = 0 y Arj 6= 0

(b) Asj 6= 0 y Arj = 0

(c) Asj 6= 0 y Arj 6= 0

I Si m′ = 1, la demostración para los casos (a) y (b) puede ser consultada

en [3]. El caso (c) es obvio.

I Si m′ = 2, entonces A′rj = −2εδ y además se cumple que Asj = 0 o

Arj = 0. Si Asj = 0, se obtiene

[eεs, eδj] = 0,

[eεr, eεr, eεr, eδj] = 0,

[eεs, eεs, eεr] = 0.

[eεs, [[eεr, eεs], eδj]] = 0.
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(ad ẽεr)
3(ẽδj) = [[eεr, eεs], [eεr, eεs], [[eεr, eεs], eδj]]

= [[eεr, eεs], [eεr, [[eεr, eεs], eδj]], eεs]

= [eεs, [eεr, [[eεr, eεs], eδj]], [eεr, eεs]]

= [eεs, [eεr, [[eεr, eδj], eεs]], [eεr, eεs]]

Usando la identidad de Jacobi se obtiene que

(ad ẽεr)
3(ẽδj) = −[eεs, [eεs, eεr, eεr, eδj], [eεr, eεs]]−[eεs, [[eεr, eδj], [eεs, eεr], [eεr, eεs]] .

Con lo cual,

(ad ẽεr)
3(ẽδj) = [eεs, [eεr, eεr, eδj, eεr, eεs]]− (ad ẽεr)

3(ẽδj) ,

por otro lado;

[eεr, eεr, eδj, eεr, eεs] = [eεr, eεr, eεs, eεr, eδj]

= −[eεr, eεr, eεs, eδj, eεr]

= [eεr, [eδj, eεr], [eεr, eεs]] + [eεr, eεs, [eδj, eεr], eεr]

= [eεr, [eδj, [eεr, eεs]], eεr] + [[[eδj, eεr], eεr], eεs, eεr]

= −[eεr, eεr, eδj, [eεr, eεs]] + [[[eδj, eεr], [eεs, eεr]], eεr]

= −[eεr, eεr, eδj, [eεr, eεs]]− [eεr, [eδj, eεr], eεs, eεr]

= −[eεr, eεr, eδj, [eεr, eεs]]− [eεr, [eδj, eεs, eεr], eεr]

= −[eεr, eεr, eδj, [eεr, eεs]] + [eεr, eεr, eδj, eεs, eεr]

= −[eεr, eεr, eδj, [eεr, eεs]]− [eεr, eεr, eδj, eεr, eεs]

= −2[eεr, eεr, eδj, eεr, eεs].

entonces [eεs, [eεr, eεr, eδj, eεr, eεs]] = 0 por lo cual (ad ẽεr)
3(ẽδj) = 0.

I El caso en el cual Arj = 0 es similar al anterior.
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ICaso i = r, j = s: Si A′rs = 1 entonces

(ad ẽεr)
2(ẽ−εs) = [ẽεr, [eεr, eεs], e−εs] ,

= [ẽεr, [e−εs, eεs], eεr] ,

= [ẽεr, (−ε)hs, eεr] ,

= [ẽεr, ε
2Arseεr] ,

= Ars[[eεr, eεs], eεr] ,

= −Ars(ad eεr)
2(eεs) ,

= 0

el cual es cero por R4(q) teniendo en cuenta que 1 + máx{0,−ε2Ars} = 2. Por

otro lado se tiene que (ad ẽεr)(ẽεs) = [[eεr, eεs], eεs] = (ad eεs)
2(eεr) = 0 por

R4(q) nuevamente. Si Ars = 2, la demostración es análoga al caso anterior.

ICaso i 6= r, s, j = r: La demostración es sil=milar al caso i = r, j 6= r, s.

ICaso i = s, j = r: siA′rs = 1, ε = −δ se obtiene quem′ = 1 y (ad ẽεs)
2(ẽ−εr) =

[eεs, eεs, e−εs, e−εr] = [eεs, e−εr, e−εs, eεs]. Con lo cual

(ad ẽεs)
2(ẽ−εr) = [eεs, e−εr,−εhs] = [eεs, Arse−εr] = 0

por R4(q). Si ε = δ, se tiene que m′ = 0 y por tanto

(ad ẽεs)(ẽεr) = −(ad eεs)
2(eεr) = 0

por R4(q) y teniendo en cuenta que máx{0,−ε2Asr} = 1. El argumento para

el caso A′rs = 2, es muy similar al caso anterior.

I Si Asr = −2, para demostrar R4(A′) se deben considerar los siguientes casos.

Si i = j o i, j 6= r la demostración es similar al caso cuando Asr = −1.

ICaso i = r, j 6= r, s: Como Ars = −1, entonces se cumple que A′rj = Arj+Asj

y además se satisface alguna de las siguientes condiciones:
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(a) Asj = 0 y Arj 6= 0

(b) Asj 6= 0 y Arj = 0

(c) Asj 6= 0 y Arj 6= 0

I Si Asj 6= 0 y Arj 6= 0 se tiene que [eδj, [eεr, eεs]] = 0 por R5(A), de lo cual

se obtiene [[eεs, [eεs, eεr]], eδj] = [[eεs, eδj], [eεs, eεr]] = [eεr[eεs, [eεs, eδj]]] =

0 aplicando R4(A), entonces (ad ẽεr)
1+m′(ẽδj) = 0.

I Si Asj 6= 0 y Arj = 0, se tiene que para m′ = 1, [[eεs, [eεs, eεr]], eδj] =

[eεr[eεs, [eεs, eδj]]] = 0 como [eεs, [eεs, eδj]] = 0 por R4(A). Si m′ = 2

obtenemos una subgráfica que no es definida positiva.

I Si Asj = 0 y Arj 6= 0, para m′ = 1 se tiene que [[eεs, [eεs, eεr]], eδj] =

[eεr[eεs, [eεs, eδj]]] = 0 dado que [eεs, eδj] = 0 por R4(A). Si m′ = 2 se

obtiene una submatriz de A que no es una matriz casi Cartan.

ICaso i 6= r, s, j = r: La demostración es similar al caso i = r, j 6= r, s.

ICaso i = s, j = r: Dado que A′sr = 2, si m′ = 0 se obtiene directamente por

R4(A). Si m′ = 2 entonces δ = −ε de lo cual

2(ad ẽεs)
3(ẽ−εr) = [eεs, eεs, eεs, e−εs, e−εs, e−εr] ,

= Asr[eεs, eεs, e−εs, e−εr] ,

= A3
sr[eεs, e−εr] ,

= 0 ,
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4.4. Verificación de las relaciones R5(A′)

Por el Teorema 16 y la Proposición 6 es suficiente considerar los ciclos sin

cuerdas que aparecen en los tipos 1 a 5:

Lema 19. Para cualquier ciclo sin cuerdas γ = (r, 1, s) de tipo 1 en A′, los

siguientes monomios son cero en g5(A):

(a) [eεs, eε1, ẽεr] (b) [e−ε1, e−εs, ẽεr] (c) [e−εs, ẽεr, eε1] (d) [ẽ−εr, eεs, eε1]

(e) [ẽεr, eε1, eεs] (f) [e−ε1, ẽ−εr, eεs]

r 1

s

r 1

s

r 1

s

r 1

s

r 1

s

Figura 4.1: Tipo 1

Demostración. Primero se mostrará que [eεs, eε1, ẽεr] = 0.

[eεs, eε1, ẽεr] = [eεs, eε1, eεr, eεs]

= [eεs, eεr, eε1, eεs]

= [[eε1, eεs], eεr, eεs]

= [[eε1, eεr, eεs], eεs]

= −[eεs, eε1, ẽεr]



Álgebras de Lie complejas semisimples asociadas a matrices casi Cartan
positivas. 67

Ahora se muestra que [e−ε1, e−εs, ẽεr] = 0.

[e−ε1, e−εs, ẽεr] = [e−ε1, e−εs, eεr, eεs]

= [e−ε1, eεr, e−εs, eεs]

= ε[e−ε1, eεr, hs]

= −Asr[e−ε1, eεr]

= 0

Los casos (c), (d) y (f) son similares al caso anterior. El caso (e) es un resultado

directo del caso (a).

Lema 20. Para cualquier ciclo sin cuerdas γ = (r, 1, s) de tipo 2 en A′, los

siguientes monomios son cero en g5(A):

(a) [eεs, eε1, ẽεr] (b) [e−ε1, e−εs, ẽεr] (c) [e−εs, ẽεr, eε1] (d) [ẽ−εr, eεs, eε1]

(e) [ẽεr, eε1, eεs] (f) [e−ε1, ẽ−εr, eεs]

r 1

s

r 1

s

Figura 4.2: Tipo 2

Demostración. Primero se mostrará que [eεs, eε1, ẽεr] = 0 al igual que en el

caso anterior.

[eεs, eε1, ẽεr] = −[eεs, ẽεr, eε1]

= [ẽεr, eε1, eεs]

la última oración se obtiene de R4(A) tomando en cuenta que [eεs, ẽεr] = 0.

Para Asr, Ari, Asi se tienen las siguientes posibilidades:
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(a) Si Asr, Ari y Asi son diferentes de 0, entonces existe un ciclo sin cuerdas

(i, s, r) en A, de lo cual [ẽεr, eε1, eεs] = 0,

(b) Si al menos Ari o Asi es igual a 0, entonces aplicando R4(A) se tiene que

[eεs, eε1, ẽεr] = 0 o [eεs, ẽεr, eε1] = 0.

Para demostrar que [e−ε1, e−εs, ẽεr] = 0 se tiene lo siguiente:

[e−ε1, e−εs, ẽεr] = −[e−ε1, eεs, eεr]

= −([eεr, [e−ε1, eεs]] + [eεs, [eεr, e−ε1]])

= 0

Los casos (c), (d) y (f) son similares al caso anterior. El caso (e) es un resultado

directo del caso (a).

Lema 21. Sea γ = (r, 2, 1, s) un ciclo sin cuerdas de tipo 3 en A′, entonces los

siguientes monomios son cero en g5(A):

(a) [eεs, eε1, eε2, ẽεr] (b) [e−ε2, e−ε1, e−εs, ẽεr] (c) [e−εs, ẽεr, eε2, eε1]

(d) [e−ε2, ẽ−εr, eεs, eε1](e) [ẽ−εr, eεs, eε1, eε2] (f) [e−ε1, e−εs, ẽεr, eε2]

(h) [ẽεr, eε2, eε1, eεs] (g) [e−ε1, e−ε2, ẽ−εr, eεs]

s r

21

s 1

2r

Figura 4.3: Tipo 3

Demostración. La demostración es un resultado directo de la relación R5(A)

para los casos (b), (c), (d) y (g). En el caso (a) se tiene que [eεs, eε1, eε2, ẽεr] =

[eεs, ẽεr, eε2, eε1] = 0 por R5(A). Dado que [e−ε1, e−εs, ẽεr, eε2] = [e−ε1, eε2, ẽεr, e−εs] =

2[e−ε1, eε2, eεr] = 0 el caso (f) se cumple. Para el caso (h) se obtiene que
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[ẽεr, eε2, eε1, eεs] = [ẽεr, eεs, eε1, eε2] = [[eε1, eε2], eεs, ẽεr] = 0 by R4(A). El caso

(e) es similar al (h).

Lema 22. Sea γ = (r, 2, 1, s) un ciclo sin cuerdas de tipo 4 en A′, entonces los

siguientes monomios son cero en g5(A):

(a) [eεs, eε1, eε2, ẽεr] (b) [e−ε2, e−ε1, e−εs, ẽεr] (c) [e−εs, ẽεr, eε2, eε1]

(d) [e−ε2, ẽ−εr, eεs, eε1](e) [ẽ−εr, eεs, eε1, eε2] (f) [e−ε1, e−εs, ẽεr, eε2]

(h) [ẽεr, eε2, eε1, eεs] (g) [e−ε1, e−ε2, ẽ−εr, eεs]

r s

12

Figura 4.4: Tipo 4

Demostración. La demostración para los casos (b), (c), (a), (d) y (h) es la mis-

ma que en el tipo 3. Para el caso (e) se obtiene que [ẽ−εr, eεs, eε1, eε2] =

−[[eε1, eε2], e−εs, e−εr] = −[[eε1, [e−εs, e−εr]], eε2] = 0 por R5(A). Para demos-

trar (f),

[e−ε1, e−εs, ẽεr, eε2] = [e−ε1, eε2, ẽεr, e−εs]

= [e−ε1, eε2, eεs, eεr]

= [[eεs, eεr], eε2, e−ε1]

= 0

En el caso (g) se tiene que

[e−ε1, e−ε2, ẽ−εr, eεs] = [e−ε1, eεs, ẽ−εr, e−ε2]

= [[ẽ−εr, e−ε2], eεs, e−ε1]

= 0
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Lema 23. Sea γ = (r, 1, 2) un ciclo sin cuerdas de tipo 5 en A′, entonces los

siguientes monomios son cero en g5(A):

(a) [eε2, eε1, ẽεr] (b) [e−ε1, e−ε2, ẽεr] (c) [e−ε2, ẽεr, eε1, ] (d) [ẽ−εr, eε2, eε1]

(e) [ẽεr, eε1, eε2] (f) [e−ε1, ẽ−εr, eε2]

r 1

2

r 1

2

r 1

2

r 1

2

r 1

2

Figura 4.5: Tipo 5

Demostración. Los casos (d) y (f) pueden ser obtenidos directamente. Para el

caso (a) se tiene que [eε2, eε1, ẽεr] = −[eε2, eεs, eε1, eεr] = −[eεs, eε2, eε1, eεr] = 0.

El resto de los casos puede ser obtenido por un procedimiento similar.

Sea A una matriz casi Cartan positiva, Asr < 0 y A′ = T−Asrsr (A). Entonces los

elementos ẽεi y h̃i satisfacen las relaciones R1(A′)-R5(A′) y por lo tanto existe

un homomorfismo ϕ : g5(A′)→ g5(A) que aplica e′εi a ẽεi y h′i a h̃i.

Similarmente, se definen los siguientes elementos g5(A′) ẽ′εi, h̃′i como:

ẽ′εi =

{
[e′εr, e

′
εs], if i = r

e′εi, if i 6= r,
h̃′i =

{
h′r − Arsh′s, if i = r if Asr = −1

h′i, if i 6= r .

ẽ′εi =


1

2
[e′εs, e

′
εs, e

′
εr], if i = r

e′εi, if i 6= r,
h̃′i =

{
h′r + h′s, if i = r if Asr = −2

h′i, if i 6= r .
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Con lo cual, existe un homomorfismo ψ : g5(A) → g5(A′) y es fácilmente

verificable que son mutuamente inversos. Si Asr = −1 se tiene lo siguiente:

ϕ ◦ ψ(eεr) = ϕ([e′εr, e
′
−εs]) ,

= [ϕ(e′εr), ϕ(e′−εs)] ,

= [[eεr, eεs], e−εs] ,

= −[[e−εs, eεs], eεr] ,

= ε[hs, eεr] ,

= −ε2Asreεr ,

= eεr .

Si Asr = −2:

ϕ ◦ ψ(eεr) =
1

2
ϕ([e′−εs, e

′
−εs, e

′
εr]) ,

=
1

2

[
ϕ(e′−εs), ϕ([e′−εs, e

′
εr])
]
,

=
1

2

[
e−εs, [e−εs,

1

2
[eεs, [eεs, eεr]

]
,

=
1

2

[
e−εs,

[
−1

2
[[eεs, eεr], [e−εs, eεs]−

1

2
[eεs, [eεs, eεr], e−εs]

]]
,

=
1

2

[
e−εs,

(
1

2
ε[[eεs, eεr], hs] + [eεs, eεr]

)]
,

=
1

2
[e−εs, [eεs, eεr]] ,

= −1

2
ε2Asreεr ,

= eεr .

Con lo cual el resultado se cumple.
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