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Resumen

Dentro de los sistemas de gran relevancia en la física de Semiconductores se en-

cuentran los pozos cuánticos delta-dopados, los cuales se fabrican al dopar un semi-

conductor con otro elemento en una capa bidimensional de ancho atómico. Derivado

de esta idea surgieron los pozos delta-dopados dobles DDD, los cuales consisten en se-

miconductores fuertemente dopados en dos capas bidimensionales paralelas de ancho

atómico.

En el marco de la teoría de Thomas-Fermi hemos determinado la estructura elec-

trónica de un sistema DDD en GaAs, y particularmente estudiamos los efectos de la

distancia interplanar en las propiedades ópticas no lineales de este sistema con dopaje

tipo n y tipo p.

Dichas propiedades están determinadas en función de dos parámetros principales:

la concentración del dopante y la distancia de separación entre las capas. Así pues

calculamos el coeficiente de absorción y el cambio relativo en el índice de refracción

para electrones y huecos pesados como medida de la distancia entre capas dopantes.

Además hemos propuesto un modelo físico para estudiar la estructura electrónica

en un sistema delta dopado cuádruple (DDC) con dopaje tipo n, como medida de los

parámetros previamente citados.

En la actualidad las estructuras con múltiple dopaje deltaico son empleadas en la

ingeniería de dispositivos electrónicos y ópticos.
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Abstract

The delta-doped quantum wells are of great interest in semiconductor physics,

and are manufactured by doping a semiconductor with another element in a two-

dimensional layer growth layer by layer. Derived from this system, the double delta

doped (DDD) quantum wells emerged, which consist of semiconductors strongly do-

ped in two parallel two-dimensional layers of atomic width.

In the framework of Thomas-Fermi approximation, we determined the electronic

structure of a DDD system in GaAs, particularly we study the effects of interlayer

distance on the nonlinear optical properties of this n-type and p-type system.

These properties are determined based on two main parameters: the dopant con-

centration and the interlayer distance. So we calculate the absorption coefficient and

the relative change on the refractive index for electrons and heavy holes versus the

distance between doped layers. We have also proposed a physical model to study the

electronic structure in a quadruple delta-doped system (QDD) with n-type doping,

as a measure of the parameters previously mentioned.

At present, structures with multiple delta doping are used in the engineering of

electronic and optical devices.
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Capítulo 1

Introducción

1.1. Generalidades

En el presente, diferentes métodos permiten realizar cálculos de propiedades físicas

en los semiconductores. Tal es el caso de la Teoría del Funcional de la Densidad (Den-

sity Functional Theory: DFT) que permite describir una gran variedad de cálculos de

propiedades electrónicas, ópticas, mecánicas y más [1, 2, 3, 4]. Pero en DFT, la efi-

ciencia de rutinas de diagonalización determina fuertemente el tiempo del proceso de

cálculo [5]. Otro camino para determinar propiedades físicas de los Semiconductores

es la aproximación de Thomas-Fermi (TF) [6], en la cual se determina la estructura

electrónica en un material de una forma mucho más sencilla en comparación a DFT.

Por otro lado, recientemente, ha tomado gran relevancia el estudio de estruc-

turas cuánticas de bajas dimensiones, tales como los quantum dots (puntos cuán-

ticos), quantum wires (alambres cuánticos) y los llamados quantum wells (pozos

cuánticos) [7, 8, 9, 10, 11]. Dentro del marco de la teoría Thomas-Fermi (TF),

es posible determinar la estructura electrónica de las estructuras como pozos cuán-

ticos (QW’s). Existe una gran variedad de estructuras tipo QW’s, como heteroes-

tructuras y dopajes delta. Por su parte, los pozos cuánticos han sido sujeto de un

gran número de investigaciones debido principalmente a sus propiedades electróni-

cas y ópticas [12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22] y por los cambios en

dichas propiedades debido a efectos externos [23, 24, 25, 26, 27, 28, 29]. Den-

1
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tro de los pozos cuánticos, estudiaremos particularmente los llamados delta dopados

[30, 31, 32, 33, 34, 35, 36, 37, 38, 39] que tomaron gran relevancia en el pasado

reciente. Las propiedades físicas de los sistemas delta cambian significativamente res-

pecto a otros pozos cuánticos debido al fuerte confinamiento de carga derivado de que

las impurezas ionizadas en el sistema se ubican únicamente en un plano bidimensional

[40]. En estos sistemas con una capa 2-D de impurezas se crea un perfil de poten-

cial muy particular conocido como "forma de V". Dichos sistemas son esenciales en

el desarrollo de dispositivos optoelectrónicos desde su introducción por Wood en los

años 80’s [41].

Los sistemas delta dopados son posibles gracias a técnicas de crecimiento epitaxial,

tal como la Epitaxia de Haces Moleculares (MBE) [42, 43, 44, 45, 46] que permite

el crecimiento capa por capa en una determinada dirección cristalina.

Técnicas como el MBE permitieron el desarrollo de nuevos sistemas como los

δ-dopados dobles (DDD), que cambiaron las propiedades de los sistemas cristalinos

respecto a los sistemas δ-simple. En los sistemas DDD el transporte en los portadores

de carga se incrementa además de que se abren nuevos canales de conducción [47, 48].

Por otro lado, la base para la ingeniería de dispositivos optoelectrónicos son las

transiciones intersubbanda en estructuras semiconductoras tipo QW’s [49, 50, 51].

Dentro de esta ingeniería podemos encontrar transistores de efecto de campo, detecto-

res de luz, diodos emisores, heteroestructuras multicapas y otros dispositivos de nueva

generación [52, 53, 54, 55]. Para la fabricación de dispositivos optoelectrónicos, la

disposición de las capas tipo n y tipo p en sándwich es esencial, un claro ejemplo es

el diodo láser basado en GaAs [56]; en esta estructura, los portadores de carga están

confinados en la región central del pozo cuántico. Particularmente los pozos cuánticos

tipo p y n son muy importantes en el desarrollo de celdas solares [57], además de ser

usados en LED’s con crecimiento MBE [58].

En trabajos relativamente recientes, se han reportado cálculos de propiedades

ópticas y electrónicas de sistemas con dopaje delta doble tipo n, en los cuales se ha

propuesto como solución matemática el principio de superposición de dos sistemas

δ-simples [14, 59, 60, 61]. En estos modelos, no se toma en consideración que la
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ecuación de Poisson asociada al sistema es una ecuación diferencial no lineal, que por

ende no admite el principio de superposición.

En relación a lo anterior, trabajos ab initio recientes [33, 34, 62] han determinado

la estructura electrónica de un sistema δ-dopado doble en Silicio con impurezas de

Fósforo. En este artículo muestran la estructura electrónica del sistema versus la

distancia de separación entre las capas dopadas. Sus cálculos determinaron que la

distribución de los portadores de carga es una función de la distancia entre capas de

impurezas. Además demostraron que cuando dos capas son muy próximas entre sí, el

sistema se comporta como una sola capa delta con un mínimo que tiende al doble de

cada una de las capas aisladas. Estos cálculos nos han permitido sustentar una idea

más clara del comportamiento del perfil de potencial a medida que las dos capas de

impurezas ionizadas son próximas entre sí, y discrepar de esta manera de modelos

previos en la literatura.

Por otra parte trabajos como el de Zheng et al. [63], han mostrado la importancia

del dopaje doble respecto al dopaje simple, ya que, específicamente la movilidad

electrónica se ve beneficiada cuando tenemos sistemas dobles respecto a los sencillos.

Lo anterior se debe a las diferentes configuraciones del confinamiento de los portadores

de carga como función de la distancia intercapas.

Nuestro trabajo se centra en el cálculo de los efectos de la distancia intercapas en

las propiedades ópticas lineales y no lineales en un sistema DDD para GaAs tipo n y

tipo p. Además, a partir del modelo doble, hemos propuesto un nuevo modelo en la

literatura que muestra la estructura electrónica de un sistema δ−cuádruple dopado.

1.2. Materiales III-V

Dentro de los compuestos llamados III-V, el Arseniuro de Galio (GaAs) es uno de

los más estudiados [64], debido a que fue uno de los primeros materiales que fueron

sujeto de estudio. Este material presenta un enlace tipo covalente, rígido y direccional,

característico de los orbitales sp3 de sus electrones de la banda de valencia.

El GaAs presenta una configuración cristalina tipo zinc − benda que consiste en
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Figura 1.1: Representación de una celda tipo zinc− blenda. En este caso uno de los
átomos representa al As y el otro al Ga. En la figura a representa la constante de red.

dos redes cúbicas centradas en la cara (fcc) entrelazadas, desplazadas una de la otra

por una translación (a/4)(1, 1, 1) sobre la diagonal principal donde a es el parámetro

de red. Lo anterior se puede apreciar en la figura 1.1 [65], donde se muestra que

las coordenadas de los átomos base son (000) y a/4(111). Particularmente el GaAs

presenta simetría del grupo puntual Td. En esta estructura, los puntos de una de

las redes fcc están ocupados por los átomos de Ga (cationes) y los otros puntos

por los As (aniones). En relación a la red recíproca del GaAs, ésta es una del tipo

centrada en el cuerpo (bcc), de tal forma que su primera zona de Brillouin es un

octaedro truncado; lo anterior puede verse a detalle en la figura 1.2 [66] donde

además se observan los puntos de alta simetría definidos como Γ (kx = ky = kz = 0),

X (kx = 0, ky = 2π/a, kz = 0) y L (kx = ky = kz = 2π/a), donde a representa la

constante de la red.

En el sólido de GaAs, los electrones de valencia están deslocalizados y forman

bandas de energía. Los dos electrones que ocupan el orbital s dan lugar a la banda

de conducción, mientras que los otros seis electrones ocupan los tres orbitales tipo p

dando lugar a las tres bandas de valencia: banda de huecos pesados (hh), de huecos

ligeros (lh) y de desdoblamiento (so) [67]. En la figura 1.3 notamos que el máximo
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Figura 1.2: Primera zona de Brillouin y puntos de alta simetría para la red fcc
correspondientes a una estructura tipo zinc− blenda en GaAs.

Figura 1.3: Estructura de bandas del GaAs. Se muestran los tres valles principales y
las bandas asociadas a hh, lh y so.
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de la banda de valencia se localiza sobre el punto Γ de la zona de Brillouin, y sin

considerar la interacción espín-órbita, se dice que las tres bandas están degeneradas.

Por otro lado, en la misma figura se puede observar que el mínimo en la banda de

conducción se localiza sobre el mismo punto Γ, por esta razón se dice que el GaAs

es un material de banda prohibida directa (GAP directo). Es importante mencionar

que en el entorno de Γ las bandas de conducción y de valencia se pueden considerar

parabólicas.

Algunos parámetros importantes en este sistema son: la constante dieléctrica rela-

tiva εr = 12.5, la masa efectiva de los electrones m∗e = 0.063m0, la masa efectiva de los

huecos pesados mhh = 0.52m0 y la masa efectiva de los huecos ligeros mlh = 0.087m0;

donde m0 representa la masa del electrón libre. Finalmente otro parámetro impor-

tante es el ancho de la banda prohibida (Eg) con un valor de 1.424 eV [68, 69].

Cabe destacar que respecto a la temperatura la energía del GAP se comporta como

Eg = 1.519− [5.405× 10−4 · T 2/(T + 204)] (eV ) [70].

1.3. Sistemas dopados

Los pozos cuánticos se construyen al impurificar un material semiconductor, de

forma tal que, estas impurezas en la estructura del material modulan un potencial

debido a un campo electrostático, además de que introducen portadores de carga en

el sistema. Las impurezas pueden ser del tipo donadoras o aceptoras. Las impurezas

donadoras tienen un electrón extra (respecto a la estructura cristalina) en la capa de

valencia, a estas se les conoce como tipo n; un ejemplo de éstas son el Fósforo (P)

en una estructura de Silicio (Si). La figura 1.4 a) [71] muestra una representación

del dopaje tipo n en una estructura de Si. Por otro lado, las impurezas son aceptoras

siempre que tengan un déficit de un electrón en la última capa de valencia respecto

al material base; un ejemplo de éste sería el Boro (B) en el Si, tal y como se muestra

en la figura 1.4 b) [71]. A este tipo de dopaje se le conoce como dopaje tipo p.

En relación a éstos defectos puntuales (impurezas) en la red cristalina, podemos

encontrar una clasificación diferente a la previamente mencionada (impurezas tipo n y
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Figura 1.4: Muestra los diferentes tipos de dopaje en una estructura a base de Silicio
(Si). En la imagen superior a) se muestra el dopaje tipo n en el que un P sustituye un
Si, generando un electrón extra. En b) tenemos un B que sustituye a un Si produciendo
una vacancia (hueco) teniendo dopaje tipo p.

p) que se basa en la importancia relativa del potencial introducido por la impureza [72,

73] (que lo denotaremos por Uimp) respecto al potencial cristalino (que lo denotaremos

por Vcris). Al introducir un átomo dopante en el material, el potencial Uimp es casi

esféricamente simétrico alrededor del punto fijo del sitio de la impureza. En primer

lugar, si para Uimp tenemos que Vcris actúa como una pequeña perturbación sobre

algunos estados cuyos funciones de onda electrónicas no se extienden apreciablemente

sobre la red y están localizados donde es grande Uimp; los estados que satisfacen

ésta condición de contorno son llamados estados fuertemente unidos por impurezas

profundas (deep impurities). Por otro lado, la situación opuesta puede ocurrir cuando

el potencial de la red Vcris es dominante; en este caso Uimp puede ser considerado como

una perturbación. Estos son llamados estados de impurezas poco profundas, impuresas

rasas o superficiales (shallow impurities). Finalmente, tambien existen algunos casos

con la situaciń más general donde el potencial introducido y el potencial cristalino

tienen una importancia comparable.

Ahora bien, en el material base, los enlaces de aceptores o donores deben diferir

muy poco de los enlaces de dicho material, de tal forma que los electrones de valencia

de las impurezas tomen parte en los enlaces que tenían los electrones sustituidos. De

tal forma que, se tiene un electrón (hueco) de más ligado a la impureza para un do-

nante (aceptor). Éste es el caso de nuestro sistema con impurezas rasas o superficiales
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(shallow). De esta manera se puede usar la descripción del átomo de Hidrógeno para

representar la física del problema, pero se debe tener en cuenta que el portador de

carga está dentro de un material, por lo que se deberá considerar su masa efectiva,

además de considerar la constante dieléctrica del material εr. Así, el radio de Bohr

efectivo a∗0 y la energía de ionización EIn estará dada como

a∗0 = εr

(m0

m∗

)
a0, (1.1)

EIn =
m∗

m0

1

ε2r

E1H

n2
, (1.2)

donde a0=0.53 Å es el radio de Bohr y E1H = −13.6 eV es el Rydberg. Los niveles

de los donores (Ed) y los aceptores (Ea) están justo por debajo y encima de la banda

de conducción y valencia respectivamente.

Finalmente cabe destacar que la constante dieléctrica relativa (εr) en los semicon-

ductores tiene valores típicos entre 10 y 80, y su energía de ionización es de algunos

meV.

1.3.1. El δ−dopado

En los pozos δ−dopados, hipotéticame solo se dopa una lámina 2D de ancho ató-

mico en la estructura 3D. Por esta razón se puede considerar que el ancho del dopaje

es cero, respecto al tamaño del sistema completo, de forma tal que la distribución

espacial de las impurezas tiene la forma de una δ de Dirac, de aquí el nombre que

reciben estas estructuras [74]. Estos sistemas dopados fueron introducidos por Wood

et al. en 1980 [41], y a la fecha son ampliamente estudiados principalmente por sus

propiedades electrónicas y ópticas. Dentro de sus primeras aplicaciones destaca el

transistor de efecto de campo con dopaje delta (δ−FET) el cual fue desarrollado por

Schubert, Fischer y Ploog [75].

Una imagen clara de este dopaje, se muestra en la figura 1.5 del trabajo de Ploog

[42]. En la figura 1.5 a) observamos un esquema de una estructura de GaAs en la

que en una sola capa (perpendicular al plano de la figura) se ha sustituido algunos
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Figura 1.5: Muestra a) un esquema del dopaje tipo delta de Si en una estructura de
GaAs. En b) se presenta el perfil de potencial producido por la capa de impurezas
ionizadas, los niveles de energía y sus correspondientes funciones de onda.

átomos de As por átomos de Si, generando así el dopaje tipo delta. En la figura 1.5

b) observamos el típico perfil de potencial, niveles de energía y funciones de onda de

la estructura.

1.4. Aproximación de masa efectiva por el método

k · p

El método
−→
k ·−→p es utilizado para describir las bandas energéticas y las funciones

de onda de sistemas semiconductores cristalinos en torno a los puntos de alta simetría

en la zona de Brillouin usando la teoría de perturbaciones [76]. Para un electrón en

un cristal, la ecuación de Schrödinger tiene la forma

HΨ =

(
p2

2m0

+ V (r)

)
Ψ = EΨ, (1.3)



CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN 10

donde m0 representa la masa del electrón libre y p es el operador de momento. Es

importante mencionar que este Hamiltoniano es invariante ante translaciones en la

red, de tal forma que el vector de onda cristalino k es un buen número cuántico para

describirlo. De esta manera, las funciones propias del Hamiltoniano pueden escogerse

de manera que sean simultáneamente autofunciones de operador de traslación en la

red T−→
d

T−→
d

Ψ(r) = Ψ(−→r +
−→
d ) = eik·dΨ(r), (1.4)

de forma tal que pueden escogerse como funciones de Bloch:

Ψnk = eik·dunk(r), (1.5)

en la ecuación (1.5) unk(r) es una función con la periodicidad del cristal, además

n numera los autoestados electrónicos y k es el vector de onda del estado para un

electrón/hueco. Si sustituimos (1.5) en (1.3) obtenemos

(
p2

2m0

+
h̄

m0

k · p+
h̄2k2

2m0

+ V (r)

)
unk(r) = En(k)unk(r), (1.6)

para un vector de onda k dado, el conjunto de todas las funciones unk es completo

para funciones con periodicidad del cristal. Eligiendo k = k0, la función de onda para

cualquier vector de onda del cristal k puede expresarse en términos de unk0 ,

unk(r) =
∑
n′

cn′n(
−→
k −
−→
k 0)u

n
−→
k 0

(r). (1.7)

Definimos ahora

Hk0 =
p2

2m0

+
h̄

m0

k0·p+
h̄2k2

2m0

+ V (r), (1.8)

de tal forma que podemos reescribir la ecuación (1.6) como

[
Hk0 +

h̄

m0

(k− k0) · p +
h̄2(k2 − k2

0)

2m0

]
unk(r) = En(k)unk(r), (1.9)
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que multiplicada por u∗nk0
(r), e integrada sobre la celda unitaria, en la que las fun-

ciones unk0(r) están normalizadas, se obtiene

∑
n′

{[
En′(k0) +

h̄2(k − k0)

2m0

]
δnn′ +

h̄(k− k0) · pnn′

m0

}
cnn′ = En(k)cnn, (1.10)

donde

pnn′ =

∫
cu

u∗nk0
(r)pun′k0(r)dr, (1.11)

donde cu indica que se integra sobre la celda unitaria. La expresión (1.10) es válida

para todo el vector de onda del cristal k, aunque es útil cuando k ≈ k0, de modo que

los términos no diagonales h̄(k− k0) · pnn′/m0 son pequeños, y pueden ser tratados

como una perturbación de Hk0 . En el caso de una sola banda (valencia o conducción),

usando la teoría de perturbaciones de segundo orden, la ecuación (1.10) adopta la

forma

En(k) = En(k0)+
h̄(k− k0) · pnn′

m0

+
h̄2(k2 − k2

0)

2m0

+
h̄2

m2
0

∑
n′

|h̄(k− k0) · pnn′ |2

En(k)− En′(k0)
, (1.12)

que es válida en un entorno a k0. Normalmente k0 es un extremo, por lo que el término

lineal en k − k0 es cero. Usando los ejes principales, tenemos

En(k) = En(k0) +
h̄2

2

3∑
i=1

(ki−k0i)
2

mi

. (1.13)

1

mi

=
1

m0

+
2

m2
0

∑
n′

|ui · pnn′ |2

En(k0)− En′(k0)
. (1.14)

En un sistema isotrópico las tres masas efectivas son iguales, es decir m1 = m2 =

m3 = m∗, de forma tal que podemos rescribir la ecuación (1.13) de la forma

En(k) = En(k0) +
h̄2(k−k0)2

2m∗
. (1.15)

La última ecuación representa la energía de una partícula libre con una masa efec-

tiva m∗. El efecto del potencial cristalino y del resto de las bandas queda enmarcado
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por las masas efectivas. La presente teoría es de suma importancia en la física de

semiconductores debido a que permite atribuir todos los efectos del cristal en una

masa efectiva, que por lo regular es un tensor, y que en un sistema isotrópico es

simplemente un escalar.

1.5. Teoría de Thomas-Fermi

El objetivo de la teoría de Thomas-Fermi (TF), también conocida como teoría

del gas no homogéneo de electrones, es describir las propiedades del estado base en

términos de la densidad electrónica [6]. Dicha densidad es el número de electrones

por unidad de volumen en −→r y se denota como n(−→r ). Es importante mencionar que

la cantidad n(−→r ) es una observable física. El origen de la teoría del gas no homogéneo

de electrones está fundamentada en la teoría estadística de Thomas-Fermi [77, 78].

En esta teoría uno parte de las relaciones del gas de electrones homogéneo y aplica

esta localidad en la densidad de carga no homogénea. Es importante mencionar que

la teoría de TF tiene validez en el límite estadístico de muchas partículas. Un método

por el cual la densidad n(−→r ) puede ser obtenida directamente desde V (−→r ), sin pasar

por las funciones de onda, es muy atractivo, y éste es el logro de la teoría de TF.

Comenzamos asumiendo que en la nube de electrones no homogénea se puede

obtener el número de electrones por unidad de volumen n(−→r ) en el estado fundamental

como

n(−→r ) =
8π

3h3
p3
f (
−→r ), (1.16)

donde pf = pFermi, evidentemente el momento máximo pf (−→r ) se ha especificado para

cada vector de posición −→r . El segundo paso importante es escribir la ecuación de

energía clásica para el electrón de mayor energía como

µ =
p2
f (
−→r )

2m
+ V (−→r ). (1.17)

Es posible eliminar pf (−→r ) de la ecuación (1.17) en relación de n(−→r ), obteniéndose
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así

µ =
1

2m

(
3h3

8π

)2/3

[n(−→r )]
2/3

+ V (−→r ). (1.18)

La expresión anterior es la relación básica entre la densidad electrónica n(−→r ) y la

energía potencial V (−→r ) de la teoría de Thomas-Fermi. Esto es un pilar importante

de la teoría, ya que la ecuación (1.18) también se puede obtener como la ecuación de

Euler del principio de mínima energía.

Por otro lado, representaremos a la probabilidad de un electrón en la posición −→r

en la que la nube de carga teniendo un momento de magnitud entre p y p+ dp como

Ir(p)dp. Para el espacio fase tenemos

Ir(p)dp =
4πp2

4
3
πp3

f (
−→r )

dp, donde p < pf (
−→r ). (1.19)

Por lo tanto, ya que hay n(−→r ) electrones por unidad de volumen en −→r , podemos

escribir que la energía cinética t por unidad de volumen como:

t =

∫ pf

0

n(−→r )
p2

2m

3p2

p3
f

dp. (1.20)

Usando la ecuación (1.16) para la densidad de electrones n(−→r ) encontramos al

sustituir en (1.20)

t = ck [n(−→r )]
5/3

; donde ck =
3h2

10m

(
3

8π

)2/3

. (1.21)

Así, mediante la integración sobre toda la nube de carga, tenemos la energía

cinética T del gas de electrones no homogéneo

T = ck

∫
[n(−→r )]

5/3−→r . (1.22)

Por otro lado, en relación a la energía potencial, ésta se puede escribir primera-

mente como la interacción de la densidad electrónica n(−→r ) con la energía potencial
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de marco de referencia nuclear, denotado por VN(−→r ), dando una energía potencial

Uen =

∫
n(−→r )VN(−→r )d−→r , (1.23)

y en segundo lugar por las interacciones electrón-electrón trabajando solo con la

interacción clásica coulombiana de la nube electrónica

Uee =
1

2
e2

∫
n(−→r )n(

−→
r′ )∣∣∣−→r −−→r′ ∣∣∣ d−→r d

−→
r′ . (1.24)

De tal manera que la energía electrónica total Eel es la suma de (1.22), (1.23) y

(1.24)

Eel = ck

∫
[n(−→r )]

5/3
d−→r +

∫
n(−→r )VN(−→r )d−→r +

1

2
e2

∫
n(−→r )n(

−→
r′ )∣∣∣−→r −−→r′ ∣∣∣ d−→r d

−→
r′ (1.25)

Esta última expresión depende solamente de la densidad de electrones y del po-

tencial nuclear VN . Ahora podemos minimizar esta relación respecto a la densidad de

electrones n(−→r ), sujeta solo a la condición de normalización, escrita como

∫
n(−→r )d−→r = N, (1.26)

dondeN representa el número total de electrones en el sistema considerado. El método

estándar tomando la condición descrita en (1.26) es realizando el principio variacional

descrito por

δ(E − µN) = 0, (1.27)

donde µ es el multiplicador de Lagrange. Por lo que tenemos

µ =
5

3
ck [n(−→r )]

2/3
+ VN(−→r ) + Ve(

−→r ), (1.28)

en la ecuación anterior se ha escrito Ve(−→r ) como la energía potencial creada por la

nube de electrones n(−→r ). Sustituyendo ck de la ecuación (1.21) en la expresión (1.27)
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es inmediatamente equivalente a la ecuación (1.18) donde V (−→r ) es VN(−→r ) + Ve(
−→r ).

El parámetro µ ahora es fácilmente reconocido como el potencial químico ya que

µ =
∂E

∂N
. (1.29)

Si resolvemos la ecuación (1.18) para n(−→r ) encontraremos inmediatamente que la

densidad electrónica está dada como

n(−→r ) =
8π

3h3
(2m)3/2 [µ− V (−→r )]

3/2
, (1.30)

la ecuación (1.30) se cuemple para µ ≥ V (−→r ), y será igual a cero en cualquier otro

caso. Un camino equivalente a la formulación anterior denota una relación entre n y

V en la ecuación de Poisson

∇2(µ− V ) =
32π2e2

3h3
(2m)3/2 (µ− V )3/2. (1.31)

Una de las características elegantes de la teoría estadística aplicada en átomos e

iones es que es posible realizar una solución a escala. En este tenor se introduce la

función dimensional φ(z), de esta manera

µ− V (−→r ) =
Ze2

r
φ(x), (1.32)

donde x es dimensional y está definida como

r = bx, b =
1

4

[
9π2

2Z

]1/3

a0 = 0.88534Z−1/3a0. (1.33)

Donde Z representa el número atómico y a0 es el radio de Bohr h2/4π2me2. De

esta manera la ecuación de Thomas-Fermi adimensional adopta la forma

d2φ

dz2
=
φ3/2

z1/2
, (1.34)

La ecuación diferencial anterior acepta soluciones del tipo 1/f 4(z).
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1.5.1. Teoría Thomas-Fermi en pozos δ-dopados tipo n

En esta sección aplicaremos la teoría Thomas-Fermi a un sistema δ-dopado con

impurezas tipo n. En este caso partiremos del supuesto que trabajamos en el límite de

bajas temperaturas, además de que la nube de gas de electrones libres es localmente

homogénea. Así pues la densidad de electrones por unidad e volumen n0 en el estado

base estará dada por

n0 =
1

3π2

p3
F

h̄3 , (1.35)

donde pF representa el radio de la esfera de Fermi en el espacio de momentos. Su-

poniendo ahora que el gas de electrones es localmente homogéneo, es decir, que la

aproximación del gas ideal es válida en cada punto de la nube electrónica, tenemos

que la densidad de electrones por unidad de volumen estará dada por

n(r) =
1

3π2

p3
F (r)

h̄3 . (1.36)

Por otro lado, se sabe que la probabilidad Ir(p)dp de que el momento de un electrón

tenga un valor entre p y p+ dp, es

Ir(p)dp =
3p2dp

p3
F (r)

θ(pF − p). (1.37)

Además, la energía cinética para un electrón en la nube puede expresarse como

t =

∫ pF

0

n(r)
p2

2m∗
Ir(p)dp. (1.38)

Ahora al despejar pF de la ecuación (1.36), sustituirlo en (1.37) para integrar

(1.38) con la nueva expresión de Ir(p), tenemos

t =
3

10m∗
n(r)

[
3π2h̄3n(r)

]2/3
, (1.39)

si integramos sobre toda la nube de carga, se obtiene el funcional de energía cinética,



CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN 17

el cual viene dado por

T =
3

10m∗

∫
3

10m∗
n(r)

[
3π2h̄3n(r)

]2/3
dr. (1.40)

La energía potencial asociada con la interacción entre el gas de electrones y el

plano de las impurezas ionizadas está descrito por

Uen = e2

∫
n(r)VN(r)dr =

2πe2

εr
N2D

∫
n(z) |z| dz, (1.41)

y el funcional de energía que corresponde a la interacción electrón-electrón es

Uee =
e2

2εr

∫ ∫
n(r)n(r′)

|r− r′|
drdr′. (1.42)

Aquí hacemos uso del llamado modelo hidrogenoideo para las impurezas, donde los

electrones se suponen están en un medio homogéneo de constante dieléctrica relativa

εr. El primer paso en la deducción de este funcional para la energía de interacción,

consiste en separar la integral en dos partes

Uee =
e2

2εr

∫ ∫
n(z)n(z′)dzdz′

∫ ∫
dsds′

|r− r′|
, (1.43)

escribiendo ahora explícitamente las integrales de área y definiendo X ′ = x − x′ y

Y ′ = y − y′ tenemos

Uee =
e2

2εr

∫ ∫
n(z)n(z′)dzdz′

∫ ∫
dxdy

∫ ∫
dx′dy′√

(X ′)2 + (Y ′)2 + (z − z′)2
. (1.44)

Reescribiendo la ecuación anterior en coordenadas polares y tomando el límite de

radio infinito, la expresión para el funcional de energía estará dado como

Uee =
e2

2εr

∫ ∫
n(z)n(z′)dzdz′

(√
(R)2 + |z − z′|2 − |z − z′|

)
. (1.45)

En el límite, cuando R→∞, la primera integral diverge. Éste término corresponde

a la energía asociada con auto-interacción de un solo electrón, por lo tanto se desprecia,
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de forma tal que la ecuación (1.45) adopta la forma

Uee = −πe
2

εr

∫ ∫
n(z)n(z′) |z − z′|2 dzdz′. (1.46)

De esta manera, el funcional de energía de Thomas-Fermi está dado por:

ETF =
3

10m∗

∫
n(z)

[
3π2h̄3n(z)

]2/3
dz +

2πe2

εr
N2D

∫
n(z) |z| dz

−πe
2

εr

∫ ∫
n(z)n(z′) |z − z′| dzdz′. (1.47)

Como ya sabemos, la derivada funcional de ETF con respecto de la densidad da

como resultado el potencial químico del sistema, de forma tal que:

µ =
1

2m∗
[
3π2h̄3n(z)

]2/3
+

2πe2

εr
N2D |z| −

2πe2

εr

∫
n(z) |z − z′| dz. (1.48)

Por otro lado, el curvamiento espacial de las bandas está descrito mediante la

ecuación de Poisson

d2V (z)

dz2
= −4πe2

εr
n(z) +

4πe2

εr
N2Dδ(z), (1.49)

cuya solución es

V (z) =
2πe2

εr
N2D |z| −

2πe2

εr

∫
n(z) |z − z′| dz. (1.50)

Si comparamos (1.50) con (1.48) podemos afirmar que

µ =
1

2m∗
[
3π2h̄3n(z)

]2/3
+ V (z), (1.51)

y despejando la densidad de portadores de la última expresión, obtenemos

n(z) =
(2m∗)3/2

3π2h̄3 [µ− V (z)]3/2 . (1.52)

Por simplicidad, de este punto en adelante, usaremos las unidades efectivas para
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describir las expresiones con las que trabajaremos. Para tal caso, definiremos prime-

ramente el radio de Bohr efectivo como:

a∗0 =
εrh̄

2

m∗e2
, (1.53)

donde ya hemos definido previamente a εr como la constante dieléctrica relativa del

material en cuestión, h̄ la constante de Planck reducida, m∗ es la masa efectiva de los

portadores y e representa la carga eléctrica. De manera similar definimos el Rydberg

efectivo como

Ry∗ =
e2

2εra∗0
. (1.54)

De esta manera reescribimos la relación entre la densidad electrónica y el perfil de

potencial, descrita en (1.52) en unidades efectivas usando (1.53) y (1.54), como

n∗(z) =
1

3π2
[µ∗ − V ∗H(z)]3/2 . (1.55)

De forma análoga, reescribimos la ecuación de Poisson, escrita en (1.49), en uni-

dades efectivas
d2V ∗H(z)

dz2
= −8πn∗(z) + 8πN∗2Dδ(z). (1.56)

Sustituyendo n∗(z) en la expresión (1.56) obtenemos

d2V ∗H(z)

dz2
= − 8

3π2
[µ∗ − V ∗H(z)]3/2 + 8πN∗2Dδ(z). (1.57)

En este tipo de ecuaciones se buscan soluciones del tipo 1/f 4(z), donde f(z) debe

ser una función lineal de z, debido a la presencia de la función delta de Dirac se

propone en este caso

V ∗H(z)− µ∗ = − α2

(α |z|+ z0)4 , (1.58)

y sustituyendo en la ecuación (1.57) obtenemos que

α = 2/15π, (1.59)
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además, al exigir que el sistema sea neutral, encontramos

z0 =

(
α3

πN∗2D

)1/5

. (1.60)

La expresión (1.60) representa una escala fundamental de longitud para el proble-

ma. Ésta expresa, por ejemplo, que el sistema disminuye su tamaño al incrementar el

valor de la densidad bidimensional de impurezas N∗2D y lo hace como (N∗2D)−1/5. Este

modelo, como lo propone Ioratti [30], es exacto en el límite de altas densidades, que

es justamente, el modelo que empleamos.

1.5.2. Teoría de Thomas-Fermi en pozos δ-dopados tipo p

La teoría de TF es aplicada en pozos δ-dopados tipo p en GaAs para describir

el desdoblamiento de la banda de valencia de forma analítica. Partiremos desde la

suposición de bajas temperaturas y que localmente el gas de portadores es homogéneo,

de forma tal que el número de portadores por unidad de volumen es

p (r) =
1

3π2

p3
F (r)

h̄3 . (1.61)

Siguiendo con la aproximación TF, y teniendo en cuenta que se consideran in-

dependientes las bandas de huecos pesados (hh) y de huecos ligeros (lh), la energía

cinética de huecos por unidad de volumen puede ser descrita como en el trabajo de

Gaggero et al. [79], para el caso de dos bandas, de la siguiente forma

t =
1

2mhhma

∫ pF

0

p2
mIr(pm)dpm =

3

2mhhmapF

∫ pF

0

p4
mdpm, (1.62)

donde ma =
[
1 + (mlh/mhh)

3/2
]2/3 en el caso de considerar solo dos bandas, además

mhh (mlh) representa la masa de los huecos pesados (ligeros). Sustituyendo el valor

de pF de la ecuación (1.61) en (1.62) e integrando sobre el intervalo, obtenemos

t =
3
[
3π2h̄3p(r)

]2/3
10mhhma

, (1.63)
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De esta manera, el funcional de energía cinética es

T =

∫
p(r)tdr =

3

2mhhma

∫
p(z)

[
3π2h̄3p(z)

]2/3
dz. (1.64)

El funcional de la energía de interacción hueco-hueco es:

Vhh =
e2

2εr

∫ ∫
p(r)p (r′) drdr′

|r− r′|
. (1.65)

Ahora consideramos el denominado modelo hidrogenoideo, de esta manera los huecos

están en un medio homogéneo de constante dieléctrica relativa εr

Vhh =
e2

2εr

∫ ∫
p(z)p(z′)dzdz′

∫ ∫
dSdS′

|r− r′|
, (1.66)

donde dS y dS′ representan los diferenciales de área de las coordenadas r y r′ respec-

tivamente. Tomando las integrales de área y definiendo a X ′ = (x−x′) y Y ′ = (y−y′)

tenemos

Vhh =
e2

2εr

∫ ∫
p(z)p(z′)dzdz′

∫ ∫
dxdy

∫ ∫
dx′dy′√

X ′2 + Y ′2 + (z − z′)2
, (1.67)

ahora si llevamos la expresión anterior coordenadas polares X ′ = R′ cos θ y Y ′ =

R′ sin θ, hacemos el cambio de variable u = R
′2 + (z − z′

)2 e integrando sobre u, θ, x

y y llegamos a la expresión

Vhh =
e2π

εr

∫ ∫
p(z)p(z′)

(√
R′2 + |z − z′| − |z − z′|

)
dzdz′. (1.68)

En el límite de R′ → ∞, la primera integral de (1.68) diverge, por lo que pode-

mos ignorar dicho término que corresponde a la energía de auto-interacción. De esta

manera tenemos

Vhh = −e
2π

εr

∫ ∫
p(z)p(z′) |z − z′| dzdz′. (1.69)

La expresión (1.69) es muy importante, ya que como omitimos la energía de auto-

interacción, esperamos que los resultados sean más próximos a los resultados experi-
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mentales.

Por otro lado, la interacción entre el gas de huecos y el plano de impurezas ioni-

zadas está descrita por el siguiente funcional de densidad

Vhn =

∫
p(r)VN(r)dr =

2e2π

εr
ρ2D

∫
p(z) |z| dz, (1.70)

donde ρ2D representa la densidad del plano de impurezas ionizadas tipo p.

Sumando cada una de las contribuciones, el funcional ETF , estará dado por

ETF =
3

10mhhma

∫
p(z)

[
3π2h̄3p(z)

]2/3
dz −

e2π

εr

∫ ∫
p(z)p(z′) |z − z′| dzdz′ + e2π

εr
ρ2D

∫
p(z) |z| dz. (1.71)

Aplicando el principio variacional δ (ETF − µN) = 0 se puede determinar el mul-

tiplicador de Lagrange µ identificado como el potencial químico

µ =
1

2mhhma

[
3π2h̄3p(z)

]2/3 − e2π

εr

∫
p(z′) |z − z′| dz′ + e2π

εr
ρ2D |z| . (1.72)

Considerando las unidades efectivas Ry∗ = e2/(2εra
∗
0) y a∗0 = εrh̄

2/(e2mhh) y

definiendo pau(z) = a∗30 p(z) es posible reescribir µ de la ecuación (1.72) como

µ =
1

ma

[
3π2pau(z)

]2/3 − 2e2π

εr

∫
p(z′) |z − z′| dz′ + 2e2π

εr
ρ2D |z| . (1.73)

Por otro lado, el doblamiento espacial de la banda de valencia está descrito por la

ecuación de Poisson

d2VH(z)

dz2
= −4πe2

εr
p(z) +

4πe2

εr
ρ2Dδ(z), (1.74)

donde VH(z) = −2
πe2

εr

∫
p(z′) |z − z′| dz′ + 2e2π

εr
ρ2D |z| . (1.75)

En las ecuaciones anteriores VH(z) es el potencial de Hartree. Tomando en cuenta
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las ecuaciones (1.73) y (1.75), el potencial químico es

µ =

[
3π2pau(z)

m
3/2
a

]2/3

Ry∗ + VH(z). (1.76)

Análogamente al caso tipo n, podemos escribir la ecuación de Poisson asociada al

sistema de la forma

d2VH(z)

dz2
au

= −8m
3/2
a

3π
[µ− VH(z)]3/2 + 8πρ2Dδ(z). (1.77)

La solución físicamente aceptable de este tipo de ecuación es de la forma 1/f 4(z)

[30], y como en el caso tipo n , la función f(z) es lineal en z. Así, la solución para el

pozo δ tipo p será

V ∗H(z)− µ = − α2

(α |z|+ z0)4 , (1.78)

donde los parámetros α y z0 tienen los valores

α =
2m

3/2
a

15π
, z0 =

(
α3

πρ2D

)1/5

. (1.79)

Las ecuaciones (1.78) y (1.79) resumen el modelo del perfil de potencial en el marco

de la teoría TF para pozos delta tipo p.



Capítulo 2

Técnicas de cálculo

2.1. Matriz de transferencia

Una de las técnicas más empleadas para la solución de problemas unidimensionales

es el de la Matriz de Transferencia (MT) [80, 81]. Gran parte de los trabajos que

utilizan esta técnica, analizan un potencial constante en intervalos. Con la técnica de

MT, se evalúa la función de onda, su derivada y se transfiere los coeficientes de la

función de onda de un intervalo a otro.

Partiendo de que la ecuación de Schrödinger

ψ′′(z) +
2m

h̄2 (E − V (z))ψ(z) = 0, (2.1)

se puede llevar a la forma
dF (z)

dz
= P (z)F (z), (2.2)

donde

P (z) =

 0 1

−2m
h̄2

(E − V (z)) 0

 , (2.3)

F (z) =

 ψ(z)

ψ′(z)

 . (2.4)

24
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Entonces

d

dz

 ψ(z)

ψ′(z)

 =

 0 1

−2m
h̄2

(E − V (z)) 0

 ψ(z)

ψ′(z)

 . (2.5)

Definiendo la matriz de transferencia M (z0, z) como la matriz de 2× 2 que trans-

fiere alguna solución F (z) desde z0 hasta z,

F (z) = M (z, z0)F (z0) , (2.6)

donde M (z, z0) tiene las siguientes propiedades:

1. M (z, z0) es real.

2. M (z0, z0) = I.

3. M (z, z0)M (z0, z) = I.

4. Si z1 es un punto del intervalo (z0, z), para el cual la función de onda y su

derivada son continuas, entonces M (z, z0) = M (z, z1)M (z1, z0) .

5. Si g1 (z) y g2 (z) son dos soluciones linealmente independientes de la ecuación

(2.2), entonces

M (z, z0) =
1

∆

 M11 M12

M21 M22

 , (2.7)

donde

M11 = g′2(z0)g1(z)− g′1(z0)g2(z),

M12 = g1(z0)g2(z)− g2(z0)g1(z),

M21 = g′2(z0)g′1(z)− g′1(z0)g′2(z),

M22 = g1(z0)g′2(z)− g2(z0)g′1(z),

∆ = g1(z0)g′2(z‘0)− g′1(z0)g2(z0).

En particular, en intervalos con potencial constante la matriz de transferencia

presenta la forma

M (z, z0) =

 cos [P (z − z0)] 1
P

sin [P (z − z0)]

−P sin [P (z − z0)] cos [P (z − z0)]

 , (2.8)
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donde P =
√

2m
h̄2

(E − V ). Supongamos ahora que se quieren transferir las soluciones

desde a1 hasta a2, con dos valores constantes para el potencial en los extremos del in-

tervalo nombrados V1 y V2 respectivamente, y con valores arbitrarios para el potencial

dentro del intervalo

V (z) =


V1 z < a1

arbitrario z ∈ (a1, a2)

V2 z > a2

 , (2.9)

para z ≤ a1

ψ′′(z) +
2m

h̄2 (E − V1)ψ(z) = 0, (2.10)

ψ(z) = eκz, (2.11)

κ2 +
2m

h̄2 (E − V1) = 0. (2.12)

Entonces tenemos

κ = ±
√

2m

h̄2 (V1 − E). (2.13)

Si solo nos interesan los estados acotados, tenemos

ψ(z) = AeH1z +Be−H1z, (2.14)

H1 =

√
2m

h̄2 (V1 − E). (2.15)

De manera análoga para la región z ≥ a2 tenemos

H2 =

√
2m

h̄2 (V2 − E). (2.16)
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Si M es la MT que lleva las soluciones desde a1 hasta a2, tenemos pues que

F (z) =



A

 1

H1

 eH1z +B

 1

−H1

 e−H1z, z ≤ a1

M(z, a1)F (a1), a1 ≤ z ≤ a2

C

 1

H2

 eH2z +D

 1

−H1

 e−H2z, z ≥ a2

(2.17)

Exigiendo que las constantes B = C = 0 y ejerciendo la condición de continuidad

en z = a1 tenemos

F (z) =



A

 1

H1

 eH1z, z ≤ a1

AeH1a1M(z, a1)

 1

H1

, a1 ≤ z ≤ a2

D

 1

−H1

 e−H2z, z ≥ a2

(2.18)

Ahora, ejerciendo la condición de continuidad en z = a2 tenemos

AeH1a1M(a2, a1)

 1

H1

 = D

 1

−H1

 e−H2a2 , (2.19)

AeH1a1

 M11 M12

M21 M22

 1

H1

 = D

 1

−H1

 e−H2a2 . (2.20)

De esta manera al realizar los productos matriciales de la ecuación (2.20), obte-

nemos el sistema de ecuaciones

AeH1a1(M11 +H1M12)−De−H2a2 = 0, (2.21)

AeH1a1(M21 +H1M22) +DH2e
−H2a2 = 0. (2.22)

Recordando algunos conceptos del álgebra lineal, para que el sistema de ecuaciones
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formado por (2.21) y (2.22) tenga solución única, el determinante de éste debe ser

igual a cero. De esta manera tenemos que∣∣∣∣∣∣ e
H1a1(M11 +H1M12) −e−H2a2

eH1a1(M21 +H1M22) H2e
−H2a2

∣∣∣∣∣∣ = 0, (2.23)

que nos conduce a la ecuación

H2M11 +H1H2M12 +M21 +H1M22 = 0, (2.24)

conocida como la ecuación trascendente que determina los niveles de energía para el

caso previamente planteado.

2.1.1. Potencial simétrico

Consideremos el caso en que el potencial es simétrico, en el cual se quiere transferir

la solución de la ecuación de onda del punto a1 hasta a2, con potenciales constantes

a los costados de igual tamaño denotados por V. En este caso, la función envolvente

previamente definida como F (z) tendía la forma

F (z) =



A

 1

H

 eHz +B

 1

−H

 e−Hz, z ≤ a1

M(z, a1)F (a1), a1 ≤ z ≤ a2

C

 1

H

 eHz +D

 1

−H

 e−Hz, z ≥ a2

(2.25)
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donde H =
√

(2m/h̄2)(V − E). Ahora, exigiendo que B = C = 0, y tomando la

condición de continuidad en z = a1 tenemos

F (z) =



A

 1

H

 eHz, z ≤ a1

AeHa1M(z, a1)

 1

H

, a1 ≤ z ≤ a2

D

 1

−H

 e−Hz, z ≥ a2

(2.26)

Ahora utilizamos la simetría del potencial para exigir que para los estados pares

de ψ′(z = 0) = 0, y que los estados impares se cumpla que ψ(z = 0) = 0. De esta

manera, podemos llegar a las ecuaciones

M21(0, a1) +HM22(0, a1) = 0, (2.27)

M11(0, a1) +HM12(0, a1) = 0, (2.28)

que son las ecuaciones trascendentes para determinar los niveles de energía para los

estados pares e impares respectivamente.

Cálculo de la constante de normalización en el caso simétrico

Partiendo de la expresión (2.26) tenemos para el caso simétrico la función de onda

tiene la forma

ψ(z) =


AeHz, z ≤ a1

AeHa1 [M11(z) +HM12(z)], a1 ≤ z ≤ a2

De−Hz, z ≥ a2

, (2.29)

Con lo que podemos calcular la integral de ψ(z) en la mitad del espacio

∫ 0

−∞
|ψ(z)|2 dz = A2

∫ a1

−∞
e2Hzdz + A2e2Ha1

∫ 0

a1

[M11(z) +HM12(z)]2 dz, (2.30)
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o bien

∫ 0

−∞
|ψ(z)|2 dz =

A2e2Ha1

2H
+ A2e2Ha1

∫ 0

a1

[M11(z) +HM12(z)]2 dz, (2.31)

La expresión (2.31) debe ser igual a 1/2 por la condición de normalización, y a

partir de esta expresión es posible determinar el valor de la constante A.

2.2. Método de diagonalización

Partimos de la ecuación de Schrödinger (ES)

−h̄2

2m∗
d2

dz2
Ψ(z) + VΨ(z) = EΨ(z). (2.32)

Recordemos que las unidades del radio de Bohr efectivo y el Rydberg efectivo

están definidas como:

a∗0 =
εrh̄

2

e2m∗
, Ry∗ =

e2

2εra∗0
, (2.33)

si hacemos el producto entre las dos unidades de la ecuación (2.33), tenemos:

Ry∗a∗0 =
e2

2εra∗0

εrh̄
2

e2m∗
,

Ry∗a∗20 =
h̄2

2m∗
. (2.34)

Ahora reescribiremos la ES en (2.32) usando (2.34)

−h̄2

2m∗
1

a∗20

d2

dz∗2
Ψ∗(z) +Ry∗V ∗Ψ∗(z) = Ry∗E∗Ψ∗(z), (2.35)

donde hemos omitido el factor para Ψ∗(z) ya que es un factor común en ambos

miembros. Al sustituir −h̄2/2m∗ de (2.34) en (2.32), y reduciendo algunos términos,
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Figura 2.1: Representación esquemática de un pozo cuántico rectangular de ancho a
y fondo V0.

obtenemos

−Ry∗a∗20

1

a∗20

d2

dz∗2
Ψ∗(z) +Ry∗V ∗Ψ∗(z) = Ry∗E∗Ψ∗(z),

− d2

dz∗2
Ψ∗(z) + V ∗Ψ∗(z) = E∗Ψ∗(z). (2.36)

Donde (2.36) es la ES escrita en unidades efectivas.

Ahora supongamos que tenemos un pozo de potencial con la forma mostrada en la

figura 2.1. Usando la ecuación (2.36) determinaremos los autovalores y autofunciones

asociadas a un electrón sometido al potencial mostrado en la Figura anterior. Partimos

proponiendo como solución a la ES un conjunto se funciones ortonormales, es decir

Ψ∗(z) =
∑
n

cnψn, con 〈ψn | ψm〉 = δnm, (2.37)
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donde δnm es una delta de Kronecker. De esta manera proponemos que

ψn = A sin(az). (2.38)

Por la forma del potencial rectangular, exigimos que la función cumpla con dos

condiciones de contorno ψn(z = 0) = ψn(z = L) = 0, así pues de la segunda condición,

tomando en cuenta que A 6= 0, obtenemos que

Asin(aL) = 0,

aL = nπ,

a =
nπ

L

por lo tanto obtenemos ψn = A sin(nπ
L
z).

Partiendo de la condición del cuadrado integrable
∫ L

0
|ψn|2 dz = 1, obtenemos el

valor para la constante A =
√

2
L
.

De esta manera las autofunciones impares serían

ψ∗n =

√
2

L
sin
(nπ
L

)
z. (2.39)

Procediendo análogamente para las funciones pares, podemos escribir la solución

completa para las autofunciones como

ψ∗n =

√
2

L
sin
(nπ
L
− ϕ

)
z. (2.40)

donde

ϕ =

 0 , si n es impar,

−π
2
, si n es par.

(2.41)

Trabajando con la expresión (2.39) podemos derivar

d2

dz∗2
ψ∗n = −

(nπ
L

)2

ψ∗n = −k2ψ∗n. (2.42)
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Ahora, retomando la ecuación (2.36) y sustituyendo la base ortonormalizada

Ψ∗(z) + V ∗Ψ∗(z) = E∗Ψ∗(z),∑
n

k2cnψn +
∑
n

cnV
∗(z)ψn =

∑
n

E∗cnψn.

Escribiendo la ecuación anterior en la notación de Dirac y multiplicando desde

la izquierda por el bra 〈ψm| y reduciendo las deltas de Kronecker que aparecen,

obtenemos

∑
n

k2cn 〈ψm | ψn〉+
∑
n

cn 〈ψm|V ∗(z) |ψn〉 = E∗
∑
n

cn 〈ψm | ψn〉 , (2.43)

k2cm +
N∑
n=0

cnV
∗
mn = E∗cm, (2.44)

k2cm +
m−1∑
n=0

cnV
∗
mn + cmV

∗
mm +

N∑
m+1

cnV
∗
mn = E∗cm, (2.45)

m−1∑
n=0

cnV
∗
mn +

(
k2 + V ∗mm

)
cm +

N∑
m+1

cnV
∗
mn = E∗cm (2.46)

Donde V ∗mn = 〈ψm|V ∗(z) |ψn〉 . La ecuación (2.46) se puede reescribir de forma

matricial como

k2
0 + V ∗00 · · · V ∗10 · · · V ∗N0

... . . . ...
...

...

V0m · · · k2
m + V ∗mm · · · V ∗Nm

...
...

... . . . ...

V0N · · · VmN · · · k2
N + V ∗NN





c0

...

cm
...

cN


= E∗



c0

...

cm
...

cN


(2.47)

La ecuación matricial (2.47) puede reescribirse de forma sencilla como S−→c = E−→c ,

donde S es la matriz a diagonalizar para determianar los autovalores E.



Capítulo 3

Sistemas δ-dopados: modelos previos

3.1. Delta dopado simple

Tal y como estudiamos en la capítulo 1, en el sistema δ−dopado, si la densidad

de impurezas ionizadas de donadores representado por (N2D) o de aceptores (ρ2D)

es grande, tal que la orbitas medias de los portadores de carga se solapen, es decir

que N2Da
∗2
0 > 1 (ρ2Da

∗2
0 > 1), los portadores se moverán en el potencial colectivo

creado por las impurezas ionizadas. A raíz de lo anterior, tendremos una nube de

portadores cuasi-bidimensional y un plano de impurezas ionizadas. Los portadores

estarán localizados al rededor del plano debido a la atracción coulombiana con las

impurezas, dando como resultado el típico perfil de potencial de forma-V. Ahora

bien, si sustituimos N2D = N2Dδ(z − z0) (ρ2D = ρ2Dδ(z − z0)) para los donadores

(aceptores) en las siguientes ecuaciones

EiFi(z) =

[
− h̄2

2m∗
d2

dz2
+ VH(z)

]
Fi(z), (3.1)

d2VH(z)

dz2
= −4e

εr

∑
i

|Fi(z)|2 ni +
4πe

εr
N2Dδ(z − z0), (3.2)

ni =
m∗kBT

πh̄2 ln

[
1 + exp

(
EF − Ei
kBT

)]
, (3.3)

se obtiene el conjunto de ecuaciones necesarias para describir la física del problema

de los δ−dopados cuando la posición del pozo de impurezas es z = z0. Del conjunto

34
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de ecuaciones anteriores VH(z), ni y Ei representan el potencial de Hartree o elec-

trostático, la densidad de portadores en el i−ésimo nivel de energía, Ei la energía de

i−ésimo nivel y por último EF es la energía de Fermi.

Una solución al sistema de ecuaciones planteado en (3.1), (3.2), y (3.3) fue pre-

sentado por Ioriatti [30] quien determinó autoconsistentemente la solución para un

sistema δ−dopado simple. La solución al sistema δ−dopado tipo p puede resumirse

por la expresiones (1.78) y (1.79), además tomando ρ2D = N2D y ma = 1 tenemos la

solución para el dopado tipo n.

3.2. Delta dopado doble

El δ−dopado doble (DDD) consiste en el dopaje de dos capas bidimensionales en

una estructura 3D de forma tal que las capas de impurezas ionizadas estén separadas

a una distancia constante que denotaremos con d.

En estudios previos se ha mostrado que la teoría de Thomas-Fermi es una apro-

ximación excelente para describir la física de los sistemas δ−dopados, tal y como

fue desarrollado por Gaggero [79] quien compara sus resultados con cálculos auto-

consistentes y resultados experimentales. De esa manera existe una gran cantidad de

trabajos en cálculo de propiedades ópticas y electrónicas que parten de la teoría TF

para determinar la estructura electrónica de un sistema en particular y calcular diver-

sas propiedades [14, 59, 60, 61, 82], en algunos casos, éstos utilizan la superposición

de dos pozos delta dopados simples como la solución del problema o la simetría de

un pozo simple respecto al origen para representar la solución del DDD.

Por mencionar un caso en particular, Rodríguez-Vargas et al. en [82], nos muestra

una expresión matemática para un perfil de potencial en GaAs tipo n, que es una

generalización del trabajo de Ioratti [30], en el cual (para el caso en el que no se toma

en cuenta los efectos de intercambio y correlación) el fondo del perfil de potencial se

mantiene constante como función de la distancia entre pozos. Resultados similares se

encontraron para el caso tipo p, donde las soluciones mostradas son análogas [61]. La
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expresión de tal potencial para el DDD tipo n es

V (z) =
−α2

(α |z + (d/2)|+ z0)4 , con z ≤ 0, (3.4)

donde d representa la distancia entre las capas dopadas, α = 2/15π, z0 = (α3/πN2D)
1/5

y N2D es la densidad de impurezas en cada uno de los planos dopantes. Cabe aclarar

que los planos dopantes se localizan en el plano xy para z = ±d/2. Por la forma en

que se ha propuesto la expresión (3.4) en diversos trabajos [60, 61, 82], el perfil de

potencial en z = 0, tiene una derivada diferente de cero. En la figura 3.1 se mues-

tra el perfil de potencial para un sistema DDD usando la expresión (3.4) del modelo

estudiado en [82] sin tomar en cuenta el término de intercambio y correlación con

una densidad N2D = 4× 1012 cm−2. Es posible observar que el perfil de potencial es

simétrico respecto a z = 0. En esta figura se pueden observar dos perfiles de poten-

cial con d = 50, 500 Å. Es importante recalcar dos puntos importantes, el primero es

que sin importar la distancia de separación entre los planos dopantes, el fondo V (z)

es el mismo, y el segundo es que en ambos casos la derivada de V (z) presenta una

discontinuidad en el origen. En este modelo se considera que el fondo del potencial es

constante tal y como ocurre en los pozos cuánticos rectangulares, en los que el fondo

del mismo es constante ante la separación de las estructuras dopadas.
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Figura 3.1: Muestra el perfil de potencial para dos diferentes distancias intercapas.
En ambos casos el fondo del potencial es el mismo. Se ha usado una densidad bidi-
mensional de impurezas efectiva con un valor N2D = 4× 1012cm−2.
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Nuevos modelos del δ−dopado

4.1. Delta dopado doble

En la expresión (3.4) hemos expuesto la forma del perfil de potencial δ−dopado

doble, el cuál presenta una discontinuidad en la derivada. Por esta razón el perfil de

potencial que propondremos debe cumplir con la continuidad en su campo eléctrico,

teniendo discontinuidades únicamente en ±d/2, lugares donde se ubican las capas

ionizadas. Como hemos mencionado previamente, modelos anteriores no toman en

cuenta que la ecuación de Poisson asociada al sistema mostrada en (1.57) y en (1.77)

es no lineal [27, 59, 83] y por ende no admite el principio de superposición. En

relación a lo anterior añadimos un término a la expresión (3.4) tal que cumpla con

condiciones físicas que se explicaran a detalle un poco más adelante. De esta manera

escribimos el potencial

V (z) =
−α2

(α |z + (d/2)|+ z0)4 −
β2

(β |z|+ z1)4 , (4.1)

donde los parámetros β y z1 quedan sujetos a las condiciones que impondremos.

En nuestro trabajo usamos los valores de α y z0 tal como se muestra en (1.79) para

el sistema tipo p, y podemos usar las mismas soluciones con ρ2D = N2D yma = 1 para

el caso tipo n. La expresión (4.1) representa nuestro perfil de potencial del sistema

delta doble dopado tipo n (p) en GaAs. En la presente sección nos concentraremos

38
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en la solución del DDD tipo n, y en el capítulo de Resultados, haremos la distinción

entre los dos diferentes sistemas: el tipo p y el tipo n.

Nombraremos al segundo término añadido al potencial, de la ecuación (4.1), carga

imagen. Además, planteamos que el nuevo parámetro z1 sea una medida z0 de la

forma

z1 = ζ

(
αd

2z0

+ 1

)
z0, (4.2)

como se observa, se ha introducido un tercer parámetro ζ, que será una constante de

proporcionalidad entre z1 y z0, además de que es adimensional.

Para determinar los valores de los parámetros introducidos, imponemos una la

primera condición, que consiste en hacer la derivada de (4.1) igual a cero en el origen

(z = 0). La expresión (4.1) para la región −d/2 ≤ z ≤ 0 toma la forma:

V (z) =
−α2

[α(z + d/2) + z0]4
− β2

(−βz + z1)4 , (4.3)

de tal manera que para con la condición de la primera derivada

V ′(z = 0) =
4α3

[αd/2 + z0]5
− 4β3

(z1)5 = 0. (4.4)

Sustituyendo (4.1) en (4.4), se obtiene

4α3

[αd/2 + z0]5
=

4β3

γ5 (αd/2 + z0)5 , (4.5)

β3 = α3ζ5. (4.6)

La expresión (4.6) será usada posteriormente para determinar el perfil de potencial

propuesto.

La segunda condición al perfil de potencial tiene que ver con la densidad de im-

purezas en el plano dopante. En cálculos a primeros principios recientes [62], se ha

reportado que a medida en que dos planos de impurezas se sobreponen (en d = 0) el

potencial tiene un mínimo más bajo, lo que indica que en el punto d = 0 la concen-

tración de impurezas aumenta. Nosotros proponemos que para el potencial en z = 0
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cuando los planos se solapen en d = 0, la densidad de impurezas sea el doble que

para un pozo aislado. Para un pozo delta aislado, que lo representaremos como Vδa,

el fondo del pozo es

Vδa =
−α2

x4
0

, donde x0 =
(
α3/πN2D

)1/5
,

Vδa = −α2

(
πN2D

α3

)4/5

,

Si tenemos un pozo con el doble de carga, que representaremos con V2δ, entonces

V2δ = −α2

(
π(2N2D)

α3

)4/5

= 24/5Vδa, (4.7)

por lo que x02δ = x0δ/2
4/5. Ahora proponemos que el fondo del pozo en d = 0 y

z = 0 sea V2δ, es decir −24/5α2/z4
0 , de esta manera usando las ideas anteriores en

(4.3) obtenemos

V (z = d = 0) = −α
2

z4
0

− β2

z4
1

= −24/5α2

z4
0

, (4.8)

además, usando el hecho de que z1 = ζ (αd/2 + z0) se obtiene

−α
2

z4
0

− (α3ζ5)
2/3

ζ4z4
0(αd

z0
+ 1)4

= −24/5α2

z4
0

, (4.9)

ζ
10
3
− 12

3

(αd
z0

+ 1)4
= 24/5 − 1, (4.10)

ζ =
1

(24/5 − 1)
3/2
(
αd
z0

+ 1
)6 . (4.11)

Las ecuaciones (4.2) , (4.6) y (4.11) son las expresiones para las condiciones im-

puestas en nuestro nuevo potencial (4.1).

Para que el segundo término en (4.1) que hemos añadido tenga sentido físico,

esperamos sea una función de la distancia entre los pozos (d) ya que para d = 0 se

debe cumplir que su derivada sea cero en z = 0 y que la densidad de impurezas sea

el doble, además esperamos que a medida en que d aumente el término de potencial

de carga imagen disminuya. En este tenor analizamos el término de potencial carga
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imagen
−β2

(−βz + z1)4 =
β2

z4
1

(
−βz

z1
+ 1
)4 , (4.12)

utilizando (4.2) , (4.6) y (4.11), la expresión anterior se puede reescribir como

β2

(−βz + z1)4 =
(
24/5 − 1

) α2

z4
0

, (4.13)

en (4.13) a una N2D fija, el potencial carga imagen es evidentemente una constante.

De esta manera se propone que ζ = 1/
(
24/5 − 1

) (
αd
z0

+ 1
)A

, donde tal y como se

analizó en la segunda condición A = 6 cuando z = d = 0, y A tome un valor diferente

para d 6= 0, en cuyo caso se determina por la estructura de bandas del problema. Para

este sistema se ha tomado A = 1/5.

En resumen, el valor de los parámetros para determinar la estructura electrónica

en (4.1) serán

ζ =
1

(24/5 − 1)
3/2
(
αd
z0

+ 1
)1/5

, con d 6= 0 (4.14)

z1 = ζ(αd+ z0), (4.15)

β = ζ5/3α. (4.16)

4.2. Delta dopado cuádruple

Para un sistema δ−dopado cuádruple (DDC) proponemos un potencial similar al

caso DDD, tal y como en el caso previo definiremos la función en la región −∞ <

z ≤ 0 , siendo simétrico respecto al origen. De esta manera en la región mencionada

el potencial para d > 0 tiene la forma

V (z) =
−α2

(α |z + 3d/2|+ z0)4 −
α2

(α |z + d/2|+ z0)4 −
α2

(α |z|+ z1)4 , (4.17)
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Figura 4.1: Esquema de una estructura δ-dopada cuádruple. En esta figura se muestra
una sección transversal de la estructura citada relacionada al plano xz o yz. En azul
los cuatro planos dopantes separados a una distancia d.

el parámetro d indica la distancia de separación entre dos planos dopantes adyacentes.

La figura 4.1 muestra una representación esquemática de una sección transversal del

δ−dopado cuádruple (DDC), en azul se muestran los planos separados una distancia

d. Analizando la expresión (4.17), el primer y segundo término representan a los pozos

delta aislados, ubicados en z = −3d/2 y z = −d/2 respectivamente; el tercer término

corresponde a un pozo centrado en el origen asociado a una carga imagen.

En este caso el potencial asociado a la carga imagen debe cumplir con que su

derivada para d > 0 sea cero.

Por otro lado el potencial en d = 0 debe tender a un potencial delta simple para

un plano dopante con el cuádruple de concentración, sabemos que el potencial de un

pozo delta aislado Vδ tiene la forma

V (z) =
α2

(α |z|+ z∗0)4 , para d = 0. (4.18)

donde z∗0 = z0/4
4/5.

Entonces el perfil de potencial queda definido en la región z ≤ 0 como

V (z) =
α2

(−αz + z∗0)4 , para d = 0 (4.19)

V (z) =
−α2

[α (z + 3d/2) + z0]4
− α2

[α (z + d/2) + z0]4
− α2

[−αz + z1]4
, (4.20)
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La última ecuación para d > 0. Así la derivada del potencial para d > 0 es

V ′(z) =
4α3

[α(z + 3d/2) + z0]5
+

4α3

[α(z + d/2) + z0]5
− 4α3

(−αz + z1)5 , (4.21)

así aplicando la condición V ′ (z = 0) = 0 se obtiene

z1 =

[
(3αd/2 + z0)5 (αd/2 + z0)5

(3αd/2 + z0)5 + (αd/2 + z0)5

]1/5

. (4.22)

Los valores de α y z0 son los mismos utilizados en cálculos anteriores. Usando

(4.22) en (4.17) se cumple la condición de la continuidad de la derivada tal y como

fue propuesto, además se cumple de manera automática la condición asociada al

cuádruple de concentración plasmada en (4.18). Por consecuencia al momento solo

fue necesario introducir un único nuevo parámetro para cumplir las dos condiciones

impuestas.

La expresión (4.17) representa el perfil de potencial de un sistema delta cuádruple

dopado, sin embargo será necesario proponer un nuevo modelo proporcional al modelo

previo que sea consistente con valores de la energía de Fermi reportado en [75]. Así

tenemos

V (z) = γ

[
−α2

(α |z + 3d/2|+ z0)4 −
α2

(α |z + d/2|+ z0)4 −
α2

(α |z|+ z1)4

]
, (4.23)

con γ adimensional en el intervalo (0, 1] y función de d.

4.3. Determinación de la energía de Fermi

Cada impureza ionizada en el sistema aporta un electrón (hueco), de esta manera,

el nivel de Fermi se puede determinar por la condición de que la cantidad total de

electrones (huecos) en la banda debe ser igual al número de impurezas ionizadas en

el sistema, es decir se debe cumplir la electroneutralidad del sistema. Esto implica

∫ ∞
−∞

dz [ρe(z) + ρimp] = 0, (4.24)
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donde ρe(z) representa en este caso la densidad de electrones y ρimp es la densidad de

impurezas. Ahora, la función de distribución Fermi-Dirac está dada como

f(εi(k)) = 1/ exp [(εi(k)− EF ) /kBT ] + 1, (4.25)

donde εi representa la i-ésima autoenergía, EF el nivel de Fermi, kB es la constante

de Boltzmann y T la temperatura. Convirtiendo la suma sobre k en una integral, e

integrando obtenemos que

ρe(z) = −2emkBT

2πh̄2

∞∑
i=1

|Fi(z)|2 ln {exp [(EF − εi)/kBT ] + 1} , (4.26)

de la cual Fi(z) representa a la función envolvente, y
∫∞
−∞ dzFi(z) = 1. Además usando

el hecho de que ρimp = N2D, la ecuación (4.24) adopta la forma

emkBT

πh̄2

∞∑
i=1

ln {exp [(EF − εi)/kBT ] + 1} =

∫ ∞
−∞

ρimpdz. (4.27)

En el límite T → 0, obtenemos que

N2D =
em

πh̄2

n∑
i=1

(EF − εi)Hε(EF − εi), (4.28)

donde Hε representa a la función de Heaviside (Con Hε=1 para (EF −εi) > 0 y Hε=0

para (EF − εi) < 0 ). De la ecuación (4.28) puede ser expresada en unidades efectivas

usando (1.53) y (1.54) de tal forma que obtenemos

E∗F =
1

n

(
4πN∗2D +

∑
ε∗i

)
. (4.29)

La expresión (4.29) será la ecuación que utilizaremos para determinar el nivel de

Fermi de un pozo cuántico a partir de sus niveles de energía y sus autoenergías. Es

importante remarcar que la ecuación anterior está escrita en unidades efectivas.



Capítulo 5

Resultados

5.1. El GaAs δ−dopado doble tipo n

En la presente sección discutiremos los resultados más relevantes del estudio del

sistema δ−dopado doble y cuádruple. Para el caso del GaAs δ−dopado doble tipo

n, los parámetros físicos usados en nuestros cálculos son los siguientes: la densidad

de impurezas ionizadas estará determinada en el intervalo 2.5× 1012 cm−2 ≤ N2D ≤

7.5×1012 cm−2, la constante dieléctrica con un valor εr = 12.5, el índice de refracción

del medio nr = 3.2, la intensidad del láser incidente I = 0.1 MW/cm2 y la masa

efectiva de los electrones m∗e = 0.067m0, donde m0 representa la masa del electrón

libre.

Se ha utilizado la ecuación (4.1) con los parámetros β, z1 y ζ definidos en (4.15)

para determinar la estructura electrónica de un sistema δ−dopado doble en GaAs

tipo n al resolver la ecuación de Schrödinger del perfil de potencial calculado.

La figura 5.1 muestra el perfil de potencial de una estructura DDD tipo n en

GaAs, se puede observar la fuerte dependencia de la geometría respecto a la distancia

de separación entre capas dopantes. En primer lugar observamos como el fondo del

potencial depende de la distancia de separación d. En esta figura se graficaron cuatro

potenciales DDD para las distancias d =25, 100, 200 y 750 Å, además de que se

muestra un potencial delta simple V 2δ con una concentración N2δ
2D = 1× 1013 cm−2.

Es posible observar que el sistema DDD representado por la ecuación (4.1) tiende

45
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Figura 5.1: Perfil de potencial de una estructura DDD en GaAs tipo n. Se muestran
diferentes perfiles para diferentes valores de distancias entre capas dopantes d. En
este caso se ha considerado la densidad de impurezas bidimensionales N2D = 5× 1012

cm−2.

al perfil del potencial V 2δ a medida que d → 0,además notamos que a medida que

la distancia entre capas es mayor, el potencial DDD se comporta como dos pozos

potencial delta simples aislados.

Es importante recalcar las diferencias entre este modelo y modelos anteriores

[60, 61, 82]. Como se puede observar en la figura 3.3, el fondo del potencial para

modelos previos no depende de la distancia de separación entre capas dopantes, a

diferencia de nuestro modelo, donde en distancias se separación intercapas menores

a los 100 Å el perfil de potencial es completamente diferente. Esta situación como

hemos mencionado previamente se sustenta en los cálculos reportados en la referencia

[62]. Una segunda diferencia respecto a estos modelos se observa en la continuidad

de la derivada del potencial, ya que en nuestro modelo si se cumple.
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5.1.1. Estructura electrónica

Se determinó la estructura electrónica del presente modelo al resolver numéri-

camente la ecuación de Schrödinger usando el perfil de potencial y los parámetros

establecidos en las ecuaciones (4.1) y (4.15). El cálculo de las autoenergías y autofun-

ciones se realizó usando las técnicas de cálculo mostradas en las secciones del capítulo

2 en los que se utiliza la matriz de transferencia y técnicas de diagonalización de la

ES respectivamente. En el presente trabajo se determinó la estructura electrónica con

ambos métodos encontrando una diferencia muy pequeña (< 2 %) entre los valores

de las autoenergías generadas por uno u otro algoritmo.

En las figuras 5.2 a) y 5.2 b) se muestran los perfiles de potencial, autoenergías

y autofunciones de sistemas DDD con distancias se separación 25 y 50 Å respec-

tivamente. En este trabajo nos hemos concentrado en los cálculos de la estructura

electrónica y propiedades del sistema DDD en distancias de separación entre capas

cortas d < 100 Å, ya que en diversos trabajos de la literatura se han reportado los

cálculos de este mismo sistema a distancias intercapas mayores a 100 Å, tal como en

[14, 59].

En la figura 5.2 a) se observa como el fondo del pozo tiene un valor aproximado

de −265 meV, mientras que un máximo relativo centrado en el origen es de −260

meV. Para este caso, observamos cinco niveles energéticos de los cuales ninguno está

degenerado. Por otro lado, la figura 5.2 b) muestra el mínimo del potencial cercano

a un valor de −235 meV y un máximo relativo en −205 meV. En esta figura se observa

como la distancia de separación entre capas d, es una medida del confinamiento de

carga, es decir a medida que la d aumenta, el confinamiento de portadores disminuye.

Es importante mencionar que a medida que la distancia entre capas es mayor, los

dos primeros niveles de energía se aproximan, lo que posteriormente propiciaría la

degeneración de éstos.

Los niveles de energía versus la distancia de separación entre capas dopantes se

muestran en la figura 5.3 para valores desde 10 Å hasta 480 Å. Se puede observar

la dependencia de las energías de los niveles ocupados respecto a la distancia entre
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Figura 5.2: Muestra el perfil de potencial, las autoenergías y auto funciones de un
sistema DDD con distancias de separación a) d = 25 Å y b) d = 50 Å. En ambos
casos se ha empleado una densidad de impurezas ionizadas N2D = 5× 1012 cm−2.
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Figura 5.3: Niveles de energía del sistema δ-doble dopado en GaAs tipo n contra
la distancia intercapas d. Se muestran las distancias de degeneración de los niveles
energéticos, así como en nivel de Fermi representado por la línea segmentada. Se
ha considerado que la densidad de impurezas ionizadas en cada plano dopante sea
N2D = 5× 1012 cm−2.

los planos dopantes, además la línea segmentada muestra el nivel de Fermi EF . En

un inicio, tenemos 5 niveles ocupados, hasta que aproximadamente 80 Å aparece un

nuevo nivel excitado cercano a la energía de Fermi. Alrededor de los 200 Å los dos

primeros niveles se degeneran reduciendo nuevamente el número de autovalores, esta

distancia se indica en la figura como d0−1. A medida que d crece, los niveles repre-

sentados por E2 y E3 se degeneran aproximadamente a los 325 Å, representada por

d2−3. Cuando d >450 Å, los primeros niveles se han degenerado, de forma tal que el

sistema DDD se comporta como un sistema delta aislado, donde las energías propias

se han denotado por E0,δ, E1,δ, etc. Cualitativamente, las distancias de degeneración

coinciden con cálculos reportados en [61]. Cabe señalar que las distancias de dege-

neración en estos sistemas juegan un rol muy importantes en la determinación del

cálculo de propiedades de transporte electrónico tal y como se muestra en [82].

La energía de Fermi de cada sistema se determinó usando la expresión (4.29), de
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tal forma que se suma sobre cada nivel, desde n = 1 para el cual EF > E0, hasta que

en el nivel l−ésimo para el cual el nivel de Fermi sea menor que el valor de energía de

este nivel l calculado, de ésta manera el nivel de Fermi estará entre El−1 < EF < El

y será calculado como EF = (El − El−1) /2. Así pues, el último nivel ocupado será

n = l− 1. Con esta regla (4.29), determinamos simultáneamente el número de niveles

ocupados y el valor de la energía de Fermi.

Partiendo de los valores de las autoenergías, las autofunciones y el valor del nivel

de Fermi, es posible determinar las propiedades ópticas no lineales del sistema tales

como en coeficiente de absorción y el cambio en el índice de refracción.

5.1.2. Coeficiente de absorción

La absorción óptica es un fenómeno ampliamente estudiado. Se caracteriza por la

excitación de un portador de carga a raíz de la absorción de un fotón cuya energía

equivale a la diferencia entre los niveles energéticos accesibles al portador para saltar

de un nivel a otro.

En el apéndice B se muestra el desarrollo del cálculo del coeficiente de absorción

lineal y no lineal de tercer orden a partir de la teoría de matriz de densidad mos-

trada en el apéndice A. Para el desarrollo del coeficiente de absorción lineal basta

con tomar consideraciones básicas de la óptica lineal, es decir, que la polarización

y el campo eléctrico están relacionados como se muestra en la expresión (7.57). Por

otro lado, para la contribución no lineal es necesario partir de la expresión (7.69). De

esta manera es posible determinar ambas contribuciones. El término lineal del coefi-

ciente de absorción α(1)(ω) está determinado por la expresión (7.80), mientras que la

contribución no lineal de tercer orden α(3)(ω, I) se enmarca por la ecuación (7.86).

La suma de las dos expresiones previamente mencionadas nos dará como resultado

el coeficiente de absorción total (7.87), el cual denotaremos como α(ω, I), donde ω

representa la frecuencia del haz incidente e I su intensidad.

La expresión (7.87) representa el coeficiente de absorción total para un DDD tipo

n en GaAs para cualquier sistema con una densidad de impurezas ionizadas N2D y con

planos separados a una distancia d arbitrarias. Ahora bien, dividiremos esta última
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expresión entre el coeficiente de absorción lineal de la transición entre el estado base

y el primer estado excitado de un DDD de un sistema δ−dopado aislado con una

concentración fija N2D = 5×1012 cm−2 el cual llamaremos coeficiente de absorción de

referencia y denotaremos como α(1)
ref (ω0), donde ω0 representa la frecuencia a la cual

ocurre dicha absorción. De esta manera el coeficiente de absorción total relativo del

sistema estará dado por

αTotRel(ω, I) =
αTot(ω, I)

α
(1)
ref (ω0)

=

[
α(1)(ω) + α(3)(ω, I)

]
α

(1)
ref (ω0)

. (5.1)

Ahora bien, como podemos observar en las ecuaciones (7.80) y (7.86) del apéndice

B, el coeficiente de absorción está determinado principalmente por dos parámetros:

1) La diferencia entre las energías de los estados final e inicial ∆E y 2) Los elementos

de matriz dipolar que renombraremos como Mfi asociados a los estados inicial (i) y

final (f).

Comenzamos analizando el cuadrado de los elementos de matriz de dipolo respec-

to a la distancia de separación entre las capas dopantes d. La figura 5.4 muestra

el comportamiento de |Mfi|2 contra la distancia intercapas d. En la figura se obser-

van principalmente tres diferentes comportamientos: 1) los elementos de matriz para

las transiciones 3-0 y 4-1 son iguales a cero. 2) los elementos |M21|2 y |M32|2 son

aproximadamente constantes para d, mientras que 3) |M10|2 incrementa con d. Los

elementos de matriz dependen como notamos en su definición, del solapamiento de

las funciones de onda en el espacio z.

En el caso de la transición 3− 0, el solapamiento entre el estado base y el tercer

excitado es pequeño, tal y como lo podemos apreciar al observar las figuras 5.2 a)

y 5.2 b) por lo que como esperamos el coeficiente de absorción para las transiciones

3−0 y 4−1 es muy cercano a 0. Por otro lado, para los estados 1−0, el solapamiento

de las funciones base y el de la asociada al primer estado excitado se conserva mientras

incrementa d, además de un aumento de la deslocalización, así tenemos un aumento

del momento dipolar respecto a la distancia entre capas.

Para las transiciones 2 − 0, 3 − 1, 4 − 2 y 5 − 1 los elementos de matriz siempre
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Figura 5.4: Comportamiento del cuadrado de los elementos de matriz de dipolo rela-
tivos respecto a la distancia de separación entre capas dopantes d. Para este cálcu-
lo hemos tomado las funciones propias asociadas al DDD con la concentración de
N2D = 5× 1012 cm−2.

serán iguales a cero, esto se cumple debido que las funciones de onda, para nuestro

sistema, son siempre pares y la integral expresada en (7.81) está definida en una

región simétrica para una función impar.

En la figura 5.5 podemos observar el coeficiente de absorción intersubbanda re-

lativo a) lineal, b) no lineal y c) total entre el estado base y el primer estado excitado

para diferentes distancias de separación d. La figura muestra el coeficiente de referen-

cia lineal el cual tiene un valor máximo de 8.013×105 (1/m), y ha sido normalizado. En

estos cálculos hemos empleado un valor de tiempo de relajación constante τin = 0.14

ps [84]. Para determinar el coeficiente de absorción no lineal, hemos usado un valor

de intensidad de haz luminoso I = 0.1 MW/cm2. Podemos apreciar que el pico en

el coeficiente de absorción se ubica en el valor energético de E1 − E0 para diferentes

valores de d. Tal y como observamos en la figura 5.3, cuando la distancia entre capas

incrementa, la diferencia E1−E0 es cada vez menor, este comportamiento induce un

corrimiento al rojo red shifting del coeficiente de absorción. Cuando la distancia de
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separación entre capas dopadas es relativamente grande (d =100 Å), el coeficiente

de absorción calculado es compatible con resultados publicados en diversos trabajos

[27, 59, 83]. En distancias cortas, es posible obtener un mejoramiento en el coefi-

ciente de absorción detectado, tal y como ocurre para d =25 Å. El mejoramiento

detectado, es en realidad parte del incremento de la diferencia entre las energías del

estado base y el primer excitado como medida de d y el fuerte solapamiento entre

las funciones de estos estados. Es muy importante recalcar que es posible modular la

absorción a prior i de un sistema δ−dopado doble con la distancia de separación entre

las capas dopadas.

En la figura 5.6 a) y 5.6 b) se muestra que las transiciones intersubbanda domi-

nantes para las distancias d = 25, 50 Å son las (1-0) y (2–1) respectivamente. Debido a

que el incremento en la distancia intercapas modifica significativamente la separación

energética entre las subbandas, los picos en las absorción cambian de posición además

de generar un cambio en las magnitudes de las intensidades de dichas absorciones.
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Es importante mencionar que en la transición intersubbanda 4-3, la contribución no

lineal es dominante sobre la lineal, de forma tal que el coeficiente de absorción relativo

total, es en parte negativo.

En diversos modelos donde el principio de superposición es usado como solución a

la ecuación de Poisson del sistema [27, 59, 83], el coeficiente de absorción calculado

es consistente con nuestros resultados, esto para distancias de separación entre planos

dopantes al rededor de 200 Å. En distancias grandes (d >200 Å), los resultados son

consistentes debido a que el comportamiento del δ-dopado doble es como el de dos po-

zos cuánticos delta dopados aislados. De esta manera, extrapolando estos resultados,

tenemos diferencias muy grandes y marcadas en distancias cortas de separación entre

capas. En este trabajo hemos demostrado que el coeficiente de absorción se puede

modificar al ajustar la distancia entre capas dopantes.

5.1.3. Cambio en el índice de refracción

De manera análoga al cálculo en el coeficiente de absorción, es posible determinar

el cambio en el índice de refracción para un sistema δ-dopado doble en una estructura

de GaAs tipo n. Comenzamos indicando que en el apéndice B se muestra el desarrollo

del cálculo del cambio en el índice de refracción a partir de la teoría de matriz de

densidad mostrada en el apéndice A.

La contribución lineal en el cambio del índice de refracción se detalla en la ex-

presión (7.90), mientras que la contribución no lineal de tercer orden se muestra en

(7.94). La suma de ambas contribuciones nos da como resultado el cambio en el indice

de refracción total (7.95).

Análogamente como en el caso del coeficiente de absorción, hemos determinado el

índice de refracción relativo a la transición 1-0 de un pozo aislado con la concentración

de uno de los pozos del sistema DDD.

∆nTotRel(ω, I) =
∆nTot(ω, I)

∆n
(1)
ref (ω0)

=

[
∆n(1)(ω) + ∆n(3)(ω, I)

]
∆n

(1)
ref (ω0)

. (5.2)

La figura 5.7 muestra el cambio relativo en el índice de refracción a) lineal, b)
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Figura 5.7: Cambio en el índice de refracción relativo para una estructura delta doble
dopada tipo n en GaAs. Para este cálculo se empleó una densidad bidimensional de
impurezas ionizadas N2D = 5× 1012 cm−2 y una intensidad de haz luminoso I = 0.1
MW/cm2. La gráfica en negro representa el valor de referencia para el cambio en el
índice de refracción para un sistema delta aislado.

no lineal y c) total, para distancias de separación intercapas d =10, 25, 50, 75 y

100 Å. Para determinar ∆n
(3)
rel, hemos usado un valor de intensidad de haz luminoso

I = 0.1 MW/cm2. La línea en negro muestra el cambio en el índice de refracción de

referencia para la transición 1-0 de un sistema δ−dopado simple con la concentración

N2D = 5 × 1012 cm−2, como observamos el nodo de tal valor de referencia se ubica

aproximadamente a los 72 meV, y tiene una amplitud máxima ∆n
(1)
Ref = 1.21448nr. En

la figura se indican con líneas punteadas los nodos (o ceros) del cambio en el índice de

refracción para los cinco valores de distancias previamente descritas. En el análisis de

esta propiedad podemos observar un marcado corrimiento a la zona de bajas energías

(red shift) a medida que la distancia de separación intercapas aumenta. Por otro

lado, se observa como la amplitud en el cambio de n depende más fuertemente en

los términos lineales respecto a los no-lineales. Cabe señalar como ∆nTotrel tiene una

amplitud similar al valor de referencia para distancias d = 10 y 25 Å.

En comparación con modelos donde el principio de superposición es usado como
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solución a la ecuación de Poisson del sistema [27, 59], el cambio en el índice de

refracción calculado es consistente con nuestros resultados, esto ocurre para distancias

intercapas grandes, donde los pozos delta dobles se comportan como pozos aislados.

5.2. El GaAs δ−dopado doble tipo p

En el caso de la estructura δ−doble dopada tipo p en GaAs, no podemos consi-

derar únicamente un tipo de portador de carga como los electrones del tipo n. Como

podemos observar en la figura 1.1, al realizar un dopado tipo p en la estructura,

tenemos un exceso de vacancias (huecos) en nuestro sistema. Además la figura 1.3

muestra dos bandas muy cernadas a la brecha prohibida asociadas a huecos. Por esta

razón debemos considerar al menos dos portadores de carga, los huecos pesados (hh)

y los huecos ligeros (lh). Los parámetros de inicio para los pozos cuánticos tipo p en

el sistema DDD son: mhh=0.52m0, mlh=0.082m0, εr=12.5, donde m0 representa la

masa del electrón libre. En la figura 5.8 se muestra el perfil de potencial (4.1) para

la estructura δ−doble dopada tipo p en GaAs, para diferentes valores de distancias

intercapas. En este cálculo hemos usado un valor constante para la densidad de im-

purezas ionizadas ρ2D = 1 × 1013 cm−2. Es importante recalcar, que al igual que en

el caso tipo n, el fondo del perfil de potencial incrementa con la distancia interplanar

de impurezas, de forma tal que cuando d > 100 Å el sistema comienza a comportarse

como dos pozos aislados simples. En esta figura, los potenciales DDD son comparados

con un pozo δ−dopado simple con el doble de concentración V2δ, de tal forma (como

se planteó en la metodología), el potencial V2δ se comporta como el límite de (4.1)

cuando d→ 0.

En modelos previos [60, 61, 82], el fondo el potencial tiene un comportamiento

constante respecto a d. Además estos modelos no consideraban que el potencial fuera

continuo para su primera derivada en el origen, lo cual nuestro modelo si cumple. Am-

bas consideraciones físicas fueron desarrolladas en el capítulo 4 cuando se introdujo

el segundo miembro de la ecuación (4.1).
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Figura 5.8: Comportamiento del perfil de potencial para una estructura DDD tipo
p en GaAs. Se muestra el cambio de la geometría del potencial con relación a la
distancia de separación entre capas dopantes d. Se ha empleado un valor de densidad
de impurezas ionizadas ρ2D = 1× 1013 cm−2.

5.2.1. Estructura electrónica

En el marco de la teoría Thomas-Fermi hemos resuelto la solución de la ecuación

de Schrödinger para determinar las energías propias, autofunciones y la distribución

de carga del sistema DDD tipo p en GaAs, esto a partir del perfil de potencial enmar-

cado en (4.1). Para nuestro sistema, la concentración de impurezas ionizadas estara

denotado por ρ2D, con un valor fijo ρ2D = 1×1013 cm−2. Los cálculos correspondientes

al perfil de potencial, niveles de energía y funciones propias para nuestro sistema se

muestran en la figura 5.9 a) para d =10 Å, b) d =25 Å y c) d =50 Å. Para estas

tres diferentes estructuras dopadas, se determinaron los valores energéticos y funcio-

nes de onda asociadas a los huecos pesados (hh) y a huecos ligeros (lh) con la ayuda

de la técnica de diagonalización matricial de la ecuación de Schrödinger descrita en

el capítulo 2. La figura 5.9 a) y b) muestra que el nivel base en hl es menor al

primer estado excitado para los hh, es decir se ubica entre el estado base y el primer

excitado de los hh. Sin embargo en la figura 5.9 c), el estado base para los huecos

ligeros es mayor que el primer estado excitado de los huecos pesados.
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Figura 5.9: Perfil de potencial, niveles de energía y funciones de onda para valores de
distancias intercapas a) d=10 Å, b) d=25 Å y c) d=50 Årespectivamente. Para todos
los casos, la concentración de impurezas en cada capa dopantes es ρ2D = 1 × 1013

cm−2. En cada figura, están indicados los niveles correspondientes a huecos pesados
(hh) y a huecos ligeros (lh).
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Como mencionamos en el caso del DDD tipo n, el presente trabajo se enfoca en

la determinación de la estructura electrónica y las propiedades ópticas no lineales

del sistema δ−dopado doble en distancias menores a 100 Å. De esta manera, como

observamos en la figura 5.9, son los niveles de huecos pesados los que tienen la mayor

contribución en la estructura electrónica del sistema. Estos cálculos son consistentes

con los reportados en la literatura por E. Ozturk en la referencia [85].

La estructura electrónica coincide cualitativamente con trabajos previos reporta-

dos para distancias mayores a 100 Å [61, 60, 82]. En distancias menores a los 100

Å la estructura electrónica es significativamente diferente a lo reportado en las refe-

rencias previamente citadas, ésto ocurre a raíz de las condiciones físicas impuestas a

la ecuación (4.1).

Por otro lado, podemos observar en la figura 5.9 a) y b) que únicamente

existe un nivel accesible para huecos ligeros por debajo del máximo del perfil de

potencial, mientras que en la figura 5.9 c) podemos ver que solo hay dos niveles

permitidos para los lh, uno de los cuales está muy cercano a 0 meV. Por esta razón,

solo determinaremos las propiedades ópticas no lineales del sistema DDD tipo p en

GaAs asociados a los huecos pesados, enfocándonos en el comportamiento de las

mismas en distancias de separación intercapas pequeñas.

5.2.2. Coeficiente de absorción

Al igual que en sistema δ−doble dopado tipo n estudiado previamente, en esta

sección mostramos los resultados del coeficiente de absorción relativo del sistema

δ−doble dopado tipo p en GaAs. Recordemos que en el apéndice B se muestra el

desarrollo del cálculo del coeficiente de absorción lineal y no lineal de tercer orden

a partir de la teoría de matriz de densidad mostrada en el apéndice A. De esta

manera, el término lineal del coeficiente de absorción α(1)(ω) está determinado por la

expresión (7.80), y la contribución no lineal de tercer orden α(3)(ω, I) se enmarca por

la ecuación (7.86).

La ecuación (7.87) representa el coeficiente de absorción total para un DDD tipo

p en GaAs para cualquier sistema con una densidad de impurezas ionizadas ρ2D y con
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planos de impurezas ionizadas separados a una distancia d. Ahora bien, dividiremos

esta última expresión entre el coeficiente de absorción lineal de la transición entre el

estado base y el primer estado excitado de un DDD entre el asociado a un sistema

δ−dopado aislado con una concentración fija ρ2D = 1× 1013 cm−2 el cual llamaremos

coeficiente de absorción de referencia y denotaremos como α(1)
ref (ω0), donde ω0 repre-

senta la frecuencia a la cual ocurre dicha absorción. De esta manera el coeficiente de

absorción total relativo del sistema estará dado por

αTotRel(ω, I) =
αTot(ω, I)

α
(1)
ref (ω0)

=

[
α(1)(ω) + α(3)(ω, I)

]
α

(1)
ref (ω0)

. (5.3)

Las ecuaciones (7.80) y (7.86) del apéndice B, muestran como el coeficiente de

absorción está determinado principalmente por dos parámetros: 1) La diferencia entre

las energías de los estados final e inicial ∆E y 2) Los elementos de matriz dipolar que

renombraremos como Mfi asociados a los estados inicial (i) y final (f), tal y como

fue discutido en el caso análogo para αTotRel(ω, I) tipo n. La figura 5.10 muestra el

comportamiento del cuadrado del momento dipolar (7.81) respecto a la distancia de

separación entre capas aisladas para un sistema δ−dopado doble tipo p de huecos

pesados en GaAs. El cálculo es relativo al momento dipolar por las funciones base

y primer excitada de una estructura tipo delta aislada simple. Podemos observar el

mismo comportamiento para la función base y primer estado excitado respecto a lo

exhibido en el caso del DDD tipo n de la figura 5.4, donde el cuadrado del elemento

de matriz del momento dipolar aumenta exponencialmente respecto a la distancia de

separación intercapas. Este comportamiento, como mencionamos para el caso tipo n,

se debe al solapamiento de las funciones de onda asociadas a los hh. También notamos

los comportamientos opuestos entre los elementos de matriz asociados a las funciones

segunda y primera excitada respecto a la tercera y segunda excitada. Finalmente el

asociado al tercer estado excitado con la función base se mantiene constante cerca del

cero.

La figura 5.11 muestra el coeficiente de absorción relativo a) lineal, b) no lineal y

c) total como función de la energía incidente para tres diferentes valores de distancias
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Figura 5.10: Muestra el cuadrado del momento dipolar relativo entre el cuadrado
de la carga eléctrica versus la distancia de separación entre capas dopantes en una
estructura DDD tipo p en GaAs. Se ha usado una concentración constante de ρ2D =
1× 1013 cm−2 por capa, además de que el valor de referencia se ha calculado para la
transición 1-0 de un sistema de capa aislada.

intercapas en una estructura DDD tipo p para huecos pesados. En esta figura se

representa el coeficiente de absorción de referencia asociado a una capa δ−simple

aislada, con un valor α(1)
ref (ω0) = 55.228 × 105 (1/m). Los cálculos mostrados están

asociados a la transición 1-0 para huecos pesados, además, se ha usado un valor de

0.1 MWcm−2 para la intensidad del haz luminoso, así mismo un valor de tiempo de

relajación τ = 0.28 ps a sido empleado [86, 87].

El efecto del aumento de la distancia intercapas refleja, como esperamos, un co-

rrimiento a la zona de bajas energías (red shift) en la posición del pico del coeficiente

de absorción respecto al asociado a una capa aislada. Particularmente, en la figura

5.10 b) observamos que conforme las capas están más separadas, en el coeficiente

de absorción, hay un mayor grado de contribución del orden no lineal, que alcanza

casi el 50% de la magnitud del orden lineal cuando d = 25 Å. Por último podemos

afirmar que la amplitud decrece a la medida que la distancia aumenta, esto debido

principalmente al estrechamiento entre el nivel base y el primer excitado, que a la

postre se degeneran.
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Figura 5.11: Coeficiente de absorción relativo a) lineal, b) no lineal y c) total; para
una estructura DDD tipo p. El cálculo es relativo respecto al coeficiente de un delta
dopado simple en la transición 1-0.

Nuestros resultados son consistentes con la absorción reportada por otros autores,

donde ellos realizan cálculos para el coeficiente de absorción en una estructura DDD

tipo n para GaAs bajo efectos externos como la presión hidrostática, campo eléctrico

y campo magnético [14, 25, 26, 59], en los cuales los cálculos realizados para la

absorción el sistema dopado doble las distancias de separación entre capas dopantes

es mayor a los 100 Å, distancias en que los pozos se comportan como potenciales

aislados.

5.2.3. Cambio en el índice de refracción

Con los mismos parámetros usados en el coeficiente de absorción, hemos determi-

nado el cambio en el índice de refracción. La figura 5.12 muestra el cambio en el

índice de refracción relativo a) lineal, b) no lineal y c) total respecto a la energía de

fotón incidente, el cálculo fue realizado para diferentes valores de distancias interca-

pas. En este sistema máximo del valor de referencia mostrado con la línea contínua
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Figura 5.12: Cambio en el índice de refracción relativo de un DDD tipo p, respecto a
una capa aislada simple. Se muestra a) el caso lineal, b) no lineal y c) total.

en negro, tiene un valor de ∆n
(1)
Ref = 18.07nr. El cambio máximo de esta propiedad

óptica se detecta al rededor del valor d =10 Å para el sistema DDD. En la presente

figura se refleja que, cuando la distancia intercapas aumenta, el nodo (o cero) en el

cambio del índice de refracción presenta un corrimiento hacia el rojo o zona de bajas

energías (red-shift). En particular, se observa que cuando la distancia incrementa,

el término lineal del nrel decrece, mientras que la contribución no lineal permanece

constante. Esta figura muestra el valor de referencia de esta cantidad para una capa

δ aislada, para la cual el nodo se localiza en 35 meV aproximadamente.

Particularmente, podemos observar en la figura 5.12 a) que la distancia interca-

pas tiene una gran influencia en los términos lineales de nrel respecto a los términos

no lineales mostrados en figura 5.12 b).

5.3. El δ−dopado cuádruple

En la presente sub-sección presentaremos únicamente el modelo y estructura elec-

trónica relacionada a un sistema δ−dopado cuádruple (DDC) tipo n en GaAs. El
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caso asociado al tipo p no será analizado por su gran similitud al caso con dopaje

n. Los parámetros físicos al DDC tipo n son los siguientes: la densidad de impurezas

ionizadas por plano dopante es 2.5 × 1012 cm−2 ≤ N2D ≤ 5 × 1012 cm−2, la cons-

tante dieléctrica εr = 12.5, y la masa efectiva de los electrones estará dada como

m∗e = 0.067m0, donde m0 es la masa del electrón libre.

La expresión (4.17) en el capítulo 4 representa el perfil de potencial de una es-

tructura δ−dopada cuádruple en GaAs, como función de la distancia de separación

entre planos dopantes d y la concentración de impurezas ionizadas N2D. En el capí-

tulo 4 se muestra un esquema de esta estructura en la figura 4.1. Para construir el

perfil de potencial mostrado en (4.17), hemos tomado consideraciones físicas análogas

al caso DDD. Estas consideraciones físicas son 1) La derivada del perfil de poten-

cial en el origen debe ser continua y 2) cuando la distancia intercapas tiende a cero,

el potencial debe tender al potencial asociado a una capa δ−dopada aislada con el

cuádruple de concentración.

La figura 5.13 ilustra, para diferentes valores de distancias intercapas d, el perfil

de potencial del DDC en GaAs tipo n. En esta figura d representa la distancia entre

dos capas dopadas vecinas. Al igual que en casos estudiados previamente, el dopaje

crea un potencial atractivo para los portadores de carga que cambia con la distancia

intercapas. En la figura 5.13 cuando la distancia de separación entre capas es ma-

yor a 200 Å, el perfil de potencial se comporta aproximadamente como cuatro pozos

cuánticos δ−dopados simples, lo que implica la conocida forma en V del potencial.

Por otro lado, el fondo del potencial decrece cuando la distancia d es pequeña, adicio-

nalmente, la geometría del perfil del potencial cambia con la distancia intercapas. Los

potenciales en la figura se compraran con un potencial asociado a una capa δ−dopada

simple centrada en el origen con el cuádruple de concentración de una de las capas

consideradas, este sistema se representa en la figura mediante V4δ. En d =0 el po-

tencial tiene completamente la forma en V previamente citada y representa el límite

en d → 0 para nuestro sistema. Estos resultados son similares a los reportados en

[62]. Este perfil de potencial es diferentepara casos donde se ha u sado el principio de

superposición como solución a la ecuación de Poisson reportados en [14, 59, 82, 88].
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Figura 5.13: Perfil de potencial del delta-dopado cuádruple tipo n en GaAs para
diferentes distancias de separación d. Cálculos realizados con una concentración de
impurezas ionizadas N2D = 2.5× 1012 cm−2.

5.3.1. Estructura electrónica

Para determinar los valores de las energías propias y funciones de onda hemos

resuelto la ecuación de Schrödinger usando las técnicas de cálculo mostradas en el

capítulo 2 mediante con Matriz de Transferencia y Diagonalización Matricial. En

ambos casos hemos encontrado resultado prácticamente iguales, por lo cual usaremos

indistintamente los resultados mostrados por ambas técnicas.

La solución al perfil de potencial del DDC mostrado en la ecuación (4.17) acompa-

ñado por la solución del parámetro z1 en (4.22), nos permite determinar la estructura

electrónica de nuestro sistema. Además hemos calculado la energía de Fermi con la

ayuda de la expresión (4.29).

Para un mejor entendimiento del perfil de potencial inducido por las cuatro capas

δ−dopadas en GaAs, la figura 5.14 muestra el potencial asociado para dos valores

diferentes de d. La figura 5.14 a)muestra el perfil de potencial, los niveles energéticos

y las funciones de onda y la energía de Fermi (EF ) de un sistema de cuatro capas
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Figura 5.14: Perfil de potencial, niveles de energía, funciones de onda y nivel de Fermi
de una estructura DDC tipo n en GaAs con a) d =50 Å y b) d =100 Å. En ambos
casos la concentración de impurezas ionizadas en cada una de las cuatro capas es
N2D = 5× 1012 cm−2.
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δ−dopadas separas una distancia d =50 Å. En esta figura observamos que el fondo del

pozo está localizado en ±50 Å, teniendo un valor aproximado de −350 meV. Por otro

lado el mismo sistema se muestra en la figura 5.14 b) para una distancia d =100

Å, el valor mínimo de este pozo cuántico es aproximadamente de −250 meV. En las

figuras 5.14 a) y b) se pueden observar valores de una reducción en la energía de

Fermi en −55 meV y −30 meV respectivamente.

La posición del nivel de Fermi en la banda de conducción determinado en el

presente trabajo está muy por debajo de lo reportado en la referencia [75]. Además,

en el marco de la teoría Thomas-Fermi este valor de energía debe ser muy cercano

al cero negativo. Además, en distancias cortas entre capas dopantes, observamos que

EF es menor. Entonces, como las capas de dopaje están más separadas, el nivel de

Fermi observado tiende a cero.

Debido al hecho de que el nivel de Fermi calculado es mucho más bajo de lo

esperado para distancias pequeñas (d<200 Å), proponemos una corrección al modelo

inicial. El nuevo perfil potencial que consideramos se indica en la ecuación (4.23), a

la que se agregó el parámetro γ. El parámetro γ, que tendrá un valor entre 0 y 1, es

adimensional por razones obvias. En en análisis del intervalo de valores propuestos,

podemos decir que: 1) el potencial será atractivo cuando el parámetro γ tiene un valor

positivo (mayor que 0) y 2) además, debe ser menor que 1 para no obtener un valor

de energía Fermi más negativo.

El nuevo parámetro γ multiplica al perfil de potencial original, así el potencial se

reduce proporcionalmente, generando que la energía de Fermi tienda inmediatamente

a 0 meV. Cuando aplicamos la condición previamente mencionada, la condición física

asociada a la derivada en el origen se conserva, mientras que la condición asociada al

cuádruple de concentración en el origen es modificada ya que el fondo del potencial

cambia.

Al principio del análisis para proponer nuestro modelo, pensamos que al colocar

más capas de impurezas ionizadas, el fondo del pozo sería más profundo en relación con

la densidad de cada capa. Sin embargo, esto no sucede y puede explicarse mediante

el siguiente análisis: si aumentamos el número de capas δ−dopadas infinitamente,
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físicamente no sería posible que el fondo potencial tenga un valor infinito negativo.

De esta forma, el perfil potencial que proponemos tiene un comportamiento límite.

Distancia intercapas (Å) γ (N2D = 2.5× 1012cm−2) γ (N2D = 5× 1012cm−2)

20 0.7179 0.7194

60 0.7498 0.7576

100 0.7958 0.8042

140 0.8265 0.8389

180 0.8611 0.8783

Tabla 1 Valores de gamma γ versus la distancia de separación entre dos capas vecinas.

En la tabla 1 se observa la variación del parámetro γ respecto a la distancia

intercapas d, para dos diferentes valores de la densidad de impurezas ionizadas N2D.

El valor de γ fue determinado mediante el siguiente análisis: los valores calculados

para γ mostrados, son para los cuales el valor de la energía de Fermi tiende a −1

meV. La tendencia del valor de gamma en la tabla 1 refleja el cambio del nivel de

Fermi. Podemos observar que el comportamiento de γ es lineal respecto a la distancia

intercapas independientemente del valor de la concentración de impurezas ionizadas.

Por estas razones, pensamos que el parámetro gamma representa un límite físico de la

medida del fondo del perfil de potencial. Una relación empírica entre γ y d se muestra

en la expresión:

γ(d) = 0.70 +
[
2d× 10−3

]
, (5.4)

donde la distancia intercapas d está expresada en Å.

Con los valores de γ calculados, hemos determinado la nueva estructura electró-

nica del sistema DDC. La figura 5.15 ilustra los efectos de introducir el valor del

parámetro gamma en el perfil del potencial, además de los cambios en las energías

del sistema y por supuesto del nivel de Fermi para el sistema DDC en GaAs tipo n.

Siguiendo el mismo camino de la figura 5.15, determinamos la estructura electrónica

del sistema en los valores a) d =50 Å y b) d =100 Å. Observamos en ambos casos,

que el número de niveles incrementa, adicionalmente el fondo del pozo cuántico es
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más alto.

Por otro lado, el nivel de Fermi ahora es constante debido a los cambios de la

estructura introducido por γ en el perfil del potencial. Nuestro modelo ahora es con-

sistente con resultados experimentales reportados en [75], cálculos self-consistent re-

portados en [30] y además de ser congruente con los resultados de la aprioximación

de Thomas-Fermi.

Nuestro modelo matemático es el primero en su clase para un sistema δ−dopado

cuádruple. Además, esta aproximación puede ser usada para determinar el transporte

electrónica y propiedades ópticas en sistemas dopados delta. El sistema DDC que

hemos determinado tiene un gran número de portadores de carga debido a que se

han introducido más de una capa delta-dopada, cumpliendo con la restricción de

impurezas ionizadas por cada una de las capas [89]. Por otro lado, respecto a las

propiedades ópticas, es posible determinar un mayor número de transiciones para

el cálculo de absorción óptica, debido a un mayor número de niveles accesibles al

sistema.
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Figura 5.15: Perfil de potencial, niveles de energía, funciones de onda y nivel de Fermi
de una estructura con el nuevo modelo para el DDC tipo n en GaAs con a) d =50 Å
y b) d =100 Å. En ambos casos la concentración de impurezas ionizadas en cada una
de las cuatro capas es N2D = 5× 1012 cm−2.
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Conclusiones

En la presente tesis hemos propuesto un modelo matemático que determina la es-

tructura electrónica de un sistema δ−dopado doble tipo n en GaAs. Particularmente,

hemos determinado el perfil de potencial, los niveles de energía, y las funciones de

onda. En relación a lo anterior, la estructura electrónica coincide cualitativamente con

resultados reportados en la literatura. Además hemos determinado dos propiedades

ópticas no lineales con la ayuda de la teoría de Matriz de Densidad: el coeficiente de

absorción y el cambio en el índice de refracción. Encontramos que el estado base y

el primer estado excitado para la estructura citada, están altamente ocupados para

distancias pequeñas entre los planos dopantes. En contraste, para distancias inter-

capas grandes, los niveles de energía se degeneran. Por otro lado, hemos encontrado

un corrimiento a la zona de bajas energías (red shifting) y un mejoramiento en el

coeficiente de absorción cuando modificamos la distancia de separación entre las ca-

pas dopadas del sistema δ−dopado doble. Resultados similares ocurren en el cambio

del índice de refracción, para el cual también ocurre un red shifting en su nodo a

medida que aumentamos la distancia intercapas. Nuestro modelo esta soportado por

cálculos a primeros principios (ab initio) y diferentes modelos que usan el principio

de superposición para la ecuación de Poisson en distancias de separación de capas do-

pantes grandes. Estos resultados son importantes para un mejor entendimiento de las

propiedades de transporte electrónico y propiedades ópticas en dispositivos basados

en el sistemas δ-dopado doble en GaAs.

72
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Simultáneamente en este trabajo de tesis, fue reportado un estudio teórico de la

influencia de la distancia intercapas sobre el coeficiente de absorción lineal, no lineal

y total, el cambio en el índice de refracción y la estructura electrónica en un pozo

cuántico δ−dopado doble tipo p para el GaAs. En el marco de la aproximación TF,

fue calculada la estructura electrónica para huecos pesados (hh) y huecos ligeros (lh).

La estructura electrónica muestra que para distancias intercapas menores a 50 Å, la

mayor contribución a los niveles accesibles son para hh, teniendo muy pocos para lh.

En este sistema, el principio de superposición al igual que el caso n, no es válido,

debido a que la ecuación de Poisson asociada el sistema es no lineal. El coeficiente

de absorción en hh tiene un red-shift en la posición de su pico y decrece en amplitud

a medida que la distancia intercapas aumenta. Por otro lado, el comportamiento en

el cambio del índice de refracción indica también un corrimiento a la zona de bajas

energías cuando d aumenta para los hh. Estos resultados revelan que la distancia

intercapas tiene una gran influencia sobre los términos lineales. Además, un mejora-

miento en las propiedades ópticas puede encontrarse cuando modificamos la distancias

de separación entre las capas dopantes. Estos resultados son muy importantes para

la ingeniería de dispositivos optoelectrónicos.

Por último, hemos propuesto un modelo físico-matemático que representa a un

sistema δ−dopado cuádruple (DDC) en GaAs tipo n. Nuestro modelo es el primero en

la literatura para un sistema DDC. El perfil de potencial, niveles de energía, funciones

de onda y nivel de Fermi fueron calculados respecto a la separación entre capas

dopantes y a la concentración de impurezas ionizadas. Encontramos que hay un límite

físico para el fondo del perfil de potencial respecto al número de capas δ−dopadas.

Nuestro modelo es consistente con valores reportados en trabajos experimentales y

auto-consistentes, en relación al nivel de Fermi. Los sistemas con múltiples capas

δ-dopadas muestran un gran cambio en sus propiedades comparadas con sistemas

a capas simples. Estos resultados nos conducen a decir que existe un límite físico

en el fonde del perfil del potencial como medida de la cantidad de capas dopantes.

Finalmente, nuestros resultados pueden se usados en cálculos basados en propiedades

optoelectrónicas y de transporte basados en múltiples capas δ−dopadas en GaAs.



Capítulo 7

Apéndices

Los presentes apéndices nos muestran a detalle el desarrollo del coeficiente de

absorción lineal y no lineal así como como el cambio en el índice de refraación. Ambas

propiedades se determinan a partir de la óptica no lineal (Apéndice B) y son de

suma importancia para nuestros resultados. Los cálculos de las propiedades ópticas

no lineales citadas se sustentan en la teoría de la matriz densidad (Apéndice A).

Cabe aclarar que en los presentes apéndices el símbolo * indica el complejo

conjugado de un número o una función en cuestión, a diferencia de los capítulos

anteriores que se usó para indicar unidades efectivas.

7.1. Apéndice A: Matriz densidad

El método de la matriz densidad permite describir las propiedades cuantitativas

de la polarización no lineal en cualquier medio. Basados en esta teoría, es posible

investigar las propiedades macroscópicas del material. Partiendo de la ecuación ma-

tricial de Heisenberg [90, 91], podemos determinar la ecuación de la matriz densidad.

Así tenemos que

ĤΨ = ih̄
∂

∂t
Ψ, (7.1)

74
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donde Ĥ representa el Hamiltoniano de todo el sistema. Si la ecuación (7.1) la mul-

tiplicamos desde la derecha por Ψ∗

ĤΨΨ∗ = ih̄
∂

∂t
ΨΨ∗, (7.2)

y recordando que el Hamiltoniano representado por Ĥ es una matriz que opera úni-

camente sobre la función de onda del sistema Ψ y no sobre Ψ∗, podemos determinar

la adjunta de la ecuación (7.1) como

Ψ∗Ĥ = −ih̄Ψ∗
∂

∂t
. (7.3)

Si ahora multiplicamos desde la izquierda la expresión (7.3) por la función Ψ

obtenemos

ΨΨ∗Ĥ = −ih̄ΨΨ∗
∂

∂t
. (7.4)

Restando las ecuaciones (7.2) y (7.4) obtenemos

ih̄
∂

∂t
ΨΨ∗ + ih̄ΨΨ∗

∂

∂t
= ĤΨΨ∗ −ΨΨ∗Ĥ, (7.5)

ih̄
∂

∂t
ρ̂ = [Ĥ, ρ̂], (7.6)

donde ρ̂ = ΨΨ∗ es el operador matriz de densidad [92] y la expresión (7.6) se le

conoce como la ecuación de la matriz densidad.

Si llamamos Ĥ0 al hamiltoniano no perturbado de un sistema bajo estudio, el

operador que corresponde a la energía cuando hay un campo eléctrico irradiante E(t)

será:

Ĥ = Ĥ0 − M̂E(t). (7.7)

En la expresión anterior, M̂ representa el operador de momento dipolar del siste-

ma. En la referencia [84], la ecuación de matriz densidad está dada de la forma:

∂p̂

∂t
=

1

ih̄
[Ĥ0 − M̂E(t), p̂]− 1

2
[Γ̂(ρ̂− ρ̂(0)) + (ρ̂− ρ̂(0))Γ̂]. (7.8)
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Lo que se ha propuesto en [93] (7.8), es suponer que la respuesta dieléctrica

del sistema ante E(t) tiene alguna clase de amortiguamiento (damping) producido

por mecanismos de dispersión que afectan la polarización a nivel microscópico. De

tal manera que se representa a dichos mecanismos de dispersión (electrón-fonón)

por el operador fenomenológico Γ̂. Suponemos que Γ̂ es diagonal y que su elemento

matricial Γmm no es otra cosa que el inverso del tiempo de relajación de un estado |m〉

representado por τm [94]. Además, en la ecuación (7.8), ρ̂(0) representa a la matriz

densidad no perturbada.

Por simplicidad, únicamente consideraremos la situación en la que el efecto de la

radiación incidente repercute en transiciones de un sistema cuántico de dos niveles de

energía |1〉 y |2〉 . De forma tal que tenemos

〈1| Γ̂ |1〉 = γ11 = 1/τ1, 〈2| Γ̂ |2〉 = γ22 = 1/τ2. (7.9)

La solución de la ecuación (7.8) se puede llevar a cabo de forma perturbativa

expandiendo el operador de matriz densidad en una serie de potencias

ρ̂(t) =
∑
n=0

ρ̂(n)(t) = ρ̂(0) + ρ̂(1)(t) + · · ·+ ρ̂(n)(t) · · · (7.10)

donde el elemento de matriz no perturbado ρ̂(0) solo tiene elementos diagonales [94].

Por otra parte, denotaremos a los elementos n-ésimos como: ρ̂(n)
11 = 〈1| ρ̂(n) |1〉 , ρ̂(n)

12 =

〈1| ρ̂(n) |2〉 , ρ̂(n)
21 = 〈2| ρ̂(n) |1〉 y ρ̂(n)

22 = 〈2| ρ̂(n) |2〉 . Sustituyendo (A7.10) en la ecuación

(A7.8) , y tomando a Ĥ = Ĥ0 + Ĥ ′, es decir Ĥ ′ = −M̂E(t),obtenemos

1

ih̄

∂ρ(1)

∂t
= [H0, ρ

(1)] + [H ′, ρ(0)] + ih̄Γρ(0), (7.11)

· · ·
1

ih̄

∂ρ(r)

∂t
= [H0, ρ

(r)] + [H ′, ρ(r−1)] + ih̄Γρ(r), (7.12)

tal y como se expresa en [97]. En la referencia [84] utilizan las expresiones de deri-
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vación con los índices

∂ρ(n+1)

∂t
=

1

ih̄
[H0, ρ

(n+1)] +
1

ih̄
[−ME(t), ρ(n)]

−1

2

[
Γρ̂(n+1) + ρ̂(n+1)Γ

]
. (7.13)

la ecuación (7.13) será la expresión que utalizaremos en la derivación del coeficiente

de absorción lineal y no lineal. Comenzaremos el elemento [H0, ρ
(n+1)]21 de la forma

[H0, ρ
(n+1)]21 = 〈2| [H0, ρ

(n+1)] |1〉 , (7.14)

= 〈2| [H0ρ
(n+1)] |1〉 − 〈2| [ρ(n+1)H0] |1〉 ,

recordemos que de la ecuación de completud

∑
m

|m〉 〈m| = 1̂. (7.15)

Introduciendo convenientemente (7.15) en (7.14) obtenemos

[H0, ρ
(n+1)]21 = 〈2| [H0 (|1〉 〈1|+ |2〉 〈2|) ρ(n+1)] |1〉 − 〈2| [ρ(n+1) (|1〉 〈1|+ |2〉 〈2|)H0] |1〉 ,

= ε2ρ
(n+1)
21 − ρ(n+1)

21 ε1,

[H0, ρ
(n+1)]21 = (ε2 − ε1) ρ

(n+1)
21 , (7.16)

donde hemos hecho 〈m|H0 |m〉 = εm, así (7.16) es el primer término del elemento de

matriz 2−1 del segundo miembro de (7.13). Calculando el segundo término [H ′, ρ(n)]21:

[−ME(t), ρ(n)]21 = 〈2| ρ(n)ME(t) |2〉 − 〈1|ME(t)ρ(n) |1〉 ,

=
{
〈2| ρ(n) (|1〉 〈1|+ |2〉 〈2|)M |1〉 − 〈2|M (|1〉 〈1|+ |2〉 〈2|) ρ(n) |1〉

}
E(t),

[−ME(t), ρ(n)]21 =
{
ρ

(n)
21 M11 + ρ

(n)
22 M21 −M21ρ

(n)
11 −M22ρ

(n)
21

}
E(t), (7.17)

donde hemos usado la notación 〈a|M |b〉 = Mab. Por último el término asociado al
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operador fenomenológico

−1

2

[
Γρ(n+1) + ρ(n+1)Γ

]
21

= −1

2
〈2|Γρ(n+1) + ρ(n+1)Γ |1〉 ,

= −1

2
〈2|Γ (|1〉 〈1|+ |2〉 〈2|) ρ(n+1) |1〉+ 〈2| ρ(n+1) (|1〉 〈1|+ |2〉 〈2|) Γ |1〉 ,

= −1

2

{
γ22ρ

(n+1)
21 + ρ

(n+1)
21 γ11

}
= −1

2
(γ11 + γ22) ρ

(n+1)
21 ,

−1

2

[
Γρ(n+1) + ρ(n+1)Γ

]
21

= −γ12ρ
(n+1)
21 . (7.18)

en (7.18) recordemos que Γ es diagonal y 〈a|Γ |a〉 = γaa = 1/τa, además hemos

definido γ12 = γ21 = (1/2) (γ11 + γ22) . De esta manera sustituyendo (7.16), (7.17) y

(7.18) en (7.13) obtenemos

∂ρ
(n+1)
21

∂t
=

1

ih̄
(ε2 − ε1) ρ

(n+1)
21 +

1

ih̄
{ρ(n)

21 M11 + ρ
(n)
22 M21

−M21ρ
(n)
11 −M22ρ

(n)
21 }E(t)− γ12ρ

(n+1)
21 , (7.19)

que se puede reescribir de la forma

∂ρ
(n+1)
21

∂t
= { 1

ih̄
(ε2 − ε1)− γ12}ρ(n+1)

21 − 1

ih̄

(
ρ

(n)
11 − ρ

(n)
22

)
M21E(t)

− 1

ih̄
(M22 −M11)E(t)ρ

(n)
21 . (7.20)

Procediendo de manera análoga (o simplemente haciendo un cambio de índices)

obtenemos

∂ρ
(n+1)
12

∂t
= { 1

ih̄
(ε1 − ε2)− γ21}ρ(n+1)

21 − 1

ih̄

(
ρ

(n)
22 − ρ

(n)
11

)
M12E(t)

− 1

ih̄
(M11 −M22)E(t)ρ

(n)
12 . (7.21)

Los elementos ρ(n+1)
22 y ρ

(n+1)
11 se determinan de la misma forma que en los casos
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anteriores. Para nuestro trabajo únicamente calcularemos ∂ρ(n+1)
22 /∂t, es decir

∂ρ
(n+1)
22

∂t
=

1

ih̄
[H0, ρ

(n+1)]22 +
1

ih̄
[−ME(t), ρ(n)]22

−1

2

[
Γρ̂(n+1) + ρ̂(n+1)Γ

]
22
. (7.22)

Comenzamos con

[H0, ρ
(n+1)]22 = 〈2| [H0 (|1〉 〈1|+ |2〉 〈2|) ρ(n+1)] |2〉 − 〈2| [ρ(n+1) (|1〉 〈1|+ |2〉 〈2|)H0] |2〉 ,

= ε2ρ
(n+1)
22 − ρ(n+1)

21 ε2 = 0. (7.23)

Ahora calculamos el elemento

[−ME(t), ρ(n)]22 = 〈2| ρ(n)ME(t) |2〉 − 〈2|ME(t)ρ(n) |2〉 ,

=
{
〈2| ρ(n) (|1〉 〈1|+ |2〉 〈2|)M |2〉 − 〈2|M (|1〉 〈1|+ |2〉 〈2|) ρ(n) |2〉

}
E(t),

=
{
ρ

(n)
21 M12 + ρ

(n)
22 M22 −M21ρ

(n)
12 −M22ρ

(n)
22

}
E(t),

[−ME(t), ρ(n)]21 =
{
ρ

(n)
21 M12 −M21ρ

(n)
12

}
E(t). (7.24)

Y para el último término

−1

2

[
Γρ(n+1) + ρ(n+1)Γ

]
22

= −1

2
〈2|Γρ(n+1) + ρ(n+1)Γ |2〉 ,

= −1

2
〈2|Γ (|1〉 〈1|+ |2〉 〈2|) ρ(n+1) |2〉+ 〈2| ρ(n+1) (|1〉 〈1|+ |2〉 〈2|) Γ |2〉 ,

= −1

2

{
γ22ρ

(n+1)
22 + ρ

(n+1)
22 γ22

}
= −γ22ρ

(n+1)
22 . (7.25)

De esta manera usando (7.23), (7.24) y (7.25) la ecuación (7.22) toma la forma

∂ρ
(n+1)
22

∂t
= −γ22ρ

(n+1)
22 − 1

ih̄

{
M21ρ

(n)
12 −M12ρ

(n)
21

}
E(t), (7.26)

que procediendo análogamente para el elemento 1− 1 (o simplemente cambiando los
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índices) tenemos

∂ρ
(n+1)
11

∂t
= −γ11ρ

(n+1)
11 − 1

ih̄

{
M12ρ

(n)
21 −M21ρ

(n)
12

}
E(t). (7.27)

Las ecuaciones (7.20), (7.21), (7.26) y (7.27) son la solución de expandir la matriz

densidad, y se pueden resolver si encontramos los elementos matriciales del opera-

dor estadístico en términos de sumas proporcionales a exp(±iωt). Para ello debemos

igualar términos con la misma dependencia de t para los dos miembros. Iniciamos se-

parando los términos que corresponden a emisiones y absorciones sucesivas de fotones,

es decir, términos asociados a armónicos de orden n en el desarrollo de perturbaciones

ρ̂(n),

ρ̂(n)(t) = ̂̃ρ(n)
(ω)e−iωt + ̂̃ρ(n)

(−ω)eiωt, (7.28)

válido para cuando n es impar. Cuando n es par solamente serán dominantes los

términos DC, que conducen a términos de frecuencia cero. Los términos DC serán

descritos con mayor detalle en la subsección "óptica no lineal".

Si hacemos n = 1 en la ecuación (7.28) tenemos:

ρ̂(1)(t) = ̂̃ρ(1)
(ω)e−iωt + ̂̃ρ(1)

(−ω)eiωt, (7.29)

y usando n = 0 en (7.20), además de definir E21 = ε2 − ε1, generamos ρ(1)
21 (t)

∂ρ
(1)
21

∂t
=

(
1

ih̄
E21 − γ12

)
ρ

(1)
21 −

1

ih̄

(
ρ

(0)
11 − ρ

(0)
22

)
M21E(t)

− 1

ih̄
(M22 −M11)E(t)ρ

(0)
21 . (7.30)

Recordando que ρ(0)
21 = 0 ya que supusimos que ρ(0) es diagonal, obtenemos

∂ρ
(1)
21

∂t
=

(
1

ih̄
E21 − γ12

)
ρ

(1)
21 −

1

ih̄

(
ρ

(0)
11 − ρ

(0)
22

)
M21E(t). (7.31)

Si tomamos la parte dependiente de e−iωt en (7.29), al derivar e igualar los coefi-
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cientes en cada miembro, obtenemos

−iωρ̃(1)
21 (ω) =

(
1

ih̄
E21 − γ12

)
ρ̃

(1)
21 (ω)− 1

ih̄

(
ρ

(0)
11 − ρ

(0)
22

)
M21Ẽ, (7.32)

ρ̃
(1)
21 (ω) =

(
ρ

(0)
11 − ρ

(0)
22

)
M21

E21 − h̄ω − ih̄γ12

Ẽ. (7.33)

Ahora nos concentraremos en el cálculo de ρ̃(3)
21 (ω), comenzamos haciendo n = 3

en (7.28) tenemos

ρ̂(3)(t) = ̂̃ρ(3)
(ω)e−iωt + ̂̃ρ(3)

(−ω)eiωt, (7.34)

además, al tomar n = 2 en (7.20)

∂ρ
(3)
21

∂t
=

(
1

ih̄
E21 − γ12

)
ρ

(3)
21 −

1

ih̄

(
ρ

(2)
11 − ρ

(2)
22

)
M21E(t)

− 1

ih̄
(M22 −M11)E(t)ρ

(2)
21 , (7.35)

y procediendo de forma análoga a ρ(1)
21 al igualar los términos de la forma e−iωt tenemos

−iωρ̃(3)
21 (ω) =

[
1

ih̄
E21 − γ12

]
ρ̃

(3)
21 (ω)− 1

ih̄

[
ρ̃

(2)
11 (0)− ρ̃(2)

22 (0)
]
M21Ẽ

− 1

ih̄
(M22 −M11)Ẽρ̃

(2)
21 (0), (7.36)

que se puede reescribir como

ρ̃
(3)
21 (ω) =

1

E21 − h̄ω − ih̄γ12

[(
ρ̃

(2)
11 (0)− ρ̃(2)

22 (0)
)
M21 + (M22 −M11)ρ̃

(2)
21 (0)

]
Ẽ.

(7.37)

Es importante notar que en la ecuación (7.37) es necesario determinar el valor de

ρ̃
(2)
11 (0)−ρ̃(2)

22 (0). Para calcular éstos elementos de orden 2, partiremos de las ecuaciones

(7.26) y (7.27), de forma tal que tenemos

∂

∂t
ρ

(2)
22 = −γ22ρ

(2)
22 −

1

ih̄

(
M21ρ

(1)
12 −M12ρ

(1)
21

)
E(t), (7.38)

∂

∂t
ρ

(2)
11 = −γ11ρ

(2)
11 −

1

ih̄

(
M12ρ

(1)
21 −M21ρ

(1)
12

)
E(t). (7.39)
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Nos podemos concentrar únicamente en una de las ecuaciones anteriores. Si consi-

deramos que ρ(2)
11 es un término de rectificación (∂ρ(2)

11 /∂t ≡ 0) y sustituimos ρ(1)
21 y ρ(1)

12

por sus componentes estacionarias (haciendo t = 0 en (7.28)), además de conservar

la parte DC en E(t), Ẽ, tenemos:

−γ11ρ̃
(2)
11 (0)− 1

ih̄

[
M12

(
ρ̃

(1)
21 (ω)− ρ̃(1)

21 (−ω)
)
−M21

(
ρ̃

(1)
12 (ω)− ρ̃(1)

12 (−ω)
)]
Ẽ = 0.

(7.40)

Los términos ρ̃(1)
12 (ω) y ρ̃(1)

21 (−ω) se conocen como términos no resonantes y pueden

calcularse de la misma forma que como llegamos a la ecuación (7.33):

ρ
(1)
12 (ω) =

M12

(
ρ

(0)
11 − ρ

(0)
22

)
E21 + h̄ω + ih̄γ12

Ẽ, (7.41)

ρ
(1)
21 (−ω) =

M21

(
ρ

(0)
11 − ρ

(0)
22

)
E21 + h̄ω − ih̄γ12

Ẽ. (7.42)

En las ecuaciones (7.41) y (7.42) podemos observar, en ambos denominadores, la

presencia de E21 +h̄ω. Este valor imposibilita resonancias, por lo cual, despreciaremos

las contribuciones de las expresiones previamente mencionadas en el resto de los

cálculos. De esta manera la ecuación (7.40) se puede reescribir y despejar el término

ρ̃
(2)
11 (0) como

0 = −γ11ρ̃
(2)
11 (0)− 1

ih̄

[
M12ρ̃

(1)
21 (ω)−M21ρ̃

(1)
12 (−ω)

]
Ẽ, (7.43)

ρ̃
(2)
11 (0) =

i

h̄γ11

[
M12ρ̃

(1)
21 (ω)−M21ρ̃

(1)
12 (−ω)

]
Ẽ. (7.44)

Para determinar el valor de ρ̃(2)
11 (0), primero necesitamos sustituir ρ̃(1)

21 (ω) expresado

en (7.33), además de sustituir ρ̃(1)
12 (−ω) que se puede obtener al realizar el cambio

ω → −ω en (7.41). De esta manera, obtenemos

ρ̃
(2)
11 (0) = −

2 |M21|2
(
ρ

(0)
11 − ρ

(0)
22

)
γ12

γ11

[
(E21 − h̄ω)2 + (h̄γ12)2]Ẽ2. (7.45)
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Teniendo en cuenta que |M21|2 = |M12|2 y γ12 = γ21, podemos asegurar que

ρ̃
(2)
22 (0) =

2 |M21|2
(
ρ

(0)
11 − ρ

(0)
22

)
γ12

γ22

[
(E21 − h̄ω)2 + (h̄γ12)2]Ẽ2, (7.46)

donde |M21|2 = M21M12.

Recordemos que para determinar el valor de ρ̃(3)
21 (ω) en (7.37), necesitamos la

diferencia entre las expresiones (7.45) y (7.46)

ρ̃
(2)
11 (0)− ρ̃(2)

22 (0) = −2

(
1

γ11

+
1

γ22

) |M21|2 γ12

(
ρ

(0)
11 − ρ

(0)
22

)
[
(E21 − h̄ω)2 + (h̄γ12)2]Ẽ2. (7.47)

Ahora, para calcular ρ̃(3)
21 (ω), además de tener ρ̃(2)

11 (0)− ρ̃(2)
22 (0), es necesario obtener

ρ̃
(2)
21 (0). Partiendo de tomar n = 1 en la ecuación (7.20) y recordar que nos interesan

solo los términos estacionarios,

∂

∂t
ρ

(2)
21 (0) = 0 =

[
1

ih̄
E21 − γ12

]
ρ

(2)
21 (0)− 1

ih̄

[
ρ

(1)
11 (0)− ρ(1)

22 (0)
]
M21Ẽ

− 1

ih̄
(M22 −M11)Ẽρ̃

(1)
21 (0), (7.48)

usando (7.29) con t = 0 obtenemos

0 =

[
1

ih̄
E21 − γ12

]
ρ̃

(2)
21 (0)− 1

ih̄

[
ρ̃

(1)
11 (ω) + ρ̃

(1)
11 (−ω)− ρ̃(1)

22 (ω)− ρ̃(1)
22 (−ω)

]
M21Ẽ

− 1

ih̄
(M22 −M11)

(
ρ̃

(1)
21 (ω) + ρ̃

(1)
21 (−ω)

)
Ẽ. (7.49)

Para la expresión anterior calculamos ρ(1)
11 (ω) a partir de (7.27), con n = 0 tenemos:

∂

∂t
ρ

(1)
11 = −γ11ρ

(1)
11 −

1

ih̄

[
M12ρ

(0)
21 (0)−M21ρ

(0)
12

]
Ẽ(t),

y teniendo en mente que la matriz densidad de orden cero es diagonal, ρ(0)
21 = ρ

(0)
12 = 0,

∂

∂t
ρ̃

(1)
11 = −γ11ρ

(1)
11 . (7.50)



CAPÍTULO 7. APÉNDICES 84

Usando la expresión de la matriz densidad (7.29) e igualando términos de exp(−iωt),

obtenemos que

ρ̃
(1)
11 (ω) [γ11 − ω] = 0, (7.51)

observando la expresión (7.51) notamos que forzosamente ρ̃(1)
11 (ω) = 0. Procediendo

de manera análoga se cumple que ρ̃(1)
11 (−ω) = ρ̃

(1)
22 (ω) = ρ̃

(1)
22 (−ω) = 0.

Con estos últimos resultados y despreciando el término no resonante ρ̃(1)
21 (−ω), la

ecuación (7.49) adquiere la forma

0 =

[
1

ih̄
E21 − γ12

]
ρ̃

(2)
21 (0)− 1

ih̄
(M22 −M11) ρ̃

(1)
21 (ω)Ẽ. (7.52)

Despejando ρ(2)
21 (0) de la expresión anterior, y sustituyendo ρ̃(1)

21 (ω) de (7.33) tene-

mos

ρ̃
(2)
21 (0) =

M21 (M22 −M11)
(
ρ

(0)
11 − ρ

(0)
22

)
(E21 − ih̄γ12) (E21 − h̄ω − ih̄γ12)

Ẽ2. (7.53)

Finalmente para determinar la contribución de tercer orden al elemento de matriz

2− 1, usamos (7.47) y (7.53) en la ecuación (7.37) llegando a

ρ̃
(3)
21 (ω) = −

M21

(
ρ

(0)
11 − ρ

(0)
22

)
(E21 − h̄ω − ih̄γ12)

[2
(1/γ11 + 1/γ22) γ12 |M21|2

(E21 − h̄ω)2 + (h̄γ12)2

− (M22 −M11)2

(E21 − ih̄γ12) (E21 − h̄ω − ih̄γ12)
]Ẽ2Ẽ. (7.54)

Procediendo de forma análoga al cálculo completo de ρ̃(3)
21 (ω) podemos determinar

los valores para ρ̃(3)
22 (ω) y ρ̃(3)

11 (ω).

ρ̃
(3)
22 (ω) =

2i |M12|2

(h̄ω − ih̄γ22)
Im

 (M22 −M11)
(
ρ

(0)
11 − ρ

(0)
22

)
(E21 − ih̄γ12) (E21 − h̄ω − ih̄γ12)

 Ẽ2Ẽ, (7.55)

ρ̃
(3)
11 (ω) =

2i |M12|2

(h̄ω − ih̄γ11)
Im

 (M22 −M11)
(
ρ

(0)
11 − ρ

(0)
22

)
(E21 − ih̄γ12) (E21 − h̄ω − ih̄γ12)

 Ẽ2Ẽ, (7.56)

donde Im denota la parte imaginaria. Es importante mencionar que las contribu-

ciones de los dos elementos descritos en las ecuaciones (7.55) y (7.56) tienen mucho
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menor peso en el cálculo de las propiedades ópticas que el elemento ρ̃(3)
21 (ω).

7.2. Apéndice B: Definiciones previas: Óptica lineal

y no lineal

7.2.1. Óptica lineal

En el marco de la óptica física convencional (óptica lineal) [95], la polarización
−→
P y el campo eléctrico

−→
E en un material, están relacionadas de la forma

−→
P = ε0χ

−→
E , (7.57)

además, tenemos que el llamado campo de desplazamiento,
−→
D, en el medio material

es
−→
D = ε0

−→
E +

−→
P , (7.58)

de esta manera podemos encontrar que la permitividad eléctrica está relacionada de

la forma

ε = ε0 (1 + χ) . (7.59)

En la expresión anterior, χ denota a la susceptibilidad que es, comúnmente, una

función con fuerte dependencia de la frecuencia ω cerca de las resonancias. Además,

χ es una cantidad compleja con una parte real dispersiva χ′ y una parte imaginaria

absortiba χ′′ :

χ = χ′ + iχ′′. (7.60)

Por otro lado, para un medio dieléctrico, la relación entre el coeficiente de extinción

κ y la susceptibilidad está dada por

(κc
ω

)2

= 1 + χ, (7.61)

es decir, en un medio dieléctrico la cantidad κc/ω se convierte en compleja, donde c
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denota la velocidad de la luz en el vacío, que se expresa convencionalmente como

κc

ω
= η + iκ, (7.62)

donde η representa al índice de refracción del material.

Las relaciones entre el índice de refracción, el coeficiente de extinción y las dos

componentes de la susceptibilidad son:

η2 − κ2 = 1 + χ′,

2ηκ = χ′′. (7.63)

Nótese que, en un medio dieléctrico transparente, esto implica que

η2 = 1 + χ′ =
ε

ε0
, (7.64)

con ε designando a la constante dieléctrica del medio.

Por otro lado, partiendo de la solución de onda viajera de las ecuaciones de Max-

well es posible calcular la densidad promedio de energía para un haz de luz de fre-

cuencia ω, y de esta manera determinar la intensidad en el punto donde el haz de luz

entra al medio. Así, consecuentemente se puede definir el coeficiente de absorción del

medio como:

α =
2ωκ

c
=

ω

ηc
χ′′. (7.65)

Ahora bien, utilizando la expresión (7.60), tenemos

α =
ω

ηc
χ′′ =

ω

ηc
Im {χ} ,

y suponiendo que χ es una función de la frecuencia, por el carácter dispersivo del

medio

α (ω) =
ω√

ε/ε01/
√
ε0µ0

Im {χ} = ω

√
µ0

ε
Im {ε0χ (ω)} .

De esta manera llegamos a la relación que usaremos para expresar al coeficiente
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de absorción función de la frecuencia en relación con la susceptibilidad [96]:

α (ω) = ω

√
µ0

ε
Im {ε0χ (ω)} . (7.66)

Procediendo de una manera totalmente análoga a las relaciones del coeficiente de

absorción, podemos determinar el cambio en el índice de refracción como una medida

de la susceptibilidad con la ecuación [96]

∆η(ω)

ηr
=
η(ω)− ηr

ηr
= Re

{
χ(ω)

2η2
r

}
. (7.67)

Las expresiones (7.66) y (7.67) serán empleadas posteriormente para nuestros

cálculos.

7.2.2. Óptica no lineal

Como mencionamos previamente, en el caso de la óptica lineal, la propagación

inducida depende linealmente de la intensidad del campo eléctrico, es decir:

P̃ (t) = ε0χ
(1)Ẽ(t) (7.68)

donde la constante de proporcionalidad χ(1) se conoce como susceptibilidad lineal.

Por otra parte, en la óptica no lineal [97, 98], la respuesta óptica se puede describir

al generalizar la expresión (7.68), es decir, escribiendo la polarización
−→
P (t) como una

serie de potencias en función de la intensidad de campo:

P̃ (t) = ε0

[
χ(1)Ẽ(t) + χ(2)Ẽ2(t) + χ(3)Ẽ3(t) + · · ·

]
= P̃ (1)(t) + P̃ (2)(t) + P̃ (3)(t) + · · · (7.69)

De la expresión anterior, los factores χ(2) y χ(3) se conocen como susceptibilidad

óptica no lineales de segundo y tercer orden, respectivamente. Cabe mencionar que se

ha tomado los campos Ẽ y P̃ como magnitudes escalares por simplicidad. Además, se

ha supuesto que la polarización en un instante t depende solamente del valor instan-
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táneo del campo eléctrico. Esto implica que el medio es no dispersivo y sin pérdidas;

aunque las susceptibilidades no lineales son también funciones de las frecuencias de

los campos aplicados.

De la ecuación (7.69) denotaremos a P̃ (2)(t) como la polarización no lineal de

segundo orden y a P̃ (3)(t) como la polarización no lineal de tercer orden. Es importante

mencionar que los procesos físicos que ocurren como resultado de la polarización de

segundo orden P̃ (2)(t) tienden a ser distintos de aquellos que ocurren como resultado

de la polarización de tercer orden P̃ (3)(t).

En relación a las interacciones ópticas no lineales de segundo orden, estas pueden

rescindir únicamente en cristales no centrosimétricos, es decir, en cristales que no

tienen simetría de inversión. Por otra parte, las interacciones ópticas no lineales de

tercer orden (descrita por la susceptibilidad χ(3)) pueden ocurrir tanto en medios

centrosimétricos como no centrosimétricos.

En cuanto a orden de magnitud, se tiene que, para la materia condensada χ(1) es

del orden de la unidad. Por otra parte, se encuentra que χ(2) ≈ (4πε0)3 h̄4/m2e5 y

χ(3) ≈ (4πε0)6 h̄8/m4e10 [99].

En nuestro sistema, si planteamos que el campo eléctrico, por ejemplo un haz

laser, que incide sobre nuestro sistema se representa como

Ẽ(t) = Ẽe−iωt + c.c., (7.70)

para la polarización de segundo orden P̃ (2)(t) = ε0χ
(2)Ẽ2(t) tenemos que

P̃ (2)(t) = 2ε0χ
(2)EE∗ +

(
ε0χ

(2)(ω
)
e−2iωt + c.c.). (7.71)

En la expresión (7.71) podemos observar que la polarización de segundo orden

consiste, en su primer término, de una contribución de frecuencia cero o DC y de

una contribución a frecuencia 2ω en su segundo término. La primera contribución

lleva a un proceso en el que no se genera radiación electromagnética conocido como

rectificación óptica, en el cual se crea un campo eléctrico estático a través del cristal

no lineal. En tanto que, el segundo término no conduce a la generación de radiación
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con una frecuencia doble a la incidente ω, como también se le llama, de segundo

armónico.

En nuestros cálculos únicamente tomaremos en cuenta la contribución de tercer

orden χ(3) a las propiedades ópticas no lineales como el coeficiente de absorción y el

cambio en el índice de refracción descritos en las ecuaciones (7.66) y (7.67) en los que

usaremos a χ = χ(1) + χ(3). No se tomarán en cuenta las contribuciones de segundo

orden por las razones previamente descritas.

Coeficiente de absorción

Partimos de la expresión del coeficiente de absorción descrita (7.66)

α (ω) = ω

√
µ0

ε
Im {ε0χ (ω)} . (7.72)

Por otro lado
−→
P (t) y la susceptibilidad dieléctrica χ(t) que están relacionadas con

el campo óptico
−→
E (t) se pueden expresar a partir del operador del momento dipolar

M̂ de la forma

P (t) = ε0χ (ω) Ẽe−iωt + ε0χ (−ω) Ẽeiωt =
1

V
Tr
(
ρ̂M̂
)
, (7.73)

que se puede reescribir de la forma usando (7.15)

P (t) =
1

V

[
〈1| ρ̂M̂ |1〉+ 〈2| ρ̂M̂ |2〉

]
, (7.74)

=
1

V

∑
n

[
ρ

(n)
11 M11 + ρ

(n)
12 M21 + ρ

(n)
21 M12 + ρ

(n)
22 M2

]
, (7.75)

y con la ayuda de (7.28)

P (t) =
1

V

∑
n

[
ρ̃

(n)
11 (ω)M11 + ρ̃

(n)
12 (ω)M21 + ρ̃

(n)
21 (ω)M12 + ρ̃

(n)
22 (ω)M22

]
e−iωt+ ∼ (−ω) .

(7.76)

En la expresión anterior usamos n = 1, igualamos coeficientes de la forma e−iωt,

eliminamos términos no resonantes, y teniendo en cuenta que ρ̃(1)
11 (ω) = ρ̃

(1)
22 (ω) = 0,
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podemos escribir con la ayuda de (7.73)

ε0χ
(1) (ω) Ẽ =

1

V
ρ̃

(1)
21 (ω)M12. (7.77)

Si ahora sustituimos ρ̃(1)
21 (ω) a través de (7.33), tomamos la parte imaginaria y

calculamos Ẽ, obtenemos a través de (7.72), sin pérdida de generalidad renombremos

a los estados 1 = i como estado inicial y 2 = f como el estado final en la transición

α(1) (ω) = ω

√
µ0

ε

|Mif |2

V

(
ρ

(0)
ii − ρ

(0)
ff

)
h̄γif

(Efi − h̄ω)2 + (h̄γif )
2 . (7.78)

Definiendola densidad volumétrica de portadores del sistema como σν =
(
ρ

(0)
11 − ρ

(0)
22

)
/V ,

obtenemos

α(1) (ω) = ω

√
µ0

ε

|Mif |2 σvh̄γif
(Efi − h̄ω)2 + (h̄γif )

2 , (7.79)

la expresión (7.79) representa la contribución de primer orden al coeficiente de ab-

sorción óptica. Finalmente, es posible representar a los términos ρ(0)
ii y ρ

(0)
ff como

funciones de distribución Fermi-Dirac f1 y f2 respectivamente, como

ρ
(0)
ii = f1 =

1

1 + exp [(Ei − EF ) /kBT ]
,

ρ
(0)
ff = f2 =

1

1 + exp [(Ef − EF ) /kBT ]
,

de tal forma que la expresión (7.79) puede ser reescrita de la forma

α(1) (ω) = ω

√
µ0

εR

(
m∗kBT

Leffπh̄
2

)
ln

{
1 + exp [(EF − Ei) /kBT ]

1 + exp [(EF − Ef ) /kBT ]

}
× |Mfi|2 (h̄/τin)

(∆E − h̄ω)2 + (h̄/τin)2 , (7.80)

donde µ0 es la permeabilidad en el vacio, εR la parte real de la permitividad, m∗ la

masa efectiva, Leff el tamaño efectivo del dispositivo, E1 = Ei el estado inicial, E2 =

Ef el nivel final de energia, ∆E = Ef−Ei, τin el tiempo de relajación intersubbanda, y
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finalmenteM12 [100, 101] representa los elementos de dipol asociados con los estados

Mfi =

∫ Leff/2

−Leff/2

ψ∗i (z) |ez|ψ∗f (z)dz. (7.81)

Con un proceso análogo a la contribución de primer orden al coeficiente de absor-

ción, es posible determinar la asociada al tercer orden. Iniciamos con la relación entre

la susceptibilidad y la traza de la matriz densidad por el momento dipolar

ε0χ
(3) (ω) Ẽ =

1

V

[
ρ̃

(3)
ii (ω)Mii + ρ̃

(3)
if (ω)Mfi + ρ̃

(3)
fi (ω)Mif + ρ̃

(3)
ff (ω)Mff

]
, (7.82)

recordando que los términos ρ̃(3)
ii (ω) y ρ̃(3)

ff (ω) dados por (7.55) y (7.56) serán des-

preciados, y que el término ρ̃(3)
if (ω) al igual que su correspondiente de primer orden

es de tipo no-resonante, entonces en la expresión (7.79) conservamos únicamente el

término ρ̃(3)
21 (ω) dado por (7.54). Al tomar la parte imaginaria es posible llegar a:

α(3) (ω, I) = ω

√
µ0

ε
Ẽ2 |Mif |2 σν Im{

1

Efi − h̄ω − ih̄γif
[

2γif (γii + γff ) |Mif |2

γiiγff
[
(Efi − h̄ω)2 + (h̄γif )

2]
− (M22 −M11)2

(Efi − ih̄ω)2 (Efi − h̄ω − ih̄γif )
]}. (7.83)

La intensidad del campo electromagnético incidente I puede definirse con la rela-

ción

Ẽ2 =
I

2ε0nc
, (7.84)

además de simplificar usando los inversos del tiempo de relajación γii = γff , lo cual

implica que γif = γii = γff y [γif (γii + γff ) /γiiγff ] = 2, y realizando varias opera-

ciones algebraicas, se puede simplificar la expresión (7.83) a la forma:

α(3) (ω, I) = −ω
√
µ0

ε

(
I

2ε0ηc

)
|Mif |2 σνh̄γif[

(Efi − h̄ω)2 + (h̄γif )
2]{4 |Mif |2

−
(Mff −Mii)

2 [3E2
fi − 4h̄ωEfi + h̄2

(
ω2 − γ2

if

)]
E2
fi + (h̄γif )

2 }, (7.85)
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de forma análoga a (7.80) podemos reescribir (B7.85) a la forma

α(3) (ω, I) = −ω
√
µ0

εR

(
I

2ε0nrc

)(
m∗kBT

Leffπh̄
2

)
× ln

{
1 + exp [(EF − Ei) /kBT ]

1 + exp [(EF − Ef ) /kBT ]

}
|Mfi|2 h̄/τin[

(∆E − h̄ω)2 + (h̄/τin)2]2
×{4 |Mfi|2 −

(Mff −Mii)
2 [(∆E − h̄ω)2 − (h̄/τin)2 + 2∆E (∆E − h̄ω)

]
(∆E)2 + (h̄/τin)2 },

(7.86)

finalmente, el coeficiente de absorción óptica total estará dado por

α (ω, I) = α(1) (ω) + α(3) (ω, I) , (7.87)

que se logra de sumar las contribuciones lineal en (7.80) y la no lineal de tercer orden

(7.86) como en [84].

Cambio en el índice de refracción

Partiendo de la expresión descrita en (7.67) de la forma

∆n(ω)

nr
= Re

[
χ(ω)

2n2
r

]
, (7.88)

y usando (7.77),podemos determinar la contribución lineal de ∆n(ω)/nr como:

∆n(1)(ω)

nr
=
σν |Mif |2

2n2
rε0

Efi − h̄ω
(Efi − h̄ω)2 + (h̄γif )

2 . (7.89)

Análogamente al cálculo del coeficiente de absorción mostrado en (7.80), podemos

reescribir (7.89) a la forma

∆n(1)(ω)

nr
=

1

2n2
rε0
|Mfi|2

(
m∗kBT

Leffπh̄
2

)
ln

{
1 + exp [(EF − Ei) /kBT ]

1 + exp [(EF − Ef ) /kBT ]

}
× ∆E − h̄ω

(∆E − h̄ω)2 + (h̄/τin)2 , (7.90)
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Por otro lado, para la contribución de tercer orden recordamos que

χ(3) (ω) =
1

V Ẽε0
ρ̃

(3)
fi (ω)Mif . (7.91)

Entonces, usando (7.54), además de las definiciones de σν e I, logramos obtener

∆n(3)(ω)

nr
= −I |Mif |2 σν

4n3
rε0c

Re{ Efi − h̄ω + ih̄γif[
(Efi − h̄ω)2 + (h̄γif )

2]2 [4 |Mif |2

−(Mff −Mii)
2 (Efi − ih̄γif ) (Efi − h̄ω + ih̄γif )

E2
fi + (h̄γif )

2 ]} (7.92)

Si usamos c2 = 1/ε0µ además de realizar operaciones algebraicas, es posible rees-

cribir la expresión (7.92) de la forma

∆n(3)(ω, I)

nr
= −|Mif |2 σν

4n3
rε0

µcI[
(Efi − h̄ω)2 + (h̄γif )

2]2 [4 (Efi − h̄ω) |Mif |2

+
(Mff −Mii)

2

E2
fi + (h̄γif )

2 {(Efi − h̄ω) [Efi (Efi − h̄ω)− (h̄γif )
2]

− (h̄γif )
2 (2Efi − h̄ω)}]. (7.93)

La ecuación (7.93) puede ser rescrita de forma análoga a (7.80) y considerendo en

este caso la paridad de las funciones de onda, es decir Mii = Mff = 0

∆n(3)(ω, I)

nr
= − 1

2n2
rε0

(
I

2ε0nrc

)(
m∗kBT

Leffπh̄
2

)
× ln

{
1 + exp [(EF − Ei) /kBT ]

1 + exp [(EF − Ef ) /kBT ]

}
× |Mfi|2[

(∆E − h̄ω)2 + (h̄/τin)2]2 (7.94)

De esta manera el cambio total en el índice de refracción en el marco de la óptica

no lineal puede escribirse como

∆n(ω, I)

nr
=

∆n(1)(ω)

nr
+

∆n(3)(ω, I)

nr
, (7.95)
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que será dado por la contribución lineal expresado en (7.89) y por su respectiva contri-

bución no lineal de tercer orden (con Mii = Mff = 0) en (7.94) ambas contribuciones

se detallan en [102].
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