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Capitulo 1

Introduccion

Al intentar entender el comportamiento de los sistemas y dar una explicaciéon de
fenémenos que ocurren en ellos, la intervencién de la fisica y de las matematicas ayudan
a comprender y aprender las propiedades que éstos contienen, desde el aporte de las leyes

de Newton, muchos fenémenos tuvieron una descripciéon mas detallada.

En nuestro caso el péndulo extensible que pese a ser un sistema “simple” tiene cua-
lidades extraordinarias, ademés de ser un modelo cldsico para la molécula C'Oy y ser
un referente en la resonancia de Fermi; en nuestro trabajo se busca analizar de manera
numérica y visual las propiedades del potencial asociado, esto en el caso donde el sistema
es de dos grados de libertad, lo cual ayudara a entender su comportamiento correspon-
diente. Para el caso de tres grados de libertad con datos obtenidos del potencial antes
mencionado, se implementaran las herramientas aprendidas, a través del estudio del flujo
hamiltoniano asociado a la particula y con cortes transversales en el espacio de fase en el

plano ¢, ¢g3; y por ultimo el calculo del angulo que forma el plano de oscilacién respecto
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al eje q.

Se sabe que la monodromia hamiltoniana es la obstrucciéon mas simple a la existencia
de variables de angulo en modelos integrables de dindmica clésica[17]. Seremos capaces de
responder la siguiente pregunta: ; Existe la monodromia hamiltoniana en nuestro sistema
no integrable? La pregunta surge a partir de que en el 2009 demostraron experimentalmen-
te la “monodromia hamiltoniana” en el péndulo extensible; de acuerdo con su articulo[16]
utilizan un resorte con K = 6.8%7 una masa de m = 0.224kg y longitud [y = 1.00m;
ademas de capturar el movimiento de la particula con dos camaras de video que funcionan

tomando 30 cuadros por segundo.



1.1. LEYES DE NEWTON )

1.1. Leyes de Newton

Las leyes de Newton dieron inicio a la rama de la mecanica vectorial, las cuales pueden

ser enunciadas de la siguiente manera:

1. Primera ley de Newton. Existe en la naturaleza una clase especial de sistemas
llamados sistemas inerciales, que se caracterizan por tener la siguiente propiedad:
respecto a un sistema inercial, un objeto se mueve siempre en linea recta con rapidez

constante a menos de que actue sobre éste una fuerza.

2. Segunda ley de Newton. Respecto a un marco referencial inercial, la respuesta

de un cuerpo a una fuerza F' esta descrito por la siguiente ecuacién de movimiento:

= dp
F=— 1.1
-, (11)

donde p’ es el momento lineal o simplemente el momento del objeto, y esta definido

por

7=mv, (1.2)

con ¥ la velocidad del cuerpo y m su masa.

3. Tercera ley de Newton. Para cualesquiera dos cuerpos, las fuerzas que aplican
uno sobre el otro, llamadas acciéon y reacciéon son iguales en magnitud y opuestas

en sentido.
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Matematicamente podemos representar la trayectoria de una particula con una curva
parametrizada 7(t) definida sobre el espacio fisico (euclidiano) R3, donde el pardmetro ¢

es el tiempo; la velocidad v la aceleracion de la particula se definen como:

dr -
i(t) = — =T, 1.
=" =% (1.3
() = — — 7 1.4
it ="7 =7 (14

donde el punto sobre las cantidades significa derivada respecto al tiempo. Con esta
notacion, si suponemos que la masa del objeto permanece constante durante su trayectoria,
podemos reescribir la segunda ley de Newton como una ecuacion diferencial de segundo
orden para la posicion,

F(7,7t) = ma(t). (1.5)

La solucién de esta ecuacién diferencialdadas las condiciones iniciales (7(t = 0)), serd la
trayectoria que seguird la particula.
Ademas existen dos cantidades vectoriales de gran interés en la mecanica: el momento

angular y el torque definidos como:

L = 7Pxp (1.6)
7 = @xF, (1.7)

donde el simbolo X indica el producto vectorial de dos vectores (en las siguientes figuras
se resalta con negritas la notacién de vector).

Con esto bastaria para conocer la dinamica a través de las leyes de Newton. Sin
embargo muchas veces no se conocen todas las fuerzas que actian sobre el sistema; incluso

cuando se llegan a conocer las ecuaciones diferenciales estas pueden ser complicadas y
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dificiles de resolver. A pesar de todo esto, también es cierto que se pueden encontrar
ciertas integrales, al identificar cantidades conservadas durante el movimiento. Uno de los

teoremas méas importantes de la fisica es la ley de conservacién! de la energia.

(a) (b)

Figura 1.1: (a) A cada punto del espacio fisico se le asigna una terna cartesiana ¥ = (z, y, 2)
medida desde un origen arbitrario O. (b) Representacién geométrica del momento angular

E, el cudl es un vector siempre perpendicular al plano generado por los vectores 7y p.

LA partir de esta imagen y las que siguen la notacién de vector seré en negritas.
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1.2. Leyes de conservacién

De la segunda ley de Newton(1.1) y la definicién de torque (1.7) se obtiene inmedia~

tamente los siguientes resultados:

1. Ley de conservacion del momento lineal. El movimiento lineal de una particula
permanece con velocidad constante en el tiempo si la fuerza neta que actia sobre

ella es cero,

ﬁ:d

—(p) =0=p=p
dt(@ p Do,

donde py es una constante.

2. Ley de conservacion del momento angular. El momento angular de una particu-

la permanece constante si el torque neto sobre ella es cero,

Donde Ly es una constante.

Como estas dos son cantidades vectoriales, su conservacién implica que no cambia
la magnitud ni la direccién durante el movimiento. El primer resultado implica que
las particulas libres se mueven en el subespacio R? generado por un vector definido
Po, es decir se mueve en linea recta. Mientras que el segundo, se asegura que las
trayectorias con momento angular constante se encuentran sobre el subespacio de
R? que es el plano al cual el vector EO es perpendicular, debido a como lo definimos

anteriormente. Este tultimo resultado es de gran utilidad para resolver problemas de
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campos de fuerza central.

Ahora supongamos que actia una fuerza F' sobre una particula de masa m, llevando-
la de un punto 7, a un punto 7. Decimos que la fuerza realiza un trabajo mecanico

W sobre la particula y esta dado por la integral de linea:

o
Wab:/ F-dr. (1.8)

En general, la integral de linea depende de la trayectoria especifica que se tome para
ir de 7, a 73,. Independientemente de esto, podemos manipular la expresion haciendo
uso de la segunda ley de Newton. Supongamos que Fr = > F; es la fuerza total

actuando sobre la particula. El trabajo total realizado seria:

T . 7 4 . b d/r;’ 1 T d . .
= Fr-dr = Fr-7dt = — -7dt = = — (7 7)dt
Wap /F T - dr /F T T m/Fa il Qm/F dt(r )

a a

—

1 b d o1 2
= —m/ — (U 0)dt = / d(=m?) = 2
2" .t L2 2

Donde

T = —mv*, (1.9)

le llamamos energia cinética del sistema; notese que la energia no depende de la
direccién del vector velocidad sino solo de su magnitud, v =|v| usando la definicién

de momento, encontramos la expresion equivalente,

T=21" (1.10)
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donde claramente p = |p]. De esta manera, llegamos al teorema del trabajo y la
energia.

El trabajo total realizado por la particula es igual al cambio en su energia cinética:
W = AT. (1.11)

Existe una clase particular de fuerzas que cumplen la caracteristica de que su funcién
trabajo es independiente de la trayectoria que une los puntos a y b. A estas fuerzas
se les conoce como fuerzas conservativas. A cada fuerza conservativa se le puede

asignar a una funcién escalar llamada energia potencial definida como:

V) = _/Tﬁ ", (1.12)

donde 7, el cero de la funcion es un punto arbitrario. El signo negativo es convencio-

nal de aqui se obtiene que toda la fuerza conservativa es de la forma F (r) = =VV,
donde
ov oV
VWir)=(—,—|. 1.13
M=(5%) (1.13)

De esto se puede definir la energia mecanica total del sistema como la suma de la

energia cinética y la energia potencial:

E=T+V. (1.14)

Podemos calcular la evolucién temporal de esta cantidad, usando el teorema del
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trabajo-energia y la definicién de energia potencial:

dE AT 4V d (1 .\ d, ..
L E+%—%(§mr>+a(v(r(t%t» (1.15)

. d7 1%
= <mr-a>+<VV~T+E)

_ (ﬁT.f)+(_ﬁ.f+%—Z):(ﬁT—ﬁ)-ﬂ%—Z.

Del resultado anterior podemos ver que hay dos condiciones para que la derivada se

anule. Estas condiciones son las que establecen la siguiente ley de conservacion.

3. Ley de la conservacion de la energia mecanica. La energia mecanica total de

una particula permanece constante en el tiempo si y solo si todas las fuerzas que
actuan sobre ella son conservativas, es decir, derivables de una funcién potencial, y

no dependen explicitamente del tiempo,
Fr=-VV(’) = E=F, (1.16)

donde Ej es una constante.

De acuerdo a la ec.(1.15) Fp = F y 97 = 0. La energfa se conserva en este

sistema.
A diferencia del momento lineal y angular, la energia es una cantidad escalar y su
conservacion durante el movimiento es de gran utilidad para resolver las ecuaciones

diferenciales que lo describen.



12

CAPITULO 1. INTRODUCCION



Capitulo 2

Formulacién Lagrangiana y

Hamiltoniana

2.1. Formulaciéon Lagrangiana

A diferencia de la mecanica de Newton, la mecanica analitica desarrollada principal-
mente por Euler, Lagrange, Hamilton y Jacobi en el siglo XV III, logran escribir las
ecuaciones de movimiento de los cuerpos utilizando sélo cantidades escalares lo cual faci-
lita en mucho las ecuaciones diferenciales; existen dos ramas importantes en la mecanica
analitica que son: Los formalismos lagrangiano y hamiltoniano. Estas teorias dan herra-
mientas tedricas muy poderosas para la soluciéon de problemas clasicos, ademas de ser
una base para teorias mas avanzadas, como por ejemplo la mecanica cuantica. En este
capitulo del trabajo se lo dedicaremos a estos formalismos, empezando por coordenadas
generalizadas, ecuaciones de Euler-Lagrange y el principio de Hamilton.

13
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2.1.1. Coordenadas generalizadas

Las ecuaciones diferenciales que describen la dindmica de un sistema pueden simpli-
ficarse bastante con la eleccién correcta del sistema coordenado. La mecanica analitica
ofrece una manera alterna de expresar las ecuaciones de movimiento, no en términos de
coordenadas cartesianas del espacio fisico, sino en términos de las llamadas coordenadas
generalizadas.

Consideremos un sistema de N particulas que interactian. La posicion de cada particula

en un tiempo determinado es un vector que pertenece siempre al espacio euclidiano
7= (2;(t), yi(t), z:(t)) € R® con i=1,2,...,N. (2.1)

Supongamos que la posicién de cada particula se puede describir por 3N variables inde-

pendientes ¢;(t) de tal manera que existan relaciones inversas.

x1:$1<917Q27~-7Q3N>7 Q1ZQ1(CU1;Z/1;~--72N)7

ZN = ZN(QlaQZa cee 7Q3N)7 qsn = C]3N(9€1,Z/1> cees ZN)-

De esta manera se pueden escribir las ecuaciones de movimiento y describir la dindmica en
términos de coordenadas generalizadas ¢; y derivadas temporales ¢;, a los que se le conoce
como velocidades generalizadas. Por ejemplo, una particula moviéndose en el espacio
puede describirse en coordenadas rectangulares (z,v, z), cilindricas (r,0,z) o esféricas
(r,0,¢). La eleccién de coordenadas depende de las condiciones ideales de cada problema.
En algunas ocasiones es posible simplificar el problema al encontrar alguna relacién entre

coordenadas generalizadas de la forma:

fk(qlv"'7q3N):07 kle,...,m. (22)
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A dichas relaciones se le conoce como ecuaciones de constriccion. De manera gene-
ral, si existen m ecuaciones de constriccién, entonces se puede eliminar m coordenadas
generalizadas del sistema de ecuaciones, quedando tnicamente n = 3N — m variables
independientes. A un nimero minimo n de coordenadas generalizadas que se necesitan
para describir completamente la dindmica de un sistema, se le llama ntmero de grados
de libertad. Mientras mas ecuaciones de constriccién se tengan, menos grados de libertad
tendra el sistema y por lo tanto se necesitardn menos coordenadas generalizadas para

describirlo.

Para cada instante especifico, la configuracién del sistema queda totalmente definida
por un vector ¢(t) = (¢1(t),...,qa.(t)) en un espacio de dimensién n llamado espacio de

configuraciones (espacio de fases).

2.1.2. Ecuaciones Euler-Lagrange

Durante el desarrollo de la mecanica analitica, sus autores se percataron que las ecua-
ciones de movimiento, dictadas por las leyes de Newton podian deducirse de un principio
mucho mas general, el llamado principio de accion estacionaria o principio de Hamilton,
el cual asegura que entre todas las trayectorias ¢(t) que puede hacer el sistema al moverse
entre dos puntos en el espacio de configuraciones, seguiran a aquella que haga minima,
determinada funcion llamada accion; donde ésta tome un valor estacionario durante todo
el trayecto. De este principio se derivan unas ecuaciones de movimiento, que atin teniendo

una forma diferente a las de la segunda ley de Newton son completamente equivalentes.
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Comenzaremos definiendo la funcién Lagrangiana o simplemente el lagrangiano del siste-

ma como el exceso de energia cinética sobre la potencial del sistema:
L=T-V. (2.3)

En general, supongamos que el lagrangiano depende de las coordenadas generalizadas, de
sus velocidades generalizadas y posiblemente del tiempo. Con esta cantidad definiremos

la accién como:

S[q(t)] = /ttb L(Gi(t), -, qn(), 61 (D), - . du(t); t)dL. (2.4)

Si analizamos la exprecion anterior nos daremos cuenta de que la acciéon tomo una funcion
completa como argumento, esto quiere decir que define una transaformacién de la curva
¢(t) a un nimero real. Es decir actia sobre un espacio de funciones, mas no de nimeros
reales. A este tipo de funciones se les llama funcionales. Por lo tanto la accién es una
funcional sobre todas las posibles trayectorias que unen los puntos ¢, = ¢(t.) v @ = q(ts).
Como se menciona anteriormente la curva que describe el sistema es aquella que genera
un valor estacionario minimizado S. Entonces hay que buscar una funcién que cualquier
desviacion por pequena que sea no afecte el valor de la accién. A una pequena desviacion a
partir de una funcion fija ¢, le llamaremos variacién y se denota como dq, a una desviacion
de un valor fijo t, le llamaremos diferencial, lo denotamos dt; por lo tanto se busca una

curva que cumpla:

65 = S[q(t) + 0q(t)] — S[g(t)] = 0. (2.5)
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Esto es para todas las posibles variaciones 6¢. Ademas se pedira que no cambie en el

punto inicial ¢, y el punto final ¢,

5q(t)], = oq(t)], =0 (2.6)

A este proceso se le llama variacién con extremos fijos.

q(t)

Espacio de configuraciones

Figura 2.1: Calculo de variaciones.

Por otro lado tenemos que todos los componentes ¢; son independientes entre si, va-

riaremos entonces cada una por separado. Comenzamos escribiendo:
ty ty
ta ta

Después desarrollamos en series de Taylor e integrando la primera integral encontramos:

. . . 2 2 ) 2,
L(gi+34i,4i+0di,t) = L(qi,dist) + (%5% + %5%) + %(gq:ﬁ (6g:)® + 2%5%5% + gqjg“ (5%)2) + ..

al despreciar los términos de segundo orden y superiores en dq; y d¢;, obtenemos

b 0L OL
0SS = —Vdag;, + —4dq; | dt. 2.
s / (aqi o qz) (2.8)
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Nos interesa factorizar la variacién d¢; de la integral, para que nuestro resultado sea
completamente independiente de ésta. Para eso primero demostraremos que la variacion
y la derivada ordinaria conmutan. Ya que ¢;(f) es una funcién continua y derivable para
cualquier curva cercana a ella, sea ¢, = ¢; + d¢; otra curva. Entonces dg; = ¢; — ¢; es una

funcién continua y derivable, cuya derivada temporal es precisamente

d d

504 dt(qz ¢) = G; — 4 = 04 (2.9)

Por lo tanto

8L 8L d b r9L  dOL oL

Donde hemos usado el método de integraciéon por partes para poder expresar, todo en

ty

(2.10)

123

producto de la variacién d¢q; y asi poder factorizarla. Claramente el tltimo término es cero
por la condicién de extremos fijos (2.6), la condicién suficiente y necesaria sobre cada una

de las componentes ¢;(t) de ¢(t) para que S tome un valor estacionario, esta dada por,

4oL oL
dtdg;  Oq;

i=1,...,n (2.11)

A estas ecuaciones de movimiento se le conoce como ecuaciones de Euler-Langrange.
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2.2. Formulacion Hamiltoniana.

En ésta seccion daremos una introduccion a todos los conceptos importantes que seran
utilizados mas adelante. El formalismo hamiltoniano es 1til para el desarrollo de problemas
de mecanica clasica, ademas de ser un primer paso para describir la naturaleza cuantica de
los cuerpos en movimiento a escala micriscopica. Las ecuaciones de movimiento se derivan
de una funcién llamada funcién de hamilton o simplemente hamiltoniano, que es anédloga
a la funcion lagrangiana, del formalismo lagrangiano. Veremos que una de las cualidades
de mayor interés de los hamiltonianos es que bajo ciertas condiciones se les puede asociar

con la energia mecanica total del sistema.

2.2.1. Momentos generalizados.

En la formulacion lagrangiana las ecuaciones de movimiento se escriben como un
sistema de n ecuaciones diferenciales de segundo orden; en la formulaciéon hamiltoniana,
en cambio, se describen como un sistema de 2n ecuaciones de primer grado. Hamilton
logra duplicar el nimero de variables mecdanicas al introducir los momentos generalizados
y darles una importancia no solo fisica si no también matematica.

Primero introduciremos los momentos generalizados de la siguiente manera: cuando un
lagrangiano no depende de cierta coordenada generalizada ¢, decimos que es ciclica o
ignorable del sistema. La ecuacién de Euler-Lagrange (E-L) para dicha ecuacién es:

d (0L oL
E (a—qk) = a_Qk =0, (2‘12)
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lo que implica que,

P = 7|
gy,

es una constante la cual se conserva durante el movimiento. A esta nueva cantidad py
se le conoce como momento generalizado correspondiente o conjugado a la coordenada
generalizada q,. Ahora si el momento generalizado no se conserva cabe recalcar que hay

que introducirlo para simplificar la estructura de las ecuaciones de E-L

L
pi—g—, Vi=1,...,n. (2.13)

i
Al encontrarse con momentos conservados en un sistema, en realidad estamos disminu-
yendo el nimero de las ecuaciones diferenciales de E-L para resolver el sistema, lo cual
facilita encontrar sus soluciones. La funcién lagrangiana, que esta escrita en términos de

coordenadas generalizadas y sus velocidades es,

L(ql?"'7qn7q17"'7qn;t):L(q_;ql'?t)' (2'14)

Ahora definimos una nueva funcién Funcién hamiltoniana que describa la dindmica del

sistema en términos de las coordenadas y momentos generalizados,

H(q1>"'aQnap1a--'7pn7t):H(q_:p’at)a (215)

y puede ser encontrada por medio de la transformada de Legendre de la funcién lagran-

giana respecto de las variables ¢;,

H=> pig—L (2.16)
=1
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Ahora lo que nos interesa, es expresar las velocidades ¢; en términos de los momentos p;,

a partir de la definicién (2.13). Esto sucede siempre y cuando se cumpla la condicién

0%L
>0, 2.17
9G;0qs, (2.17)

Al nuevo par de variables independientes (p;, ¢;) se les conoce como coordenadas canénicas.

A continuacién daremos una importante interpretaciéon fisica de la funcién hamilto-
niana.

Para sistemas mecdnicos con lagrangianos definidos como? L = T — V, donde la
energia cinética es una forma cuadratica de las velocidades generalizadas y la energia
potencial sélo depende de la coordenadas,

n
T=> Cul @i, V=V (2.18)
k=1
el hamiltoniano es la energia mecanica total H =T + V.

Para demostrar esto, usaremos el hecho que la energia cinética es una funcion ho-

mogénea de segundo grado en las velocidades, de manera que por el teorema de Euler

para las funciones homogéneas [3], se cumple lo siguiente:

" oT
—q; = 2T, 2.19
;1 9i (2.19)
asi
" 0L " oT
H= — L= i —(T—V)=2T—-T+V=T+V =E, 2.20
;:1 9 ;:1 95 ( ) + + (2.20)

tal como lo afirmamos.

2 Aunque no existe una sola manera de justificar la forma del lagrangiano, citando a Landau y Lifshitz

[2] “la experiencia ha mostrado que ”la forma correcta es precisamente esta
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2.2.2. Ecuaciones de Hamilton

Ya que hemos definido el hamiltoniano, veamos cémo se ven las ecuaciones de movi-
miento en términos de las variables candnicas. La manera mas sencilla de observar como
cambia la funcién hamiltoniana cuando el sistema se mueve de una configuracién (7, p) a

una configuracion (¢ + dq, p+ dp) luego de un intervalo de tiempo dt es:

0H 0H 0H
dH = Z (aq dg; + o, dp) + -t (2.21)

i=1

Usando la definicién (2.17):

~ " [(OL 8L oL
_ Z (

oL " . oL
dpz) — Edt ;(_Pid% + ¢idp;) — Edtu

igualando cada término de la suma anterior como los términos de la definicién, encontra-

mos las ecuaciones de Hamilton:

i=1,....n (2.22)

Al igual que:

OH 0L
ot ot’

éstas describen toda la dindmica del sistema.
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Una aplicacién inmediata de estos resultados estd asociada a la versiéon hamiltoniana

de la ley de conservacion de energia.

= Si el hamiltoniano asociado a un sistema mecanico no depende explicitamente del

tiempo, entonces su energia total se conserva. Es decir:

oOH
P H=E. 2.2
T 0= (2.23)

Donde E es constante.

Este resultado es una consecuencia directa de las ecuaciones de Hamilton, pues al

buscar la evolucién temporal total del hamiltoniano encontramos lo siguiente:

dH _§3(aHy aH.) 8H__§i<8H8H’ aHaH> OH 0H

— = 4T 5 Di - = — —=—. (2.24
dt a%'q - apz'p * ot — dq; Op;  Op; 0g; * ot ot (2.24)

De hecho, este es un caso particular de la aplicacion de un objeto matemaético llamado
paréntesis de Poisson, el cual introducimos a continuacion. La evolucién de cualquier
cantidad mecénica como funciéon de las variables candnicas y posiblemente del tiempo

f(p,q,t) se calcula como:

dif (0. Of
E_izl<8iql+8pi

. Of ~~(O0f0H Of0H\ Of
7 pi) + E = - ( ) + (2.25)

9q; Op; B Ip; g; E

Asi podemos definir el paréntesis de Poisson para dos cantidades f,g, respecto a las

variables ¢; y pi,

_~~(9f 99 9g0f
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Entonces podemos escribir:

of

— 2.2
24 (227)

df
a—{faH}q,p +

por lo tanto una condicién necesaria y suficiente para que una cantidad c¢(p,§) sea una
constante de movimiento es que su paréntesis Poisson con el hamiltoniano del sistema sea
cero,

{¢,H},, =0 & c=¢ cte. (2.28)

En términos de las ecuaciones de Hamilton toman una forma bastante elegante

¢ =1a, 1}, pi={pi, H}| (2.29)

En general los paréntesis de Poisson satisfacen las siguientes propiedades para f, g, h fun-

ciones de variables candnicas y del tiempo.

1. Bilinealidad

{(f+g.hy={fhy +{g,h},  {f,g+hy={f9} +{f h}. (2.30)

2. Anticonmutatividad

{f.9y =9, [} (2.31)

3. Regla de Leibniz

{fg,n} = f{g,h}y +{f,h}g, {f,9h} = g{f, h} +{f g}h. (2.32)

4. Identidad de Jacobi

{£:{g,n3}:{g, {h, [3} +{h.{f 93} = 0. (2.33)
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El formalismo de los paréntesis de Poisson es importante porque facilita encontrar canti-
dades conservadas en sistemas con muchos grados de libertad, pues el teorema de Poisson
asegura que si ¢; y ¢y son constantes de movimiento, entonces los paréntesis también lo

son:

{Cl, H} = {CQ, H} =0= {{01,62}7H} =0. (234)

El teorema es facil de demostrar al usar la identidad de Jacobi, por otro lado si
aplicamos los paréntesis de Poisson directamente a las variables candnicas obtenemos los

paréntesis de Poisson fundamentales; estos son:

{g¢i,4;} =0, {pi,p;} =0, {q,p;} =0di; (2.35)

Donde ¢; ; es la delta de Kronecker, definida como:

1 sii=j

0 sii#j.
Cabe senalar que los paréntesis de Poisson es una estructura matematica conocida como

algebras de Lie.
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2.2.3. Espacio de fases

El espacio de fases es una herramienta poderosa para analizar el movimiento aun
antes de resolver las ecuaciones diferenciales. Esta formado por los puntos z = (¢,p) y la
solucién de las ecuaciones de Hamilton para una condicién inicial z(0) = (¢(0),p(0)) es
una trayectoria Z(t) en este espacio. El punto z(t) se mueve por el espacio de fases a una

“velocidad de fase” U = ((j, f)), pero Z(t) obedece a las ecuaciones de Hamilton entonces:

i oH ) | (2.37)

7= (q,p) = (a_p’a_q

Con esto es inmediato reconocer que v = V H, entonces:

que es siempre perpendicular a v es decir |v L V H | Entonces las trayectorias en el espacio
de fases son siempre perpendiculares a la direccién de maxima variacién de H (direccién

del gradiente).

= 0, entonces 4 = 0, entonces H = cte. Asi H es un “paisaje”

oH
ot dt

Por otro lado si
a lo largo de las curvas de nivel.

Al igualar las ecuaciones a cero y después resolverlas, tendremos que las soluciones
son los equilibrios del sistema; en el espacio de fases se les llama puntos fijos.
. Pueden cruzarse las trayectorias en espacio de fases? No, Las ecuaciones de Hamilton
nos dicen que hay una solucién que puede pasar por cada punto del espacio de fases, el
sistema es autéonomo entonces %—If = 0. Asi todas las z(t) forman una especie de flujo en

el espacio de fases, como si fuera un fluido.

Existe una excepcién. La pendiente de la trayectoria en cada punto es la velocidad de
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fase, es decir, (a—H/ a—H), que tiene un valor uinico o bien definido. Por eso no se cruzan las

P q
trayectorias, claramente pueden ser cero (trayectorias “horizontales”) o infinita (trayec-

torias “verticales”). Pero ademds pueden estar indeterminada: en los puntos fijos donde

vale 0/0. Solo en esos puntos pueden cruzarse las trayectorias.

Q

(a) (b)

Figura 2.2: (a)Representacion del flujo hamiltoniano en z. (b)Representacion del espacio

de fase de un sistema de un grado de libertad.
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Capitulo 3

Monodromia Hamiltoniana en

un péndulo extensible

3.1. Motivacion y antecedentes

En este trabajo se estudia ciertas propiedades globales asociadas a la dinamica de un
péndulo extensible. Es un sistema mecénico (péndulo) en el que se supone que la particula
cuelga de un resorte de Hook como se representa en la fig.(3.1). El sistema es mecanico,

conservativo, no lineal y se describe por el siguiente hamiltoniano:
1 1 2
HZa(P?+p§)+fQ2+§{l—f— q%+(1—qg)2} : (3.1)

El péndulo extensible se ha estudiado desde el inicio de la mecénica no lineal; ademas de
ser no lineal exhibe resonancia auto paramétrica y caos. Inclusive se le ha usado como un
modelo simplista de la interaccién océano atmoésfera [8] y como modelo clasico de siste-
mas cuanticos que exhiben la llamada resonancia de Fermi, la cual aparece en moléculas

29
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tricotémicas tipo COy [17, 15].

Contra lo que pudiera esperarse, el sistema a un tiene sorpresas escondidas, estudios expe-
rimentales del péndulo extensible muestran que dicho sistema tridimensional exhibe una
evolucién, en la que el plano de oscilacion cambia expontaneamente cada cierto nimero de
oscilaciones. Estos cambios no ocurren peridodicamente y han llevado a tratar de explicar
este fenémeno a través de la monodromia hamiltoniana.

., Qué es la monodromia hamiltoniana?

Monodromia hamiltoniana.- Obstruccién topoldgica a constantes de movimiento glo-
bales en un sistema hamiltoniano. En la naturaleza se hace presente, ya que al ver un
girasol y observar en el ojo tiene 32 lineas hacia la izquierda y 52 a la derecha forman una
malla donde se toma una celda que se mueve respecto al centro, lo que hace una rotacion
de la celda. El objetivo del trabajo es averiguar a que energia baja el péndulo extensible es
capaz de realizar los cambios de plano de oscilacién, tomando en cuenta las propiedades

de éste. El hamiltoniano que describe al péndulo extensible es el siguinte:

2

1 1
H=spi+p+r)+fet; {1—1‘7— VE+ Q- w?+d| . (32)

Lo estudiaremos para averiguar si la monodromia hamiltoniana esta presente en esto ya
que los cambios de plano de oscilacion es lo que hace notar este fenomeno. La motivacion
sale del estudio que se realizo en 2009[16] donde demostraron experimentalmente que la
monodromia hamiltoniana existe en el sistema. Para hacer el experimento usaron un re-
sorte de K = 6. 8%, una masa de m = 0.224kg y longitud [y = 1. 00m. En el experimento
capturaron el movimiento de la particula con dos camaras de video que funcionan a 30

cuadros por segundo.
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3.2. MAPLE

Software orientado a la resolucion de problemas matemaéticos, capaz de realizar calcu-
los simbdlicos, algebraicos y de algebra computacional; fue desarrollado originalmente en
1981 por el grupo de calculo simbdlico en la Universidad de Waterloo en Waterloo, On-

tario Canada.

El método Runge-Kutta-Fehlberg (RKF45), es una forma de tratar de resolver este
problema.Tiene un procedimiento para determinar si se esta utilizando el tamano de pa-
so(h) en la integracién. En cada paso, se hacen y comparan dos aproximaciones diferentes
para la solucion.

Cada paso requiere el uso de los siguientes seis valores:

Kl = h‘f(tkayk)a

1 1
KQ = hf(tk + _hayk + _K1>7

4 4
Ks = hf(ty+ %h,yk -+ 3—32[(1 + 3%[(2),
K= s B B P 0
Ks = hf(tp+hyyp + ;‘ilzKl — 8K, + %Kg - %054[(4),
Ko = Wit St — S - S8y 19, U,

Luego, una aproximacion a la solucién de P.V.I. se realiza utilizando un método Runge-
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Kutta de orden4:

25 1408 2197 1
Ykt1 = Yk + ﬁKl + 2565K3 + 1101 Ky — 5K57

Donde se usan los cuatro valores de la funcién fi, f3, f4 vy f5 Observe que f5 no se usa en
la formula anterior , se determina un mejor valor para la solucién utilizando un método

Runge-Kutta de orden 5:

16 6656 28561 9 2
K K Ky — —Ks + — K.
135 T 1982573 T 5ea30 4 T 507 T 5500

L1 = Y +

El tamano de paso 6ptimo (sh) puede determinarse multiplicando el escalar s por el

tamano del paso actual. El escalar es:

( tolh )1 O 84( tOlh )i
S=(————-—"—— ~ s _—
2| 2k1 — Y1 ] |2kt — Yrt|

IS

Maple tiene predeterminado el solucionador numerico RKF45 por lo que no tenemos
que generar nuestro propio codigo, primero se definen las ecuaciones de movimiento,
enseguida se pone la intruccién dsolve(sistema,numeric), en seguida se despliega la lista

de aproximaciones del sistema de ecuaciones.

3.3. Péndulo extensible

Un sistema mecénico “simple”que consiste de una masa sostenida por un resorte de
masa despreciable, el cial tiene una longitud /y. Se usan coordenadas cartesianas genera-
lizadas de igual manera como se uso en el caso [12, 15, 16, 17|. El origen lo elegiremos en

la posicién de equilibrio de la lenteja, como lo muestra la figura(3. 1).
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=

7
| %

N\
/

9

Figura 3.1: Péndulo extensible, fijo al plano con coordenadas ¢; y g2, con masa m y una

longitud [.

3.3.1. Péndulo extensible con dos grados de libertad

El sistema con dos grados de libertad esta obligado a moverse sélo en el plano (g1, ¢2),
que son las coordenadas generalizadas de este sistema que ayudan a entender su compor-

tamiento; utilizaremos la definicién (2.3), [2]. Entonces la ecuacion lagrangiana es:

Donde T" = energfa cinética, V' = energia potencial, ademds | = Iy + Z2(l es la longitud

del péndulo para m=0) es la longitud del origen al punto donde se sostiene el resorte y
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r = (q1,1 — q2) es el punto de de la particula, donde ||r|| = /¢? + (1 — ¢2)?
Lo .
T = om(d@ +d), (3.4)

1
V= V;"esorte + ‘/gravedad = §K [ZO_HTH]2 + mgqs. (35)

Donde K = constante del resorte y g = gravedad; sustituyendo (3.4) y (3.5) en (3.3)
tendremos:

1 . , 1
L= smi(d + ) = 5K lo-Ilrll* = mga (36)

y al sustituir ||7]| y lp en (3.6) se tiene:

1 . . 1
L= §m((ﬁ +43) — §K

myg
k

2
l———\/@+(1- Q2)2} — mygo. (3.7)

Por lo tanto el lagrangiano necesario que describe al sistema esta dado por:

1, 1 myg i
L= m(di +d3) —mga — 5K {l - ya - Q2)2] : (3.8)

Ahora en nuestro trabajo describiremos el comportamiento del sistema a través de un

hamiltoniano para ello usamos la definicién (2.17):

H=> peip— L. (3.9)
k=1

Al sustituir lo anterior con (3.8), el hamiltoniano quedara de la siguiente manera :

) . 1 ) . 1 m 2
H = pigy + pado — §m((ﬁ +43) + mggo + 3K {l — 79 —\Ja@d+(1- Q2)2] . (3.10)

Ademas ¢y = pg, para todo k = 1...n. Teniendo esto en cuenta el hamiltoniano quedara

descrito como:

1 1 m 2
H= im(p% + p3) + mgqs + 5K [l - 79 —\/ @+ (11— q2)2} . (3.11)
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2

Haciendo los cambios mencionados y definimos el parametro f = <%> , él cual esta des-
S

crito por w, = \/? frecuencia pendular y w, = @/% frecuencia del resorte. Por lo tanto

el hamiltoniano adimensionalizado®[12] es:

2
H = %(prrp%) +fq2+% {1 - f=yad+aQ —Q2)2} : (3.12)

Hay que notar la relacién que tiene f = (1 — ZTO), donde f toma valores del intervalo
[0,1]. Debe quedar claro que el sistema se vuelve integrable cuando f = 0, o cuando
f = 1(apéndice )[11].

En nuestro trabajo usaremos f = }l, esto quiere decir que la frecuencia del resorte es
exactamente el doble de la frecuencia del péndulo; que es el caso en que se produce una
resonancia paramétrica fuerte [1]. Este es el valor mds relevante para la fisica molecular
y por tanto para el caos cuantico.

En los sistemas dinamicos se estudian ciertos comportamientos impredecibles ya que estos

cambian a lo largo del tiempo, y se pueden clasificar en estables, inestables y cadticos.
Un sistema estable tiende a lo largo del tiempo a un punto u érbita.
Un sistema inestable tiende a escapar de los puntos criticos.

Un sistema cadtico manifiesta los dos comportamientos; es decir, por un lado existe

un atractor que atrae el sistema, pero a la vez hay “fuerzas”que lo alejan de este.

3Es una cantidad sin una dimensién fisica asociada, siendo por tanto un nimero puro que permite
describir una caracteristica fisica sin dimensién ni unidad de expresion explicita, y que como tal, siempre

tiene una dimension de 1
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A partir de que el sistema se describe por medio del hamiltoniano, obtendremos las
ecuaciones de movimiento, definidas como en el capitulo anterior las cuales nos ayudaran
a sacar puntos criticos y analizar el potencial que usaremos méas adelante; dichas ecuacio-

nes se obtienen a partir de la definicién (2. 3),

oH
), = — d
0OH
i = . 14

Como es un sistema de dos grados de libertad tendremos cuatro ecuaciones de movimiento

que son las siguientes:

@ = p1, (3.15)

@ = D2, (3.16)

. 3 q1

P = - — 41, (3~17)
A+ (1 - q2)?

: 3 (1—q2)

P2 = ——Q : (3.18)
4 g + (1 = g2)?

Esto nos ayuda a escoger las condiciones iniciales correctas en donde nuestro objetivo

de encontrar la energia adecuada pueda estar.

Minima energia del sistema en reposo

Para obtener la minima energia que puede tener el sistema en reposo, usamos el méto-
do de méximos y minimos[9]; haciendo que la energia cinética es T'= 0y ¢ = 0 el

hamiltoniano (3.12) queda de forma:

H= ot i1 7-VT-ar| . (319)
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Haciendo el algebra necesaria tenemos:

H = f2612+%[1—f2—(1—Q2)}27
H = f2Q2+%[—f2+Q2]2,

1
H = g+ 5((12 - f2)2,

1 2 f4
H — 2 -2 _“ 2 J
/ Q2+2Q2 2qu + 5
2 4
q3 f
H = =4+ —. 3.20
5 5 (3.20)

Entonces al derivar respecto a g obtenemos,

dH

dqo ?

= 0, tenemos que ¢y = 0, el punto a evaluar es:

[gualando a %

QQZO.

A continuacién tenemos que evaluar ¢o = 0, en (3.20):

1 14
Emin = —¢ a0
22ty
14 1\° 1
Emin = 5 =13 zﬁ,l (3.21)

la energia minima del sistema es:

1
E,im = — = 0.03125.
32

Donde E,,;, coincide con la energia del el péndulo extensible[12].
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3.3.2. Potencial del péndulo extensible.

Al analizar el hamiltoniano con la energia minima y tomar en cuenta solo la energia
potencial, se toma la decisién de ver la superficie que forma el potencial, ademés de ver

las curvas de nivel y el campo gradiente:

2
Vig, @) = e+ % [1 — =@+ 01— Q2)2} : (3.22)

Con las instrucciones plot3d, gradplot y contourplot obtenemos las siguientes superficies:

(a) (b) (c)

Figura 3.2: (a) Superficie vista con curvas de nivel. (b) Curvas de nivel con campo gradiente

y la superficie (sabana). (¢) Curvas de nivel en el plano (g1, ¢2).

Después de trazar el potencial (3.22) nos percatamos que el paraboloide esta pinchado
(en el punto (0, 1)), tenemos que analizar esto para poder obtener las condiciones iniciales
y la energia minima necesaria para nuestro propédsito; en (0,0) se puede observar que es
un punto minimo. Usaremos la definicién del gradiente para encontrar los puntos criticos,

para después analizar si son maximos o minimos.
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(%_\/m) 0. B (3 - ( qf+(CI2—1)2>)(CI2—1)3

1
VV (g1, q2) = — i+ -
gl + (g2 — 1)? 4 g+ (g2 — 1)

Para que VV(q1,q2) = 0, esto pasa si y sélo si (¢1,¢2) = (0,0). Sustituyendo en la

ecuacion anterior y haciendo las operaciones correspondientes tenemos:

Esto implica que (0,0) es un punto critico.
Ahora supongamos que g1 =0 y ¢ # 0 y 1, tenemos lo siguiente:

1 G- (VeD)w-1 G-@-Me-1)_ 6,
4 (g2 — 1)? T4 (2 — 1) .

3
4

Lo que nos lleva a tener ¢o = %, esto implica que (0, ), es otro punto critico.

La razén de que g3 # 1 es que en este punto existe una singularidad, “pinchaso” en
el paraboloide.
A continuacién usaremos el teorema de méximos y minimos locales[9] que nos ayudara pa-
ra analizar los puntos criticos anteriormente encontrados.

Entonces aplicando el teorema al potencial (3.2) analicemos que ocurre en el punto

(0,0).

Cumple con la condicién (i), en la condicién (ii) sacando g—q{ tenemos lo siguiente:
1

PV @ ) (% V@ + (g2 — 1)2> Q- <% —Vai+ (g — 1>2>

o8 @+ (g2 —1)? (2 + (g2 — 1)?)2 @+ (g — 1)2
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pv  @-rp | (-VET@ 1) @-1 (- V@)

03 @+ (g2 —1)? (2 + (g2 — 1)?) ¢+ (g2 —1)2

Y

PV qlg—1) (% — V@i + (2 — 1)2> (2 — Dy
0 @G+ (e —1)2 (@ + (g2 — 1>2)% .

Entonces evaluando (0,0), en el descriminante tenemos
1 1
d={—-](1)—(0)==->0

esto implica que (0,0) es un minimo local estricto.

Al sustituir el punto (O, %) en el discriminante tenemos:

d— (—%) (1)~ (0)=—5 <0

Aqui observamos que (ii) < 0y afecta en el discriminante, entonces tenemos que el punto

(0, %) es un punto silla.
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(a) Campo gradiente de V (g1, ¢2).
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Figura 3.3: Para ver a detalle el punto silla trazamos el campo gradiente a la superficie

(el potencial) para observar el comportamiento de los puntos criticos y del punto (0, 1.5).
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(d) Punto silla (0, 1.5).
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Al realizar el andlisis anterior, se opto por ver el comportamiento en el espacio de fases
(¢1, G2, p1) donde usaremos tres energias diferentes como son E; = 0.3941, Ey = 0.4375
E5 = 1.5; las cuales se usaron también en[12]; ahora veremos que pasa en p; al introducir

las energias antes mencionadas.

1
E = épf—i—V(ql,qg), (3.23)
1,
§p1 = E—V((h,(h),

P = 2E—2V(q, ),

P = £V2E —2V(q, ). (3.24)

teniendo la ecuacién (3.25). Con ello se reprodujo las siguientes imagenes*:

Figura 3.4: a) £ = 0.03941 superficie regular. b) E = 0.4375 se forma una superficie

hueca (dona). ¢) Con E = 1.5 se obtiene superficie regular.

4La superficie es toda cerrada, con una tarjeta grafica éptima se tendra mejor resultado.
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Graficas de densidad

Utilizamos la herramienta que nos ofrece nuestro software para ver la proyeccion de
lo que ocurre en el espacio de fases (p1, ¢, ¢2) a partir de graficas de densidad. Veremos
como cambia la superficie al ir aumentando las energias, comenzando con £ = 0.03941
y terminando con E = 1.5. La instrucciéon para esto esta dada por densityplot que se

encuentra dentro del paquete with(plots), al realizar esta técnica obtenemos lo siguiente
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(a) E = 0.03941 (b) E = 0.2060

o
=S
a

gl

(d) E =0.4375 (e) E = 0.5975 (f) E=0.7575

gl

(g) E =0.9175

Figura 3.5: Gréficas de densidad mostrando las zonas de condiciones iniciales a diferentes
energias de F = 0.03941 — 1.5. Ahora que tenemos marcadas las zonas de diferentes
condiciones iniciales, usamos estas mismas para marcar el flujo que sigue la particula

durante el espacio de fases[14].
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3.3.3. Curvatura gaussiana

La curvatura gaussiana es un concepto fundamental de la geometria diferencial; la
mayor parte de curvas y superficies se pueden expresar a partir de curvaturas. En nuestro
trabajo empezaremos a explicar un caso sencillo, el cual consta de una curva C' € R?. Sea
P e Cy 0, el angulo de inclinacion de la recta tangente a C' en P. La curvatura K de C'

en P, se define como la razén de 6, por la unidad de longitud de arco de s es decir:

df

k= —.
ds

(3.25)

Si la curva C' es una curva suave tal que y = f(x), la férmula de la curvatura viene dada

por:

k= - (3.26)
[+ (&)]

e

De esta ecuacion se puede apreciar que k es positiva si P esta sobre un arco concavo hacia
arriba y negativo cuando esta céncavo hacia abajo.
En el caso de una superficie de R? la recta tangente es un plano tangente a la superficie,

donde tendremos la férmula de la curvatura gaussiana para una superficie suave z =

U(z,y) es:

_ UmUyy _ (ny)2
U = T o+ (3.27)

Para poder usar esta técnica es necesario manejar los siguientes conceptos y aplicarlos al
potencial (3.22) tal y como se hace en[20]; el punto principal es encontrar las zonas de

condiciones iniciales para la energia indicada.
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Exponente de Lyapunov

En la teoria de sistemas dinamicos los exponentes de Lyapunov consisten en determo-
nar una medida de cuanto se separan a tiempo indefinido diferentes trayectorias generadas
con condiciones iniciales dadas, fundamentalmente establece un parametro que cuantifique

el movimiento cadtico. Se define el exponete de lyapunov como

1
A= lim -In
t—oo T

los exponentes de Lyapunov estan asociados a cada curva y, en definitiva, a cada punto
del espacio de fases.

La principal responsabilidad y estrecha relacion en la aparicién de caos es del potencial
V(q1,q2). Para poder determinar que existen orbitas cadticas tendremos que calcular los
exponentes de Lyapunov del sistema, en este caso no las puedo calcular inmediatamente,
entonces utilizaremos el método de la ecuacién variacional[18].

Sea,

0= f(v).
un sistema de ecuaciones diferenciales el cual podemos resolver como Fi(v) : t € R, susti-

tuyendo esto en el sistema tenemos:

d

EFt(U) = f(Fi(v)),

diferenciando respecto a v y usando la regla de la cadena tenemos lo siguiente:

 DE(v) = DI(F(v)) DF(v). (3.28)

Realizando J; = DFy(v), A(t) = Df(F;(v)), deducimos la ecuacién variacional

Jy = A(t)J,. (3.29)
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Para poder determinar J; necesitamos anadir una condicion inicial Jy = I, esto es conse-
cuencia de que F;y = v, basta observar que la ecuacion diferencial no es auténoma pues la
matriz depende del tiempo. Esto implica que A(t) son funciones dependientes del tiempo,
si sustituimos un punto (condicién inicial del potencial) (¢i,,¢q2,) se obtendran valores

auténomos:

chm qupl Hp1p1 Hp2p1

Hop,  Hepy,  Hpip,  Hpyp,
A=
—H —H —H —H.

q191 9291 Piq1 P2q1

_Hqun _HQ2Q2 _quz _szqz

(q10,920)

Haciendo las derivadas parciales correspondientes, la matriz es de la siguiente forma:

0 0 lepl HP2P1

0 0 HPIPQ HPQPQ

_thth _thzth 0 0

_‘/;11(12 _‘/;12112 0 0
(q107QQ0)
Después de sustituir (q1,, ¢2,) establecemos la ecuacién para valores propios A — -1 =0

para obtener el polinomio caracteristico; por lo tanto los exponentes de Lyapunov son las

soluciones a la ecuaciéon

-\ 0 1 0
0 A 0 1
= 0.
_Vqlomo _quoq10 A 0
-V, 0 =X
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Al resolver la matriz el polinomio caracteristico es representado de la siguiente manera:
MENB+a=0.

Haciendo un cambio de variable y utilizando la férmula general se tiene:

/\1,2,3,4 ==x (% <—5 + v B% — 404) §>

donde ﬁ =AV = ‘/;11611 +VQ2Q2 yo= (unn) (vqwz) - (qu2)27 de este resultado se presentan

dos observaciones:

1. Los signos de av 'y K (V') coinciden.

Se puede observar que si « es negativo el signo de la curvatura K (V') también lo es
ya que el denominador siempre es positivo.

El signo de K coincide con el de «, y por lo tanto con la condicién para valores pro-
pios reales. Por lo tanto existe una relacién entre las inestabilidades del movimiento
y el signo de la curvatura. Este es el criterio buscado que llamamos el criterio de la
curvatura negativa (CCN) para abreviar. Ofrece una forma de analizar la posible
existencia de una dinamica inestable que genera caos simplemente observando la
curvatura gaussiana de superficie de energia potencial. Es decir si la superficie de
energia potencial del sistema tiene una region de curvatura negativa y los movi-
mientos tipicos la atraviesan, se viola la estabilidad del sistema y el movimiento de

la particula puede volverse caédtico.
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2. Si 8 >0y a>0,entonces los )\; son imaginarios en este caso se tiene el siguiente

teoremal[19]:

Teorema 3.1. Sea v = f(v) un sistema de ecuaciones diferenciales con un hamiltoniano
de la forma (3.12). Si la funcion potencial V(q1, q2) satisface que AV >0y K(V) >0 en

todo R?, entonces el sistema no tiene orbitas cadticas.

El criterio de curvatura negativa tiene la ventaja adicional de poder predecir si los mo-
vimientos cadticos pueden desaparecer al aumentar la energia. Para que esto suceda, es
necesario que la regién de curvatura negativa del potencial esté confinada, ya que, en tal
caso, con energias suficientes el sistema volveria a ser estable. Incluso podemos ir un paso
mas alla y usar estas ideas para estimar el valor de energia en el que tiene lugar la tran-
sicion. Para este fin, tenemos que evaluar la linea de curvatura cero, es decir, el conjunto
de puntos para los cuales K (V') = 0, y determinar la energia minima E,,;, necesaria para

alcanzar esta curva.

E,.in desempenaria el papel de la energia critica para el inicio del caos, ya que para
cualquier £ > FE,,;,, la trayectoria de fase del sistema puede llegar a la region de curvatura
negativa, por lo que el movimiento puede volverse cadtico. También podemos estimar la
energia del caos maximo (es decir, la energia a la que el volumen del espacio de fase
ocupado por las drbitas cadticas tiene un maximo) F,,,, como la energia maxima que
alcanza el sistema en la curva de curvatura cero. Esta iltima estimacion de energia a

veces se considera como una estimacion de la energia donde el caos comienza a terminar
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cuando hay una transicién orden-caos-orden [12]. Pero independientemente de cuél sea
la interpretacion que le demos a la ultima estimacién, debe quedar claro que es sélo una

estimacion de la F,, 4.

q2

Figura 3.6: Las energias en el potencial son las curvas de color negro, verde y morado. Lo

que esta de color azul es a.

Para interpretar bien esto tenemos la siguiente observacién, para todo (g1, ¢2) € R? las
orbitas estables solo pueden existir en regiones de curvatura positiva. Entonces, la tinica

regién de curvatura positiva es la imagen bajo V' (qi, ¢2) del interior de «[19].

En la figura (3.6) representamos de color negro es la energia £ = 0.03941, de color
verde es £/ = 0.05796 y de color morado E = 0.1986, si se toman las energias dentro de

la region azul se garantiza que el sistema esta en completo orden.

Con esto establecemos la condiciones iniciales y las energias con las que se trabajaran;

en donde “la monodromia hamiltoniana” se podria manifestar.
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Flujo Hamiltoniano

A diferencia del espacio de configuraciones, el espacio fase tiene caracteristicas ma-
tematicas especiales. Si consideramos todos los vectores tangente a las orbitas de fase
como un campo vectorial sobre el espacio fase llamado flujo hamiltoniano 2, este satisface

la condicion de incomprensibilidad de los fluidos es decir:

— (04;  Ops
div(z) = + = 0.
) 22_1: (8%‘ Opi
Esto significa que si tomamos cualquier regién cerrada del espacio fase en un instante

especifico tg, luego de un tiempo ¢, su volumen seguird siendo el mismo aunque la forma

de la regiéon cambie. A esto se le conoce como teorema de Liouville|4)].

Con el uso del método de integraciéon (RKF 45) podemos gréficar el trayecto de la particu-
la en el espacio fase (q1, ¢2). Para observar mejor el comportamiento del sistema dejamos
evolucionar por 100 unidades de tiempo a tres distintas energias, dicho flujo describe el
recorrido de la particula a través del plano. Para ello se usaran las energias F; = 0.03941,
Ey = 0.4375 y F3 = 1.5 lo que muestra la transicién orden-caos-orden, cuya existencia

fue demostrada en [12].
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E=0.03941 E=0.43750 E=15

0.2

0.1+

0.1 =g

-0.2+

T T T -t - N T LA T T T T
-03 =02 -01 0 01 02 03 -2 2| 0 1 2 3 -2 -1 0 1 2

(a) (b) ()

Figura 3.7: Flujo que recorre la particula en el plano de oscilacién ¢; y ¢o. (a) Flujo

ordenado de la particula. (b) Flujo cadtico de la particula. (¢) Flujo nuevamente ordenado.

La fig. 3.7 (a) muestra que con la energia F' = 0.03941 el péndulo tiende hacer un
movimiento regular en el plano (qi,¢2). (b) Muestra que con la energia E = 0.43750 el
pénduolo hace movimientos fuera de control. (¢) Muestra que con la energia £ = 1.5
el péndulo vuelve a tener un comportamiento ordenado en las trayectorias. Esta es una
prueba visual de la transicién Orden-Caos-Orden.

Teniendo ya claro el comportamiento del péndulo extensible ahora agregaremos un grado
mas de libertad, esto implica introducir dos coordenadas generalizadas que son ps y ¢s;

entonces el sistema ya puede moverse en un espacio de tres dimensiones.
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3.3.4. Péndulo con tres grados de libertad

Después del analisis del sistema con dos grados de libertad, se introduce la tercer
coordenada generalizada. Donde ¢3 y p3, son la coordenada y el momento generalizado.
Entonces el sistema es ahora de tres grados de libertad lo cual implica que tenemos seis
ecuaciones de movimiento que describen la dindamica del sistema.

Sera libre de moverse en tres dimensiones, lo que necesitamos para el desarrollo de nuestro
trabajo. En la secciéon anterior se dan las energias que son Optimas para llegar a nuestro
objetivo; el que consiste en encontrar los cambios de plano de oscilacién. El sistema esta

representado en la figura(3.8).

| 7%

WV

Figura 3.8: Péndulo extensible de tres grados de libertad; con coordenadas qi, ¢2 v ¢s;

este diagrama muestra de color verde la coordenada agregada al sistema.
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El hamiltoniano en este caso queda descrito de la siguiente manera:

2

1 1
H=spi+pm+r)+/ets {1—f— \/q%+(1—q2)2+q3, . (3.30)

Al hacer g3 = 0 y p3 = 0 tendremos el hamiltoniano (3.12) que describe la fig (3.1).

En este caso utilizaremos los cortes del flujo hamiltoniano, respecto al plano (¢, ¢3) con
la energia E; = 0.03941 a 800 unidades de tiempo donde observaremos los cambios de
plano de oscilacién que nosotros buscamos, segin lo dice Lynch [2]. El hamiltoniano (3.30)
tiene la misma caracteristica de conservar la energia, es decir no importa cuanto tiempo

se ponga a interactuar, el sistema seguird con la misma energia con la que inicio.
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Potencial

Usamos el campo gradiente para poder visualizar el potencial V' (q1, ¢2, g3) de tal mane-
ra tendremos una idea de como es la superficie, ya que el campo gradiente es una proyec-
cion del comportamiento de la superficie, podemos ver en un espacio de tres dimensiones

como se comporta el potencial que esta definido en un espacio de cuatro dimensiones.

A%
ittt

p ¥

et e

hSPR AT S
T .

(fl

(a) (b)

Figura 3.9: Campo gradiente de tres dimensiones con dos caracteristicas, en una se usan

flechas delgadas y en la otra son mas planas.

En la imagen se observa el comportamiento que tiene el campo gradiente sobre el
potencial, al parecer en un intervalo la superficie tiene una atraccion a cierto punto, esto

se aprecia mejor en (a). En (b) es el mismo potencial sélo cambia el estilo de la flecha.
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3.3.5. Energias bajas

Una de las motivaciones que dio inspiracién para analizar el péndulo, es usar energias
bajas para mostrar la monodromia hamiltoniana esta presente en el sistema, sin que el
hamiltoniano se someta a aproximaciones integrables como [15]; ya que al hacer el expe-
rimento [16], no se hace este tipo de andlisis como tal; se usa el modelo fabricado, con
ayuda de pintura y camaras se logra captar los cambios de plano de oscilaciéon que hace

el péndulo.

En nuestro caso tenemos la mision que teniendo un hamiltoniano no integrable, poder
mostrar la existencia de dicho fenémeno a energias pequenas y con condiciones iniciales
favorables; con ayuda de Maple y herramientas utilizadas en [12, 13, 17|, encontraremos
las energias mas éptimas para tratar de llegar a nuestro objetivo. Desde que surge el
estudio de pequenas oscilaciones a varios sistemas, ésto did paso para estudiar modelos
méas apegados a la realidad [21].

Del analisis del péndulo bidimensional tenemos las condiciones iniciales del sistema
para la energia F = 0.03941, usaremos esas condiciones iniciales y dejaremos evolucionar
el péndulo durante 120 unidades de tiempo, para ver cual fue el movimiento de la particula

en el espacio de fases (q1, ¢z, q3)-
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Flujo hamiltoniano

Con ayuda del software (Maple) se traza el flujo hamiltoniano en el espacio de fases
(1,42, q3), donde podremos visualizar la evolucién del péndulo extensible durante 800
unidades de tiempo; sélo la energia E; = 0.03941, la cual es 26 % mas grande que la
energia minima (3.21), como nuestro hamiltoniano es independiente del tiempo y ademés
no tenemos coeficientes de friccion, entonces el péndulo seguird oscilando con la misma
energia durante todas las unidades de tiempo que se le indique.

Para las otras dos energias se usaran tiempos mas cortos, la justificacion de esto se

dara en la siguiente seccion.

E=0.03941 E=0.03941 E=0.03941

0.2

0.1+

-0.14

-0.24

2 -02 -0 0 0.1 0.2
4 Ui 45 "

(a) (b) ()

Figura 3.10: Flujo que recorre la particula en el espacio (qi,q2,q3) con energia E =

0.03941.

La particula esta oscilando en el espacio (q1, g2, ¢3) donde se observa un comportamien-
to ordenado a una energia £/ = 0.03941 y a 120 unidades de tiempo, donde se observa

enla fig. 3.10 (¢) que existe un cambio de plano en la oscilacién, esto se discutird en la
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seccion de monodromia. Las condiciones iniciales del sistema con el que se llevd acabo son:
g1 =0.062, go =0, g3 =0.01, py =0.124, po =0, p3 = 0, con estas condiciones iniciales
se dejo analizar de 0 a 140 unidades de tiempo, y obteniendo una 6 E = 0. 6e~" % (méxima

desviacién de energia).

E=0.05796 E=0.057
E=0.05796

0.2 2
g, 1H 4,
0.2 -0z

0.4

T T T T T T '
S0E-06-04-02 0 02 04 06 08

'y

(a) (b) (c)

Figura 3.11: Flujo que recorre la particula en el espacio de oscilacion (g1, g2, ¢3) a la energia

E = 0.05796.

Esta trayectoria que hace la particula esta dada por las condiciones iniciales ¢q; =
0.062, ¢o = 0, g3 = 0.01, p; = 0.229, p, = 0y p3s = 0; y dejando oscilar de 0 a 140

unidades de tiempo obteniendo una 6F = 0.18¢7° % (mdxima desviacién de energfa).
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E=0.1986 E=0.1986

E=0.1986

3

Figura 3.12: Flujo que recorre la particula en el espacio (qi, ¢2, q3) a energia F = 0. 1986.

la particula esta dada por las condiciones iniciales ¢; = 0.062, ¢o = 0, g3 = 0.01,
p1 = 0.577, po = 0y p3 = 0; y dejando oscilar de 0 a 140 unidades de tiempo obteniendo
una §E = 0.6e~ "% (mdxima desviacién de energfa). En este caso la particula hace un
recorrido mas rapido esto se debe al incremento de energia; el flujo trazado forma un mono,
se considera esta como la energia critica ya que al seguir aumentando ésto hace salirnos
del rango ordenado para introducirnos &l movimiento caético[14]. En las tres gréficas se
muestra el flujo hamiltoniano el cual tiene un grosor de linea de 0.1 con 30 iteraciones

para obtener una mejor apreciaciéon del movimiento que realiza dicha particula.



60 CAPITULO 3. MONODROMIA HAMILTONIANA

Secciones trasversales al flujo del sistema

Después de trazar el flujo hamiltoniano que hace la particula en las tres energias,
procederemos a ver el comportamiento en el plano (ql,¢3)(escena [q1,q3])[?], esto ayu-
dard a verificar si el péndulo hace los cambios de plano en la oscilacion que tratamos de
encontrar; lo que ayudara a obtener los resultados del trabajo y con eso llegar a nuestro
objetivo.

Empezando con E = 0.03941.
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E=003%41 E=003%41 E= 003941

Figura 3.13: Escena del plano (¢i, ¢3) de la energia E = 0.03941 donde (a) esta de 0 — 50

unidades de tiempo, en (b) esta de 0 — 100 y en (c) esta de 0 — 150.

Respecto a la fig. 3. 13 tenemos:

(a) En la imagen se muestra como la particula oscila en el eje ¢; por un momento,

después hace un cambio de oscilacion.

(b) En la imagen se muestra el siguiente cambio de plano donde ocurre de 50 — 100

unidades de tiempo.

(¢) Se muestra el tercer plano de oscilacién el cual aparece en 100 — 150 unidades.

Los intervalos de unidades de tiempo se dardn mas delante asi como los dngulos de incli-

nacion de los planos de oscilacion.
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E=0.0572%6 E=0.0572%6 E=0.0572%6

& -0.% -0.%
-0.6-04-02 0 02 04 06 08 -0.6-04-02 0 02 04 06 08 -0.6-04-02 0 02 04 06 08

(a) (b) ()

Figura 3.14: Escena del plano (g1, g3) de la energia F = 0.05796 donde (a) esta de 0 — 30

unidades de tiempo, en (b) esta de 0 — 70 y en (c) esta de 0 — 130.

Realizando la descripcion de la dinamica de la fig.3. 14:

(a) En la imagen se muestra como la particula oscila en el eje ¢; donde esta oscilando
por un tiempo de 0 a 30 unidades; hace un cambio de oscilacién apartir de la unidad

40 y se mantiene oscilando por 30.

(b) El cambio de oscilacién lo hace a partir de la unidad 70. En 80 a 130 se forma el

tercer plano; en este caso tarda oscilando sobre ese plano 50 unidades.

(c) Parece ser la misma que (b), pero no, el plano de oscilacién repite en g1, es decir los

planos de oscilacién ya dieron la vuelta.
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E=0.1986 E=0.1986 E=0.1986

0.5 0.5+ 0.5

g; 1 /'754 4y 1 43 A

-0.5H -0.54 -0.5H
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q, iy q,
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Figura 3.15: Escena del plano (¢1, ¢3) de la energia E = 0.1986, donde (a) esta de 0 — 30

unidades de tiempo, en (b) esta de 0 — 70 y en (c) esta de 0 — 140.

Ahora en la fig. 3. 15 tenemos en cada panel:

(a) Se tiene que la particula oscila en el eje ¢; por 10 unidades de tiempo para después
cambiar plano de oscilacién que es el de 10 a 30, esto implica que tardo oscilando

20 unidades.

(b) De 30 a 40 se forma el tercer plano y tarda 10 unidades para formar el otro plano

el cual oscila de 60 a 70.

(c) en esta imagen aparecen ya los 7 planos de oscilacién trazados por la particula a
140 unidades; el quinto plano aparece de 70 a 80, sexto plano 90 a 110 y por tltimo

de 120 a 130 unidades.

En la siguiente seccion se discute del objetivo principal del trabajo que es el ver la ma-

nifestacién de la monodromia hamiltoniana en el péndulo extensible; donde se describe
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como cambios de plano de oscilacién a tiempos indeterminados haciendo un movimiento

inhabitual.
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3.4. Monodromia hamiltoniana

La monodromia proviene del griego povo—dpou), que significa recorrer una vez o reco-
rrer uniformemente. De manera general, la monodromia describe fenémenos paramétriza-
dos por un espacio base de manera que al realizar caminos cerrados en dicho espacio base,
los fenomenos sufren un cierta transformacién, el siguiente ejemplo ayudara a entender
mas esta definicién.

Sea t — (cos(2mt), sin(27t), t), la espiral paramentrizada por los puntos de la circun-

ferencia base es decir, por

Sti={(z,y) eR? | 2 +¢* =1} = {ze€C | || =1}.

A cada punto de la circunferencia le asociamos los puntos que se proyectan sobre el
fijando un punto py := (cos(27ty,sin(27ty))) y los puntos asociados son de la forma
(po, to + k) donde k € Z de esta manera podemos considerar la espiral como la gréafica de
una funcién multivaluada de $* en R. Por ejemplo, la imagen de t = 0 es Z; la imagen
de cualquier otro punto tambien se puede identificar con f una vez que hemos fijado un
to apropiado. Si damos una vuelta en sentido antihorario, dichos puntos se transforman
como K — K + 1, es decir el efecto de dar una vuelta sobre la imagen de un punto de
traslacion es la monodromia y el grupo implicado es Z.

El anterior ejemplo es de la teoria de cubiertas[10]; en 1980 el matemético holandés
Duistermaat descubre el fenémeno llamado “monodromia hamiltoniana” que consiste en

la existencia de una obstruccién topoldgica (superficie que no es simplemente conexa®)[10]

Sconexo por trayectorias y su grupo fundamental es el trivial(grupo formado por un unico elemento)
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a la aparicién de variables globales accién-angulo (constantes de movimiento), la mono-
dromia hamiltoniana se ha demostrado teéricamente en sistemas tales como: los billares
elipsoidales, los gases atrapados de Bose , la molécula de H,, el 4tomo de hidrégeno en
campos combinados eléctricos y magnéticos, y se tiene evidencia de su existencia en los

espectros de vibracion de moléculas cuasi lineales tales como C'Os.

3.4.1. Monodromia hamiltoniana en el péndulo

La monodromia hamiltoniana puede ocurrir cerca de equilibrios relativos en sistemas
como el péndulo extensible, como ha sido demostrado recientemente de manera experi-
mental [16]. Particularmente en el péndulo extensible la monodromia hamiltoniana es la
responsable de que los planos de oscilacion tengan un comportamiento inhabitual. En
este trabajo demostramos numéricamente que la monodromia ocurre también en el mo-
delo clésico del péndulo extensible que ha sido usado para investigar la aparicién de caos
[12], [14] y para modelar la interaccion océano atmdsfera [13]. Otro ejemplo, cudntico
donde ocurre es en la resonancia de Fermi para la molécula de C'Os, cuyas caracteristicas

monodrémicas han sido investigadas en [17].
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3.4.2. Vistas y cortes de plano

Con el corte transversal al flujo hamiltoniano, cuando éste termina su recorrido a las
140 unidades de tiempo, nos muestra los planos de oscilacién que hizo, ademas el péndulo
hace este cambio de plano en un lapso de 0 a 100 unidades de tiempo, en el primer plano
de oscilacién tenemos que dura oscilando 50 unidades depués se tiene registrado que en
el tercer plano tarda oscilando 70 unidades, 20 mas. El analisis de los planos se hizo de
tal manera de que el corte se viera lleno de planos de oscilacion, para eso el péndulo se

dejo oscilar durante 800 unidades.

E=0.03941

0.2

0.1

4

-0.14

-0.2

Figura 3.16: £ = 0.03941, (a) Se tiene el flujo hamiltoniano a energia £ = 0.03941 donde
se observa como la particula recorre el espacio fasico (¢, q2, g3). (b) Se traza los dos planos

de ocsilacion, donde oscilo primero sobre el eje ¢;.
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E=0.057%6 E=0.0357%

0.2
g, 43
-0.24
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4 4,

(a) (b)

Figura 3.17: Con E = 0.05796. (a) Flujo hamiltoniano en vista del plano (g1, ¢2) donde
se observa que la particula hace movimientos mas cerrados. (b) Observamos en el plano

(q1,q3) dos planos de oscilacién.

Con la energia £ = 0.05796 en la figura (b) se observan dos planos de oscilacién,
el segundo plano aparece a partir de la unidad 30 a 40 y este oscila sobre ese plano

aproximadamente 30 unidades.
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E=0.1986

0.5
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-0.5]

43
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(b)

Figura 3.18: Con E = 0.1986. (a) El flujo hamiltoniano en el espacio fasico (q1,42,q3).

(b) En esta escena hay cuatro planos de oscilacion.

En este caso los planos de oscilacién hacen cambios mucho mas réapido, por la energia

dada al sistema son cuatro los que aparecen de 0 a 70 unidades. A continuacion se daran

a conocer los angulos y el sentido hacia donde van los planos de oscilacién; ésta es la parte

final de nuestro trabajo donde veremos si los cambios de plano son periédicos o no.
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Medida de angulos

En este apartado analizaremos aspectos relacionados con los planos de oscilacion que
se obtuvieron a partir del estudio realizado, en el caso de £ = 0.03941 como se dijo en
la seccién anterior se dejo oscilar por 800 unidades de tiempo de tal manera que llenara
el corte transversal con los planos; se obtienen los angulos a partir de los dos puntos

extremos que hacen este plano y la pendiente de la ecuacién de la recta

T2 — X1

m = ,
Y2 — U1

y aplicando:

arctan(m) = 6°.

Esto mismo se llevara acabo con las otras dos energias £ = 0.05796 y E = 0.1986.

Analizaremos los cambios de plano hasta que este coincida con algin otro. Para el caso

E =0.03941:

Plano de oscilacion Angulo Unidades de tiempo

1 0° 0...50

2 75° 50...100
3 —73° 100...220
4 56° 260...320
5 —62° 320...400
6 18° 400...500
7 —83° 500...600
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E=0.03941

60

40

100 200 300 400 500 600

Figura 3.19: Angulos que forman el plano de oscilacion.

La grafica (Figura.3. 18) muestra el 4ngulo en que esta el plano de oscilacién de acuerdo al
flujo hamiltoniano; En la tabla se explica como el péndulo extensible se comporta; en ésta
se expresa mejor las unidades de tiempo que estuvo oscilando en el plano de oscilacion.

En particular esta energia es relevante para el trabajo ya que tiene un comportamiento
diferente a energias un poco mas altas; el plano de oscilacion que coincide es el plano
inicial que ocurre en 600 unidades, ademas de los cambios se han observado no ocurren

de manera periédica y eso se debe a las condiciones iniciales [15].
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Cuando la energia es £ = 0.05796:

E=0.0379%

=

Figura 3.20: Angulos que forman los planos de oscilacion.

Plano de oscilacion Angulo Unidades de tiempo

1 90° 0...30
2 26° 30...70
3 —35° 80...130

A diferencia con la energia anterior en este caso sélo hay tres planos que mostrar, ya
que el cuarto plano es donde repite el angulo a pesar que los angulos son diferentes; las

unidades de tiempo son mas cortos, donde es mas visto esto es en el siguiente caso.



3.4. MONODROMIA HAMILTONIANA

Para el caso FF = 0. 1986:

E=0.1986

=

|

|

20 40 60 80 100 120 140 160 180

Figura 3.21: Angulos que forman los planos de oscilacién.

t

Plano de oscilacion Angulo Unidades de tiempo
1 0° 0...10
2 20° 10...30
3 39° 30...50
4 58° 50...70
5 80° 70...90
6 —83° 90...110
7 —60° 110...130
8 —42° 130...150
9 —23° 150...170

73

Este caso es interesante por como venimos desarrollando el trabajo, en la grafica se nota

como la pendiente es positiva y en las 90 unidades de tiempo hace el cambio a pendientes
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negativas, aqui los planos de oscilacion son mas rapidos y aparecen de manera consecutiva,

es decir de forma periddica.



Capitulo 4

Conclusiones

Con los resultados obtenidos damos a conocer que nuestro sistema hamiltoniano no
integrable (el péndulo extensible), puede mostrar el fenémeno de la monodrimia hamolto-
niana, esto sucede cuando se consideran bajas energias. En este caso la energia principal
es F = 0.03941, donde el péndulo mostré los cambios del plano de oscilacién que no
son periédicos como lo queriamos mostrar; con esto respondemos de forma afirmativa la
pregunta que inspiro el trabajo.

. Existe la monodromia hamiltoniana en nuestro sistema no integrable?.

Teniendo en cuenta que no se consideran aspectos como el efecto de torcién en el

resorte. Esperamos que los datos que resaltan sean de ayuda para futuras investigaciones

como es el caso de un amortiguador interactuando con un neumatico.

75
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Capitulo 5

Apéndice 1

Los casos integrables del péndulo extensible:
A) El caso cuando f = 0.

Cuando f = 0 el hamiltoniano del péndulo extensible es

2

1 1
H =5 +ps)+5 [1 V(1 —qz)z} :

Si hacemos la transformacion de variables (en este caso, una transformacién canénica)

1_
p*=q; + (1 —¢2)% tang = (q—lqz),

es posible reescribir el hamiltoniano de la forma

1
H = 517?) + ‘/efe<P),

en donde hemos introducido el potencial efectivo V.¢(p) como



78 CAPITULO 5. APENDICE 1

yl= p% es una constante de movimiento. Entonces dado que hemos reducido el problema
a uno unidimensional equivalente, hemos demostrado que el hamiltoniano es integrable
cuando f = 0.

B) El caso f = 1.

Si f =1, y cambiamos de variables

2

PP =q+q, tang = —.
q1

El hamiltoniano queda de la forma

1
H = Epi—i_‘/efe(p)a
donde ahora
1,02
‘/e = S\ 5 2 )

y, | = p*¢, es como antes una constante de movimiento. De la expresién se obtiene que el

hamiltoniano es integrable cuando f = 1.

5.0.3. Teorema de maximos y minimos

Teorema 5.1. Sea f(z,y) de clase C* en un conjunto abierto U de R%. Un punto (o, yo)
es un minimo local (estricto) de f si se cumplen las siguientes condiciones.
) d
Z)a_i(xmy()) - 8_£(x07y0) - 07

. 92
“)%(%,yo) >0,

2
iii)d = (54) (5£) = (£4) > 0 en (w0, w0).

Donde (D se llama el discriminante), entonces para (ii) se tiene que < 0, en lugar de
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> 0, sin cambiar la condicién (7i7), entonces tenemos un méximo local estricto, si (i17) < 0,

entonces es un punto silla.
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